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Einleitung. 

I. I)as Anschauungsgebict, in welchem sieh die naehfolgenden Ent- 
wickelungen bewcgen, ist durch folgende Betrachtungen einfach zu um- 
schreiben. 

Wenn zwischen den Radien R und r von zwei Kreisen in derselben 
Ebene, von denen der erste als fest gedacht wird, und ihrer Centraldistanz 
2c eine der Relationen 

r2~ (~c)~ = R ~ + r '~, (~c)  ~ + n ~ =  , (~c)~ + r ~ = R '~ 

des PythagorMschen Satzes besteht, so wird dadurch der Reihe nach aus- 
gesagt, dass die Kreise R und r sich orthogonal durehschneiden, dass dcr 
Kreis R von r oder endlich der Kreis r yon R diametral d. h. in den 
Endpunkten eines seiner Durchmesser geschnitten wird. Und well die 
beiden letzten Relationen durch Zeichenwechsel yon R 2 resp. r ~ aus der 
ersten hervorgehen, so sagen wit, dass der Orthogonalschnitt eines rein 
imaginii, rcn Kreises durch den Diametralschnitt seines reellen Stellvertreters 
oder Symmetriekreises ersetzt wird. 
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Betraehtet man die Centraldistanz 2c als unabh~ngige Veriinderliche 
und den Radius r als Function derselben, so erhMt man im ersten Falle 
far 2c > R, im dritten Fallc f('w 2c < R und im zweiten immer zwci 
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe yon r; insbesondere den Worth 
Null for (2c)~ = R: im ersten und dritten Falle, aber nut  ft~r 

(2c) + / t '  - o  

also bei reellem Radius far keinen reellen Werth der Centraldistanz im 
zweiten Falle; 2c-~  o giebt im ersten Falle den rein imaginaren Func- 
tionswerth r ~ -  R ~, im zweiten und dritten r ~ - - R  2, zugleich den 
kleinsten und resp. gr6ssten reellen Werth der Function. Tr[rgt man yon 
den Punkten der dutch den Werth yon 2c gegebcncn zu R concentrischcn 
Kreise dcr Ebene oder Tafel auf ihre zugehorigen Normalen die Werthe 
r ab, die ihnen entsprechen, so erft]llen die Endpunkte in jedem Fallc 
eine zur Tafel orthogonal-symmetrische Fl~iche; eine Botationsth~che zweiten 
Grades, well fr~r die Normale im Mittelpunkt yon R als Axe der z und 
zwei zu einander rechtwinklige I)urchmesser desselben Kreises als Axen 
der x und y wegen (2c) ~ - -x '2 - t  - y~ und r ~ =  z ~ die obigen Relationen 
abergehen in 

x ~ + y ~ / t :  + z ~, x ~ + y~ + R ~ = z  '~, x'~ + y~ + z ~ = B  :. 

Von diesen Fl~chen iat die dritte die Kugel iiber dem Hauptkre i sc / / ,  
die erste und zweite haben den gleichseitigen Rotationskegel x~n t- y ~ z  ~ 
zum gemeinsamen Asymptotenkegcl und werden als einfaches und zwei- 
fiwhes gleichseitiyes Rotationshyperboloid unterschieden. Die erste und drittc 
Fli~che berahren einander mit zur Tafel normalen Tangentialebenen in 
allen Punkten des Kreises R, die zweite und dritte mit zur Tafel paral- 
Men  Tangentialebenen in den Punkten x ~ o ,  y:=-o, z~---tt 2. Wir 
sagen, dass die Kreise in der Tafel, welche einen festen Kreis R derselben 
orthogonal resp. diametral schneiden, die Bildkreise der Punkte eines ein- 
fachen resp. zweifachen gleichseitigen Rotationshyperboloides sind, far  
welches R der Hauptkreis ist, und nennen diese Gesammtheit  das Netz 
yon Kreisen mit  reellem und resp. imagini~rem Orthogonalkreis; wiihrend 
die Kreise der Tafcl, die von R diametral geschnitten werden, die Bild- 
kreise far die Punkte der Kugel sind, die jenen zum Hauptkreis hat. 



U b e r  die D u r c h d r i n g u n g  g ie ichse i t ige r  Ro ta t i onshype rbo lo ide  yon para l le len  A x e n .  3 3 3  

Die Querschnitte der drei Flr~chen mit der Ebene y =-% also die 
Hyperbeln mit der Centrale der Kreise oder der Axe x als Hauptaxe 
resp. Nebenaxe und der Kreis 

X ~ - -  Z ~ " - - /~ :~ ,  Z 2 - -  X 2 ---~ -R ~, X" -4- Z ~ ~ R :~, 

sind die Reprasentanten der Biischel von Kreisen mit G r e n z p u n k t e n  resp. mit 
G r u n d p u n k t e n ,  die aus Punkten yon x einen gegebenen Kreis x " - t - y 2 - ~ l z l  ~ 

orthogonal resp. diametral schneiden oder endlieh, dic diametral yon ihm 
gesehnitten werden. 

Endlich sehen wit, dass der Schnitt des einfaehen Hyperboloides 
x~+Y~ R ~-4-z ~ mit jeder der Ebenen y--  -I-R dureh x ~ - z  ' ~ - o  
oder (x .A-z)(x--z)  = o  ausgedr~'tekt wird oder aus zwei in der Kehl- 
kreistangente y = _-3-_ R projicierten dutch x = o ,  z - : o  gehenden unter 45 ~ 
zur Tafel geneigten Geraden besteht, und aus der Rotationssymmetrie der 
Flaehe folgt dass dies fi'lr jede der den Kehlkreis bert'lhrenden Normal- 
ebencn zur Tafel stattfindet, oder dass die Fli~che zwci Systeme reeller 
gerader Linien enth'~lt, reprasentiert durch die Bt'~schel sich bert'~hrender 
Kreise, die zu dem Kehlkreis in demselben Punktc orthogonal sind; sic 
sollen ihre Manle l l in ien  genannt werden. 

2. Wenn die reellen Kreise R und r in der Tafel sich unter dem 
Winkel a reell schneiden, so hat man f~'lr das Quadrat ihrer Central- 
distanz 

(2c) ~--  t~ 2 + r ~ - 2 R r  cos a; 

wir setzen auf Grund des vorigen lest, dass der Sehnitt des rein imagi, 
naren Kreises vom Radius i R  resp. ir  mit dem Kreise r odcr R unter 
dem Winkel vom Cosinuswerth i cos o, endlich der Schnitt der rein ima- 
gingren Kreise i// und ir  unter dem Winkel o" ausgcdri;tckt werde durch 

= - .n + ,,--' + coso . ,  = , . ,  +  oso., 

(2c) ~ = - -  I t  2 - -  r "~ + 2 R r  cos ~- 

resp. Man hat damit ft'lr die durch solche Kreissysteme cyklographisch 
abgebildeten Fliichen der Reihe nach 

x ~ A - y ~ - ~ R  ~ + z  ~ 2 R z c o s o ,  x ' ~ 4 - y ~ -  - - R  ~ A - z  ~ +  : R z c o s o ,  

x'~ -b y 2 - -  l~2 - -  z'~ + 2Rzcoso, x'~ -t- y ~ - -  R2 - -  z~ -t- 2Rzcosa. 
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Setzt man ( z ~  z0) ft'tr z und bestimmt z 0 jeweilen so, dass die erste Potcnz 

yon z den Coefficienten Null  erhMt, was fclr die zweite z 0 ~ - - R c o s o -  
und far  die drei andern z 0 ~ / ~  cos o- liefert, so gehen die Gleichungen 
fiber in 

- -  x" /~"(I + cos"~) + z", x ~ + y " - - R " ( ~  cos"a) + z ", + y" - -  

x ~ + y~ + z~ -R~(I + cos~), z ~ + y~ + z~= ~ ( c o s ~ - -  ~) 

und zeigen damit  die Fl~,chen als einfache und zweifache gleichseffige Rota- 
tionshyloerboloide und als Kageln yon einfach besti, mmten zur Tafel paral- 

lelen Hauptebenen und Radien. Insbesondere ist die erste ffir alle reellen 

a ein einfaches und far  die nicht reellen mit reellen Cosinuswerthen ein 
zweifaches Hyperboloid,  die letzte nur  far  cos2a > i eine reelle Kugel. 

Damit  ist der Schnitt  von Kreisen in einer Ebene unter Winkeln yon 

vorgeschriebenem Cosinuswerth oder der Winkelschnitt for reelle und f('lr 

rein imaginii, rc Kreise durch einfache Constructionen bestimmt. Untcr  
den speciellen FMlen fi;thrt cos a =  o auf die Grundgleichungen in w I 

zurfick; cos a =  4 - I  macht  aus dcr ersten und der letzten Gleichung 
respective 

x ~ ' 4 - y ~ = ( R ~ z ) "  oder x ~ + y ~ z  ~ f('lr z 0 ~ = V R ,  2 c ~ R : - i = r  
u nd 

x ~ + y ~ = - - ( R ~ z )  ~ oder x ~ + y 2  + z  ~ - - o ,  2 c = i ( R ~ : r ) ,  

dic Asymptotenkegel der Hypcrboloide und der Kugel.  l)ic Spcciali- 

sierung fi'tr den Schnitt mit  der Ebene y = - o  etc. wicdcrholen wit  nicht; 

bemerken abet  dass ft'lr den in einc Gerade i tbergegangenen fcsten Krcis 
odor R und c als unendlich gross fi'Jr c als den Abstand der Geradcn 

yore Mittelpunkt des Kreises r wegen R - - 2 c = e  und R + 2 c - - 2 R  
aus der Definitionsglcichung des Schnittwinkels durch Einsetzen mid nach 

dem Verschwinden yon r ~ gegen die unendlich grossen Glieder folgt 

e 
r cos a - -  e oder cos a . . . .  cotg a 

f~'ir dic Wahl  der Axe x als normal zur Geraden R in der Tafcl und 

ffir a als den Nciguugswinkel der durch sic und dic 1)unktc (x, z) oder 
dic yon den Bildkreisen (e, r) dargcstclltcn 1)unktc bestimmtcn Ebene 
gegen die Tafcl. 
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Die Grenzwerthe yon cosa liefern die zur Tafel normale Ebene als 
Grenzform des einfachen Hyperboloides mit der Tafel als Hauptebene 
und die 45 ~ Ebene als Grenzform des gleichseitigen Rotationskegels mit 
zur Tafel normaler Axe; mit eosa < I wird die unter mehr oder weniger 
als 45 ~ zur Tafel geneigte Ebene als Grenzform des einfachen resp. zwei- 
faehen Hyperboloides fiir unendlich wachsenden Spurkreis in der Tafel 
bezeichnet. Die Tangentialcbene ~im Punkte x ~ R, y ~ o, z ~ o yon 

ist x + z cos e-----+ R oder fiir ihren Neigungswinkel zur Ebene xy ist 
eotga = co~er; d. h. der Sehnithvh~kel der Bihtkreise der .ttyperboloid- 
punkte mit dem Spurkreis desselben hat ztt sei~em, Cosinus die Cotangente 
tier Tafelneiqun 9 des I[yperboloides im Stmrkreis. Fi~r das einfaehe Hy- 
perboloid ist der Schnitt der vorgenannten Ebene aus z cos a - - = - R - - x  
also ( R - - x ) ~ t g 2 a : y  '~ aus mwi reellen Geraden zusammengesetzt (w I). 

3. Irgend zwei der betrachtcten Flitchen fi'lr reelle r durchdringen 
sich stets in einem Kegelschnitt im Endlichen, die Kegel und Hyperboloide 
in Folgc ihrer besonderen Art und Lage, naeh welcher sie den unendlieh 
fernen Querschnitt mit einander gemein haben. I)asselbe gilt auch im 
Bereich der rein imagim~ren r f~'w die Durchdringung von zwei Kugeln 
aus demselben Grunde. Die Fli~chen aus reellen r durchdringen sich 
dagegen mit denen aus rein imagin:;u'en r, well sich kein fester Theil 
absondert, in doppelt gekriimmten Curven, selbstversthndlich den Fall von 
Ehene und Kugel ausgenommen, der stets einen Kreis liefert. Wit  haben 
es im Folgenden nicht eigentlich mit diesen Durchdringunge.n yon Kugeln 
und glcichseitigen Rotationshyperboloidcn zu thun, well sie eine zwei- 
fache Interpretation derselben GrC)ssen z einschliessen; abet es ist Grund, 
sit nicht ganz zu t'lbergehen und sie mSgen am besten hier als Beispiel 
erSrtert werden. Die Orthogonalprojcction solcher Querschnitte resp. 
Durchdringungen nach der Richtung der Axen liefert die Theorie der 
Kegelschnitte und gewisser Curven vierter Ordnung aus Kreissystemen, dig 
ebenen Querschnitte der Kugel und (lit Durehdringungen yon Kugeln mit 
einander ft'~hren insbesondere auf cyklographisehe Eigenschaften der Ellipse. 
Man bildet die Gleichungen dieser Orthogonalprojectionen in allen Fi~llen 
dureh Elimination dee z zwischen den Glei(.hungen der sieh Durehdrin- 
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genden Flachen, wie es hier fiir Kugel und Hyperboloid gesehehen soll. 
Wit denken die Axe der z in der Mitte zwischen den Axen der Fl',ichen 
und die der x als Verbindungslinie ihrer Fusspunkte in der Tafel, dann 
den Mittelpunkt der Kugel in der Tafel, so dass mit 2c als dem Abstand 
der Axen und der Hauptkreisprojectionen der Fli~chen 

.2 Z2 (x + c)~ + y~ + z~ - -  r~, ( x - - c ) 2  + y~ = ~2 + - -  2r~zcos~ 

ihre Gleiehungen sind; die Elimination der z aus denselben giebt all- 
gemein far die Projection der Durchdringung 

,.2 (.~ + ~ ) ~ _ , f } .  {~(z~ + ,j~ + c ~) _ (.,.~ + .,.~)}2 _- 4,~ cos2 ~ , ~ , -  

Mit cos er = o oder dem Kugehnittelpunkt in der Hauptebene des Hy- 
perboloids und mit c-----o oder ft'lr zusammenfallende Axen der Flrmhen 
reduciert sich dies auf 

~ + ~ - - 2 ~ 0 - [  2 
x2 + y2 _ _  2 } = o ,  

resp. 

(~ + ,j2)~ _ ( ~  + ,j2) {,.~ + ~.~(~ _ c o ~  ~)} + ~ ~ ,  + , . ~ )2_  4 , , ,2  cos ~ ~} - o ;  

den doppelt z~hlenden Kreis aus der Mitte der Centrale durch die Schnitt- 
punkte der Hauptkreise, und resp. ein Paar yon coneentrischen Kreisen, 
die Projectionen der beiden Flachen gemeinsamen Parallelkreise, far welche 
der Factor yon - - ( x ~ +  y2) die Summe der Radienquadrate und das ab- 
solute Glied das Product der~elben ist; im letzten Falle bemerkt man, 
dass jene Summe mit der Summe der l%adienquadrate der Hauptkreise 
i~bereinstimmt und insbesondere, dass fi~r cos ~ .----o beide Kreise der Pro- 
jection in einen cinzigcn zusammenfallen, (lessen R,~diusqu'~drat das arith- 
metische Mittel yon denen der gegebenen Kreise ist; J. STEINER hat in 
w 7 seiner Abhandhmg ()bet einoe neue Beslimmungsarten der Curven 
zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen Eigenschaflen derselben Curven 
vom Mi~rz i852 (Werke 1I, S. 469) diesc Ergebnissc, zum Theil ohne 
nahere Bestimmung und durchweg ohne Beweis, mitgetheilt. Ich werde 
diese Abhandhmg weiterhin abkarzend durch ST. I852 unter Angabe 
der p. yon Werke  I[ citieren, denn es wlrd sieh zeigen, dass racine An- 
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schauung ihrcn ganzen Inhalt auf das Einfachste liefert und noch vit, les 
hinzu zu fiigen gestattet. Jene Curve vierter Ordnung ist nach ihrer 
Entstehung der Ort vom Centrum tints Kreises, welcher yon einem festen 
Kreise diametral und von einem andern unter Winkeln yon vorgeschrie- 
benem Cosinuswerth geschnittcn wird; der doppelt z~hlende Krcis aus der 
Mitte der Centrale entspricht der Orthogonaliti~t der letzteren Schnitte; etc. 

Sind beide Fl~chen Kugeln 

(.~ + c) ~ + ?/-' + z: = r~, (z - -  c) ~ + y o + : = r~ + 2r~z coo ~, 

so ist die Projection der Durehdringung, die Ellipse 

(,r~ - -  ,'~ - -  4ex) ~ --: 4"~ eos2rt[r~ - -  (x -F e) ~ - -  y'~}, 

der Oft vom Centrum eines rein imagini~ren Krcises, der vom Hauptkreis 
der ersten Kugel orthogonal und vom Spurkreis der zweiten unter einem 
Winkel von vorgeschriebenem Cosinuswerth geschnitten wird; etc. In 
allen FMlen einer ebcnen Durchdringung von zwei Fliichcn mit derselben 
Hauptebene, also ffir zwei Kugeln und fiir die Combinationen yon zwei 
Hyperboloiden mit in der Tafel liegenden Mittelpunkten, entsteht als 
ihre Projection die Polenzlinie der Hauptkreise mit den Gleichungen rcsp. 

4cx r~ "~ 4cz "~ " 4cx = r~ + r~ 

far zwei Kugeln wie far zwei einfaehe Hyperboloide mit denselben Haupt- 
kreisen, ftir zwei zweifache Hyperboloide und far ein einfaches und ein 
zweifaches Hyperboloid; sic ist desshalb fi~r zwei reelle Kreise im~crhalb 

derselben der Oft der Centra der Kreise, die yon ihnen diametral und 
ausserhalb der Ort der Centra der Kreise, die yon ihnen orthogonal ge- 
schnitten werden; fi~r zwei rein imagin'~re Kreise der Oft der Centra yon 
Kreisen, welche sie diametral schneiden, etc. Die Formeln enthalten die 
Regeln ihrer Construction. 

4. Da die Projectionen der Durchdringungen yon Ityperboloiden im 

Allgemeinen Kegelschnitte sind, so erhalten wir fi'ir diese eine Reihe yon 
Beziehungen zu Krelssystemen, welche den verschiedenen Lrzeugungen als 
Durchdringung entsprechend und yon dem allgemeinen Fall zu den spe- 
ciellen FMlen tibergebend sich wie folgt aussprechen lassen. Ein Kegel- 
sehnitt ist der Ort der Mittelpunkte yon reellen Kreisen in der Tafel, 

Acta mathematiea. 5. Imprim~ 18 Septembre 1884. 4 3  
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welche zwei gegebene feste einzeln oder zusammen reelle oder rein imagi- 
nhre Kreisc unter Winkeln yon resp. vorgeschriebenen Cosinuswerthen 
schneiden; you reellen Kreisen, die yon zwei festen Kreisen den einen or- 
thogonal resp. diametral und den andern unter Winkeln yon gegebenem 
Cosinuswerth schneiden. Er ist ferner, der Beiziehung der Specialformen 
Kegel und Ebene entsprechend, der Ort der Mittelpunkte yon rcellen 
Kreisen, dig einen festen Kreis beriihren resp. durch einen festen Punkt 
gehen und einen zweiten fGstcn Kreis orthogonal, diametral oder unter 
Winkeln von vorgeschriebenem Cosinus schneiden; yon Kreisen, welche 
zwei feste Kreise gleichartig resp., ungleichartig bert'lhren; yon Kreisen, 
die einen fGsten Kreis und eine feste Gerade der Tafel unter gegebenen 
Winkeln sehneiden; oder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen 
festen Kreis beri'ahren und eine Gerade unter gegebenem Winkel sGhneiden; 
oder die dureh einen festen Punkt gchen resp. Ginen festen Kreis bc- 
rt'lhren, einen festen Kreis orthogonal oder diametral durchschneiden 
und zugleieh eine feste Gerade der Tafel unter vorgeschriebenem Winkel 
treffen. I)em Falls yon zwei Ebenen entspricht endlich als Grenzform 
der Kegelsehnittproiection die gerade Linie, der Oft der Mittelpunkte von 
Kreisen, welchs zwei feste Gerade, die Spuren jener Ebenen, unter Winkeln 
yon gegebenem Cosinuswerth schneiden; und es ist offenbar, dass diese 
Kreise eine lineare Reihe mit dem Schnittpunkt jener Geraden als Durch- 
.~tosspmlkt in der Tafel und als gemeinsamGn Ahnliehkeitspunkt der 
Kreise bilden. 

Sowie nun in diesem besonderen Falle durch die Schnittlinle der be- 
tr'ml)teten Ebenen unendlich viele andere Ebenen gehen, deren Spuren in 
der Tafel, die Ahnliehkeitsstrahlen der Reihe yon Kreisen, samtlich gleich- 
winklig schneidende jencr Kreise f~',r andere Cosinnswerthe sind, so 
gehen auch dutch die allgemeine Durehdringung yon zwei parallelaxigen 
gleiehseitigen Rotationshyperboloiden unendlieh viele solehe Fli~ehen, eine 
dutch jeden Punkt WiG dort; alle diese Fli~chen bilden das Biischel der 
.qleichseitigen paraltelaxigen ttotationshyi~erboloide, und sGin Quersehnitt mit 
irgend einer Ebens ist ein Bt'lschel yon Kegelschnitten mit zwei im Un- 
endliehen und zwei im Endlichen gelegenen Grundpunkten, for Ebenen 
oorm'd zur Riehtung seiner Axen insbesondere ein Bflsehel yon Kreisen. 
Wir haben eine allgemelne Eigenschaft und einen unterseheidenden Cha- 
racter ~olcher Bcl.~ehel hervorzuheben, die Existenz einer geraden Linie als 



Uber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide yon parallelen Axen. 339 

Ort ihrer Mittclpunkte und die (-igentlichen Kcgel unter iliren t lachcn. 
Was die crstc betrifft, so ist bekanntlich dcr Oft der Mittclpunktc dcr 
Flrwhen eines Bfischels yon Fli~chen zweiten Grades eine doppelt ge- 
krt~minte Curve dritter Ordnung, welehe dutch die Ecken seines gcmein- 
samen Quadrupels harmonischer Pole and Polarebenen tlindurchgeht und 
daher durch die Mittelpunkte der zwei nothwendig gegebenen Fliiehen 
des Bt'tschcls bestimmt ist. Abet in unserem Falle zerfMlt die Dureh- 
dringung in den unendlicll fernen gemeinsamen Parallelkreis dcr Hyper- 
boloidc und cinch l(egelschnitt im endlichen Raum; in den unendlieh 
fernen Punkten, welche beiden gemein sin& haben alle Flachen des 
Bi'lsehels dieselben Tangentialebenen, jene sind Ecken des Quadrupels, 
diesc die zugehSrigen Polarebenen, und ihre Schnittlinie ist der eigentliche 
Mitteljpuaktsort der Fld'chen des Biischels; diese ~fittellmnktsgerade geht 
somit dutch den P o l d e r  unendlieh fernen Geraden der Ebene des Durch- 
dringungskegelschnittes in Bezug auf den unendlich fernen Parallelkreis 
der Fli~ehen nach dem Mittelpunkte jenes Kegelschnittes und liegt daher 
in der Axenebene der gegebenen Fl~chen. Aus dieser Vertheilung dcr 
Mittelpunkte der Fli~ehen des Bnsehels folgt, dass jede zur Tafel parallele 
Ebene die Hauptebene fi'tr eine seiner Fli~chen ist, deren Spur in der 
Tafel derjenige Kreis seines Spurenbfisehels ist, der die Projection ihres 
Mittelpunktes zu seinem Mittelpunkte hat. 

5. Die zu den erwi~hnten unendlieh fernen Quadrupelecken geh0rig(.n 
doppelt projieierenden Kegel der I)urchdringung sind dcgeneriert in die 
zugeht)rigen Strahlenbtischel in der unendlieh fernen Ebene und der Ebene 
des Durehdringungskegelschnittes; je naehdem die beiden auf der Mittel- 
punktsgeraden im Endliehen liegenden Eeken des Quadrupels reell oder 
imagini~r sind, werden auch die beiden eigentliehen Kegel unter den 
Fl~ehen des Bt'~sehels reell existiren oder nieht. Wir unterscheiden dar- 
naeh Biischel yon parallelaxigen ~leiehseiti_~eno Ilyperboloiden mit reellen 
Kugeln von solchen ohne reelle Kegel. 

Sind dig Kegcl reell, so haben sit in der Vcrbindungsebene der Axen 
je zwei zu diesen unter 45 ~ geneigte Mantellinien, deren endlich enttk~rnte 
Schnittpunkte ausser den Kegelspitzen die beiden Punkte des Durchdrin- 
gungskegelsehnittes in der Axenebene und s,)mit seine Scheitel sein 
massen. Unsere Kegel werden also nut dann nicht reell sein, wenn es 
,tiese Seheitel des Kegelschnittes in der Axenebenc nieht sind, d. h. wenn 
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derselbe eine Hyperbel ist, deren Nebenaxe in der Axenebene und in der 
Falllinie ihrer Ebene zur Tafel liegt; und wenn tdso die Meridiane der 
Fl','~ehen in der Axenebene ein Bi]sehel paralleler gleiehseitiger Hyperbeln 
ohne reelle Grundpunkte im Endliehen bilden. 

hn Falle reeller eigentlieher Kegel sind diese zugleieh die Grenz-und 
{]berganysformen zwisehen den einfachen und den zweifachen Hyperboloiden 
des Bi;tsehels, wie dies die Ansehauung des Bi~tschels ihrer Meridiane in 
der Axenebene zeigt. Sind 21/1, M~ die Mittelpunkte der Kegel, so liegen 
entweder die Mittelpunkte der einfaehen oder die der zweifaehen Hyper- 
boloide in tier endliehen Streeke MxM 2 und die der zweifaehen resp. ein- 
faehen in den beiden unbegrenzten Streeken dieser Geraden ausserhalb 
MxM.~. Well in dem unendlieh fernen Punkte dieser Geraden Mittel- 
punkte der zwei in zusammenfallende Ebenenpaare degenerierten doppelt- 
projieierenden Cylinder des Bt~sehels sieh befinden, so verschwindet die 
zweite Gruppe der zweifaehen resp. einft~ehen Hyperboloide, indem sie 
mit diesen ihren Grenzformen dureh deren Vereinigung zusammen f~llt. 
Wenn also die Ebene des Durehdringungskegelsehnittes selbst zu den 
zweifaehen Hyperboloiden gehsrt, d. h. wenn ihre Tafelneigung kleiner 
als 45 ~ und somit der Kegelsehnitt eine Ellil~se ist, so liegen auf der 
Geraden M,M~ in der endlichen Streeke zwisehen diesen Punkten die 
Mittelpunkte der einfachen Hyperboloide; wenn aber die Ebene des Kegel- 
sehnittes eine Tafelneigung gr0sser als 45 ~ hut, und somit zu den ein- 
faehen Hyperboloiden z~hlt, der Kegelsehnitt also eine Hyperbel mit der 
Hauptaxe auf der Falllinie in der Axenebene ist, so liegen in der end- 
lichen Streeke MIM 2 die Mittelpunkte der zweifachen Hyperboloide. 

Wenn die Kegel nieht reell sind, der Durehdringungskegelsehnitt 
also eine Hyperbel ist und somit seine Ebene zu den einfaehen Hyper- 
boloiden geht~rt, so besteht das Fl~ehenbrlschel aus lauter ein/'aehen Hyper- 
boloiden und man sieht zugleieh, dass ein Bi'lsehel von lauter zweifaehen 
Hyperboloiden mit einem reellen Durehdringungskegelsehnitt nieht mt~glieh 
ist. Der Fall des Kreises und der gleiehseitigen Hyperbel als Dureh- 
dringung sehliessen sieh dem unmittelbar an. Im Falle der Parabel hat 
die Ebene der Durchdringung die Tafelneigung 45 ~ und ist zugleieh 
dev eine der beiden eigentliehen Kegel, so dass nur der letzte noeh bleibt; 
seine Spit, ze M zerlegt die dureh sic gehende Parallele zur Falllinie der 
Parabelebene ~ls Mittelpunktsort in zwei unbegrenzte Theile, in denen 
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je die Mittclpunkte dcr einfachen und die der zwcifachen Hyperboloide 
des Bt'~schels sich befinden. 

6. Far die in w 4 t'tbersichtlieh dargelegte Theorie der Kegelschnitte 
aus Kreissystemen crgeben sich damit besonders die folgenden Resultate. 
Die Spurkrcise der Hypcrboloide des F15chenbt'~schels in der zu den Axen 
normalen Tafel bilden ein Bi:~schel mit der Spur der Kegelschnittebene 
als Potenzlinie und den Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Tafel 
als Grundpunkten sowie der Spur der Axenebene als Centrale; einer 
unter diesen Kreisen hat den Durchstosspunkt der Mittelpunktsgeradcn 
des Fl~chenbt~schels in der Tafcl zum Mittelpunkt und ist der reelle 
oder rein imaginrrre Hauptkreis des entsprechenden einfachen oder zwci- 
fachen Hyperboloids; reell, wenn jener Durchstosspunkt in einer Strecke 
dcr Mittelpunkte einfacher Hyperboloidc liegt, rein imagin~r im andcrn 
Falle. Enth~lt das Fl~tchenbt'~schel zwei reelle Kegel, so theilen die Mittel- 
punkte (,'~, C~ ihrer Spurkreise die Ccntrale in drei Theile, auf welche 
sich die Mittelpunkte der Spurkreise der einfachen und der zweifachen 
ttyperboloide nach den vorigen Ermittelungen vertheilen. Die Bildkreise 
der Punkte des Kegelschnittes stehen zu diesen Spurkreisen und speciell 
zur Potenzlinie ihres Biischels in den in w 4 geschilderten Beziehungen; 
sic beri;lhren die Spuren der Kegel gleichartig resp. ungleichartig, sodass 
(vergl. w ~3 und w 30) die Centra dieser Kreise die Brennpunkte der Kc- 
gelschnittprojection sind; sic schneiden jedcn andern Kreis des Bt~schels, 
die Potcnzlinie cingeschlossen, unter festen Winkeln, einen unter ihnen 
orthogonal resp. diametral, namlieh den Hauptkreis des Hyperboloids im 
Bt;schel, welches seinen Mittelpunkt in der Tafel hat; und zwar sind die 
Schnitte dcr Bildkreise mit den Spurkreisen einfacher Hyperboloide rcell 
und mit denen der zweifachen imagin~r, letzteres im Sinne yon w 2. Ft'lr 
die verschiedenen zu den Axen desselben Fl~chenbt'~schels normalen Tafel- 
ebenen ist die Projection der Durchdringung immer sich selbst congruent, 
die Radien der Bildkreise ihrer Punkte verlmdern sich yon der einen 
zur anderen urn constante L~ngen, wie auch die Radien der Kegelspur- 
kreise; ft'tr die Kreise des neuen Spurenbiischels der Fliichen haben diese 
neuen Bildkreise wiederum, aber mit jeweilen anderen Cosinuswerthen die 
Qualitrtt yon gleichwin.klig schneidenden Kreisen. Immer ist der einem 
Spurkreis entsprechende Cosinuswerth der Cotangente des Winkels gleich, 
unter dem das zugehsrige ttyperboloid yon der Tale1 geschnitten wird 
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in dem besonderen durch w 2 begrt'mdeten Sinne f~lr die rein imagini~ren 
Spurkreise, die nur auftreten, wenn das Flachenbt'lschel reelle eigentliche 
Kegel enthMt. Ist die Durchdringung eine Hyperbel mit der Nebenaxe 
in der Axenebene der Flr~chen, so gehen ft'lr jede Lage der Tafel dig 
Kreise des Spurenb~:'lschels durch zwei reelle Punkte und die Schnitte der 
Bildkreise mit ihnen sind ausnahmslos reell, ft'tr einen unter ilmen ortho- 
gonal. In den nbrigen FMlen trennen die Spurkreise der Kegel im Bi:~schel, 
,tie yon den Bildkreisen bert'~hrt werden, die Spurkreise mit reellen yon 
denen mit imagini~ren Sehnitten. In der Region oder Schicht der Mittel- 
punkte der zweifachen Hyperboloide erscheinen dann auch, dutch die 
der Beri~hrung der Tafel mit zweifachen Hyperboloiden des Bt'lschels ent- 
sprechenden Nullkreise oder Orenzpunkte yon den reellen getrennt, rein 
imagin~re Kreise unter den Spuren. 

Die Spuren in den durch die Scheitel der Durchdringung gehcnden 
Tafelebenen sind insbesondere Bi~schel bert'dlrender Kreise; im Falle der 
parabolischen Durchdringung giebt kS nur eine solche Lage der Tafel, 
die die Lagen, denen Spurenbt'tschel mit Grundpunkten entsprechen, yon 
denen trennt, wclche Spurenbi:lschel mit Grenzpunkten liefern; in jedem 
Spurenbt'~schel wird ein Kreis und die Potenzlinie yon den Bildkreiscn 
der Parabelpunkte bertihrt, sowie einer orthogonal resp. diametral ge- 
schnitten, und der letzten Alternative entsprechend sind die Schnitte der 
Bildkreise mit den Spurkreisen durchweg reell resp. imaginar.(~) 

A l l f f e m e i n e  E i g e n s c h a [ t e n  de i' D t tJ 'chdt ' ingali f f  a n d  i h v e r  P r o j e c t i o n .  

7. Well in jedem unserer Flrtchenbt'lschel mit reeller Durchdrin~ung 
unendlich viele einfache Hyperboloide auftreten, aber nicht stets zwel- 
fache Hyperboloide und Kegel, so beginnen wir mit der Untersuchung 
der Durchdringung yon zwei einfachen ttyperboloiden. 

Die Projection derselben auf die Normalebenen zu den Axen ist dic 
Construction eines Kegelschnittes aus zwei reellen Kreisen die ihn doppelt be- 

(i) Far weitere Ausftihrungen verweise ich au? meine Cyklogra]~hie (Leipzig, T,,u},,,,~r 
I882. 263 p. 8 ~ mit I6 lithogr. TafelQ). 
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riihren; diese Kreise sind die Projectionen der Kehlkreise ~1, ~ der sich 
durchdringenden Hyperboloide, well in allen Punkten des Kehlkreises die 
Tangentialebenen des Hyperboloides normal zur Ebene desselben stehen 
(w i) und die Tangente des Durehdringungskegelschnittes in jedem seiner 
Dl!rehschnittspunkte P, P'  mit dem Kehlkreis sich zusammenfallend mit 
seiner Tangente in demselben Punkte projieiert. Wir sehen damit sogleich 
auch, dass die reellen doppelt beriihrenden Kreise sich theilen werden in 
solehe, welche reell und solche, welche imagini~r doppelt beri'lhren; die 
Projection der Durchschnittslinie zwisehen der Kehlkreisebene und der 
Ebene des Durchdringungskegelschnittes ist die zugehsrige Sehne sl resp. 
s. 2 der doppelte~ Beri~hrung und ihr Pol S 1 resp. S~ in Bezug auf die 
Kehlkreisprojection ~ resp. ~2 projieiert die Schnittpunkte der Paare 
von geradcn Mantellinien des bezfiglichen Hyperboloids, die von jenen 
Punkten P und P' ausgehen. Berfihrt die Sehne s den zugehsrigen Kreis, 
so ist der Beriihrungspunkt einer der in der Centrale liegenden Scheitel 
der Kegelschnittprojection und der Pol S f-~llt mit ihm zusammen; beide 
Beri'du-ungsstellen zwischen Kreis und Kegelschnitt sind zu einer vier- 
p;tJ&ligen Beriihrung in diesem Scheitel des letzteren zusammengertickt; often- 
1):u" bildet diese vierpunktige Beriihrung den l~bergang yon den reell 
doppelten zu den imagini~r doppelten Bert'lhrungen reeller Kreise mit der 
Projection des Kegelschnittes. Wenn die in der Axenebene licgenden 
Scheitel des Durchdringungskegelschnittes nicht reell sind, also nachw 5 
th~s Fliichenbfischel keine eigentlichen Kegel cnthMt, so giebt es solche 
['!bergi'mge nicht, und alle so entstehenden reellen Kreise bertihren die 
Kegelschnittprojection reell doppelt. 

Enthi~lt das Flhchenbi'lschel reelle Kegel, so sind die Projectionen 
ihrer Mittelpunkte oder Spitzen die doppelt beriihrenden Kreise vom Radius 
Xidl ffir die Projection der l)urehdringung; naeh der Bedeutung der 
Kegelspitzen in der Mittelpunktslinie bilden sic den lJbergang von den 
reellen zu den imaginiiren doppelt berahrenden Kreisen aus Punkten 
derselben Axe, welche in diesem Falle immer die Hauptaxe der Kegel- 
schnittl)rojection ist; sic gehsren selbst zu den reellen Kreisen, welche 
im'lginru" dopt)elt beri'/hren, und die Sehne dieser Bertihrung ist die Pro- 
jection der Schnittlinie der Kegelschnittebene mit der dutch die betref- 
fendc Kegelspitze gehenden Nornmlebene zu den Axen als der Hauptebene 
des Kegels. Wir kommen darauf zurflck (w 30). 
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Auf dem einfachen gleichseitigen Rotationshyperboloid gehen dutch 
]eden Punkt P zwei zur Axe wie zu ihren Norm~lebenen unter 45 ~ ge- 
neigte gerade Mantellinien; sie liegen in der durch ihn gehenden zur Axe 
parMlelen Ebenen, welche seinen Kehlkreis ber~'lhren und sind daher in 
den Tangenten an die Kehlkreisprojection .~1 projiciert, welche yon der 
Projection von P ausgehen. Die L~nge dieser Tangenten yon dieser Pro- 
jection bis zur Ber0hrungsstelle ist der in der lLichtung dcr Axe gemes- 
senen Entfernung d des Punktes selbst yon der Kehlkreisebene gleich 
und verhMt sieh daher zur L~nge der Mantellinien zwischen dem Punkte 
und dem Kehlkreis des Hyperboloids wie i :~/_Y. Diese Lt~nge der Mantel- 
linien ist also f~r alle Punkte eines zur Tafel parallelen Querschnittes oder 
ParMlelkreises ~ dieselbe; und wenn wir zwei Parallelkreise ~ ,  ~2 des 
n~mliehen Hyperboloides betrachten, so erkennen wir die Lhnge seiner 
Mantellinien zwischen denselben als constant, r~mlich das v~2-fache der in 
der Richtung der Axe gemessenen Distanz da~ jener Ebenen, und die Pro- 
jection jener L~ngen, die dieser Distanz gleich ist, als die auf den Tan- 
genten der Kehlkreisprojection ,~ yon den Projeetionen jener Parallelkreise 
~ ,  ~.2 bestimmte Sehne (Fig. I); und zwar liegt der Beri~hrungspunkt 
an der Kehlkreisprojeetion zwischen den Endpunkten der bezt'lglichen 
Sehnenlange oder nicht, je nachdem der Kehlkreis selbst innerhalb oder 
ausserhalb der dutch jene ParMlelkreisebene begrenzten Schicht des Raumes 
liegt, oder die Distanz da~ ist in jenem Falle die halbe Summe und in 
diesem die halbe Differenz der in den Kreisen ~ und ~a auf Tangenten 
yon ~ gelegenen Sehnen. Insbesondere ist die L','mge einer Kehlkreis- 
tangente bis zur Projection des Pt~r~llelkreises ~.~ die Distanz der Ebene 
des letzteren yon derjenigen des Kehlkreises. 

Betrachten wir nun den Qaerschnitt eines solchen Hyperboloids mit 
einer Ebene, die wir durch ihre Spur in seiner Hauptebene und ihren 
Neigungswinkel a gegen diese bestimmt denken, so ist for ]eden seiner 
Punkte die Lange der von seiner Projection auf die Hauptebene an den 
Kehlkreis gehenden Tangenten seinem Abstand yon dieser Ebcne gleich; 
und d~ tga  das VcrhMtniss der Entfernung irgend eines Punktes der 
Ebene v o n d e r  Kehlkreisebene zum Abstand seiner Projection yon ihrer 
Spur in dieser Ebene ist, so erkennt man ftir alle Pankte der Projection 
desselben Querschnittes das Verhdltniss der ihnen zukommenden Kehlkreis- 
tangentenl(in#en zu ihren Abstdnden yon der Spur als constant; oder die 
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Punkte tines Kegelschnittes haben for einen seiner reellen doppelt be- 
r0hrenden Kreise Tangentenli~ngen und yon seincr Beriihrungssehne Ab- 
st~nde, deren Verhi~ltniss for alle dasselbe ist; insbesondere ftir dig Parabel 
gleich Eins. 

8. Wenn zwei einfache gleichseitige Rotationshyperboloide yon pa- 
rallelen Axen, deren Hauptebenen dig Distanz d yon einander haben, 
einen reellen Kegelschnitt als Durchdringung erzeugen, so ist jeder Punkt 
P desselben der Schnittpunkt yon zwei Mantellinien der einen mit zwei 
Mantellinien der andern Fli~che, die in der Projection als die 2 Tangen- 
ten aus seiner Projection P' an die Projeetionen der Kehlkreise ~1, oq'~ 
erscheinen, und die Lgngen 11, t~ derselben yon P' bis zu den respectiven 
Berohrungspunkten sind nach w 7 zugleich die in der Richtung der Axen 
gemessenen Distanzen yon P bis zu den Kehlkreisebenen. In Folge 
dessert ist far alle Punkte des Kegelschnittes innerhalb der Schicht zwischen 
den Kehlkreisebenen beider Hyperboloide die Summe und for alle Punkte 
desselben ausserhalb dieser Schicht dig Differenz jener Tangentenli~ngen 
11, t. 2 constant, ni~mlich der Distanz d der Kel~lkreisebenen gleich. Und der 
Ort tines Punktes, for welchen die Summe oder der Unterschicd der 
Langen der yon ihm an zwei feste Kreise seiner Ebene gehenden Tangenten 
consta:lt bleibt, ist tin Kegelschnitt, der diese bciden Kreise je doppelt 
ber0hrt und dessen eine Axe in ihre Centrale f~tllt ~ der erstc Haupt- 
satz in ST. 1852 (p. 447), mit dessert Entwickelung sich diese Abhandhlng 
alsbald ausschliesslich besch~ftigt. 

Nach dem Schluss v o n w  7 tritt zu ihm der Satz: Ft'u- alle doppelt 
jedoch nicht uinschliessend berohrenden Kreise eines Kegelschnittes aus 
Punkten derselben Axe ist das Verhi~ltniss der Summe oder Differenz der 
Li~ngen der Tangenten, die von einem seiner Punkte an sic gehen, zum 
Abstand yon ihren Beri~hrungssehnen eine Constante; ffir die Parabel 
speciell gleich Eins. 

Wenn der Durchdringungskegelschnitt die Ebenen beider Kehlkreise 
reell durchschneidet, so wird dadurch sein Umfang in drei Theile zerlegt, 
yon denen die zwei ausserhalb der Schicht der Kehlkreisebenen gelegenen 
den dritten in derselben einschliessen; in diesem finder die eonstante 
Summe, in jenen beiden die constante Diffcrenz statt fiir die Li~ngen dev 
Mantellinien auf der Fli~che wie ftir die der Kreistangenten in der Pro- 
jeetion. In den bezeichneten Durchgangspunkten selb.~t sind die Lii.ngen 

Acta ~uttl~uttica. 5. Imprim~ 19 Septembl'e 1884. ~4 
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der M~ntellinien des einen Hyperboloids gleich Null und die des andern 
glcich d~/-~, wie die Tangenten in der Projection von den Beriihrungs- 
punkten des Kegelschnittes mit dem einen Kreis an den andern gleich d 
selbst. Geht der Durchdringungskegelschnitt nur durch dell einen der 
Kehlkreise reell hindurch, so zerfMlt er wie seine Projection dadurch in 
zwei Theile, mit constanter Summe in dem einen der Schicht angehorigen 
und mit constanter Differenz in dem anderen; sShneidet er endlich keinen 
von beiden reell, so iindet ft',r seincn resp. seiner Projection ganzen Urn- 
fang constante Summe resp. Differenz start, d~/2 im Raume, d in der 
Projection. 

In jedem Fallc erhMt man hiernach aus den Projectionen der Kchl- 
kreise ~1, ~2 von zwei Hyperboloiden und der Distanz d ihrer Haupt- 
ebcncn sofort die Elemente der Doppelberiihrung mit diesen Kreisen fiir 
die Projection der Durchdringung. Tragt man auf eine Tangente des 
Kreises ~1 und auf eine Tangentc des Kreiscs ~2 vom Berlihrungspunkte 
weg die Lii.nge d ab, so ist der zu ~1 resp. ~ concentrische Kreis ~1~ 
resp. ~ dutch den jeweilen erhaltenen Endpunkt die Projection des 
Parallelkreises des crsten resp. des zweiten Hyperboloides, welcher mit 
dem Kehlkreis des jeweilen anderen in derselben Ebene liegt. Im Fall 
reeller Schnitte sind daher die gemeinsamen Punkte von ~ ,  ~d und die 
yon ~2, ~d die Bert'lhrpunkte, und die zugehsrigen Tangenten von ~ 
resp. ~2 die Tangenten der Projection mit diesen Kreisen. Nach der 
stereometrischen Bedeutung dieser Kreise erhi~lt man aber auch im Falle 
nicht reellen Schnittes in den Potenzlinien yon ~'1, g'~(z und yon ~ ,  ,@~d 
die Sehnen s~, s 2 und in ihren Polen S~, S~ in ~1, ~ resp. die Pole 
der bez~glichen Doppelberi'ihrungen. (Vergl. ST. I852; p. 452.) Wir 
wollen anmerken, dass man die Elemente der Beriihrung mit den Grund- 
kreisen ffir die Curven vierter Ordnung des w 3 in ahnlicher Weise be- 
stimmen kann. 

9- Diese Construction erlaubt uns auch, die beiden Kegelsclmitte in 
der Tafel zu bestimmen, wclche einen festen Punkt P enthalten und zwei 
gegebene ihn nicht umschliessende reelle Kreise ~ ,  ~ doppelt berilhren. 
Zieht man namlich yon P die Tangcnten von den Li~ngen t~ und t~ an 
diese Kreise, so giebt (t~ -I-t~) die Distanz d~ der Kehlkreisebenen ftir ein 
Paar von Hyperboloiden, deren Durchdringungsprojection ~ jene Bedin- 
gungen so erfi:,llt, dass der Punkt P das Bild eines Punktes dcrselben 
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zwischen den Kehlkreisebenen ist und t I - - t ~  (fi:lr t 1 > t~) die Distanz d~ 
ft'lr die Hauptebenen yon zwei Hyperboloiden gleicher Bedeutung, ft~r die 
das Original yon P ausserhalb jener Schicht liegt. Naeh der vorher 
entwickelten Regel erh'~lt man die Elemente tier Doppelbert'thrungen far 
beide Kegelschnitte | und ~ .  Marl construiert auch nach den Regeln 
der darstellenden Geometrie die Tangenten t~ und t~ der beiden Kegel- 
schnitte in P a l s  Projectionen der bezaglichen Tangenten der Durch- 
dringungen mit den Distanzen d~ und de; man hat nut die Tafelspuren 
der Tan~entialebenen beider Hyperboloide in dem in P projicierten Punkte 
der Durchdringmlg zu bestimmen und ihren Sehnittpunkt, den Durchstoss- 
punkt der Tangente der Durchdringung, mit P zu verbinden. Zur Aus- 
fahrung (Fig. 2) denkt man etwa die Ebene des Kehlkreises g l als Tafel- 
ebene und erh~lt die Spur tier Tangentialebene des ersten Hyperboloides 
als die Berahrungssehne tier yon P an ~'1 gehenden Tangenten, der Pro- 
jectionen seiner Man,tellinien durch den Punkt der Durchdringung in 
beiden Fallen; die Spur der Tangentialebene des zweiten Hyperboloids 
im Original yon P ist der Polare von P in ~ parallel und geht dur(-h 
die Durehstosspunkte der in ihnen projieierten Mantellinien dureh jenen 
mit der Tafel, die man erhi~lt., indem man die Tangenten mit dem yon 
P aus mit der Lange t I beschriebenen Kreise sehneidet. In Folge desscn 
fallen sie und die Tangenten. nur far  P auf der einen Kreisperipherie 
und far  P als eine giehtung zusammen; im ersten Falle ist die Tangente 
ohnediess bestimmt, im andern ist sie reehtwinklig auf der Riehtung yon 
P. (Vergl. w I 7") Man bemerke noeh den Speeialfall, wo ~ und ~ 
Kreise vom Radius Null sind. 

Dureh drei Punkte P1, P2, P:~ und einen doppelt berrlhrenden Kreis 
werden vier Kegelschnitle bestimmt, die wir a ls ebene Quersehnitte des 

Hyperboloides mit dem Kehlkreis ~ sofort eonstruieren k5nnen. Die Punkte 
P; sind die Orthogonalprojeetionen von drei Punktpaaren ill dieser Flache, 
welehe, zu dreien yon den Projeetionen P1, P,~, 1~ mit einander eombiniert, 
vier zur Tafel symmetrisehe Ebenenpaare bestimmen. Well jene Punkte 
der Flache eyklographisck dureh die um /'1, P~, Ps besehriebenen zu 
~: orthogonalen Kreise ~ ,  ~2, ~3 dargestellt werden (Fig. 3), so sind 
die vier Verbindungslinien s~ ihrer Ahnliehkeitspunkte zu dreien dic 
Spuren jener Ebenen und daher aueh die Sehnen der Doppelberahrung 
der vier Kegelschnitte mit dem Kreise ~. Wir erhalten rtberdiess ihre 
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Tangenten in den Punkten P~, da ihrc Durchstosspunktc in der Ebene 
yon R die Schnittpunkte ihrer Polaren P~ im Kreise R mit den vicr Ahn- 
lichkeitsaxen der Kreise R', sind. Aueh die SpeeialfMle der Construction, 
wo Pa auf dem Kreise ~ liegt, ~l'a sich auf diesen Punkt redueiert und 
nur zwei Ahnlichkeitsaxen und Kcgelsehnitte erhalten werden und wo P:, 
und P~ dem Kreise ~I' angehsren und als einzige ]khnlichkeitsaxe der 
Kreise R1, ~q'=, ~'a die Gerade P2P~ erhalten wird, sind bemerkenswerth. 

Io. Die Mantellinien yl, 11 des ersten und die g~, 12 des zweiten 
Hyperboloids in einem Punkte P der Durchdringung bestimmen mit 
cinander ausser den Tangentialebenen ylll und y~l~, die sich in der Tan- 
gente t der Durchdringung schneiden, noch vier Ebenen g~l.2, g21~, gig,2, 
lll.,, deren jede eine Mantellinie des einen mit einer Mantellinie des andern 
Hyperboloids verbindet und somit beide Hyperboloide berahrt. Lasst 
man P die ganze Durchdringung durchlaufen, so erh~lt man durch diese 
Construction die Gesammtheit der gemeinsamen Tangentialebenen beider 
Flfrchen; auch liefert jede der gemeinsamen Tangentialebenen beider Fl~tchen, 
weil sie dieselben in zwei Paaren yon Mantellinien gill und g~l~ schneidet, 
vier Punkte der Durchdringung derselben g~l~, g~l~, g~g2, l~l.~, yon denen 
zwei zum endlichen Theil der Durchdringung d. h. zum Kegelschnitt ge- 
hSren, indess die beiden anderen auf dem unendtich fernen gemeinsamen 
Querschnitt tier Flachen liegen, weil jene vier Geraden als 45 ~ Linien 
auf einerlei Ebene in Paaren parallel sein miissen. Man sagt, die ge- 
meinsame Curve und die gemeinsame Developpable beider Flaehen liegen 
perspectivisch zu einander. Im Allgemeinen gehen durch jeden Punkt des 
Raumes vier gemeinsame Tangentialebenen beiden FI~ehen oder die ge- 
meinsame Developpable derselben ist vierter Classe, wie die gemeinsame 
Curve vierter Ordnung. Wir betrachten diejenigen, welche die Axenrieh- 
tung der Fli~chen enthalten oder zur Tafel normal sind, ihre Beriihrungs- 
punkte mit den Fli~chen also in den Kehlkreisen derselben haben und in 
den vier gemeinsamen Tangenten der Kehlkreisprojeetionen ~ ,  ,q2 pro- 
jiciert sind. In einer dieser gemeinsamen Tangenten t sind die zwei 
Paare der in der zugehorigen Ebene enthaltenen Mantellinien g~, g., l~ l~ 
der Flachen projiciert und sit bilden in jener tin Rechteck aus 45 ~ Linien, 
die in Paaren durch die Bertihrungspunkte /)1, P.o an den resp. Kehl- 
kreisen gehen, welches wir durch Umlegung in die Ebene des Kehlkreises 
~ zur Anschauung bringen. Die Mantellinien gl,/1 der ersten Fli~che sind 
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dann die zur Tangente t in T~ unter 45 ~ geneigten Geraden und die 
Mantellinien g~, l~ der zweiten ihre Parallelen dutch einen in der Nor- 
male zu t in T: um die Distanz d der Kehlkreisebenen yon T~ entfernten 
Punkt T ~ (Fig. 4); die gichtungen der g und der l sind die in dieser 
Ebene liegemen Punkte des gemeinsamen unendlich fernen Querschnittes 
der Flachen, die beiden Schnittpunkte P~ yon gll2 und P~a yon g2l~ die 
zugeh~rigen Punkte des Durchdringungskegelschnittes und die von ilnien 
zur Tangente t gefMlten Perpendikel liefern ihre Projectionen P1, P2 in 
dieser. Zieht man dutch T ~ die Parallele zur Tangente t, so wird dicse 
von den Senkrechten P~P2 und von den zu l~, 1.~ parallelen Geraden 
durch /o in delnselben Punkte po geschnitten und man hat 

d -=- I'~T ~ = p.~po = p~p~ 

d. h. die Projection der. Darchdringungscurve bestimmt in jeder der gemein- 
samen Tangenten eine Sehne P1P2, wetche der zugeh6rigen Distanz d der 
Kehlkreisebenen gleich ist. 

Markieren wir ferner in der Centrale U1C ~ der Kehlkreisprojectiolien 
die Mitte M, so geht die yon dort zur Tangente gefMlte Senkrechte 
sowohl durch die Mitre von P~P~ als durch die der Geraden Pi.2P~, 
der Spur der Ebene des Durchdringungskegelschnittes in der gemeinsamen 
Tangentialebene; in Folge des erstcren ist auch MI~ = MP. 2 und zudem 
ist die Mitte yon P~P2 zugleich die Mitte yon T~T~, d. h. dcr Schnitt- 
punkt der Tungente mit der Potenzlinie p der Kehlkreisprojectionen. Oder 
jene vier der Distanz d gleichen Sehnen des Kegelschnittes au/" den gemein- 
samen Tangenten der Kehlkreispro]ectionen haben ihre Mitten in der Potenz- 
linie der letzteren und ihre vier Endpunkte ft~r die dusseren und resp. die 
inneren gemeinsamen Tangenten je auf einem Kreis ~', der die Mitte M der 
Uentrale C'~U 2 zum Mittelpunkt hat; die Perpendikel, die man auf ihnen 
in ihren Schnittpunkten mit der Potenzlinie errichtct, gehen durch die 
Mitte der Centrale; die vier Bert'lhrungspunkte der i~usseren gcmeinsamen 
Tangenten und wieder die der inneren mit ~ ,  ~ liegen auf zwei Kreisen 
um densetben Punkt M. 

Jenes liefert bequeme Mittel zur Construction unseres Kegelsehnittes, 
die man bei ST. 1852; p. 455 f. auch findet. Ihre Umkehrung giebt den 
Satz: Jeder Kegelsehnitt, weleher zwei feste reelle Kreise naeh parallelen 
Sehnen doppelt beriihrt, ist die Projection der Durehdringung yon zwei 



350 Wilh. Fiedler. 

gleichseitigen einfachen l~otationshypcrboloidcn mit jenen als Kehlkreis- 
projectionen und der gleichen Li~ngc seiner Schncn in ihrcn gcmcinsamen 
Tangenten als Distanz ihrer Kehlkreisebenen. Der Kegelschnitt kam~ 
also die gemeinsamen Tangenten nur beriihren for d ~ o und in dcr 
Potenzlinie der Kreise: Die doppelt gezahlte Potenzlinie ist der Kegel- 
schnitt, die Projection der Durchdringung (w 3). Da ferner die ~usseren 
sowohl wie die inneren gemeinsamen Tangenten t~, t~ der Kreise ~ ,  ~t~ 
je einen solchen Kegelschnitt bilden, so erhalten wir den Satz: Die Li~nge 
der ii, usseren gemeinsamen Tangenten zwischen ihren Beri;lhrungspunkten 
ist zugleich die Li~nge der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen 
den ausseren; und die L~nge der inneren gemeinsamen Tangcnten zwischen 
den Bertihrungspunkten ist die der i~usseren zwischen den inneren. (ST. 
I852; p. 45o.) Diese Lii, ngen sind die Distanzen der Kehlkreiscbcnen 
der Hyperboloide, deren Durchdringungen in Linienpaare zerfallen oder 
die sich in einem Punkte der Axenebene beriihren; die Paare der ge- 
meinsamen Tangenten sind die Projectionen dieser Durchdringungen und 
die _~hnlichkeitspunkte E und I die der Bertihrungspunkte. 

1 I. Wir erhalten leicht die Bestatigung und cinige Erweitcrungen 
des Vorigen in der friiher cingeffihrten analytischcn Ausdrucksform. 
Weil man ftir cinen in rechtwinkligen Cartesischcn Coordinaten in der 
Form 

( ~ - -  ~)~ + ( y - - / ~ ) ~ - -  r~ = o 

gegcbcncn Kreis das Quadrat der Langen der vom Punkte (X, Y) an 
ihn gehcnden Tangcnten durch dic Substitution yon X, Y fi'lr x, y rcsp. 
in die linkc Seite crhalt, so ist mit K, und K 2 als Symbolen ft'tr 
( X W c ) ~ +  y 2 _ , . ~  und (X--c)~ l_ y2__r~.2 resp. die Gleichung dcr 
Durchdringungsprojection der Hyperboloide 

(x  + c) ~ + y~  - -  ~,~ - -  ~ = o ,  (~  - -  c) ~ + y~  - -  (~ + d)  ~ - -  r~ - -  o 

d. i. auch 

Wegen 

~/K, 4- CK-~= d odor (K~ ~ 1(,--d2)~ = 4K, K.~ 

, l ' - -  :d~(g, + K3 + (r - -  K~) ~ =  o. 

K ,  - -  K ,  = 4 c x  + r'~ - -  r'~ 
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und 
1(1 -}- K 2 2(x~ + y2 + c ~) __ (,r~ "4" r~) 

wird dies 
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4x~(4c~--d~) - 4d~y:--8cx(r[--r'~) + (r[--r~) 2 -  2d~(uc2--r21--r]) + d ' =  o, 

die auch durch Elimination yon z zwischen den Gleichungen der Hyper- 
boloide cntstehende Gleichung; mit d----c~/~- dr0ckt sie eine gleichseitige 
Hyperbcl aus, far  d ---- 2c~/2 eine specielle Ellipse, der wir weiterhin aueh 
begegnen. Verbindet man nun die Gleichungen ftir zwei Distanzen d, d~ 
in der Symbblform durch Subtraction, so erhMt man nach Division mit 
(d 2 ~  d~) die Gleichung 

oder 

d ~ + d ~ -  : ( g ,  + g ~ )  = o 

�9 ~ + y~ = ~{:(r[ + d)- 4c ~ + d~ + d,~}; 

d. h. die gemeinsamen Punkte yon zwei Kegelschnitten welche dieselben festen 
Kreise je doppelt beriihren, liegen immer auf einem um die Mitte tier Cen- 
trale dieser Kreise beschriebenen Kreis. (ST. I852; p. 455.) Und dutch 
die vier Schnittpunkte eines solchen Kreises mit einem doppelt ber0hrenden 
Kegelsehnitt geht stets noch tin zweiter Kegelschnitt, der dieselben Kreise 
doppelt bertihrt. Insbesondere folgt ftir 

a ~ = ~ = 4~  ~ - -  (~-~ + ~-~)~ ~ d  , ~  = t~ = 4~: ~ - -  (~-, - -  ~ W  

die Gleiehung des Kreises 
x~ j_ y2 _-- c 2, 

oder die Schnittpunkte der ~iusseren mit den inneren gemeinsamen Tan- 
genten liegen auf dem tiber der Centrale als Durchmesser beschriebenen 
Kreis. (ST. 185:;  p. 450.) Ftir ~-----t~ und resp. ~ = t~ erhalten wir 
als Radienquadrate der beiden Kreise, in welchen der der Distanz d ent- 
sprechende Kegelschnitt die iiusseren und die inneren gemeinsamen Tan- 
genten schneidet, die Werthe mit constanter dem geometrischen Mittel der 
Radien gleicher Differenz 

4{(r* q-- r~) ~ -t-- d ~} und 
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die daher nur gleich werden, wenn einer der Radien den Werth Null 
hat, womit in dec That die beiden Paare gemeinsamer Tangenten sich 
vereinigen. 

I2. Wenden wir unsere elementaren Formeln auch auf die Be- 
stimmung der Beriahrungselemente in w 8 an, so erhalten wit weitere 
Ergebnisse. Die dort benutzten Kreise ~1, ~,~ und ~2, o~a haben die 
Gleiehungen 

(~ 4- c) ~ + ?# - -  ~-,~ = o, (~ - -  ,~)~ + y~ - -  (r~ + ~ )  = o ;  

(x - -  ~.)~ + ~,~ - -  ,.~ = o ,  (~ + ~)~ + ~j~ - -  (r~ + d ~) = o 

und liefern als Sehnen &r Dopl)elber~hrun.qen ihre Potenzlinien 

4 c x = r ~ r ~ - - d  ~, 4 c x = r i ~ r : + d 2 ;  

2 ~ dargestellten d. h. dieselben sind r~quidistant v o n d e r  dureh 4at = rl--r2 
Potenzlinie der Kreise g~l, ~ ,  welche auch die von g~le, o~ ist. 

Die Berfihrungspunkte selbst oder die Schnitte von o~1, ~2~ und von 
~2, ~ld liegen in dem aus der Mitte der Centrale beschriebenen Kreise 
~, dessen Gleiehung die Summe der Gleichungen yon jenen i s t  lind der 

I ( r  ~ .Ji - ,-~ C ~ = t e somit das Radiusquadrat 2 ~2 + d~)m hat. Es wird fiir d 2 2 

resp. d~-----t~ zu e ~ +  r~r~ und c 2 -  r l r  2 lind man sieht, dass die Summe 
und Differenz der Radienqu~drate der Kreise durch die vier Beri~hrungs- 
punkte der rmsseren und die vier der inneren gemeinsamen Tangenten 
zweier Kreise gleich der HMfte vom Quadrat ihrer Centraldistanz und 
resp. gleich dem doppelten Product ihrer Radien ist. 

Jeder Kreis ~, welcher um die Mitte der Centrale beschrieben wird, 
sehneidet die Kreise ~ und ,~2 in je zwei Punkten, welehe Beriihrungs- 
punkte desselben sie doppelt bert'~hrenden Kegelschnittes sin& (ST. 1852; 
P. 454.) Ist R sein Radius, so erhMt man die zugeh0rige Distanz d aus 
dcr Relation (l~= 2(R 2 ---c ~) - - ( r~  + r~) und man construiert sie, indem 
m'm den mit ~2 concentrischen Kreis ~2,z beschreibt, der mit ~ und ~1 
dieselben Schnittpunkte - -  die Bert'~hrungspunkte - -  oder dieselbe Potenz- 
linie ~ Bert'lhrungssehne ~ hat als die ha lbe ~'2 beri~hl'ende Sehne des- 
selben; ete 
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Die Schnen dcr doppcltcn Bcri'dlrung an ~ und ~2 haben nach 
ihren Ausdri~cken die glcichcn Absthndc d~: 4c yon dcr Potenzlinie der 
Kreise un(~ somit den Abstand d~':2c von einandcr; da nun die eine der- 
selben in dcr um die Distanz d hSher gelegencn Kehlkreisebenc des 
zweiten Hyperboloids ]iegt, so ist d:2c  die trigonometrische Tangcntc des 
Winkels, den die Ebene des Durchdringungskegelschnittcs mit den Axen 
der Hyperboloidc einschliesst, oder dicsc ist ein constantes Vielfaches der 
Distanz. Die Subtraction der Glcichungcn dcr sich durchdringendcn Hy- 
pcrboloide 

- -~ un,l (~ c) ~'+y-~ ( z + d )  ~ = ~ ~  (x + e) ~ + y ~ - - z  ~ = ~ - -  - -  

fiihrt mit 

' (~.~ - -  ~ - -  d ~) 2 cx + dz -----~ 

als Gleichung der Durchdringungsebenc zu demselbcn Rcsultat; mit Ver- 
lcgung des Anfangspunktcs dcr Coordinatcn in die Potenzlinie wird diese 
Gleichung zu 

2cx + dz - -  ' d ~. 
2 

Aus jcner Proportionaliti~t folgt abcr, dass die Stmr der Ebene der 

Durchdringung in der Axenebene der Fldchen eine Parabel umhiillt, welchc 
in der Umlcgung der Axcncbcnen um die Centrale C1C 2 in die Tafel 
dadurch definiert ist, dass die Ccntralc ihre Axe und die Potcnzlinie p 
von ~ ,  ~ ihrc Scheiteltangente ist, indess ihrc Directrix und ihr Brcnn- 
punkt im Abstand c yon der Potcnzlinic rcsp. auf dcr Seite des in dcr 
Tafel und des im Abstand d yon ihr cntfernten Kehlkreiscs licgen; denn 
fiir d ~-2c  erht~lt man die Parabel als Durchdringung, well dann dee 
Mittclpunkt der zwciten Flitche im Asymptotenkegel d.cr erstcn liegt mit 
einerlei Tangentialebcnen ffir beidc Kegel lrtngs dcr verbindenden Mantel- 
linie, oder auch gem~ss dcr Gleichung dcr Durchdringungsprojcction in 
w 1 I, in wclcher dann das Glied mit x ~ verschwindet. Fflr jede Distanz 
d ist die zweitc Tangente dieser Parabel aus dcm Punkte der Schcitcl- 

Id  vom Schcitcl die Spur dcr Durchdringungs- tangcntc im Abstande 

ebenc in der Axenebene; ihr Beri~hrungspunkt mit der Parabel liegt in 
Aeta mathe~mtlea. 5. Imprim6 40ctobre 1S8~. 45 
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der Potenzlinie P2 yon ~2 mit ~1~ und die beiden symmetrischen Tan- 

genten der Parabel a u s  den Punkten in + - Id  liefern nach del orthogo- 
- - 2  

nalen Symmetrie der bezhglichen Hyperboloide ~2 und ~:,  als Spuren 
der Durchdringungsebene genommen, einerlei Durchdringungsprojection. 

i 3. Wir denken nun zu der Parabel des Vorigen die Meridianhyperbel 
des" Hyperboloides ~ in der Axenebene hinzu, also die gleichseitige Hy- 
perbel, welche die in der Centrale liegenden Punkte A1, B 1 des Kreises 
~1 ZU Scheiteln hat. EiIie Tangente der Parabel schneidet dieselbe im 
Allgemeinen in zwei Punkten A, B, welche so lange sic reell sind die 
Hauptaxenscheitel des Durchdringungskegelschnittes bilden (w 5); die yon 
ihnen auf die Centrale der Kreise gef~llten Perpendikel markieren in 
dieser die Scheitel der .Pro:]ection; wenn jene imaginar sind, so ist dig Pro- 
jection eine Hyperbel, deren Nebenaxe in der Centrale ]iegt. Zieht man 
durch jene Schnittpunkte A, B die zu den Axen unter 45 ~ geneigten 
~er~ten, so sehneiden sich diese als in der Axenebene liegende Mantel- 
liniet~ dcr durch die Durchdringung gehenden gleichseitigen Rotationskegel 
in zwei Punkten _7111, M 2 im Endlichen, die die Mittelpunkte dieser Kegel 
sind; auch ist der Schnittpunkt der Geraden A B  und M~M 2 der _Mittel- 
punkt des Kegelschnittes und das von ihm zur Centrale gefi~llte Perpen- 
dikel liefert ii'l dieser den Mittelpunkt der Projection. Ebenso erhalt man 
in den Fusspunkten der yon M 1 und M 2 zur Centrale erfallten Perpen- 
dikel die Brennpunkte der Projectio,~; denn das allgemeine Gesetz der 
constanten Summe oder Differenz der Tangentenl~ngen zweiei doppeltbe- 
r~',hrenden Kreise aus allen Punkten des Kegelschnittes geht in das von 
der constanten Summe oder Differenz der Absthnde yon jenen Fuss- 
punkten iaber und gilt reap. liar den ganzen Umfang der elliptischen 
oder hyperbolischen Durchdringungsprojection, well die Doppelbertihrun- 
gen mit Kreisen yore Radius Null nothwendig imaginli.r sind; diese Con- 
stante, die Distanz d der Kehlkreisebenen, ist der in der Richtung der 
Axen gemessene Abstand der Kegelspitzen _11/1, M 2 und daher zugleich 
der in der Richtung ihrer Normalen gemessene Abstand der Seheitel 
A, B, d. h. die Hauptaxe der Durchdringungsprojection. (Vergl. w 9.) 
Auch das Verhrdtniss der Entfernung eines Punktes yon einem Nullkreise 
oder Brennpunkt zu seinem Abstand von der zugeh0rigen Berfihrungs- 
sehne oder Directrix d. h. die numerische Excentriciti~t ist constant, nam- 



Uber die Durchdringung gleichseitiger ttotationshypcrboloide yon parallclen Axen. 355 

lich der Tangente der Winkels a der Durchdringungsebene zur Tafcl 
gleich, in Ubereinstimmung damit, dass den FMlen a ~ 45 ~ Ellipsen, die 
Parabel und Hyperbeln resp. entsprechen. (') 

Fallen die Scheitel A, B zusammen oder berfihrt die Spur der 
Durchdringungsebene die Meridianhyperbel yon ~, in der Axenebene, so 
vereinigen sich auch die Kegelspitzcn M1, M s mit ihnen, die Schicht hat 
die Hshe Null, die Durchdringung wie ihre Projection bestehen aus zwei 
zur Axenebene symmetrischen Geraden; jene aus den gemeinsamen Mantel- 
linien der beiden Hyperboloide durch den Punkt AB, diese aus dem cnt- 
sprechenden Paar der gemeinsamen Tangenten der Kreise ~i, ~:, wie 
wir aus w II schon wissen. Wenn abet die Tangente der Parabel die 
Meridianhyperbel nicht reell trifft, wozu die Berfihrung zwischen beiden 
den l~bergang bilden wird, so hat das Flachenbc',schel der bezfigliehen 
ttyperboloide keine reellen Kegel und die Brennpunkte der Projection 
des Durchdringungskegelschnittes liegen nieht in der Centrale, sondern 
in einer Normale zu ihr als ihrer H,~uptaxe. 

Fhr die Bestimmung der Brennpunkte und Hauptaxenscheitel der Durch- 
dringungsprojection bieten aber auch die Elemente ihrer Doppelber~hrun 9 
mit den Kreisen in der Tafel ~1, R~ die ausreichenden Mittel, und nach 
der nicht projectivischen Natur dcr Brennpunkte ist zu erwarten, das~ 
nut diese in allen FMlen zum Ziele fidlren werden. Sind sl, s~ die aus 
der bekannten DisVanz d nach w 8 ermittelten Sehnen der Doppelbert'lh- 
rung mit ~, und ~}~ respective und S,, S 2 die zu~ehSrigen Pole der- 
selben, so bestimmen die beiden Paare C,, S, und C. 2, S~ die Brennpunkts 
involution des Kegelsc}mittes, d. h. eine Involution, deren Doppelpunkte 
die Brennpunkte sind, whhrend ihr Mittelpunkt auch der Mi~telpunkt des 
Kegelschnittes ist. Zugleich liefcrn die Doppelpunkte der zweiten Involu- 
tion, in welcher den Punkten S,, S~ die Schnittpunkte der Centrale mit 
den Beri~hrungssehnen sl, s~ entsprcchen, die in der Centrale liegenden 
Scheitel des Kegelschnittes. Die DoppeIpunkte beider Involutionen sind 
gleiehzeitig reell und resp. imaginar. Well abet die reellcn Brennpunkte 
des Kegelschni~es die Scheitelpunkte rechtwinkliger Polarinvolutionen in 
Bezug auf ihn sind, so erhalt man sie dann, wenn jene Paare sich trennen, 
als die reellen Grundpunkte des Bi'~schels yon Kreisen, welches fiber den 

(1) Ftir weitere Ausftihrung vergl, meine Cyklographie, Abschnitt IV. 
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Segmenten C:S~, C.2S. 2 dcr Involution als Durchmessern gebildet wird; die 
Potenzlinie dicses Biischels ist die H*auptaxe des Kegelschnittes und in 
derselben erhglt man dann auch die Scheitel wieder durch einen Punkt 
und die zugehsrige Tangente des Kegelschnittes. hn  andern Falle sind 
die Brennpunkte die Grenzpunkte oder Nullkreise desselbcD Biischels und 
seine Potenzlinie ist die Nebcnaxe des Kegelschnittes. (Fig. 5.) 

14. Diese Construction bcquemt sich leicht unsercr clementaren 
Rechnung an und wird durch dieselbe dadurch n','~her bcstimmt, dass zu 
dcm Biischel diescr Kreise stets auch der _~hnlichkcitskreis ~, yon R~ und 
~2 gehsrt, so dass die reellcn Brennpunkte, wenn sie in der Centralc 
liegen, mi~ den Ahnlichkeitspunktcn I u n d  E eine harmonischc Gruppe 
bilden und wenn die Ccntrale die Nebenaxe ist, auf dem Ahnlichkeits- 
kreis ~ liegcn. Denn for die gcgcbencn Kreisc ~1, ~2 resp. als 

(x-l- c) ~ - 4 - y ~ r ~ - - ~  o, ( x - - c )  ~ d - Y : ~ r ~  = o 

sind die i'~bcr den Durchmessern CxS~ und C~S 2 beschriebenen oder den 
von jcnen resp. mit dcm Kreis x~-[ - y : - - R z ~  o um die Mitte der Cen- 
trale bestimmten B(;scheln angehsrigen Kreise durch C~ resp. C 2 aus- 
gedr(,ckt durch 

( ~  + y : ) (c  ~ - -  R ~ + q )  + :c~(~  ~ - -  n ~ + c'~(~ ~ - -  R ~ - -  q )  = o,  

( x  "~ + ~ ) ( c  ~ - -  R '~ + r~) - -  2 c x ( G  ~ - -  ~ '~)  + c'-'(~ '~ - -  n ~ - -  ,~) = o 

resp., so dass ihrc Potenzlinie und damit der Mittellmnkt des Kcgelschnittes 
dutch die Abscisse 

2(c "~ -- R '~) + r~ + r~ 

bcstimmt 

Mittclpunkt 

sein Radius 

ist. Dabei ist die Gleichung des Ahnlichkeitskreises, weil sein 
r~ + ~.~ 

als Mitte zwischen I und E die Abscissc c 7 - - ~  hat und 

2er l r2  ist, 
~2  ~2 
a l - - ~  2 

x ~ -Jr- Y ~ - -  2 c x - -  
2 2 

,r L -{- r 2 C 2 
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und man sieht, dass seine Potenzlinie mit jedem der beiden ersten Kreise 
dieselbe ist, wie die oben bestimmte dieser Kreise selbst. 

Die Gleichung derselben zeigt, dass sie for c o und for r~ ~ 
immer mit der Senkrechten in der Mitte der Centrale zusammenfMlt; 
wie denn die raumliche Anschauung sofort zeigt, dass die beztiglichen 
Durchdringungsprojectionen concentrisch sind; in dieselbe Linie fMlt ftir 
r~ ---- r~ auch der ~hnlichkeitskreis (w 29) , wahrend er for c ----- o auf den 
gemeinsamen Mittelpunkt reduciert ist. Unsere Anschauung ft~hrt abet 
zur Umgestaltung des Nenners durch Einfiahrung der Distanz d an Stellc 
des Radius /~; wegen 2//~ = r~ -t- r~ + d ~ -  2c ~ (w I 2) wird die Mittel- 

punktsabscisse 

Z ~  
4 c~ - -  d 2 

und gew'~hrt eine Besti~tigung dutch ihren unendlich grossen Werth far 
d = 2c, dem Mittelpunkt der -Parabel entsprechend, die dann entsteht~ wit 
bemerken auch, dass sie for d > 2c stets negativ und f(ir unendlich 
grosses d Null wird. Natiirlich erhMt man ffir d----o die Abscisse der 
Potenzlinie wieder, und far d~ -~ i~ resp. d ~ = t~ die Abscissen der beiden 
Ahnlichkeitspunkte I .und E von ~ und R2, n'~mlich resp. 

c r ' - - r '  und cr' +r~ 
r l  "~ ~'.z r l  - -  '/'u 

Nach dem hier entwickelten Zusammenhange erhalt man nun immer 
die Brennpunkte aus dem Mittel lmnkt mittelst des Ahulichkeitskreises. Be- 
schreibt man urn jenen den Kreis, welcher den Ahnlichkeitskreis ortho- 
gonal durchschneidet, so trifft dieser die Centrale in den zugehSrigen 
Brennpunkten und sein Radius ist die lineare Excentricitdit des Kegel- 
schnittes. Es ist die Construction des gemeinsamen Paares von zwei In- 
volutionen, ni~mlich des zu einem gegebenen Punkte symmetrischen Paares 
in einer dutch ihre Doppelpunkte gcgebenen Involution. Liegt der Mittel- 
punkt abet in der endlichen Strecke zwischen den _~hnlichkeitspunkten, 
so wird jener Orthogonalkreis rein imaginar und sein reeller Vertreter ist 
der yore Ahnlichkeitskreis diametral geschnittene Kreis, den man um ihn 
mit der kleinsten halben Sehne des Ahnlichkeitskreises beschreiben kann; 
die Schnittpunkte beider sind nun die reellen Brennpunkte des Kegel- 
schnittes. Ft'lr die Parabel und den Mittelpunkt im Unendtichen wird der 
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Mittelpunkt des Ahnlichkcitskreises zu dem im Endlichen gelegenen Brenn- 
punkt; far diescn als Mittelpunkt des Kegelschnittes werden die End- 
punkte des zur ,Centrale normalen Durchmessers des Ahnlichkeitskreises 
die Brennpunkte des Kegclschnittcs, der unter jenen die grSsste lineare 
Excentriciti~t hat und frlr den das Distanzquadrat 

d ~ _ (~'~- r~) ~ 4c ~ 

ist. Man bestimmt offcnbar auch immer aus einem Brenn2)unkt den anderen: 
als den andern Endpunkt der dutch ihn gehcnden zur Centrale normalen 
Sehne im Ahnlichkeitskreis, wenn er in diesem liegt, und als den ibm 
conjugiert harmonischen in Bezug auf die Ahnlichkeitspunkte, wcnn in 
der Centrale. In jedem Falle ist das Product der Abstdnde der Brenn- 
punkte eines l(egelschnittes vom ~Iittelpunkt des Ahnlichkeitskreises constant, 
nt~mlich dem Quadrate seines Radius gleich. (ST. I852 ; p. 453.) Ncuc 
Ht',lfsmittel ft'lr die Bestimmung der Halbaxenlfmgen im Anschluss an 
das Vorige begegnen noch weiterhin. 

I5. Aber der Ahnlichkeitskreis hat zu den im Vorigen erSrterten 
Constructionen noch cinc andere Bezichung, welche wiedcr zu merkwar- 
digen Rcsultatcn frlhrt. Well die Ahnlichkeitspunktc I ,  E zwcier Krcise 
ihre Centraldistanz C~C' 2 innerlich und [msscrlich nach dem Verh~ltniss 
ihrer Radien r~ : r  2 theilen, so sind dic yon einem Punkte P nach ihnen 
gehenden Geraden P1, PE  die Halbierungslinien f~'lr die Winkel derjenigen 
Geradcn /)C~, PC2, die denselben mit den Mittelpunkten der Kreise ver- 
binden. In Folge dessen sind die Entfernungen des Punktcs yon diescn 
P6'~ und PC~ gleichfalls diesen Radien r~ :r  2 proportional; und wenn von 
dem Punkte aus an beide Kreise reelle Tangenten PI'~, PT1 und PT,, PT~ 
yon den resp. Langen t~ und t 2 gezogen werden kt~nnen, was immer gleich- 
zcitig stattfindet oder nieht, so ist der Winkel T1PT1 zwisehen den Tan- 
genten des einen Kreises dem Winkel T.PT; zwisehen den Tangenten des 
andern Kreises gleich, weiI die bezagliehen rcehtwinkligen Dreieeke aus 
Radien und Tangenten mit ihren Hiilften iihnlieh sin& Ziehen wir dann 
(Fig. 6) die Gerade T~T~. (oder ebenso T;T~, 11T:~" , T;T;) zwischen den 
Beri]hrungspunkten yon zwei Tangenten beider Kreise, so schneidet dieselbe 
jeden von ihnen noch in einem Punkte U~, U 2 resp. und fiir V~ als Mitte 
4er Sehnc T, U~ = 2s~ und V. 2 als die Mitte der Sehne T~U: = 2s2: 
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sowie 0 als Fusspunkt des von P auf 1'~T~ gefMlten Perpendikels und 
mit Einzeichnung der Radien (~ V~ und C.~ V~ hat man wegen der Gleichheit 
der Winkel PT~ 0 und T~6'~ V~, PT~ 0 und T~C~ V~ 

s , .  s.~ t~ ~'~ oder ,81 = 8~ ; 

d. h. die Sehnen beider I&eise auf der Verbindungslinie der Beriihrungspunkte des 
einen und des andern mit Tangenten aus einem Pankte ihres Ahnlichkeitskreises 
sind gleich lang. Und zwar verlaufen bei zweien der vier dutch die vorige 
Construction erhaltenen Sehnen 2'1T 2 und I ' IT  ~ die endliehen Streeken 
dieser Sehnen 2'~ U~ und :/'~ U~ in entgegengesetztem Sinn, sodass die Mitte 
der Strecke I'~T 2 zugleich die Mitte der Strecke U1U ~ ist; bei den zwei 
anderen I'~T~, 2~I' 2 aber in gleichem Sinne, sodass die Mitte z. B. von 
/'1 U 2 aueh die yon T~U ~ ist. Es ist evident, dass das aus der Mitre M 
der Centrale beider Kreise zu den bezfigliehen Geraden 1'1T2, TII'~ resp. 
gefi'dlte Perpendikel stets dutch diesen Mittelpunkt der Segmente in ihr 
hindurchgeht und dass in Folge dessen ft'w die Geraden der ersten Art 
MT2 ~ M T  1 und f(lr die der zweiten Art MT~-~ M U  ~ ist, sodass die be- 
trachteten Punkte I '  1 und T2, T: und i~2" etc. in concentrischen Kreisen aus 
der Mitte der Centrale liegen und somit auch die Perpendikelfusspunkte 
aus M auf die Geraden T~T.2, TII'~* , T:I':, T~T; als Punkte gleicher Tan- 
gentenli~ngen in der Potenzlinie p der Kreise. Die von einem Punkte P 
des _~hnliehkeitskreises ausgehenden Tangenten geben vier Gerade T~I'2U~ U.2, 
TIT~U~ ~ T~*7'~U)U), T~*T~U[U~ und es liegen auf Kreisen um M die 
Punktegruppen 2'1, 7'2, U11, U~ T~, ~'" * * �9 22, U. 1, ~,~; U1, U2; UI: ~ U2o SO~,Vie 

5~1,T; durch den angenommenen Punkt P nun die Tangenten in T~, T2; '* " 
des Ahnlichkeitsk~eises gehen, .~o gehen wieder die in U:, U ~ U~, U ~ 
sodann die in den Tripeln T1, U2, U~ T2, U~, U~; T~', U~, U~ und 
T~, U ~ U~, endlieh die in den Paaren U1, U.2 und U:, U~ je durch 
einen Funkt des Ahnlichkeitskreises; die Sehnen TllJ~ ~ T:U~, 7�89 T~'U~ 
sind gleich lang; ebenso T~U~, T~U~ und wieder . . . .  

Dies liefert die Satze yon den Wechselsehnen und Wcchselschnitten 
bei ST. ~852; p. 455. Denn Wechselsehnen sind die Verbindungslinien 
der Schlfittpunkte des Kreises ~1 und des Kreises ~ mit irgend einem 
Kreis aus der Mitte der Centrale, Wechselsehnitte die Schnittpunkte der 
zugehsrigen Tangenten yon ~1 und ~'~. Der Oft der Wechselschnitte ist 
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der _~hnlichkeitskreis; die Wechselsehnen sind gleich lang und umhiillen nach 
der angegebenen Beziehung zur Potenzlinie und zur Mitre der Centrale eine 
Parabel~ mit der _Potenzlinie als Scheiteltangente und der Mitre der Centrale 
als Brennpunkt - -  die gemeinsamen Tangenten der Kreise geh0ren zu ihnen 
als yon der gleichen Li~nge Null, die Potcnzlinie und die unendlich ferne 
Geradc als Trager der gemeinsamen Sehnen beider Kreise. 

Im Sinne unserer raumlichen Anschauung sind die Punkte 2'1, T2, U~, U ~ 
der Kreise ~ ,  ~ die Projectionen der Durchgi~nge des Kegelschnittes 
dutch die Kehlkreisebenen der sich durchdringenden Hyperboloide; die 
zugeh0rigen Tangenten dieser Kreise sind die Projectionen der Paare durch 
dieselben gehender Mantellinien und die Tafelspuren der ihnen entsprechen- 
den Tangentialebenen. Die Durchschnittslinien dieser Tangentialebenen 
des einen und des andern Hyperboloids projicieren sich in den Punkten 
des J~hnlichkeitskreises oder derselbe ist der Ort der scheinbaren Durch- 
schnittspunkte der bezeichneten Mantellinien der Hyperboloide. Man kann 
dieses weiter ausflihren, aber eine anderc, nicht minder darstellendgeome- 
trische l~ichtung der Untersuchung (vergl. w 39) scheint natfirIicher auf 
die Gruppe yon Eigenschaften zu ffihren, yon welcher hier ein sehr speci- 
eller Fall erschienen ist. Far diese ~sei auf den 2. Bd. meiner Darstel- 

lende Geometrie etc. 3. Aufl. w167 25, 2 7 verwiesen. 

D i e  D.arc l tdr ingungen bei lfesten tla~tl~tkreisprojectio~len u n d  
verdnderliche~" D i s t a n t .  

I5. Schon frtiher ist vielfach das Interesse hervorghtreten, welches 
die Betrachtung aller DurcI~4ringungspro]ectionen bei festen Kehlkreisen und 
verdinderlicher Distanz der Kehlkreisebenen haben mtisste, und mit den 
letzten Entwickelungen sind wir bestimmt auf diese Er0rterung gewiesen, 
da dieselben alle diese Kegelschnitte zu einem System verbinden, welches 
dieselben Wechselschnitte, die Punkte des _~hnlichkeitskreises yon ~1 und 
$~, und dieselben Wechselsehnen hat, die Tangenten der Parabel in der 
Schaar derselben Kreise. Dieselben bilden eine Gruppe in der Gesammt- 
heit der Kegelschnitte, welche diese Kreise doppelt bert'lhren, und der 
lJberblick tiber diese ist die nothwendige Vorbercitung ft~r die Erkentniss 



~'ber die Durehdrlngung gleichseitiger Rotationshyperboloide yon parallelen Axen. 361 

des Gesammtsystems. Wir beginnen mit dem Falle reeller ausser einander 
liegender Kehlkreisprojectionen, der auch bisher meist vorausgesetzt worden 
ist, ohne dass dies oberall nsthig war. 

Wir nehmen (Fig. 7) zwei reelle Kreise ~1, ~2 mit den Mittelpunkten 
C~, C 2 yon der Distanz 2c und den Durchmesserendpunkten in der Centrale 
A~, B~ und A2, B 2 an, welche wir in dieser Ordnung im Sinne der Be- 
wegung yon C~ nach C~ fiber 2c folgend denken, setzen auch $~ als den 
grSsseren der Kreise und als lest in der Tafel voraus, wi~hrend wir das 
Hyperboloid yon der Kehlkreisprojeetion ~2 vom Zusammenfallen aueh 
seiner Kehlkreisebene mit der Tafel aus sich so bewegen lassen~ dass die 
Distanz d nach einander alle positiven Werthe von Null bis Unendlich 
erhMt. Wir wissen, dass die Spuren der Durchdringungsebenen in der 
Umlegung der Axenebene der Flachen die Tangenten einer Parabel sind, 
welche die Centrale der Kreise zur Axe und ihre Potenzlinie zur Scheitel- 
tangente, sowie die der Distanz 2c entsprechende Spur der Parabelebe~e 
zur 45 ~ Tangente hat. Die Kreise ~:~ und g~ (w 8) for d = 2c liefern 
dutch ihre Schnittpunkte mlt ~1 resp. ~2 die in unserem Falle stets 
reellen Berfihrungspunkte P1, P~ und P~, P~ laebst Tangenten der Parabel- 
projection mit diesen Kreisen; wir kennen ihren Brennpunkt als den Mittel- 
punkt des Ahnlichkeitskreises yon '~1, ~ und erhalten den Seheitel als 
Fusspunkt des Perpendikels zur Centrale, welches durch den Fusspunkt 
des Perpendikels yore Brennpunkt auf eine jener Tangenten geht. 

Weil nun die Durchdringungsebenen for alle Distanzen zwichen Null 
und 2c, als den Parabeltangenten im Ubergang v o n d e r  im Scheitel zur 
45 ~ Tangente entsprechend, mit der Tafel Winkel a von mehr als 45 ~ 
einschliessen, so entspringen aus ihnen byperbolische Durchdringungen mit 
ebensolchen Projectionen; wiihrend alle Werthe der Distanz, welehe 2c 
iibersteigen, wegen a < 45 ~ elliptische Durchdringungen und Projectionen 
liefern, bis for d -= cxo die Durchdringungs-Ebene und Projection der Tafel 
parallel und zum unendIich grossen Kreise um den Mittelpunkt der Centrale 
werden (w ~4), der aber die Centra 6'1, C 2 als die zu ihm symme- 
trisehen und zu den Ahnlichkeitspunkten I ,  E von ~ ,  ~2 harmonisch 
conjugierten zu Brennpunkten hat. (Siehe ST. I852; P. 453.) In tier 
That ergeben sich dieselben unmittelbar aus der stereometrischen Con- 
struction in w 13 als die Kegelspitzen durch die Durchdringung, wenn 
die Scheitel A, B derselben die unendlich fernen Punkte der Meridian- 

Aeta mathemaliea. 5. Imprim5 40ctobre  1884. 4!; 
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hyperbeln sind. Und man erhalt die Relation: Der Kreis fiber der Cen- 
tral;e als Durchmesser ist orthogonal zum Ahnlichkeitskreis der Kreise. 
Ferner ist nach w 13 offenbar, dass unter den Hyperbeln des Systems die 
beiden _Paare der gemeinsamen Tangenten yon ,@~ und R2 als die degenerierten 
erscheinen, den Distanzen d gleich 

t, = (4c ' - -  (r~ + r,)' und t, = ~/4 c ' -  (r, - - r , ) '  

entsprechend, die in 1 und E resp. normal zur Centrale abgetragen auf 
dem Meridian des ruhenden Hyperboloides in der Axenebene die beiden 
Berfihrungsstellen mit Meridianlagen des bewegten Hyperboloides ~ be- 
zeichnen, for welche die gemeinsamen Tangenten die Parabel der Spuren 
(w I2) be ri]hren; daraus abet folgt, dass die zwischen denselben liegenden 
Parabeltangenten jene Meridianhyperbel nicht treffen und als Spuren 
zu hyperbolischen Durchdringungen AMass geben, durch welche keine 
reellen Kegel gehen (w 5) und deren Projectionen ihre reellen Brennpunkte 
im _~hnllchkeitskreis haben (w I4) , wahrend die Centrale ihre Nebenaxe 
ist und ihre Mittelpunkte in der endlichen Strecke zwischen E und I 
gelegen sind. 

Wenn hiernach die Intervalle der Distanzwerthe von Null his t~, yon 
ti bis te lind yon te bis 2c die Folge der hyperbolischen Durchdringungs- 
projectionen in drei Gruppen sondern, die den durch die Parabel bei d ~ 2c 
von ihnen getrennten Ellipsen als einer zweiten Hauptgruppe gegenfiber- 
stehen, so entspringt eine Gliederung innerhalb beider Gruppen dutch die 
Berficksichtigung derjenigen Kegelschnitle des Systems der Projectionen, 
welche den einen oder andern der Kreise ~1' ~2 in einem Scheitel vierpunktig 
beriihren (w 7), d. h. der Durehdringungskegelschnitte, bei denen die Durch- 
gangspunkte durch eine der Kehlkreisebenen der sich durchdringenden 
Fli~chen in einem Endpunkte des in der Axenebene liegenden Kehlkreis- 
durchmessers vereinigt sind. Sit entsprechen nach w 8 denjenigen,Distanzen 
el, ft'tr die zwischen den Kreisen ~1 und ~2~ oder zwischen ~ und ~id Bert~h- 
rung statt.findet, sodass die bezfiglichen ~2~ die aus C~ durch A~ resp. B~ und 
dig ~ die aus C 1 dutch A 2 resp. B~ beschriebenen Kreise sind, wahrend 
die entsprechenden Distanzen die Li~ngen der von A~ und B~ an ~ und 
der yon A~ und B,~ an ~ gehenden Tangenten a~, b~, a2, b~ sin& Die 
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Quadrate dieser Distanzen, nach wachsender Grssse hi, a.~, b2, a~ geordnet, 
sind daher resp. (Siehe ST. t852, p. 45 ~ f.) 

2 . . . . .  .z ( 2c  + r l )  "~ - -  r.~, ( : c  r~) ~ r.~, " (20  + r~) "z r~, 

wie mail diess auch durch Einsetzen yon x = - - c •  x : - c ~ r  2 in 
die Gleichungen der Sehnen der doppelten Berflhrung in w i2 bestt~tigt. 
Aus der Relation 2c > r 1 ~ r2, die der ausschliessenden Lage der Kreise 
entspricht, sieht man dann, dass die beiden ersten Quadrate kleiner sind 
als t~ und die beiden letzten nicht nur gr0sser als t~ sondern auch gr6sser 
als (2c) ~. Man sieht daraus, dass yon den vier ia Rede stehenden Kegel- 
schnitten der Tafel zwei, nhmlich die in B 1 und A 2 resI). ~1 und ~2 
bertihrenden, zu den Hyperbeln der ersten G,ruppe (Distanzen 0 bis t~)und 
die beiden anderen in B~ und AI an ~2 resp. ~ berahrenden zu den 
Ellipsen gehOren. Damit erhalten wit folgende Ubersicht des ganzen 
Systems. 

17. Die erste Gru:ppe der Hyperbeln d = 0 bis d - - t ~ ,  welche ihre 
Seheitel und Brennpunkte in der Centrale haben, beginnt, vonder  doppelt 
z~hlenden Potenzlinie der Kreise ausgehend, mit Hyl)erbeln von sehr 
stumpfen Asymptotenwinkeln, welche beide Kreise imagini~r dot)pelt be- 
ri;lhren; mit der Distanz b~ tritt mit vierpunktiger Beriihrung in B~ an 
,@1 die reelle Doppelberi'lhrung an ~ ein, bei welcher mit wachsender 
Distanz die Berfihrungspunkte yon B~ weg aus einander r{;mken, whhrend 
die Doppelbertihrung an ~.~ noch imagin~tr bleibt bis sit auch da bei 
der Distanz a~ mit vierpunktiger Ber~'lhrung in A~ reell zu sein beginnt; 
ft'tr die Distanzen zwischen a2 und t~ haben die Hyperbeln reelle Doppel- 
beri;thrungen mit beiden Kreisen, indem nun auch die Bcri'thrungspunktc 
yon A~ aus auf 92 sich von einander entfernen - -  sic r~'mken bier wie die 
auf dem Kreise ~1 vor bis zu den Ber{'Lhrungspunkten der inneren ge- 
meinsamen Tangenten. Die Mittelpunkte dieser Grupl)e liegen in der 
Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie bis zum inneren Ahnlichkeitsi)unkt 
I ,  ihre linearen Excentricit~ten nehmen yon der Anfangs- zur End-Lage 
ab, vom Halbmesser des zum Ahnlichkeitskreis orthogonalen Kreises aus 
dem Fusspunkt der Potenzlinie bis zu Null f{;lr die inneren gemeinsamen 
Tangenten. 

Den Distanzen zwischen t~ und t, entsprechen die ltyperbeln mit der 
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Nebenaxe in der Centrale; dutch die Degenerationsform der inneren ge- 
meinsamen Tangenten hindurch ist die Curve aus den Winkeln der 
Asymptoten, in denen die Centrale liege, in die Nebenwinkel derselben 
iibergegangen. Die Berhhrungen mit beiden Kreisen sind reell doppelt 
und die Beriihrungspunkte ri~cken auf denselben vor yon den Bert'lhrungs- 
stellen der inneren bis zu denen der ~usseren gemeinsamen Tangenten. 
Der Mittelpunkt bewegt sich yore inneren bis zum ausseren )~hnlichkeits- 
punkt und die Brennpunkte durchlaufen den Ahnlichkeitskrcis, wobei die 
lineare Excentricitat zuerst von Null his zum Radius dieses Kreises wachst, 
urn dann wieder bis Null in E abzunehmen. Mit dem Durchgang dutch 
die zweite Degenerationsform der 'ausseren gemeinsamen Tangenten bei d = te 
treten die Hyperbeln wieder in die Winkelflachen der Asymptoten, in 
welchen die Centrale liegt, und ihre Scheitel und Brennpunkte fallen 
wieder in diese Gerade: Denn die Spur der Durchdringungscbene in 
der Ebene der Axen schneider die Meridianhyperbel yon ~1 wieder in 
rcellen Punkten und die Mittelpunkte der durch die Curve gehenden 
eigentlichen Kegel sind reell. Die doppelte Beri~hrung mit beiden Kreisen 
bleibt reell und die Berfihrungspunkte rt~cken auf denselben yon denen 
der gussern gemcinsamen Tangenten bis zu denen der Parabel filr d =  2c 
vor; aber dcr im Durchgang dutch die Degenerationsform te stattfindende 
Wechsel der Lage hat auch bewirkt, dass nun der ni~mliche Ast jeder 
Hyperbel beide Kreise reell doppelt berfihrend umschliesst, wie diess auch 
die Parabel thut, wi~hrend in der vorigen Gruppe jeder Ast beide Kreise 
ausschliessend ber|~hrt, sodass yon den Punkten derselben reelle Tangenten 
an die Hyperbeln gehen und in dee ersten Gruppe die umschliessenden 
Doppelberiihrungen am einen Kreise dem einen Ast und die am andern 
dcm andern Ast der Curve angehoren. 

Die Mittelpunkte der dritten Gruppe rficken yon E aus in dem Sinne 
der vorigen Bewegung bis in's Unendliche und die linearen Excentricitaten 
durchlaufen gleichzeitig alle Werthe von 5Tull bis Unendlich. 

Die Hauptgruppe der Ellipsen sodann l~sst sich folgendermassen cha- 
rakterisieren: Alle Ellipsen umschliessen beide Kreise, sie zuerst beide 
auch reell doppelt bert~hrend, indem die Bertihrungspunkte yon denen 
der Pai'abel aus gegen den Durchmesserendpunkt A1 resp. B 2 fortrticken; 
mit d = b 2 vereinigen sich die Bert~hrungspunkte am kleinen Kreis in 
B~ und yon da bis zur Distanz a~ wird nut der grSsscre Kreis noch reell, 
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zuletzt in A~ vierpunktig, der kleinere abcr imaginar doppclt bert'fi~rt; 
liar noch welter wachsende Distanz wird auch die Berfihrung mit ~ 
imaginar, a lle folgenden Ellipsen ber~'lhren wit der uncndlich grosse Kreis 
aus der Mitte der Centrale ~ als dem Centrum des concentrischen Krcis- 
systems durch die Beriihrungspunkte - -  mit den Brennpunkten C~, C~, 
imaginar doppclt. (Vergl. ST. I852 ; p. 45oq452(1).)  

Die Mittelpunkte dieser Ellipsen riacken auf der Seite des Kreises 
~1 aus dem Unendlichen in der Centralc bis zur Mittc M derselben 
heran; in der endlichen Strecke von da bis zum Fusspunkt der Potenz- 
linie liegen nut Mittelpunkte imaginarer doppclt beriihrender Kegelsehnitte; 
cs giebt auch keine reellen Werthe yon d, welche ihnen entsprechen, wohl 
abel" zeigt der Werth der Mittelpunktsabscisse in w I4, dass si.e far die 
negativen Werthe yon d: zwischen r und o el;haltcn werden und wir 
werden den Sinn davon weiterhin erkennen (w ~8 f.). Die linearen Ex- 
centricitaten nehmen ab yon der unendlich grossen der Parabel bis zu der 
des unendlich grossen Kreises, die gleieh c ist. Die entsprechenden ele- 
mentaren Rcchnungcn sind leicht anzustellen und auch nicht ohne Interesse: 
Fiat die vier vierpunktig bert'lbrenden Kegelschnitte des Gesammtsystems 
bilden die reciproken Werthe der Mittelpunktsabscissen dig Summe :Null; etc. 

i8. Wit dcnken nun unter Festhaltung der i~brigen Bestimmungen 
yon vorher die reellen Kreise ~ ,  t~ 2 durch Bewegung yon C 2 gegen 6'1 
bin einander n~her riickend, wodurch die Asymptotenwinkel der ersten 
Hyperbelgruppe von w I7 zwischen immer engere Grenzen cingeschrankt 
werden, etc., und verweilen bei dem GrenzfaUe, wo sich jene Kreise aus- 

schliessend berlihren und somit die Punkte B 1 und A 2 zusammenfallen. Die 
innern gemeinsamen Tangenten sind nun mit der Potenzlinie der Kreise 
vereinigt, der Spielraum des Asympt0tenwinkels ffir die erste Hyperbel- 
gruppe ist verschwunden: Die Potenzlinie ist die Projection des Durch- 
dringungskegelschnittes ffir d = o und den gemeinsamen Mantellinien dec 
Hyperboloide in dieser Beri~hrungslage d-----t~ entsprechend; ihre Schcitel 
und Brennpunkte fallen mit den Mittelpunkten der Kegel des Bt:schels 
zusammen; auch die in A~ an ~ und resp. in B1 an ~1 vierpunktig 

(t) Dazu die Anmerkung~ dass sich hier p. 452 der W e r k e  I I  ein sttirender Druck- 
fehler eiogesehliehen hat9 den der O'riginaldruck nicht enthiilt; vor Anfang der vierten Zeile 
sind die Worte ausgefallen ;Ddarnach bertihrt die E ~ nut noch den Kreis A ~ reell doppelt~ 
bis l =- u wird, wo sie ihn in U vierpunktig bertihrt und zum Kriimmungskreise hat~. 
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bertlhrenden Kegclschnitte des Biischels sind hier vereinigt. Das System 
der Durchdringungsprojectionen beginnt mit den Hyperbeln, welche die 
Centrale zur Nebenaxe haben, deren Brennpunkte den Ahnlichkeitskreis 
erfiillen und bei denen jeder Ast beide Kreise reell bert'lhrt. Ihre li- 
nea.'en Excentriciti~ten wachsen von Null bis zum Radius des _~hnlich- 
keitskreises und nehmen wieder bis auf Null ab mit der Grenz-und 
Degenerationsform der ausseren gemcinsamcn Tangenten. Es folgen die 
Hyperbeln, bei denen der ni~mliche Ast beide Kreise reell doppelt berfihrt, 
bis mit d-----2c = r 1 -{-r~ die Parabel; sodann fiir weiter wachsende d 
die Reihe der EJlipsen, in welcher ffir 4r2(r ~ -t-r.~) und 4ri(r~ -~-r2) als 
Werthe des Distanzquadrates die bei B~ mit ~ und resp. die bei A 1 mit 
~ sich vierpunktig berlihrenden hervortreten; etc. 

Riickt nun der Mittelpunkt C.~ noch weiter gegen Cx bin, so schneiden 
einander die Kreise ~1 und ~ in zwei reellen Punkten (Fig. 8), deren 
Verbindungslinie die Potenzlinie ist, wi~hrend der innere _~hnlichkeits- 
punkt I nun gegen den Mittelpunkt des grSsseren Kreises bin fiber sie 
hinftbergerfickt ist und die Li~ngen der inneren gemeinsamen Tangcnten 
imaginitr oder ihre Quadrate negativ geworden sind; eben dies ffihrt zu 
neuen Ergebnissen gemass der friaher (w I) begri~ndeten Bedeutung dieses 
l~berganges. Wir liberblicken zuerst die Durchdringungsprojectionen ff~r 
die reellen Distanzen der Kehlkreisebenen. 

Dieselben gehen aus yon dem ausserhalb der Kreise ~ und ~ ge- 
legenen Theil ihrer Potenzlinie, welehcr die Projection der Durchdring- 
ungshyperbel der Hyperboloide bei vereinigten Kehlkreisebenen ist und 
die constante Differenz der Tangentenlangen Null hat. Mit yon Null aus 
reell wachsenden Distanzen bis zu d ~-t~ erhMt man Hyperbeln dcr 
zweiten Gruppe, yon denen jeder Ast beide Kreise reell bert'lhrt und die 
ihre Brennpunkte in dem ausserhalb beider Kreise gelegenen Theil ihres 
Ahnlichkeitskreises, ihre Mittelpunkte in der Strecke vom Fusspunkt der 
Potenzlinie in der Centrale his zum ausseren Ahnlichkeitspunkt haben. 
Ihnen folgt f~ir d == t, das Paar der gemeinsamen Tangenten, dann die 
Hyperbeln, welche mit einem Aste beide Kreise reell doppelt bertihren, 
begrenzt durch die Parabel des Systems, endlich die Ellipsen mit den 
bei B 2 an ~2 und resp. bei 211 an ~1 vierpunktig beriihrenden wie vorher. 
Der Mittelpunkt hat die unendliche' Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie 
his zur Mitte der Centrale durchlaufen; aber die Strecke von jenem bis 
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zum innern Ahnlichkeitspunkt ist nicht von Mitte]punkten von Durch- 
dringungsprojectionen ftir reelle Distanzen erfiillt, und der iln Innern 
der Grundkreise liegende Bogen des Ahnlichkeitskreises enthMt keine 
Brennpunkte yon solchen; wahrend doch Kreise aus der Mitte der Centrale, 
deren Radien den Werth (r 1 - - c )  fibertreffen, ohne den Werth 

zu erreichen, mit welchem ein solcher Kreis durch die Schnittpunkte der 
Grundkreise geht, beide Kreise in Punkten schneiden, welche Beriihrungs- 
punkte mit Kegelschnitten des Systems sein sollten, und dutch zu den yon 
der planimetrischen Anschauung geforderten ElliPsen innerhalb der yon 
beiden Kreisen umschlossenen Linsenfl'~che gehsren ksnnten, ohne doch 
im Sinne unserer stereometrischen Anschauung als Durchdringungsbilder 
von Hyperboloiden mit reeller Distanz der Kehlkreisebenen erhalten werden 
zu ksnnen. Aber eben dadurch, dass sie nur aus nicht reellen Distanzen 
zwischen o und t~ entspringen ksnnen, liefert unsere Grundanschauung 
sofort ihre reelle Construction. Denn wir wissen aus der einleitenden 
lJbersicht yon der Methode der Cyklographie, dass mit dem l~Tbergang 
yon ree]len zu imaginaren Distanzen v o n d e r  Tafel - -  d wie z - - d u r c h  
den Wechsel des Vorzeichens der Quadrate und Producte yon z und d 
die einfachen Hyperboloide in reelle Kugeln iibergehen, deren Punkte 
dargestellt sind dutch Kreise, die yon einem reellen festen Kreis, dem 
Hauptkreis der Kugel, im Durchmesser geschnitten werden, sobald jener 
in der Tafel liegt, oder fiir deren Projecfionen die kiirzeste dutch sie 
gehende Halbsehne in diesem Kreis die H6he des Originals fiber der Ebene 
desselben angiebt. Desshalb muss ffir alle Punkte der Projection eines 
ebenen Quersehnittes der Kugel das VerhMtniss der dutch sie gehenden 
kfirzesten Halbsehnen der Hauptkreisprojection zu ihrem Abstand yon 
der Projection der beziiglichen Spur der Ebene constant, ni~mlich der tri- 
gonometrischen Tangente des Winkels der Ebene zur Tafel gleich sein. 
(Vergl. w 7.) Und in Folge dessen gilt auch ft'lr die Punkte der Pro- 
jection der Durchdringung von zwei solchen Kugeln das Gesetz, class die 
Summe oder Differenz der zugehSrigen kiirzesten Halbsehnen der entsprechen- 
den Hauptkreisprojectionen constant, ndmlich der Dista~z der Hauptkreis- 
ebenen gleich ist; sowie sie auch zum Abstand der Spuren tier Dul'chdring- 
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ungsebene in der _Projection d. h. der Sehnen tier doppelten Beriihrung der 
Durchdringungsprojection rail den Hauptkreisen in demselben constanten Ver- 
h~iltnlss tg a steht, 

19. In der That ist fiir ~ z 2 als das Quadrat der halben kleinsten 
Sehne dutch den Punkt (x, y) innerhalb des Kreises vom Radius r u m  
den Mittelpunkt (a, fl) 

( x - - ~ )  ~ + (?j - -  fl)~ - -  ~'~ = - - ~ ;  

die Definition der Potenz umfasst diesen sowie den vorher betrachteten 
Fail oder geht for elnen inneren Punkt narurgemi~ss in die jetzige Fassung 
fiber. Und far die Projection und Durehdringung der Kugeln (woft~r 
nun d und z reell sind) 

(~ + c) '  + y '  ~- z '  - -  ~-~ = o,  (~ - -  c y  + v '  + (z + d) '  - -  r~ = o 

erhMt man natfirlich durch Elimination yon z zwischen beiden Giei- 
chungen ein Resultat, welches auch aus dem entsprechenden in w I i durch 
Verwandhmg yon d ~ in - - d  2 sich ergiebt; dasselbe spricht die Constanz 
jener Summe oder Differenz der halbert kleinsten Sehnen a us und wir 
haben wieder wie frfiher die Summe far alle Punkte innerhalb der dureh 
die Hauptebenen begrenzten Schicht, die Differenz ffir a]le Punkte ausser- 
halb derselben zu nehmen. Die Symbolik und die damit begri~ndeten 
S~tze des w i I bleiben in Gfilfigkeit. Aueh ergiebt sich ft~r die Ebenc 
der Durchdringung 

' ( 4 -  r~ + d ~) 2cx - -  dz = 

oder mit Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie 

2 e x _ _ ~ - ~ d  ~ 
2 

(vergl. w 12), was sofort als die Enveloppe ihrer Spur in der Axenebene 
(tie zur Potenzlinie symmetrische yon der Parabel der Spuren far reelle 
Distanzen erkennen l~tsst. Damit erhMten wir die anschauliche Entwicke- 
lung ffir diesen Theil unseres Kegelschnittsystems. Ffir die rein imagi- 
niiren Werthe zwischen d ~ o und d-----li oder 



(~ber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide yon paralleien Axen. 369 

liefern bei reell aufgetragenen d die Kugeln mit dieser Distanz der 
Hauptebenen und den gegebenen Kreisen als Hauptkreisprojectionen kreis- 
fOrmige Durchdringungen, deren Projectionen Ellipsen sin(l, welche yon 
jenen Kreisen umsehliessend reell oder imagin(ir do:ppelt beriihrt werden. Wir 
erhalten ihre in der Centrale liegenden Scheitel als die Fusspunkte der 
Perpendikel zu dieser, welche yon den Durchschnittspunkten des Kreiscs 
91 mit demjenigen Kreise yore Radius r~ ausgehen, der seinen Mittelpunkt 
(C2) in dem in C: errichteten Perpendikel zur Centrale im reellen Ab- 
stand id hat; es sind die Scheitel der Nebenaxe. Nach der Methode der 
darstellenden Geometrie erhi~lt man aber auch sofort die Scheitel der 
Hauptaxe: Die gemeinsame Sehne jeaer beiden Kreise giebt als das Perpen- 
dikel yon ihrer Mitte zur Centrale die Linie und zugleich durch ihre Li~nge 
die Grssse derselben. Endlich erhi~lt man far die Bestimmung der Bc- 
rt'lhrungspunkte der Ellipse mit den Kreisen ,@1, '~,~ aus dem Umstande, 
dass sie die Projectionen der Durchgangspunkte der Durchdringung durch 
die Hauptkreisebenen der betreffenden Kugeln sind, die einfache Regel: 
Man beschreibt aus C 1 reap. C: diejenigen Kreise ~ ,  ~ ,  welche die 
halben Sehnen yon ~1 resp. ~2 mit dem Centralabstand d zu Halbmessern 
haben; ihre Potenzlinien mit ,@2 resp. ,ff~ sind die Sehnen der Doppelbe- 
riihrung mit diesen Kreisen und ihre Pole in denselben die Schnittpunkgc 
der zugehSrigen gemeinsamen Tangenten. Well die Kreise 9~ und ~ 
die resp. Radienquadrate ( r ~ -  d 2) und ( , ' ~ -  d ~) haben, so erkennt man 
wie in w I2, dass die Bt'tschel ,~_,, ,ffl,z und ~ ,  .~2,~ den Kreis aus der 

Mitre M der Centrale mit dem Radiusquadrat ~(r~ + r~ - -d  2) ~ c  ~ gemein 

haben oder dass auch jetzt die vier Berflhrungspunkte mit g~l, '~ immer 
auf einerlei Kreis um M gelegen sind, sodass durch einen der Beri]hrungs- 
punkte das Tripel der i~brigen und die Distanz der Hauptkreisebenen be- 
stimmt ist. In Folge dessen schneiden sich ferner die Kreise derselben 
Biischel, die durch den Mittelpunkt des zugehsrigen Grundkreises and den 
Pol seiner Bertihrung gehen, wie in w167 13, I4 auf dem ~hnlichkeitskreis 
und die dort entwickelte Theorie der Brennpunkte und die der Wechsel- 
selmen und IVecl~selschnitte bleibt in unver'~nderter Gfdtigkeit. Dieselbe 
konnte sich desshalb auch nicht in Abhi~ngigkeit yon den geraden Man- 
tellinicn der einfachen Hyperboloide ergeben. 

:o. Wir ksnnen nun die 1Jbersicht des Systems f(;r den vorgelegten 
Aela mathem4ttiva. 5. Imprim6 1S Octobre 18S4. 47 
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Fall beendigen. Der Distanz Null als Grenze der rein imagin~ren Distanz- 
werthe entspricht der doppelt gezdd~lte im Innern beider I~'eise gelegene 
Theil ihrer Potenzlinie als Oft der Punkte gleicher kfirzester Sehnen in 
beiden Kreisen, eine Ellipse, welche beide Kreise in ihren Schnittpunkten 

mit einander ber~hrt - -  wie denn fClr ~-(r~-1-r c ~ als das Radius- 

quadrat des Kreises aus der Mitre der Centrale das Distanzquadrat ver- 
schwindet. 

Wachst nun der absolute Werth der Distanz yon Null aus, so nimmt 
der Radius des Kreises um M dutch die Berfihrungspunkte ab und die 
Bertihrungspunkte riicken, sich trennend, auf beiden Kreisen gegen die 
inneren Durchmesserendpunkte /31 und A~ h3n; die entsprechenden E1- 
lipsen beri~hren beide Kreise reell doppelL sodass ihre Umfange durch 
die Beriihrnngsstellen in vier Theile zerlegt werden, yon denen zwei die 
eonstante der Distanz gleiche Summe und die beiden andern durch jene 
von einander getrennten die constante derselben Distanz gleiche Differenz 
der zugehdirigen kleinsten Halbsehnen beider Ifreise zeigen - -  jene die Pro- 
jectionen der in der Schicht der Hauptkreisebenen gelegenen ]36gen des 
Durehdringungskreises, diese die Projectionen seiner BOgen ausserhalb der- 
selben Schicht; in den Beri~hrungspunkten selbst sind daher die kleinsten 
Halbsehnen des jeweilen nicht beriihrten Kreises einander gleich, well sie 
jener Distanz gleieh sind. 

Dem Werthe der Distanz d = ~/r~--(2e--r~) 2 (vergl. w I6), d. h. 
dem Centralabstand derjenigen Sehnen des Kreises R2, deren Hi~lften dem 
Radius des aus 6'= dureh B 1 besehriebenen, also ~1 aussehliessend be- 
rtihrenden Kreises gleieh sind, entsprieht die Vereinigung der beiden Be- 
rfihrungsstellen der Durehdringungsprojeetion an ~ in B1, bei noeh gc- 
trennter reell doppelter Ber(~hrung an R~; der eine der elliptisehen Bogen 
mit eonstanter Differenz ist versehwunden und man behglt zwei dureh die 
Stellen dieser Berfihrung getrennte Theile des iJmfangs, in deren einem 
der vierpunktigen Beriihrung B 1 nieht benaehbartem die Constanz der 
Summe besteht, wghrend im gr6sseren andern die Differenz denselben 
Werth hat, etc. 

Bei weiterem Waehsen yon d wird die Beriihrung an R~ imaginitr 
doppelt und mit d = ~/r,~--(2c- r~) ~ vereinigen sieh such die Stellen der 
Ber~hrung an ,~,j zu einer vierpunktigen Bertihrung in A~, sodass for 
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noch grOssere Distanzen die Bert'~hrungen der Ellipse mit bciden Kreisen 
imagin~r doppelt sind und dieselbe ganz in das Innere der Linsenfiache 
zwischen ihnen zurt]cktritt, wahrend fCtr alle Punkte des Umfangs constante 
Summe der kleinsten Halbsehnen beider Kreise besteht. 

Die Ellipse wird dabei immer kleiner und ft~r d = V(~'I+ r~)~--4 c~ 
als den reellen Factor yon t~ hat sich dieselbe in den inneren Ahnlich- 
keitspunkt zusammengezogen; derselbe ist die Projection des Ber('thrungs- 
punktes der Kugeln in der durch diese Distanz bestimmten Lage und da 
diese Distanz die gr5sste ist, far welche unsere Durchdringung noch reell 
wird, so zeichnet den i;nneren Ahnlichkeitspunkt sich schneidender reeller 
Kreise unter allen Punkten die Eigenschaft aus, dass die Summe der durch 
ihn gehenden kleinsten Hi~lbsehnen der Kreise den gr6ssten mb'glichen Werth 
besitzt. (ST. I852 ; p. 458.) 

Es ist evident, dass die Mittelpunkte dieser Ellipscn yore Fusspunkt 
dcr Potenzlinie in der Centrale bis zum inneren Ahnlichkeitspunkt bin 
liegen und dass ihrc Brennpunkte den im Innern beider Kreise liegenden 
Theil ihres Ahnlichkeitskreises crfi'dlen, sowie dass gleichzcitig die lincare 
Excentricit~t yon dem Werthc der halben Sehne in der Potenzlinic .bis 
zur Null stetig abnimmt. Endlich ist die yon den Wechselsehnen um- 
ht'dlte Parabel durch die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte 
der Centrale als Brennpunkt wie sonst bestimmt, da die Realitat dcr gc- 
meinsamen Tangenten dabei keine Rolle spielt; die Wechselschnitte auch 
f('w diese Ellipsen sind im Ahnlichkeitskreis. 

2I. Wenn wit den kleineren Kreis ~i' 2 tiefer in den grOssercn bin. 
cinriicken lassen, so ,wachst der Winkel der ausseren gemeinsamen Tan- 
genten stctig und in der Grenzlage der umschliessende~ Beriihrung fallen 
sic mit einander und mit der Potenzlinie zusammcn, der Berlihrungspunkt 
ist Bi, B~ und E und der ~_hnlichkeitskreis bertihrt beide Kreise in ihm. 
Die reellen Wcrthe der Distanz beginnen nun mit t~ = o, wi~hrend dic 
beiden Regionen yon o bis t~ und yon t~ bis t~ dem imagin~ren Wcrth- 
bereich angehsren und statt umschliessender Hyperbeln umschlossene Ellipseu 
licfern. Den reellen Distanzen zwischen o und 2c cntsprechen Hyperbeln, 
welche mit dem einen _A_ste bcide Kreise doppelt beri'lhrcn, den gri~ssercn 
reell und den kleineren imagini~r; f('lr d ~ 2c folgt die Parabel, die sich 
ebenso verhi~lt. Die zugehsrigen Mittelpunktc erfi'dlen den ausseren un- 
endlichen Theil der Centrale vom Beriihrungspunkt der Kreise aus, dem 
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Mittelpunkt, 8cheitcl und Breiu.punkt dcr l)rojcction der gemeinsamcn 
Mantellinien der tlyperboloide ffir d - - o ;  ihre Brennpunkte vertheilen 
sich auf dig unbegrenzte Strecke dcr Centrale auf  der gleichen Seite bis 
zum Mittelpunkt des Ahnliehkeitskreises bin, die linearen Exccntricitgten 
wachsen von Null bis Unendlich. Nach der Parabel, far  a l l e d  > 2c 
folgen die umscMiessendeu Ellipse,s, welchc den Kreis R~ zuerst unter 
Vorrticken dcr Beriihrungspunkte yon denen der Parabel gegen A 1 hin 
reell doppelt beri'thren, his sich die Ber{'ttlrungsstellen f('lr d =: v/(c + r,)'~.--r~ 
in Al zur vierpunktigen Bertihrung vereinigen, sodass yon da an nut 
noch imagin~re Beri~hrungen statthaben. Die Mittelpunkte r~'lcken auf 
der dcr Potenzlinie entgegengesetzten Seite vom Unendlichen bis zur Mitre 
der Centrale hcran, indess die Brennpunkte den yore Mittelpunkt des 
:~hnlichkeitskreiscs nach der Seite von C~ hin liegenden unbegrenzten 
Theil der Centrale erffillen. 

Alle fibrigen Kegelschnitte, deren Brennpunktc ~lem Ahnlichkeitskreis 
angchoren, en'tstehen arts Durehdringungen yon Kugela, well mit imagi- 
,ar Distanzen. Sie begimlen mit dem der Distanz d := o als Grenze 
der rein imagin~iren Werthe entsprechenden Ber,t~hru~gsTankte der Kreise 
und der Kugeln als unendlich kleiner Ellipse; daher der Differenz Null 
der kleinsten Halbsehnen ~ wi~hrend f'(lr alle iibrigen Punkte der Po- 
tenzlinic die Difl'erenz dcr Tangentenlii, ngen glcich Null ist. Mit der Ver- 
schiebung der Knge! ,~:'~ unter Festhaltung ihrcr Hauptkreisprojection ent- 
stehcn rcelle l)ur('hdringungskreise bis d --- ~/(r~ + ~..,)~--4,~' oder e~/v~r---[, bei 
welcimr ausschlicssende Beri'dlrtmg zwischen beiden Kugcln stattfindet; sic 
liefern reelle Ellipsen, die den gi'0sseren Kreis stets imagin~r, den klei- 
neren zum Theil reell beriihren, indem die ree~ll doppelten Berfihrungen 
an dieselu durch eine ~,'lern-vunkti~eo. Berahrung in A.. beschlossen werden. 
Schliesslich zieht sich die Ellipse auf den inneren J~hnlichkeitspunkt als 
die Projection jenes Bertihrungspunktes der Kugeln zusammen, ft'tr den 
damit die Summe der dutch ihn gehenden kleinsten Halbsehnen den 
Maximalwerth 2(~.,r: erreicht, l)ie Potenzlinie unter jenen und der Be- 
r~'thrungspunkt unter diesen Durchdringungen beriihren allein beide Kreise 
reell, und sie sind zugleich vierpunktig ber(fi~rende Kegelschnitte resp. 
unter denen aus reellen und denen aus rein imagin'Aren Distanzen. 

22. Wit kommen endlich zu dem Falle, in welchem der Kreis R2 
ol,~e Berii.l,'u~g sore I~reise R~ umschlossen wird. in welehem also beid~ Ahn- 
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lichkeitspunktc und der ganze Ahnlichkeitskreis im Innern yon ~.~ liegen 
(Fig. 9). Die Kegelschnitte aus den Durchdringungen der Hyperboloide 
beginnen in diesem Falle mit tIyperbeln der drittcn Gruppe, bei denen 
dcrselbe Ast beidc Krcise umschliesst und ~1 reell doppelt berfihren 
kann. Sie entfalten sich aus dcr Potenzlinie d = o und beriihren zuerst 
wie diese nicht reell, fi'lr d = 2c folgt die Parabel mit derselben allge- 
meinen Lage, endlich die umschliessendeu Ellipsen wic fri'ther. 

Ob die Parabel den Kreis ~ schon reell doppelt, ob sie ihn im Scheitel 
vierpankti(j odor ob sie ihn nicht reell beriihrt, ist davon abh~ngig, ob die 
Li~nge der yore Durchmesscrendc B, von ~'~ auf der Scite der Potenzlinie 
an ~'~ gezogencn Tangente, die I)istanz ft'tr die bezeichncte vierpunktige 
Bcrtihrung, ~ 2c ist; im ersten Falle berfihren die Parabel und eine Reihe 
vorausgehender Hyi)erbeln yon dcr jener Distanz ca~tsprechenden ab rcell 
doppelt, die der Parabel folgendcn Ellipsen his zu der in A~ vierpunktig 
beri~hrenden bei der Distanz a~ thun dasselbe, und erst von da ab sind 
alle Bercthrungcn imaginli.r; ist b~ --- 2c, so beginnen die reellen Berfih- 
rungen mit der vierpunktigen der Parabel und dauern in der Reihe der 
Ellipsen bis zur vorerwMmten Grenze; endlich f~'tr b~ > 2c beriihrt auch 
die Parabel noch nicht reell, es folgen ihr imaginar doppelt berfihrende 
Ellipsen bis zu der in B~ vierpunktig bert'thrcnden, etc. ~ sodass in 
diesem Falle das System der Ellipsen aus den Darchdringungen far reelle 
Distanzen im Anfang und wieder am Ende durchaus imagindr berlihrende 
entht~lt, dic sich jedoch in einem wichtigen I)unkte von einander unter- 
scheiden. Sowie ft'lr die nicht reell beriihrenden Hyperbeln im Anfange 
der Durchdringungen aus rcellen Distanzen nach ihrer Lage ausserhalb 
der Scheitel dcr Hauptkreisebenen ringsum constante Differenz der Tan- 
gentenldngen besteht, so auch noch /,~r die erste (Jruppe der Ellipsen in 
diesem letzteren Falle, well crst mit der vierpunktigerl Berfihrung die 
Durchdringung art die einc Grenzebcne der Schicht heran und mit der 
reellcn Doppelbertihrung iia sie hinein tritt; nach jener findet also ft'lr den 
Theil des Umfangs zwischen den Punkten dcr Doppelbcri;lhrung auf der 
Seitc yon B 1 constante Summe der Tangentenlangen statt, und bei weiter 
wachsender Distanz wi~chst dieser Theil des Umfangs, bis er mit dcr 
vierpunktigen Bercthrung in Ax zum ganzen Umfange geworden i s t -  
d. h. far die nicht reell beri~hrenden Ellilgsen am .Ende des Systems der 
Durchdringungen far reelle .Dishmzen findet ringsum constante Summe der 
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Tangentenlangen statt, sie selbst liegen ganz innerhalb dcr Schicht. (ST. 
I852; p. 460.)( 1 ) 

Fiir die Darchdringungen mit imagindren Distanzen ist die Potenzlinie 
eine imagini~re Ellipse und die Spur der Durchdringungsebene in der 
Axenebene oder die Tangente der Parabel yon w 19 trifft yon ihr aus- 
gehend zuerst ~1 nicht reell; erst mit d = ~/(r,--r~)*--4~ beginnen die 
reellen Durchdringungen und sie endigen mit d = ~'(q + r,)"--4 c*, fi;tr 
jenen Werth wird die Kugel R~ yon ~1 umschliessend und far  diesen 
ausschliessend beri~hrt; die erste Beriihrung ist im ausseren E,  die zweite 
im inneren Ahnlighkeitspunkt I projiciert, in nattirlieher Umkehrung der 
Ordnung gegen~iber den Distanzwerthen in Folge des Zeiehenwechsels 
ihrer Quadrate. Jener entsprieht dem kleinsten Werthe der Distanz unter 
den reellen Durchdringungen aus Kugeln und dieser dem gr~Sssten; und 
da der erste sich ausserhalb, der zweite innerhalb der bezfiglichen Schicht 
befindet, so erhhlt man ffir den letzteren wie es sein muss den Satz yon 
w 20 wieder, flit den ersteren aber den erg~nzenden Satz: Flir den dusseren 
Ahnlichkeitstrankt yon zwei Kreisen, yon denen der eine den andern umscMiesst, 
ist die Differenz der zugehSrigen halbert kleinsten Sehnen ein Minimum. Man 
erhalt auf den Perpendikeln zur Centrale in den Ahnlichkeitspunkten 1 
und E sofort jenes Maximmn wie dieses Minimum. (ST. I852; p. 459.) 

Die zwischen jenen Grenzwerthen liegenden Distanzen liefern reelle 
EUipsen als Durchdringungsprojeetionen der Kugeln, welche zuerst auch 
den inneren Kreis imagini~r, dann im Scheitel vierpunktig bei B~, spi~ter 
reell doppelt beriihren, um weiterhin dutch die vierpunktige Bertihrung 
wieder zur ilnagini~ren zurtick zu kommen; die zur Centrale norinalen 
Halbsehnen yon R~, welehe ~'~ bei B~ und resp. A 2 beriihren, liefern die 
Distanzen der Hauptkreisebenen, welchen jene vierpunktigen Beriihrungen 
entspringen. Die Mittelpunkte aller dieser reellen Ellipsen erftillen die 
Centrale zwischen den Ahnlichkeitspunkten und ihre Brennpunkte den 
_~hnlichkeitskreis. Die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte der 
Centrale als Brennpunkt bestimmen die yon den Wechselsehnen umhiillte 
Parabel. 

(1) Die Ausgabe der Werke hat hier p. 46o Zeile I6 v. o. den stiirenden 
Druekfehler u 1 < AB, woftir also stehen muss und im ersten Druck wirklich steh~ 
u, > AB. 
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23. Es bleibt abrig nach den verschiedenen Fallen der reellen 
Hauptkreise die F(dle zu besprechen wo einer der ttauptkreise rein imagindr 
ist oder wo beide es sind; die FMle yon verschwindendem Radius bei einem 
der Kreise oder bei beiden mOgen dann als SpecialfMle einer besondern 
Erortcrung unterworfen werden. 

Zunhchst denken wir den Kreis R1 rein imagindr oder von negativem 
Radiusquadrat - - r ~  und (lurch seinen Symmetriekreis ~1 (Fig. io) ver- 
treten, den anderen R2 reell; jenem als in der Tafel gelegen entspricht 
ein festes gleichseitiges zweifaches Rotationshyperboloid mit der Tafel als 
Hauptebene und den Scheitelabsti~nden r 1 yon der Tafe], diesem ein ein- 
laches, welches wir in der Art bewegt vorstellen, dass die Projection R2 
seines Kehlkreises unverandert bleibt und nur die Distanz der Ebene 
desselben yon der Tafel wechselt. Ist d diese Distanz, so erhalten wit 
den in der Tafel gelegenen Parallelkreis E2,~ des einfachen Hyperboloides 
aus seinem Radiusquadrat (r~ + d2); wir erhalten dagegen die Projection 
f~ir den in der Kehlkreisebene des einfachen Hyperboloids liegenden Pa- 

.2 rallelkreis des zweifachen mit dem Radiusquadrat ( ~  ~ + d~), rein ima- 
ginrLr so lange der reelle Factor yon r~ gr~)sser ist als d, als Punkt C 1 
ftir d als demselben gIeich, und reell fftr grOssere Distanzen; im ersten 
Falle tri~gt man d in 6'1 reehtwinklig zur Centrale auf, geht durch den 
erhaltenen Punkt parallel zu ihr bis zum Kreis R~, und erhalt in dieser 
Strecke, der zur Distanz d als Centrum gehorigen Halbsehne in diesem 
Kreise, den Radius ffir den Symmetriekreis des bez~iglichen imaginaren 
Parallelkreisbildes; andernfalls zieht man yon dem Endpunkt der so 
abgetragenen Distanz die Tangente an R~ und hat in ihrer Lange den 
Radius des reellen Parallelkreises in dieser Distanz vom ttauptschnitt 
die Darstellung der Meridianhyperbel aus dem Kreisbfischel mit reellen 
Grenzpunkten. (w i.) Die Potenzlinien der so erhaltenen Kreise E2~ und 
El~Z mit R1 resp. R~, die natfirlich mit Rficksicht auf das Vorzeichen der 
Radienquadrate dus 4cx = r~ ~ r~ (w i2) zu construieren sind, liefern die 
Spuren der Ebene der Durchdringung auf den Hauptschnittebenen in dieser 
Lage; die durch die resp. Kreise auf ihnen bestimmten Involutionen har- 
monischer Pole gehOren dem entstehenden Kegelschnitt an. 

Die Ebene der Durchdringung aus 

(x  + + y '  - -  z = - -  ( x  - -  + y '  - -  (z  + = 
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:cx  + & = - - -  (d + < + 

und wird durch Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie 

I d:  4cx--=-~(r~q-r~)  mlt 2 c m q - d z - - - - ~  

berechnet, wie in w I2; ihre Spur in tier Axenebene der Flachen mn- 
hrdlt dieselbe t)arabel wie dort. Die Projection des Durchdringungskegel- 
schnittes wird aus der fri'lheren (w 1 i) dutch Wechsel des Zeichens yon 

erhalten, mit d 2c die Parabel des Systems, der die 45 ~ Ebene 
x -+- z = - -  c entspricht. Der allgemeine Werth der Mitlelpunkts-Abschse 

ist (w 14) 
r; + r.~ . 

- - C  
4 c~ --  d ~ 

sie wird nur ffir reelle d > 2c positiv. 
Der Brennpunkt der Systemsparabel ist der Mittelpunkt des A'hnlich- 

keitskreises yon der Abscisse (w I4) 

Cr~ + r~ ' 

wi~hrend sein P~adius mit den beiden J~hnlichkeitspunkten zugleich imagin•r 
oder sein Quadrat negativ (w ~4) geworden ist. Die gemeinsamen Tan- 
genten und auch die Quadrate ihrer Lgngen t~, te sind imaginrw ge- 
women (w ~I); die bezriglichen Durchdringungen werden aus einer rein 
imaginiiren Kugel mit t inct ver~tnderlichen reellen Kugel nach dem Vor- 
gange yon w I9 bestimmt und ihre Projectionen sind imaginare Kegel- 
schnitte, wenn schon die Ebenen yon jenen und ihre Spuren in der Axen- 
ebene, sowie die Mittelpunkte und Brennpunktspaare yon diesen reell 
bleiben nach den Gleichungen 

I 

4e, ~ + d ~" 

Und da die Brennpunkts-Involution elliptisch is~, so hat sie mit der durch 
den Mittelpunkt bestimmten symmetrischen Involution stets ein reelle~ Paar 
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gemein, oder alle Kegelschnitte des Systems haben ihre reellen Brenn- 

punkte in der Centrale, wiees  spin muss, weil der Ahnlichkeitskreis rein 
imagin~r ist. 

24. Die I~bersicht unseres Kegelschnittsystems gestaltet sich also 
wie folgt: Es beginnt fiir d = o mit der Potenzlinie der Kreise ~1, ~ 
als dem Ort der Centra yon Kreisen, welche ~1 diametral und ~2 ortho- 
gonal schneiden (w 3), der Projection der zur Tafel symmetrischen gleich- 
seitigen Hyperbel, deren Brennpunkte mit den zugehorigen Kegelmittel- 
punkten vereinigt in diejenigen Punkte der Centrale fallen, wo sip yon 
dem aus dem Fusspunkte der Potenzlinie beschriebenen unter jenen Kreisen 
geschnitten wird. Bis d = 2c folgen ttyperbeln yon his Null abnehmen- 
den Asymptotenwinkeln, die anfanglich den reellen Kreis umschliessend 
imagini~r berfihren, bis mit einer vierpunktigen Beri~hrung im Scheitel 
bei A~ mit d ----- a~ ~ ~/(2c--r~) ~ + r~ (w I6) die reelle Doppelberi~hrung 
beginnt, bei weleher die Bert~hrungspunkte von A~ aus auf R2 bis zu 
den Beriihrungspunkten der Parabel vorriicken. Ihre Mittelpunkte rficken 
yon' der Potenzlinie aus auf der SPite des nicht reellen Kreises bis in's 
Unendliche filr jene Parabel. Mit den fi]r d > 2c entspringenden Ellipsen 

rilcken sip aus dem Unendlichen auf der SPite des reellen Kreises wieder 
herein, wahrend die zugeh0rigen Bert~hrungspunkte auf R~ naher und 
nigher gegen B~ zusammen riicken, um sich mit der Durchdringung fiir 
die Distanz d = b~ ~ ~/(2c + r~) ~ + r~ dort zur vierpunktigen Beri~hrung 
zu vereinigen. Die Distanzen fi~r die vierpunktigen Beri~hrungen werden 
construiert als Radien der Kreise aus A 2 resp. B~, welche den Kreis R~ 
diametral schneiden ~ in consequenter Anwendung des Satzes (w I), wor- 
nach der orthogonale Schnitt mit einem rein imagin~ren Kreis dutch den 
diametralen Schnitt mit seinem Symmetriekreis vertreten wird. Mit dem 
unendlich grossen Kreis um die Mitte der Centrale d. h. yon der Mittel- 
punktsabscisse Null und den Brennpunkten in C 1 und C 2 (w 16) endet 
das System. Reelle Kegelschnitte aus nicht reellen Distanzen erscheinen 
nicht. 

Das zugehsrige System der Wechselschnitte ist nicht reell; die En- 
veloppe der Wechselsehnen abet nach wie vor die Parabel, welche die 
Potenzlinie zur Scheiteltangente und die Mitte der Centrale zum Brenn- 
punkt hat. Die Tangenten dieser Parabel schneiden den reellen Kreis in 
nicht reellen Sehnen, welche mit denen des imaginliren Kreises in ihnen 

Acta maO~matica. 5, Imprim~ 18 Octobre 1884. 4 8 



378 Wilh. Fiedler. 

gleiche L~nge haben oder fi]r welche die beziiglichen beiden Polinvolu- 
tionen elliptisch und von einerlei Potenz sind, aber yon verschiedenen 
Mittelpunkten, letzteres mit einziger Ausnahme der Potenzlinie und der 
unendlich fernen Geraden; aber auch die zu ihnen gehOrigen Punkte des 
Systems der Wechselschnitte sind imagin~r. 

Lagenunterschiede des reellen und des rein imagin~ren Kreises yon 
i~hnlicher Art wie bei den reellen Kreisen sind nicht hervorzuheben, weil 
eine Beriihrung zwischen ihnen unmsglich ist und yon einem Ausschliessen 
und Einschliessen des einen dureh den andern auch nicht die Rede sein 
kann, vielmehr yon einem gegenseitigen Einschliessen gesprochen werden 
sollte, wenn mit solchem Ausdruck irgend eine Verwendung verbunden 
w~re. 

25 . So kommen wit zu dem wieder sehr lehrreichen Falle yon 
zwei rein imagin~iren Kreisen oder zwei zweifachen Hyperboloiden, deren 
eines wir mit dem Hauptkreis R1 in der Tafel als lest und das andere 
durch alle Distanzen d so bewegt denken, dass die Projection seines 
Hauptkreises R: ebenfalls lest bleibt; wir setzen beide Kreise durch ihre 
Symmetriekreise (Fig. 1 I) R~, und ~ ,  resp. vertreten voraus. Dann ist die 
Potenzlinie der Hauptkreise die in Bezug auf die Mitre der Centrale zur 
Potenzlinie der Symmetriekreise symmetrische Gerade. Man bestimmt 
ferner ffir irgend eine Distanz d sowohl den Parallelkreis des verscho- 
bench Hyperboloids in der Tafel wie den Parallelkreis des ruhenden in 
der Hauptebene des verschobenen nach .dem fiir den letzteren in w 2 3 
beschriebenen Verfahren und erhMt die Potenzlinien der bezfiglichen beiden 
Kreispaare dutch Construction ihres Abstandes yon der Mitte der Centrale 
mit Rficksicht darauf, ob die Radien beide rein imagini~r sind oder der 
eine derselben reell geworden ist. Die Ebene der Durchdringung ist aus- 
gedrt]ckt durch 

2 c x  -]- d z  = ~ (d  "2 -]- r~ - r~) resp. : c x  + d z  - -  

liefcrt also die Parabel des w i2. Die Ber~ihrungen sind sammtlich ima- 
ginar doppclt als Schnitte reeller Geraden mit rein imagin~ren Kreisen. 
Die Mittelpunkts-Abscisse der Projection wird 

2 2 

C 
4 c~ - -  d ~, 
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wesentlich negativ far  r~ > r~ ft~r alle d < 2e und positiv far  die 
d >  2c. 

Far  d ~ 2c entsteht die Parabel des Systems, aus denselben Griinden 
wie bei der Durchdringung der einfachen Hyperboloide, namlich well der 
Mittelpunkt des zweiten auf dem Asymptotenkegel des ersten liegt, etc. 
(w t2); mit ihr sind wir auf den Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises ge- 
fiihrt, der ihr Brennpunkt sein wird, und damit zu der Frage nach dem 
Ahnlichkeitskreis yon zwei rein imagini~ren Kreisen. Wir finden sofort, 
dass die Abscissen der Ahnlichkeitspunkte I und E durch Einsetzen yon 
ir I und ir~ fi'~r rx und resp. ~-~ ihre Werthe nieht ~ndern, ebenso wie 
sein Radius (w 14); oder dass der Jihnlichkeitskreis yon zwei rein imaginCiren 

Kreisen der ihrer Symmetriekreise ist. 

Aber auch die inneren und i~usseren gemeinsamen Tangenten haben 
reelle leicht zu construierende L~ngen; man erhMt ihren Ausdruck aus 
dem f(~r reelle Kreise 

~'4e ~ - -  (r, + r~) '~ in der Form ~/4 c~ + (r, + r.z)' ; 

und ihre graphische Bestimlnung folgt auch direct aus der Bemerkung, 
dass ihre Li~ngen ja Summe resp. Differenz der Radien derjenigen beiden 
Kreise sind, die um den inneren rcsp. den i~usseren Ahnlichkeitspunkt 
der Kreise so beschrieben werden, dass sic diese orthogonal schneiden; 
dass sit also far  rein imaginitre Kreise 91, R~ zu den Summen reap. Dif- 
ferenzen der Radien der entsprechenden Kreise werden, welehe die Sym- 
metriekreise ~ls, R~s diametral durehschneiden. Zieht man also die beiden 
zur Centrale normalen Durchmesser der Symmetriekreise so sind die Li~ngen 
der neuen Verbindungslinien ihrer Endpunkte die L~ngen der gemein- 
samen Tangenten, der inneren und ausseren, jenachdem sic durch I reap. 
E gehen; man sieht dabei zugleieh, dass durch den Wechsel der Vorzeichen 
der Radienquadrate wenigstens die Verrmderung eingetreten ist, dass dig 
inneren gemeinsamen Tangenten jetzt die grSssere Lange haben, und dass 
die L~ngen beider die Centraldistanz t'lbertreffen, sodass nun die Folge 
2c < t~ < t~ stattfindet. 

Kegelschnitte, welche einen der rein imaginaren Kreise vierpunktig 
im Scheitel bertihren, erhMt man nicht; die zugehsrigen Distanzen sind 
complex (w 1 6); weil sich aber fiir rein imaginlire Distanzen d und z die 
zweifachen Hyperboloide in rein imaginare Kugeln verwandeln, so erhMt 
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man auch jetzt ffir solche Distanzen nur imagin~ire Kegelschnitte, immer- 
hin diese letzteren mit reeUen Mittelpunkten und Brennlounktpaaren ihrer 
Projectionen. 

26. Wir aberblicken das Gesammtsystem. Mit d ~ 0 erh~lt man 
die Potenzlinie als Projection der Durchdringung beider centrischen Hy- 
perboloide d. h. als Ort der Centra yon Kreisen, welche sowohl ~ls als 
~2s diametral schneiden; der zu ihrem Fusspunkte gehsrige Kreis dieses 
Biischels giebt zugleich die entsprechenden Brennpunkte in der Centrale 
an. Fiir wachsende d unter dem Werthe 2c folgen Hyperbeln mit bis 
Null abnehmenden Asymptotenwinkeln; ihre Mittelpunkte riicken yon der 
Potenzlinie weg auf der der Spurparabel entgegengesetzten Seite bis in's 
Unendliche fi~r die Parabel, die ihren endlichen Brennpunkt im Mittel- 
punkt des Ahnlichkeitskreises hat. Wir gelangen zu Ellilosen ffir Distanz- 
werthe d > 2c und < t~ und sehen den Mittelpunkt derselben yon der andern 
Seite der Centrale aus dem Unendlichen heran rficken bis zum ausseren 
Ahntichkeitspunkt E der Kreise; d~bei verkleinert sich zugleich die Ellipse 
fortw~hrend, bis Hauptaxenscheitel und Brennpunkte mit dem Mittelpunkt 
in E vereinigt sind, entsprechend der punktfdrmigen Be~i~hrungsdurchdring - 
ung der beiden Hyperboloide, welche zuerst bei der Distanz t~ stattfindet. 

Die Projectionen der Durchdringungen und diese selbst werden ffir 
welter wachsende Distanzen zwischen den Werthen t~ und t~ rein imagin(ire 
Ellipsen, diese in reellen Ebenen, jene mit reellen Mittelpunkten in der 
endlichen Streeke zwischen den Ahnlichkeitspunkten und mit reellen 
Brennpunkten im Ahnlichkeitskreis; es sind die rein imagini~ren Dureh- 
dringungen, auf die wir schon in w 5 hinwiesen als Grundeurven yon 
Bilscheln zweifacher Hyperboloide ohne reelle eigentliche Kegel. Far 
d ~ t~ fallt alles wieder im inneren _~hnlichkeitslounkt zusammen, der Pro- 
jection der zweiten punktformigen Berahrungsdurchdringung unserer Hyper- 
boloide entsprechend. Die gemeinsame Tangentialebene schneidet in jenem 
wie in diesem Falle beide Fll~chen in denselben zwei punktiert und pla- 
niert imaginaren Geraden, die als die 45 ~ Linien der besagten Ebene be- 
tr,~chtet werden m(issen und nicht reell sein kSnnen, well die Tafelneigung 
der Ebene selbst 45 ~ nicht erreichen kann; die Paare der gemeinsamen 
Tangenten sind die Projectionen dieser Geraden, ihre Langen im Raume 
sind ebenfalls reell angebbar, als die ~/2--fachen der Li~ngen ihrer Projec- 
tionen ~ nat~rlich in beiden FMlen kleiner als die Absti~nde der paral- 
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lelen Geraden, in denen ihre Endpunkte als imagin~re Punkte zu suchen 
sin& 

Wi~chst die Distanz fiber t~ hinaus welter, so erhalten wir wieder 
reelle Ellipsen, deren Mittelpunkte vom inneren Ahnlichkeitspunkt bis zum 
Mittelpunkt der Centrale hin liegen, den letzteren erst ffir unendlich grosse 
Distanz erreichend; etc. wie frfiher. 

Wir bemerkten schon, dass das Schneiden resp. Umschliessen des 
einen Symmetriekreises dutch den andern keine wesentlichen Anderungen 
im Charakter des Systems herbei fiihrt; die unwesentlichen, welche solche 
_~nderungen mit sich bringen, wollen wir nicht erOrtern. 

Die Parabel der V(echselsehnen ist reell wie immer, die Potenzlinie 
als Scheiteltangente und die Mitte der Centrale als Brennpunkt bestimmen 
sie; aber die yon den Punkten des _~hnlichkeitskreises an die Kreise 91, 
9~ gehenden Tangentenpaare sind nicht reell; die Parabel umschliesst 
diese Kreise. 

2 7. Es bleibt fibrig, die Fundamentals~tze fiber die Summe und 
Differenz d d e r  Tangentenli~ngen und fiber das constante VerhMtniss tga  
for die Durchdringung der zweifachen Hyperboloide zu er0rtern; far  
jenen haben die gemeinsamen Tangenten der rein imagin~ren Kreise uns 
schon einen Specialfall gezeigt und die cyklographische Auffassung der 
zweifachen Hyperboloide giebt sofort das allgemeine Resultat. Das zwei- 
fache Hyperboloid mit der Tafel als Hauptebene ist der Oft von Punkten, 
deren Bildkreise den Symmetriekreis seines Hauptschnittes und Bildkreis 
seiner Scheitelpunkte diametral schneiden, wobei der Radius des Bildkreises 
der Abstand des Punktes yon der Hauptebene ist (w I). Durchdringen 
sich also zwei solche Hyperboloide, so ist for einen Punkt des Durch- 
dringungskegelschnittes zwischen den Hauptebenen beider die Summe der 
Radien seiner Bildkreise auf diesen constant hi, milch der Distanz der 
Hauptebenen gleich; d. h. die Summe der Radie~ der um seine Projection 
beschriebenen Kreise, welche beide Symmetriekreise ~1, und ~2, diametral 
sehneiden ~ statt wie die mit den Tangentenl~ngen beschriebene ortho- 
gonal. Und ffir jeden Punkt der Durchdringung ausserhalb der Schieht 
ist die Differenz der Radien der ebenso bestimmten Kreise jener Distanz 
gleich. 

Auch ist ebenso direct anschaulich, dass das constante Verhdltniss 
tga  far  eine solche Durchdringung fi'ir jeden Punkt ihrer Projection das 
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Verh(iltniss isr ~wischen dem t~adius des um ihn beschriebenen den Symme- 
triekreis ~1~ oder ~'2~ diametral schneidenden Kreises und dem Abstand des 
Punktes yon der zugeh6roen Sehne der Doppelberiih~umg s~ resp. s~, der 
Spur der Durchdringungsebene in der betreffenden Hauptebene; fiir die 
Parabel sind diese letzteren Verhaltnisse der Einheit gleich. 

Und wenn wie im vorigen Falle das eine der Hyperboloide ein ein- 
laches und das andere ein zweifaches ist, so driickt die Distanz der Haupt- 
schnittebenen ffir alle Punkte in der Projection der Durchdringung die 
Summe reap. Differenz der Radien derjenigen um sic beschriebenen Kreise 
aus, yon denen der eine die Hauptkreisprojection des einfachen Hyper- 
boloides orthogonal und der andere die Scheitelkreisprojection des zwei- 
faehen Hyperboloides diametral schneidet; wird in diesem Falle der erste 
Kreis yon der Durchdringungsprojection reell doppelt beri~hrt, so theilen 
die Bert~hrungspunkte den Umfang derselben in einen Theil mit constanter 
Summe innerhalb der Schicht der Hauptschnitte und einen Theil mit 
constanter Differenz ausserhalb derselben; mit vierpunktiger Bertihrung 
verschwindet der eine dieser Theile. Von der Bemerkung aus, dass ffir 
die Parabel des Systems im endlichen Bogen zwischen den Beriihrungs- 
punkten constante Summe stattfindet, charakterisiert man leicht das ganzc 
System in Bezug auf diese Haupteigenschaft. 

F~ir das System des letzten Falles giebt es keine reellen Beriihrungen 
und daher keine [Jberg~mge der bezeichneten Art; fiir die aus der Potenz- 
linie der Kreise ~ ,  ~2 sich entfaltenden Hyperbeln gilt ringsum constante 
.Differenz; ebenso fi~r die Pavabel und die ihr bis zur ersten dem ausseren 
Ahnlichkeitspunkt entsprechenden Ber~hrung der Fl~chen folgenden Ellip- 
sen; aber die Ellipsen, welche auf die zweite dem inneren Ahnlichkeits- 
punkt entsprechende Beriihrung folgen, liegen durchaus innerhalb der be- 
zi~glichen Schichten und zeigen ringsum die constante Summe. Die dem 
d usseren Ahnlichkeitspunkt entsprechende Differenz t~ ist die gr6sste der 
m6glichen Differenzen und die dem inneren entsprechende Summe ti die 
kleinste der mo'glichen S u m m e n -  die Ergi~nzung der in w167 2o bis 22 ent- 
wickelten und von STEI~na a. a. O. mitgetheilten Eigenschaften den ein- 
geschlosscnen Ahnlichkeitspunk(e reeller Kreise: Kleinste Differenz resp. 
gr(~sste Summe der kleinsten Halbsehnen. Die Anschauung ffihrt auf 
diese wie jene gleich direct; das vorige ist die Theorie der doppelt be- 
r('threnden rein imagin~ren Kreise reeller Kegelschnitte, welche sic liefert. 
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Es ist ersichflich, dass die allgemeinen Eigenschaften der Durchdringung 
der Hyperboloide aus w167 7 f. erst in den letzten Entwickelungen ihre 
wahrhaft allgemeine Gtiltigkeit erhalten haben; wit wollen desshalb be- 
merken, dass fi~r die Constructionen des w 9 far die doppelt berahrenden 
Kegelschnitte zu zwei Kreisen durch einen Punkt und zu einem Kreise 
durch drei Punkte damit zugleich die Modifica.tionen erhalten wurden, 
unter denen sie fc~r umschliessende Kreise resp. ft'~r rein imaginare Kreise 
gt'dtig bleiben - -  aber die Discussiofi ihrer bezt'~glichen Resultate darf 
hier unterlassen werden. 

Die D archd~.ingungen ~ i t  Bezug  a u f  die J'eellen eigentUchen 

Kegel  i m  Bi'tsehel. 

28. Wir kommen zu den SpecialfMlen yon Hauplkreisen mit ver- 

schwindendem Radius und gehen in der Art vor, dass der Fall behter Haupt- 
kreise als punktformig zuletzt eingehend untersucht wird, w~hrcnd die 
vorangehenden FMle nut kurze Erli~uterung erhalten. 

Ist ~ ein reeller Kreis und ~2 ein Kreis vom Radius Null oder die 
eine Fl~che ein einfaches Hyperboloid, die andere, die wir eventuell als 
mit festem ~ beweglich denken wollen, ein gleichseitiger Rotationskegel, 
so fallen die beiden Ahnlichkeitspunkte yon ~ und ~ in C~, dem Mit- 
telpunkt des letzten und die inneren mit den ~usseren gemeinsamen Tan- 
genten zusammen; das System der Hyperbeln zwischen ihnen, welches die 
Nebenaxe in der Centrale und die Brennpunkte im Ahnlichkeitskreis hat, 
fMlt weg wie dieser selbst, his auf das vereinigte Anfangs- und Endglied. 
Mit den gemeinsamen Tangenten fallen auch die beiden ~ in einem 
Scheitel vierpunktig beriihrender Kegelschnitte zusammen. 

Fiir die Lage yon C: ausserhalb ~ erhMt man das ganze System 
dutch Projection hyperboloidischer, ft'tr die innerhalb t~ zum Theil dutch 
Projection sphi~rischer Durchdringungen; well aber die eine der Kugeln 
die aus dem Kegel entspringende vom Radius Null ist, so reduciert sich 
die Gruppe der daraus entspringenden reellen Kegelschnitte auf den 
Punkt C:. Wit erhalten in beiden FMlen die Potenzlinie yon ~ und U~ 
ffir d ~ o als Projection einer reellen zur Tafel symmetrischen Durch- 
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dringungshyperbet; C~ ist der eine und der zu ibm in Bezug auf die 
Potenzlinie orthogonalsymmetrische Punkt der andere Brennpunkt ihrer 
Projection. Dann folgen ftir wachsende Distanzen ttyperbdn, deren einer 
Ast ~1 und der andere C 2 umschliesst, mit der Distanz ~/4c'--r~ durch 
die gemeinsamen Tangenten getrennt yon den a'nderen, Hyperbeln yon 
denen der ni~mliche Ast ~1 und C 2 umschliesst; die aus d-~  2c entsprin- 
gende Parabel ftihrt zu den Ellipsen i~ber, etc. Unter den Hyperbeln der 
ersten Art ist eine in B 1 an ~1 vierpunktig berfihrende ffir d-~ 2 c - - r  1 
und unter den Ellipsen die bei A 1 an ~1 vierpunktig beriihrende fiir 
d = 2C ~ r I ; s i e  trennen die ~1 reell von den ihn imagini~r doppelt beri]h- 
renden Hyperbeln resp. Ellipsen. Mit der Angabe, dass fiir die Parabe] 
des Systems im endlichen Bogen zwischen den Berfihrungspunkten an ~1 
constante Summe zwischen der L~nge der Tangente an ~1 und der Distanz 
yon C 2 stattfindet, ergeben sich alle andern Bestimmungen dieser Art ira 
System~ Ffir jede Distanz d erh~lt man den mit ihr aus C 2 beschriebenen 
Kreis als ~2d und seine Potenzlinie mit ~1 als die zugehsrige Beriihrungs- 
sehne; ebenso den Kreis aus ~1 mit dem Radiusquadrat r~ + d 2 als ~ld 
und seine Potenzlinie mit C 2 als die zugeh(~rige Bertihrungssehne oder 
die Directrix ffir den Brennpunkt C~ der Durchdringungsprojection. Die 

Mittellounktsabscisse hat den Werth cr~ 4c ' -  d "  C2 ist die Vereinigung der 

Doppelpunkte der Brennpunktsinvolution, die parabolisch ist und stets als 
den zu ihm symmetrischen in Bezug auf den Mittelpunkt den andern 
Brennpunkt liefert. 

Far C~ im Innern des reellen Kreises ~1 ergeben sich Unterschiede 
wie in w 22, jenachdem C 2 dem Mittelpunkt C~ oder der Peripherie des 
Kreises ~1 naher liegt. 

Die Parabel der Spuren in der Axenebene hat C~ zum Brennpunkt 
und wie die Parabel der Wechselsehnen die Potenzlinie zur Scheiteltan- 
gente, wahrend fiir diese die Mitre der Centrale der Brennpunkt ist; diese 
letztere berfihrt auch ~ in den Beriihrungspunkten der Tangenten aus 
C~, welche die einzigen reell begrenzten Wechselsehnen sind. Der Grenz. 
fall, wo C 2 in der Peripherie yon ~a liegt und die Potenzlinie die zu- 
gehsrige Tangente ist, liefert die fiber dem Drittheil des Umfangs reell 
doppelt beriihrende Parabel und eine der Potenzlinie gegenfiber in A 1 
vierpunktig berahrende Ellipse ft~r d -~  2r~, w~hrend die vierpunktig be- 
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rtihrende Hyperbel sich ebenfalls mit der Potenzlinie und den gemein- 
samen Tangenten verschmolzen hat. 

29. Ware ~1 rein imagin(ir und durch ~1, vertreten, so entsteht das 
System aus Durehdringungen des festen zweifachen Hyperboloides mit ~1, 
als Bildkreis der Scheitel mit dem langs s'einer Axe verschiebbar gedachten 
Kegel ~ .  Die Potenzlinie ist nicht ~ mehr wie vorher der Ort der Centra 
der Kreise durch C2, welche ~ orthogonal sondern welche ~1~ diametral 
schneiden, aber der zu ihr symmetrische Punkt yon C~ ist noch immer 
der andere Brennpunkt der zugehsrigen Hyperbelprojection. Es folgen 
die Hyperbeln der ersten und dritten G r u p p e -  ohne eine vierpunktig 
b e r f i h r e n d e -  sodann die Parabel far d = 2c, und nach ihr in zwei 
Gruppen getrennt durch die punktfsrmige Durchdringungsprojection f~r 
die Lage der Kegelspitze im Mantel des Hyperboloides bei d = ~/4r + r~ 
Ellipsen; die erste Gruppe als Projectionen yon Durchdringungen ganz 
ausserhalb der Sehicht mit ringsum constanter Differenz, die zweite Gruppe 
als solche von innerhalb mit constanter Sun, me. Der Punkt C 2 ist zugleich 
die einzige vierpunktig berahrende Ellipse des Systems, mit der grSssten 
Differenz und hier zugleich der kleinsten Summe der Distanz yon C 2 und 
des Radius eines um ihn beschriebenen ~1, diametral schneidenden Kreises. 

Zu dem Falle von zwei Kreisen mit dem Radius Null oder yon zwei 
Kegeln als den sich durchdringenden Flaehen ksnnen wir durch gleich- 
massige Veranderung der absoluten Werthe der Radien sowohl von zwei 
gleichen reellen als zwei gleichen imagin4ren Kreisen aus gelangen d. h. die- 
selben Kegel ksnnen als Asymptotenkegel yon einfachen wie von zweifachen 
Hyperboloiden yon gleichem Radius erhalten werden; wit betrachten daher 
kurz die Besonderheiten des Falles gleicher Kreise. Im Falle ihrer Realitat 
(Fig. 12) haben wir die Durehdringungen yon zwei gleichen einfachen, im 
andern Falle die von zwei gleichen zweifachen Hyperboloiden, deren eines 
centrisch und ruhend und das andere beweglich bei fester Hauptkreisprojec- 
tion gedacht wird. In beiden Fallen geht die Potenzlinie p durch die Mitte 
der Centrale M, mit der auch der innere _~hnlichkeitspunkt I zusammen- 
f~llt, wahrend der aussere unendlich fern liegt, sodass die Potenzlinie 
zugleich den im Endlichen liegenden Theil des Ahnlichkeitskreises bildet. 
In be;.den Fallen sind ftir irgend eine Distanz d die Potenzlinien yon 
~ ,  $~2~ und ~2, ~d durch 4cx = - ~  d ~ gegeben oder zur Mitre der Cem 
trale symmetrisch, der Ansehauung entsprechend: Beide Kre'~se werden 

Acta ~alhe~mlica. 5. Imprim~ 18 Octobre 1884. "]9 
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gleichzeitig reell und resp. imaginCir doppelt beriihrt und die Beriihrungs- 
punkte bilden ein Rechteck mit M als Mittelpunkt und den Seiten parallel 
und normal zur Centrale, sodass M der gemeinsame Mittelpunkt aller Kegel- 
schnitte des Systems ist, wie der Nullwerth der Mittelpunktsabscisse be- 
statigt. Im Falle reeller Kreise beriihren auch die ni~mlichen beiden 
Kegelschnitte des Systems beide zugleich in A 2 und B 1 resp. A 1 und B 2 
vierpunktig; eine Hyperbel und eine Ellipse, wenn die Kreise ausser ein- 
ander liegen, eine umschlossene und eine umschliessende Ellipse, jene 
aus einer Kugel und diese aus einer Hyperboloid-Durchdringung, wenn sit 
einander schneiden wie in Fig. 12. Im Falle imagindrer gleicher Kreise 
existieren solche nicht, well t~berhaupt keine reellen Beriihrungen msglich 
sind. In beiden Fallen sind die (iusseren gemeinsamen Tangenten von der- 
selben Lange 2c und vertreten die Parabel des Systems, die in zwei pa- 
rallele Gerade zerfallen muss, well ihr Brennpunkt als Mittelpunkt des 
Ahnlichkeitskreises im Unendlichen liegt, --  die inneren gemeinsamen Tan- 
genten haben im ersten resp. zweiten Falle die Langen 2~/c'--r~ und 
2~/c~ + r~ und markieren die Verschiedenheit der Distanzen, in denen die 
Beriihrung bei einfachen und bei zweifachen Hyperboloiden stattfindet; 
im ersten Falle sind die innern wie die aussern Tangenten reelle Durch- 
dringungsprojectionen und selbst reell, im zweiten sind sie imaginar, wie 
die Berfihrungsdurchdringungen der zweifachen Hyperboloide sein miissen. 
Die Parabel der Spuren wird wie sonst durch die Ebene der Durch- 
dringungsparabeI bestimmt, und hat daher C~ zum Brennpunkt, wi~hrend 
die Directrix dutch C a geht; die Parabel der Wechselsehnen ist in den 
Mittelpunkt und den unendlich fernen Punkt der Centrale degeneriert, 
well die Wechselsehnen offenbar theils Durchmesser des Kegelschnittes, theils 
Parallelen zur Centrale sind. 

Die Kreise ~1 und 9~, den ~2~ vertritt, haben keine reellen Ahn- 
lichkeitspunkte und die Quadrate der Langen der gemeinsamen Tangenten 
sind complex, abet der Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises hat bei gleichen 
absoluten Werthen ihrer Radien die Abscisse o und sein Radius ist ic oder 
sein Symmetriekreis ist der dutch C~ und C 2 gehende Kreis aus M. Die 
Mittelpunkts-Abscisse ist negativ for alle Hyperbeln und positiv for alle 
Ellipsen des Systems. Die an ~ in A~ und B 2 resp. vierpunktig be- 
rt'lhrenden Kegelschnitte entsprechen den reellen Distanzen ~/(2c--r~)'~ + ~ 
und ~/(2c+ ~-,)~-+ r~ und die Potenzlinie ist 2cx---- - -r~,  geht also nicht 
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durch die Mitte der Centrale, sodass die yon den Wechselsehnen umhfillte 
Parabel nicht degeneriert. Das System ist dem allgemeinen des Falles 
wesentlich analog. 

30. Mit dem Verschwinden yon r 1 gehen alle drei vorher betrach- 
teten Falle in den Fall mit zwei Nullkreisen oder festen Brennpunktcn 
6'1, 6'~ und festem Mittelpunkt M (Fig. 13, I4) fiber. Ffir jede Distanz 
d liefern die mit ihr um C~, 'C 2 beschriebenen Kreise R~, ~2a als ihre 
Potenzlinien mit R:, ~ resp. die zu C~, C 1 gehsrigen Directrixen; ffir 
d < 2c liegen ihre Fusspunkte in der endlichen Strecke C~C~ und die 
entstehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln, die sich aus der durch M ge- 
henden Potenzlinie (d = o) entfalten, die Hyperbeln der ersten Gruppe 
des allgemeinen Falles reeller aussereinander liegender Kreise; die Hy- 
perbeln der zweiten und dritten Gruppe sind mit ihrer Grenze, der Pa- 
rabel, vereinigt, well ti ~ t~----2c ist, und diese Parabel wird yon der 
doppeltz~hlenden Linie C1C 2 gebildet, der Projection der Ber~.hru~gsdurch- 
dringung der beiden Kegel, ffir die die Directrixen durch die zugehSrigen 
Brennpunkte gehen. Auf C~C 2 ist zwischen diesen Punkten die Summe 
und ausserhalb die Differenz der Radien Vectoren constant, auf den si~mmt- 
lichen Hyperbeln die Differenz. F~'lr alle d > 2c liegen die Directrixen 
ausserhalb C~(:~ und die elliptischen Durchdringungen ganz innerhalb der 
Schicht, sodass in allen Ellipsen des Systems ringsuln die Summe der 
Radien Vectoren constant ist; die Entfernung der Scheitel A, B giebt diese 
Summe wie vorhin die Differenz, weil in dem l~echteck aus 45 ~ Linien 
(vergl. w lO) MI(A)M~(B ) der Horizontalabstand der Gegenecken (A), (B) 
d. i. AB dem Verticalabstand der Gegenecken M~, M.~ oder d gleich ist. 
Das System schliesst mit dem unendlich grossen Kreise um M; die vier- 
punktig berfihrenden desselben sind mit den degenerierten und der Pa- 
rabel in der doppelt zi~hlenden Centrale vereint. Die Wechselsehnen sind 
entweder Durchmesser aller Kegelschnitte des System oder der Centralc 
parallel aus denselben Griinden wie vorher. Far  jeden Kegelsehnitt des 
Systems ist auch das VerhMtniss der Entfernungen seiner Punkte yon 
einem Brennpunkte zu den Entfernungen derselben Punkte v o n d e r  zu- 
gehsrigen Directrix constant, der trigonometrischen Tangente des Neigungs- 
winkels a der Durchdringungsebene zur Tafel gleich, daher auch ffir beide 
Paare yon Brennpunkt und Directrix dasselbe und far alle Hyperbeln 
grSsser, ffir alle Ellipsen kleiner als Eins; diese Constante soll hinfort die 
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numerische Excentricit(it e des Kegelschnittes genannt werden. Im Zu- 
sammenhange der Kegel mit den Hyperbololden des Fl~chenbiischels, und 
unter Rockkehr zur Untersuchung eines Kegelschnittes als der Projection 
des endlichen Theiles der Grundcurve desselben, werden wir die Constante 
e in vielseitige Beziehungen treten sehen. Wir denken dazu eines der 
Hyperboloide des Bi~'schels und die beiden Kegel desselben, nehmen die Haupt- 
schnittebene yon jenem als Tafel und setzen die Kegel als durch ihre 
Spurkreise ~1, ~0~ in dieser Tafel gegeben voraus; ihre Mittelpunkte 
mC)gen wie bisher C1, C~ heissen, aber nach ihrer jetzigen veranderten 
Bedeutung sollen ihre Radien durch vl, v 2 unterschieden werden - -  sie 
sind die Langen der Radien Vectoren der Kegelschnittpunkte P,  F ,  welche 
beide Kreise in ihren Schnittpunkten hervorbringen. Ist die Durchdringung 
hyperbolisch, so liegen dann beide Kegelmittelpunkte 21//1, M s auf der- 
selben Seite der Tafel und der Durchstosspunkt der Verbindungslinie 
derselben, der Mittelpunktslinie des Bi~sehels (w 4), also der Mittelpunkt 
desjenigen ttyperboloides in demselben, welches die Tafel zur Hauptebene 
hat, ist der Ciussere ~_hnlichkeitspunkt E der beiden Kreise; ist dagegen 
die Durchdringung elliptisch, so liegen die Kegelmittelpunkte auf ver- 
schiedenen Seiten der Tafel und der Durchstosspunkt ihrer Verbindungs- 
linie ist der innere Ahnlichkeitspunkt I der Kreise; in jenem Falle ist 
der aus E und in diesem Falle der aus I beschriebene Kreis des Bfischels 
~1, ~ der Hauptkreis des Hyperboloides, zugleich immer der in den 
Punkten von den Vectoven vl, v~ doppelt beriihrende Kreis der vorigen 
Entwickelungen - -  der _Potenzkreis der gegebenen Kreise aus den ersten 
Arbeiten J. STEINER'S. Er ist reell, wenn das Hyperboloid ein einfaches 
ist und imagin~r, wenn ein zweifaches, also nach den in w 5 entwickelten 
Regeln; wenn die Kreise ~ ,  ~l~ sich schneiden, so sind beide Potenz- 
kreise reell d. h. Kehlkreise einfacher Hyperboloide und in P,  P" reell 
doppelt berfihrend; liegen die Kreise ausser einander, so ist der Potenz- 
kreis um E reell und ein Kehlkreis, aber nicht reell doppelt beriihrend, 
wahrend der Potenzkreis um I der Scheitelkreis eines zweifachen Hyper- 
boloides oder Vertreter eines rein imaginaren Kreises ist; und wenn der 
eine Kreis den andern umschliesst, ist der i~ussere Potenzkreis ein Scheitel- 
kreis und der innere ein Kehlkreis. hn ersten Fall, dem Falle reeller 
und reell doppelt beri~hrender Potenzkreise, ist der Raduis r~ des gusseren 
die Normale der Hyperbel nach Lage und Grssse im t~blichen Sinn und 
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der des andern r~ die Lage und Grssse der Tangente derselben, beides 
far die Punkte P,  P ' ;  zugleich ist r~ die Normale der Ellipse und re die 
Tangente derselben in denselben beiden Punkten. Der orthogonale Schnitt 
der confocalen Kegel~chnitte in einem Punktepaar und die Eigenschaft 
der Potenzkreise, die Winkel zwischen den Grundkreisen zu halbieren und 
desshalb einander reehtwinklig zu schneiden, sind aquivalent. (1) Im zweiten 
und dritten Falle sind E und I nur noch die reellen Schnittpunkte zu- 
sammengehsriger aber nicht reeller Paare yon Tangenten und Normalen, 
ein Paar der Brennpunkts-Involution. 

3I. Der erste Fall umfasst alle reellen Punkte des Kegelschnittes 
und mag nach einander far den Fall der Ellipse und far den der Hy- 
perbel, endlich in Verbindung fiir beide nigher untersucht werden. Man 
hat (Fig. I5) CIC~ ~ 2c, A B  ---- 2a = v 1 -4- v2 die Hauptaxenlange, und 
setze ClI-----i~, C 2 I ~  is, I P  = I P ' ~  r~; dann ist der Neigungswinkel 
der Ebene der Durehdringungs-Ellipse zur Tafel gleich dem Winkel 
zwischen der Mittelpunktsgeraden M~M~ und den Axen der Kegel, beide 
haben das Verhi~ltniss c: a zur trig. Tangente, die numerische Excentricitdt  

der Ellipse. In der Figur der Umlegung der Kegelmanteliinien aus der 
Axenebene, die diess zeigt, wenn man z. B. mittelst der Parallelen M~C 

zur Centrale aus M 2 (C ist der Schnittpunkt mit der Axe M~CI) durch 
Schnitt mit ( A ) ( B )  die dem Brennpunkt C~ entsprechende Directrix be- 
stimmt, geben die i~hnlichen rechtwinkligen Dreiecke M~M~C,  MI lC1 ,  

M~IC 2 als Verhgltnisse der Katheten 

(v 1 -[- v2)::c ----- a:c  = I :e = vl :i I = v~:i~; 

woraus 

und somit 

aber auch 

C 

ilV ~ = i2Vl, i 1 -----aVl = $Vl, i s = ~ V  2 = $V~ 

C. 
i ,  -4- 2 a  = 2 c  ---- (v  1 d -  

C 2 

i l l  ~ - - - -~v lv  2 = e~v~v~ 

(1) Fiir die systematische Ableitung dieser letzteren Eigenschaft sehe man w 64 
meiner Cyklographie. 
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folgt. Ferner ist die Potenz des inneren Ahnlichkeitspunktes I oder das 
Radiusquudrat des inneren Potenzkreises 

wegen i lV  2 --~ i~V 1 und somit 

r,~ = v~v.~(I ~ ~ )  = vlv ~ 
a 2 - c  2 . . I - - $ 2  . . ( t ~ _ _  r 

d. h. durch Einfiihrung der kleinen Halbaxe mit b 2 =  a ~ -  c ~ 

5 2 , �9 ~)2 
,2 
~ - ~ v  l v ~ - - h ~ 2 ~ .  

Dies sind die Relationen und man formuliert sie leicht zu den Satzen, 
welche J. STEINER in der Abhandlung von I847 Elementare LSsung einer 

geometrischen Aufgabe und iiber einoe damit in Beziehung stehende Eigen- 

schaften (CRnLLE'S J o u r n a l ,  Bd. 37, P. 161--192) gegeben hat; wir 
werden dieselbe weiterhin durch ST. 1847 mit der pag. der Werke  Bd. 
II citieren, bier als p. 393 f. 

Man erhalt den Cos. des Winkels y zwischen der Normale und den 
Radien Vectoren ihres Fusspunktes als HMfte des Winkels P im Dreieck 

C~ P C  2 naeh der Regel cos~ C = t /~(s - c) ausgedriiekt dureh 
~ /  ab 

V/(v,  + v, + 2r + v _ 2c ) V/(a  + c)(a--r b 
c o s - ( v x ,  - - -  c o s t  = = - - - ,  

2 4Vt '/)s Vl ~32 r Vz 

s 2 
" , ~ auch oder durch Elnsetzen von vlv ~ - - ~  r~ 

b 2 b 2 
cosy------- oder r~cosy------~-p 

ag"~ cb 

ff~r p a l s  den Halbpar.amcter: Die Projection der Normale auf den Radius 
Vector ist dem Halbparameter, der Li~nge der Brennpunktsordinate, gleich, 
deren Product mit der grossen Halbaxe mit dem Quadrat der kleinen 
fibereinstimmt. (ST. I847; p. 394, (I4).) Ist y' der entsprechende halbe 
Winkel der Radien Vectoren am Endpunkte P' des zum Durchmesser 
M P =  b I yon P eonjugierten Durchmessers al, so hat man wegen a~ := ~/v~2 

a I cosy = b; ebenso b~ cos{ = b 
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und somit in Folge von 

a~ + b~ = a ~ + b 2 und tg~y _ b - - - - T - '  tg~y, _ b , - - b  ~ 
b ~ 

G b ~  ~2 t~2 

tg ~T + tg ~ f  = b' = b -~" 

C 2 
Far  die Axenscheitel ist t g ~ f - -  - o, tg21 - = U  (a. a. O. p. 396). Und in 

dem besonderen Falle 

/ 
I 

odeI" ~2 = 2 7  also b = c ,  a---=--c~/z 

erhMt man 

ili2 ~--2vlv2  = r i '  r, c o s r = p = c  , tg ~ Y + t g  ~f  = i, etc. 

3 2. Eine ganz analoge Entwickelung ergiebt sich far  die Hyperbel .  

Die Hauptaxe (Fig. I4) A B  ~ 2a ist = v 1 - - v 2 ;  wir setzen C I E  = el, 

C ~ E : = e ~ ,  E P = E P ' - - - -  r, und haben t g a ~ C >  x. A u s d e n w i e v o r h e r  (% 

und ffir den gleichen Zweck gebildeten rechtwinkligen Dreiecken M 1 M ~ C  , 

M ~ E C  1 und M 2 E C  ~ folgen dann als Verhaltnisse der Katheten 

also 
v 1 - v ~ ) : 2 c - - - a : c =  I : z = v  1 

0 
el,v2 ~--e2Vl~ el ~ ~ V l  = ~Yl~ 

: e I ~ vu : e 2 ; 

e~ = a  v2 ~ ev~ 

und somit 

aber auch 

e I - - e  2 = - - ( t O  1 - - V 2 )  = 2C = $(~11 - - V 2 )  ~ (% 

el e2 - ~  ~ Vl V2 ~ s 27)1 ~)2" 

Sodann ist die Potenz des ausseren Ahnlichkeitspunktes E unserer Kreise 
oder das Radiusquadrat des 'husseren Potenzkreises 

"~ E B , . E A  2 = (e~ v~)(e~ q-  v~) ---- e~e~ - - v ~ v ~  
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weil e~% = e 2 v  I ist und somit 

re ~ ---- v~v2(e ~ -  I) = vxv ~ -  
C 2 - -  a 2 8 ~ - -  I C 2 ~  O, g 

a~ = e l e  ~ e2 - -  e l e  2 c~ 

oder mit  b~-----c 2 -  a 2 

b ~ b ~ 2 re ---- v l v ~ - ~  e le 2 ~7. 

Diese und die entsprechende Formel in w 3I bilden die yon ST. I852, 
P- 453 gegebene zweite Regel zur Bestimmung der Axenli~ngen; die Formel 
zur Bestimmung der Distanz a. a. O. p. 454 ist der Ausdruck yon 

c 
t g a  = -  mittels't der Distanz d und der Centraldistanz der doppelt be- a 

riihrenden Kreise. 
Man erhMt den Cos. des Winkels der Normale mit  den Radien Vec- 

toren ihrer Fusspunkte als des halben Nebenwinkels zu dem Winkel bei 

I C = t / ( s  - -  a)(s - -  b) mit  /9 im Dreieck C1PC ~ nach der Regel sin 2 y ab 

I v / ( v ~ - - v ,  + 2c)(v,--v,  + 2c) 
c o s  2 = c o s  r = 

a 2  r 

also durch Einsetzen von VlV 2 = ~zr;  

Y "t)t'V ~ ~,/YlVu 

b ~ b ~ 
c o s ~ ' = - -  oder auch re,cos~'~-------p 

a r ,  a 

dem Halbparameter. Der Satz vom Halbparameter als Projection der 
Normale auf den Radius Vector ist durch seine Fassung als yon der 
Grssse und Realit~t der Axen unabh'~ngig und ffir alle Kegelschnitte 
giiltig charakterisiert. 

In dem besonderen Falle 

t g ~ t = ~ / 2 ,  e : =  2 wird b ~ = a  ~ und c----a~/~, 

also m es ist die gleichseitige Hyperbel  - -  
/ - -  

2 ,  
= C w e l e  2 ~ 2 v l v  ~ ~ 2 r  e ,  

(ST. I847; p. 397 f.). 
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Die Normale ist das geometrische Mittel zwischen den Radien Vec- 
toren und da auch der Halbmesser MP bei der gleichseitigen Hyperbel 
diesem geometrischen Mittel gleich ist, so sind flir die gleichseitige Hy- 
perbel Normale und Radius einander g l e i c h -  eine wesentliche Analogie 
derselben zum Kreis. 

33. Setzt man die Verhi~ltnisszahlen yore Quadrat der Normale zum 
Product der Abschnitte, in welche sie die Brennpunkt-Distanz zerlegt - -  
bei dec Ellipse innerlich, bei der Hyperbel i~usserlich ~ derselben Zahl 
q gleich, so hat man aus der Entwickelnng Jar die Ellipse und aus der 
fi~r die Hyperbel reap. 

I - - q  I + q  

und erhMt fi~r alas VerhMtniss der Hauptaxen dieser Ellipse und Hy- 

perbel, well dieselben durch 2~ in beiden FMlen ausgedrackt werden 

iV4- : I I -q ;  

zugleich ist in beiden Curven das Quadrat der Nebenaxe, abgesehen vom 
Zeichen, nach demselben Verhi~ltniss zu q proportional. Ist dann S einer 
der Schnittpunkte dieser Kegelschnitte, so hat man ffir die Quadrate seiner 
Normalen in beiden 

r~ : ill: ~ r~ : el e: = q; 

das Dreieck CISC 2 muss an der Ecke S rechtwinklig sein und der ~:aber C1C ~ 
als Durchmesser beschriebene Kreis ist der Ort der Durchschnittspunkte 
der Paare -con Kegelschnitten, welche mit denselben Brennpunkten ge- 
bildet werden far alle mOglichen Werthe des VerhMtnisses zwischen dem 
Quadrat der Normale und dem Product der yon ihrem Fusspunkt in der 
Geraden zwischen jenen gebildeten Abschnitte. (ST. I847; p. 398.) Manist 
damit auch zu der Fragestellung gef~hrt, yon welcher STEIiNER in dieser 
Abhandlung ausgeht: ))Aus der Spitze C eines Dreieckes ABC nach einem 
Punkte D der Grundlinie eine Gerade CD zu ziehen, deren Quadrat zu 
den Abschnitten der Grundlinie A D . B D  ein gegebenes VerhMtniss hat, 
wit m:n.  Wenn die Grundlinie A B  tier Grosse und Lage nach gegeben 
ist, so soll die Grenzlage ftir die Spitze C geflmden werden, t'lber welche 

.,tvta ~natI~matica. 5. Imprim6 4 Novembre 1884. 5 0  
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hinaus die vorige Forderung unmsglich wird.), Diese Grenze wil'd yon 
den beiden Kegelschnitten der vorigen Betrachtung als den Enveloppen 
ihrer reell doppelt berrihrenden Kreise gebildet. (Vergl. besonders die II. 

Aufl(~s. a. a. O. p. 399 f.) 
34. Fro' die confocalen Kegelschnitte, welche sieh in P, P" durch- 

schneiden, ist die zugeh(Mge Normale des einen zugleich die Tangente 
des andern; beide Gerade schneiden die Nebenaxe der Kegelschnitte, wir 
wollen setzen (Fig. I5) in Punkten I* und E +, und geben dadurch in 
P I  +, P E "  die Radienl~ngen r~ und r: doppelt berohrender Kreise anderer 
Gruppen far dieselben Kegelschnitte. Sie bringen dadurch mit den Axen 
i~hnliche Dreiecke hervor, die zu einer Fnlle weiterer Relationen fr~hren. 
Es ist 

A M I I * ~  A M E ' E  ~ A P I E  "-, A p E + I  * 

und somit die Proportionen-Kette 

M I :  I I  + : I * M  ----- "* E ' E :  MI,~ : E M  = P I : I E : E P  = P E + : E * I + : I + . P ,  

au,q deren dureh das vorige bekannt.en Gliedern sieh alle rd)rigen au,~- 
dra('ken lassen. Wir wo!len zur Abkflrzung v~ + % = 2 a ,  v ~ - - v :  = 2a'  

setzen und die Nebenaxen b, b' wie fraher einf~ahren und haben dann 

M [ =  c - - i +  = c - .  
a I b 

E M =  e + e= ---- c a , ,  P I _ _  r~ = a- ~/v'v~(a'~-- d) = a- O~'v" 

I E  = e~ --{- i 2 - -  ev, v~ 
0,(1; 

i b' 
E P  = r .  = ,7,, - -  - , " )  = .7' 0 , s  

Daraus finden wir 

c "2 b' b 
I I *  ---- ~ ~/vF~, I*M- -=-  o K ,  M E "  --=- c ~ ,  

~2 

E * E  = a'b---' ~/v, %,  

(I, t , - -  C ~ 1"t1~ 

P E *  = ~, v'v,v~, E+I*  --- bb' ' I , / ~  a = ~ / v , v , .  

Die,qe Relationen laden zu Verbindnngen ein und liefern z. B. 

P I .  I I "  --=-- ~ v~ % ----- i I i~ = (;'1 I .  I C ;  
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ulld 
~3 2 

�9 �9 -t~ v I "  
] ; ~ P . I s  - = - - V l V .  ~ --= exe.  ~ C l l ~ . r ' ( '  .... ~t~ J '2 

--- wovaus auch I'E. EE" :I'I. If* = a": s folgt -- und man sieht damit, 
dass (lie Punkte P, I*, C~, ~ und wieder P, ]/7, U1, U,~ auf oinem und 
nathrlich dcmselbcn Kreise liegen. Daraus folgert Inan wieder die _~hn- 
lichkeitcn 

A t ' I C  l . .o A I ' C ' ~  I*  " "~ A C ~ I i  , A P I * C  1 "~ A I ' U . ~ I  ~ A U I I * [  , 

und ebenso 

A I ' E C ' ,  ~ A t ' C ' 2 E ' ~  AC.jLI,~' ' "', A I ' I T U x  ,-~ A P U . , E ~  ACxE ' I , J ,  

aus denen entsprechende Proportionenreihen hervorgehen, welche mu, 
liefern z. B. 

C..I  = C 1 F  = gVvLv., , C',E* = C I E  = ~Vvlv.~ 

und daraus 

I ' I ) : I ' C ~  a : c ,  I ' Y P : I ~  C, = a' :c, 

die crste Formcl zur Bestimmung dcr Axcnlitngcn in ST. 1852; p. 453" 
Ferncr 

H : C ~ I  = c : a  = e l i  : P 1  , ]5,Is :C~E = c:a' = C t l ;  . t l i  , 

P I : P I * : H * =  b2:a2:c~ ,  P E : P E ' : E E ' =  b'~:a'2:c2; 

P E * .  E E *  : P I * .  1I*  = b ~ : b '2, etc. 

Ebenso I ' E * . P E =  VlV ~ = P I * . P I ,  (ST. I847;  p. 395 bis p. 397.) 

P I * .  I I *  -- c%lv" P E "  EIS" ,, = c%,% ; etc. 
b ~ , . b ,~ 

Fnr dic glcichscitigc Hyperbcl  mit c = a'v?- und dic entsprcchcndc Elo 
lipsc mit a = c~/-2 erhrdt man auch 

-Cl E /~ I4.= I : 2 ; I ,  - 15E ----- E ~ . E E ' ,  P E  : )LI~ : % % =  ' ~ * =  E * P  " "  " " '* "* 
2 4 2 
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resp. 

v~v~ ----- Q I  ~ ----- ! I ' P ' =  2 f i  ~* = PI* .  H* ,  
2 

P I : I F : F P  .= I : I : 2. 

Endlich, um nur noch sin Beispiel zu geben, wird 

1 ) I : P F  = b ~:a ~ und t ) E : P E *  = b '~:a '2, 

d. h. die Abschnitte tier Normalen emes Kegelschnittes vom Fusspunkt 
bis zur ttaupt- und Nebenaxe stehen zu einander im Verhaltniss der 
Quadrate der Neben- und Hauptaxe; oder irgend zwei Normalen z. B. 

P I I*  und PII~I1 eines Kegelschnittes werden dutch dessert Axen ahnlich 

getheilt und sind daher mit diesen und der Sehne zwischen ihren Fusspunkten 

Tangenten derselben Parabel. Die Beri:thrungspunkte der Normalen mit 
den aus ihnen, den zugeh6rigen Tangenten und den Axen bestimmten 
Parabeln sind die zugehsrigen Kri~mmungs-Centra des Kegelschnittes als 
Schnittpunkte jener Normalen mit den ihnen unendlich nahe benach- 
barren; etc. 

35- Ffir die vierpunktig beriihrenden Kreise in den Scheiteln der Hauler- 

axe ist 
P I "  ~ a  resp. xPE" = a' 

und 

daher 

v,v  = (,t + re,i,. = r + a ' ) r  ,,'); 

M I  = c V ' - -  , resp. M E = c V '  
V l . ~  V,~ a. V 1 - -  V~ - -  ~,' 

Die zugeh6rigen Radien sind 

c ~ b ~ c 2 b'2 
a . . . .  und resp. a' a' a' 

a, r 

(vergl. ST. 1847; p. 400); ft~r die besondere Ellipse a = c q 2  und die gleich- 

seitige Hyperbel c = a'~/2- haben beide denselben Werth ~ .  Stereome- 

triseh sind sie immer die normal zu den Kegelaxen gemessenen Absti~nde 
der Scheitel (A) und (B) der Durchdringung yon der Linie der Centra 
.M1M ~ im Fl~iehenb~sehel. 
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Die zugehorigen Kriimmungsmittelpunkte liegen in den Abstgnden 

C2 (~2 
c ~ a -  und resp. - , ~ c  

yon den Brennpunkten, bei der Ellipse in dem endliehen Segment zwischen 
ihnen, bei der Hyperbel ausserhalb desselben; sie begrenzen die Region 
der Mittelpunkte reeller und reell doppelt beriihrender Kreise, dieselbe 
bei der Ellipse einschliessend und bei der Hyperbel ausschliessend. In den 
zwischen ihnen und den benachbarten Brennpunkten liegenden Streeken 
liegen die Mittelpunkte der imaginii, r doppelt berfihrenden reellen Kreise, 
die mit den Brennpunkten selbst als solchen vom Radius Null schliessen. 

Zugleich sind P I *  und PE* resp. die Radien doppelt berfihrender 
Kreise der Ellipse und der Hyperbel aus Punkten ihrer Nebenaxen mit 
M I *  resp. ,ME" als den rAbst~nden ihrer Centra vom Mittelpunkte. Sind 
v~ und v 2 ft'lr die Ellipse gleich a oder ist P der Scheitel der Nebenaxe, 
so erha, lt man ft'lr den zugehSrigen Radius des vierpunktig beri:ihrenden 
Kreises und den Mittelpunktsabstand seines Mittelpunktes 

~,~ (3 3 
PI"  = ~ -  und 3111" = ~ ; 

bei der Hyperbel ist im gleichen Falle 

Ov t2 i ~  2 

PE* -= b--r tmd 3IE* = T/" 

(Vergl. ST. I847 ; p. 400.) Damit sind die beiden Systeme doppelt be- 
rt'lhrender Kreise, welche wir fr~'lher fanden, in ihr&l metrischen Bezie- 
hungen hervorgetreten. 

Wit bemerken schliesslich die durch die cntwickelten Ausdrficke an- 
gezeigten Relationen frtr die Ellipse und respective Hyperbel 

MI ~ p~2 
- - 2  2 

P I  M I  

M E  P E  P E  M E  
a, 2 "~ b, 2 b, ~ -  I~ - -  - -  I a,2 a,2 _[_ b '2 �9 

Aueh sit finden in einer darstellendgeometrisehen Betraehtung mittelst 
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der Cyklographie, welche alle den Kegelschnitt bcrt'lhrenden Kreise zu- 
sammen fasst, ihre anschauliche Erkli~rung; und ebenso die Relatio- 

nen, welehe aus ihnen hervorgehen, wenn man die Zeichen der PI,  PL  ~, 
- - 9  9 

PI*, PE* in die. entgegengesetzten verwandelt; ieh verweise jedoch for 
dieselbe auf den im Druck befindlichen Bd. II der 3. Aufl. meiner Dar- 
stell. Geometrie (w 47). 

36. Bei der Ellipse ist unter den Kreisen aus Punkten der Haupt- 
axe der aus ihrem Mittelpunkt mit dem Radius b beschriebene der grSsste, 
welcher die Nebenaxe zur Berohrungssehne hat; je welter der M[ttelpunkt 
nach der einen oder andern Seite vom Berfihrungspunkt absteht, desto 
kleiner werden Radius und Beriihrungssehne; mit dem Abstand c2:a ver- 
schwindet die letztere in der vierpunktigen Beri~hrung, mit dem Abstand 
c in den Brennpunkten der Radius, wiihrend die imaginiir begrenzte Bc- 
ri:lhrungssehne in der zugeh0rigen Directrix liegt. 

Unter den doppelt ber~hrenden Kreisen aus Punkten der Nebenaxe 
ist der um M mit der halben Hauptaxe beschriebene, der die Hauptaxe 
zur Berfihrungssehne hat, der kleinste; von da gegen die Nebenaxenscheitel 
hin nimmt der Radius der doppelt beri~hrenden Kreise bis zu dem Werthe 
a~:b fi~r die in den Scheiteln selbst vierpunktig bert'lhrenden zu und die 
Ltinge der Beri~hrungssehne bis Null ab. Diese Kreise umschliessen die 
Ellipse, die vorigen werden von ihr umschlossen. 

Im Falle der Hyperbel werden die Kreise aus Punkten der Haupt- 
axe yon der Curve umschlossen und die beiden Beriihrungen eines jeden 
gehsren demselben Aste an, wiihrend die aus Punkten der Nebenaxe die 
Curve aussehliessen und jeden ihrer Aste einmal beriihren. Die reellen 
doppelt berohrenden Kreise aus der Hauptaxe haben ihre Mittelpunkte 
in den unbegrenzten Strecken ausserhalb der Brennpunkte, in diesen mit 
dem Radius Null und imaginarer Beriihrung in der zugeh0rigen Directrix 
beginnend, die reelle Bert'lhrung im Scheitel mit der Sehnenliinge Null 
ft'lr den Radius c2:a ', und mit yon da aus waehsenden Sehnen und Radien 
stets reell ber/]hrend. In der Nebenaxe ist jeder Punkt der Mittelpunkt 
eines reellen und reell doppelt bert',hrenden Kreises, M fi:,r den mit dem 
kleinsten Radius a'. 

hn  Falle der Parabel sind ihre Tangenten als die im endlichen l~.aum 
liegenden Theile der doppelt berahrenden Kreise aus den Punkten der 
Nebenaxe anzusehen, der unendlieh fernc Punkt der zugeh0rigen Norinale 



(~ber die Durchdringung gleichseitiger Rotatlonshyperboloide yon paralleIen Axen. 399 

als der zugehSrige Mittelpunkt, die unendlich ferne Gerade dec Tafel 
immer als der andere Theil. Die reellen Kreise aus den Punkten der 
Hauptaxe beginnen mit dem Radius Null fiir den Brennpunkt bei imagi- 
ni~rer Doppelberiihrung in der Directrix, die reelle Doppelberlihrung tritt 
ein mit der vierpunktigen im ScheiteL Und da bei der parabolischen 
Durchdringung die Ebene der Parabel den einen der gleichseitigen Rota- 
tionskegel des Fli~chenbfisehels vertritt und die zu ihrer Falllinie gegen 
die Tafel durch die Spitze M des anderen gehende Parallele, d. h. die 
eine Umrisslinie des Kegels, die Mittelpunktsgerade des Bfischels ist, so 
ist der Radius r des Potenzkreises immer diejenige Sehne in dem mit 
dem Radius Vector CP um den Brennpunkt beschriebenen Kreise, welche 
yon P nach seinem Durchmesserendpunkt auf der dem Scheitel A ent- 
gegengesetzten Seite geht; ftir den Scheitel A selbst ist sie also eben diesem 
Durchmesser gleich oder gleich 2AC. 

Dass nun damit auch die Vertheilung der Mittelpunkte der rein imagi- 
ni~ren doppelt beriihrenden Kreise gezeichnet ist, ist klar; ihre Radien- 
quadrate und damit ihre Symmetriekreise erhalten wit ebenso aus den 
vorher entwickelten metrischen Relationen, wie construierend nach dem 
Friiheren als die Scheitelkreise der zu den betreffenden Lagen der Tafel 
gehSrigen centrischen zweifachen Hyperboloide. 

Schluss. 

37. In Bezug auf die Allgemeinheit und Vollstdndigkeit der erlangten 
Resultate bleibt noch Einiges hinzuzufiigen, was wir anknfipfen konnen 
an die Aufgabe des w 9, von der Construction derKegelschnitte aus einem 
doppelt beri~hrenden Kreis und drei Punkten. Wir bemerken, dass die ge- 
gebene L(~sung mit ihrer durch das Sp~tere erhaltenen Erweiterung auf 
rein imagini~re Kreise wesentlich identisch ist mit der allgemeinen pro- 
jectivischen Lssung der Aufgabe: Zu einem eventuell dureh sein P~lar- 
system vertretenen Kegelschnitt R die doppelt berabrenden Kegelschnitte 
durch drei Punkte I, 2, 3 zu finden. Denn zur LSsung der letzteren 
hat man auf den Geraden 12 und 2 3 die dem Kegelschnitt ensprechenden 
Involutionen harmonischer Pole zu bestimmen und ihre zu i, 2 reap. 2, 
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3 harmoniseh eonjugierten Paare X, X 1 und Y, lq anzugeben, deren 
Verbindungslinien XY, XIY,  XY~, X1Y 1 die vier Sehnen der Doppel- 
bertihrung zwisehen dem gegebenen Kegelsehnitt und den gesuehten Ke- 
gelsehnitten sind. Und die beiden Ahnliehkeitspunkte der Kreise, die um 
zwei Punkte I, 2 orthogonal zu einem gegebenen Kreise ~ besehrieben 
werden (w 9) sind in der That dasjenige Paar in der Involution harmo- 
nischer Pole yon Sf auf der Geraden 12, welches dureh I, z harmoniseh 
getrennt wird. Natarlieh liefert nun die dual entsprechcnde Construction 
aueh die Bestimmung der Kegelschnitte zu drei Tangenten und einem 
doppelt berahrenden Kegelsehnitt. 

Verlangt man dann die Kegelschnitte dutch zwei Pun/cte i, 2, die 
einen gegebenen Kegelschnitt ~ doppelt beriihren, so erhellt aus der vorigen 
Construction, dass dieselben sich in zwei Systeme theilen werden. Wenn 
wir wieder durch X, X~ das zu i, 2 harmonisch conjugierte Paar der 
Involution harmonischer Pole yon ~ auf der Geraden 12 bezeichnen, so 
ist jede Gerade des Biischels um X und wieder jede Gerade des Bt'~schels 
um X 1 Beriihrungssehne yon ~ mit einem Kegelschnitte, der den Bedin- 
gungen entspricht. Fiir I und 2 als die unendlich fernen imagin~ren 
Kreispunkte sind X, X 1 die l~ichtungen der Axen des Kegelschnittes ~, 
d. h. die Beri~hrungssehnen eines Kegelschnittes mit doppelt bert'lhrenden 
Kreisen laufen seinen Axen parallel. 

Die der allgemeinen dual entsprechende Construction bestimmt die 
Kegelschnitte zu zwei Tangenten, die einen gegebenen doppelt bertihren. 

Wir schliessen daraus abet welter, (lass sich diejenigen t(egelschnitte, 
welche zwei gegebene doppelt beri~hren, in drei Systeme theilen werden, welche 
sich auf die Ecken des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole der g egebenen 
Kegelschnitte beziehen. Unsere darstellendgeometrische Entwickelung hat 
in w 16 f. fiir den Fall zweier Kreise ein solches System vollkommen 
erl'~utert, und es bleibt jetzt t~brig, die Kenntniss der beiden andern 
Systeme zu begriinden. Dann wird man auch die drei Paare yon Kegel- 
schnitten construieren kSnnen, die (lurch einen Punkt gehen und zwei ge- 
gebene doppelt bertihren; etc. Wenn man erinnert, dass dutch jede Ecke 
des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole yon zwei Kegelschnitten zwei 
Verbindungslinien ihrer vier gemeinsamen Punkte gehen, und in jeder 
Seite desselben Tripels zwei Schnittpunkte ihrer vier gemeinsamen Tan- 
genten liegen, welche je durch die beiden andern Ecken harmoniseh ge- 
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trennt werden, so sieht man, dass fiir zwei Kreise derselben Ebene die 
Centrale eine Seite x und die Richtung ihrer Normalen eine Ecke X 
die gegeni]bertiegende m des gemeinsamen Tripels ist, und erkennt, dass 
das in w 16 f. entwickelte System das auf X und x bezt~gliche Theil- 
system des gesammten ist. Die Potenzlinie und die unendlich entfernte 
Gerade sind die beiden durch X gehenden Sehnen, die beiden _~hnlich- 
keitspunkte die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare in x. Die  
Paare der Beri]hrungssehnen seiner Kegelschnitte mit beiden Kreisen gehen 
durch X und bilden eine Involution, welche die yon X ausgehenden ge- 
meinsamen Sehnen beider Kreise zu Doppelstrahlen hat m speciell, weil 
der eine Doppelstrahl unendlich fern ist, eine symmetrische Involution 
mit dem andern Doppelstrahl als Symmetrieaxe. (w 12.) 

38. Die beiden anderen Ecken des gemeinsamen Tripels V und W 
liegen also in der Centrale und bilden dort das gemeinsame Paar der 
durch beide Kreise in ihr bestimmten Involutionen harmonischer Pole, 
zugleieh auch das zur Potenzlinie symmetrische Paar, welches dutch die 
Ahnlichkeitspunkte harmonisch getrennt wird; die abrigen Seiten w, v 
des gemeinsamen Tripels sind die Verbindungstinien yon X mit V und 
W oder die in V und W auf der Centrale errichteten Perpendikel. 

Als gemeinsames Paar der Involutionen harmonischer Pole in x, 
welche durch ihre Doppelpunkte resp. symmetrischen Paare A,, B, und 
A~, B~ bestimmt sind --- jenes far reelle, dieses far rein imagin~re Kreise 

sind V und W stets reell, so lange nicht die Kreise reell sind und 
sich schneiden, oder die Doppelpunktstrecken A1B , und A2B ~ beider In- 
volutionen sich trennen; in diesem Falle des w 18 sind sie imaginar. In 
den FMlen der ausschliessenden oder umschliessenden Beri]hrung der 
Kreise fallen sie mit einander und mit B,A~ resp. B,B  2 zusammen, na- 
tiirlich zugleich auch v, w mit der Potenzlinie. Nach denselben Eigen- 
schaften sind V und W aueh die Grenzpunkte des Bi~schels der Kreise 
~,, ~ oder die Grundpunkte des zu ihm conjugierten Baschels, d. h. 
die gemeinsamen Punkte der vier Kreise, welche man aus den Schnitt- 
punkten der gemeinsamen Tangenten mit der Potenzlinie mit je der halben 
L~nge der bezagliehen Tangenten te, ti beschreiben kann, oder des Ortho- 
gonalkreises beider gegebenen aus dem Fusspunkte der Potenzlinie in der 
Centrale. (Fig. I6.) 

Dureh diese Punkte V und W gehen die beiden Paare yon imagina- 
.Aela ~mthe~atiea. 5. Impr im6  I N a v e m b ~  18~.%l. 51 
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ren gemeinsamen Sehnen der gegebenen Kreise ~x, ~2, welche ihre Schnitt- 
punkte im Endlichen mit den imagini~ren Kreispunkten irn Unendlichen 
verbinden; dieselben sind die Doppelstrahlen der Involutionen yon Paaren 
von Beriihrungssehnen, welche den V resp. W ebenso, wie das bisher be- 
trach.tete System X, zugeordneten ~1 und ~ doppelt bert'lhrenden Kegel- 
schnitten zukommen, und diese Involutionen sind daher Involutionen reehter 
Winkel. Da nun yon den Axen eines solchen Kegelschnittes, gleieh viel ob 
er dem System V oder dem System W angehSrt, immer die eine durch den 
Mittelpunkt C 1 des ersten und die andere durch den Mittelpunkt C 2 des 
zweiten Kreises gehen muss, und dazu beide den Strahlen eines Paares der 
bezt'tglichen Involution der Beriihrungssehnen um V oder W parallel sein 
mOssen, so ist der Ort der Mittelpunkte flir die Kegelschnitte der Systeme 
V und W der i~ber der Centrale C1C ~ als Durchmesser beschriebene Kreis; 
und zwar ist jeder Punkt dieses Kreises der Mittelpunkt for zwei Kegel- 
schnitte, einen des Systems V und einen des Systems W. 

Sowie die Centrale als Mittelpunktsort durch die Mittelpunkte C1, C 2 
und die Ahnlichkeitspunkte I ,  E als Mittelpunkte der dem System X 
angehSrigen degenerierten Kegelschnitte hindurchgeht, so auch der Mittel- 
punkte-Kreis der Systeme 1/, W.  Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
zi~hlen zum System V und zum System W wie zu dem X; die vier 
Schnittpunkte Ew, 11,~ und E~, I,, die sie ausser den Ahnlichkeitspunkten 
E und 1 oder E,  und I x mit einander bilden, liegen daher auf dem aus 
M durch C 1 und C~ besehriebenen Kreis, wie wir aus w I I schon wissen. 
Derselbe schneidet sie aus den Geraden v resp. w heraus und zwar 
sind ftir zwei rein imagin~re Kreise alle diese vier Punkte nicht reell, 
far einen reellen und einen rein imaginhren Kreis liegen in dem ersten 
zwei reeUe Punkte TI~, T~,,, w'~hrend die beiden anderen imagini~r sind. (1) 
Naeh dem Schluss yon w 29 ist jener Kreis im Falle gleieher Radien 
der Symmetriekreis des Ahnlichkeitskreises. Die zugehsrigen Axen, d. h. 
die Halbierungslinien der yon den Tangenten im Schriittpunkt jeweilig 
gebildeten Winkel, gehen durch C1 und C~ resp.; die Bert~hrungssehnen 
jedes Paares an beiden Kreisen gehen durch V oder W und sehneiden 

(~) Es mag nebenbei angemerkt werden, dass Tlw~ T~w zugleieh die Fusspunkte der 
Focalstrahlen ftir denjenigen sehiefen Kreiskegel sind~ der den reellen Kreis zur Spur in 
der Tafel und den durch den Symmetriekreis des rein imagintiren Kreises cyklographisch 
bestimmten Punkt des Raumes zum Mittelpunkt oder zur Spitze hat.. 
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sich dort rechtwinklig; diejenigen yon zwei complementaren Paaren wie 
E~, I~ und wieder E~, I~ der gemeinsamen Tangenten bilden zwei Recht- 
winkelpaare in W resp. in V, die yon den vier nicht complement~ren 
Paaren E~, E~; E~, 19; I~, E~; Iw, I~ immer ein Reehtwinkelpaar in V 
und tines in W. Die Geraden w und v des Tripels sind die durch V und 
W gehenden Verbindungsgeraden ihrer complementaren Schnittpunktepaare. 

Und so wie der 0r t  der Brennpunkte des dem unendlich fernen Pol 
X und der Centrale x als Polare zugeordneten Systems aus zwei Kreisen 
besteht, die dureh die beiden Gegenecken I~, E~ des Vierseits der ge- 
meinsamen Tangenten der Grundkreise gehen, indem sie einander ortho- 
gonal sehneiden, wesshalb dann der endliche Theil des einen in ihre Po- 
tenzlinie I~E~ selbst abergeht, so wird der Ort der Brennpunkte des 
Systems mit dem Pol W und der Polare VX oder w yon zwei Kreisen aus 
C 1 und resp. C~ gebildet, welche einander in den Schnittpunkten Ew und 
I~ orthogonal durehsehneiden; und der Oft der Brennpunkte des Systems 
mit dem Pol V und der Polare v yon zwei Kreisen aus C~, C~, welehe 
sieh in E~ und I~ orthogonal schneiden. Es sind Kreise aus C~, C~, well 
die Linien nach den Mittelpunkten aus ihren Sehnitten, ebenso wie bei 
E~, I~ die Linien E~I~ und E~X resp. I~X, die Axen orthogonaler Sym- 
metrie fiir die gemeinsamen Tangenten bilden mfissen. (Vergl. ST. I852 ; 
p. 465.) 

39. Weil diese Erweiterungen sich aus dem Vorhergehenden leicht 
ergeben und von STEINER in der citierten Abhandlung ausfghrlich an- 
gegeben, endlich in der damit verbundenen Arbeit Allgemeine Betrach- 
tungen i~bdr einander doppelt beri~hrende Kegelschnitte (Werke  II, p. 471 f.) 
auch auf den projectivisch allgemeinen Fall doppelt beri~hrter Kegel- 
schnitte fibertragen worden sind, so di'lrfen wir hier abbrechen, ohne zu 
l;lbersehen, dass dieser allmt~hlige Fortschritt zur projectivischen Allgemein- 
heit und die Erreichung dieser letzteren ganz im Geiste der Methode liegen. 

STEINER ist aueh vorl der Bestimmung des Kegelschnittes, der drei gege- 
bene Kreise yon einerlei Centrale doppelt beri~hrt (We rke II, p. 46 ~)(1), also 

(t) Die 0orrectur der STv.INER'sehen Formeln~ die offenbar schon dimensoriseh falseh 
sind, in Bd. I1, p. 740 hat falsehe Zahleneoefficienten; man hat in den Nennern reehts 

die 2 dureh 4 zu crsetzen und auch das erste (]lied in der Klammer mit dcm Coeffieienten 
4 start 2 zu sehreiben. Fiir dl~ ds, d 3 als die auf die Kreispaare ~ , ,  ~s; ~s~ ~1; 
~1, ~.~ respective beziigliehen Distanzsummen und mit M I M  , =  cs; M s M  s = ct , M s M  t = e, 
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in unserem Sinne der Projection der Durchdringung yon drei Hyper- 
boloiden desselben Biischels mit gegebenen Kehlkreisprojectionen weiter- 
gegangen zur Aufstellung der Lagen-Relationen, welehe drei Kegelschnitte 
derselben Ebene erfiillen miissen, damit sie von einem vierten Kegelschnitt 
je doppelt berfihrt werden; vergleiche in der ersten Abhandlung Werke  
II, p. 415 f. und in der zweiten ibid. p. 48I f. 

Wir mlissen abet noch an eine darstellendgeometrische Behandlungs- 
weise der Frage erinnern, welche STEINER in der Abhandlung von 5847 
neben der planimetrischen und als sie erg~nzend selbst angegeben hat. 
Man denke eine Kugel aus einem Punkte der Tafel als Mittelpunkt und 
den ihr umgeschriebenen Berilhrungscylinder yon gegebener Richtung der 
Mantellinien Z~ ; seine Spurcurve ~ in der Tafel ist eine Ellipse, die nach 
der Richtung L~ gebildete Parallelprojection desjenigen Hauptkreises der 
Kugel, welcher in der zu dieser Richtung normalen Diametralebene 2~ 
liegt., Jede durch den zur Tafel normalen Durchmesser, wit wollen sagen 
die Axe der Kugel, gehende Ebene schneidet die Kugel in einem Meridian- 
Kreis ~ ,  der in zwei Punkten durch die Ebene ~ hindurchgeht, die die" 
Endpunkte eines Durchmessers im Be-rt~hrungskreise ~ selbst sind und 
daher als Endpunkte eines Durchmessers von ~ projiciert werden. Be- 
trachten wir dann das System der zur Tafel parallelen Querschnitte oder 
der Parallelkreise ~ der Kugcl, so schneidet jeder den Bert~hrungskreis 

folgen aus der Identitiit der Durehdringungen der beztiglieheu drei Paare yon ttyperboloidcn 
die Bestimmungen 

d ~ :  cl S~ d~ . . . .  S ,  d ~ :  S oder d ~ : - -  
(~2C3 Car ! CIC 2 CIC2C3 

mit 

Man hat daher aueh immer 
S -  clc~c~ + c,r~ + c,,r] + c~r'~. 

d~+d,~+d~ o. 
el c2 ea 

Die Gri~sse S liefert dureh ihr Verschwinden die Relation der Radien und Centraldistanzen 
fiir drei Kreise desselben Btischels (der Kehlkreise als in einerlei Ebene~ weil d~ gleich 
Null wird) 

--x= + + , 
Csr 3 CaC I cle ~ 

welehe yon vielf~altigem Gebrauel~ ist. Die Proportionaliti~t der ci und d~ ist der Ausdruek 
fiir die Lage der Mittelpunkte der Flltchen in einer Geraden. 
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des Cylinders in zwei Punkten, welche zwischen zwei Grenzlagen ~o und 
~ der Ebene ~ - -  einer obersten und ciner untersten in den Absti~nden 
r cos2 yon der Tafel fiir r als den Radius dcr Kugel und ,~ als den 
Ncigungswinkel der Mantellinien des Cylinders zur Tafel oder der Ebene 
der Bert'lhrungscurve ~ zu ihrcn Normalen - -  reell und verschieden sind 
und in diesen selbst zusammenfallen; auch schneider sie alle jedc Me- 
ridianebene ~ in einem System paralleler Durchmesser, die ihre End- 
punkte im zugehsrigen Meridian haben und in unserer Projection auf der 
Tafel in wahrer Grssse erscheinen. 

Die Projection der hiermit entsprungenen Elemente auf der Kugel- 
iti~che nach der gichtung L~ auf die Tafcl (Fig. I 7) giebt uns als Bild 
des Kreises ~ die Ellipse ~ mit der Projection der Axe der Kugel als 
Hauptaxe; die Projectionen der Parallelkreise ~ sind ihnen gleiche Kreise 
aus den Bildern ihrer Mittelpunkte in der Axe als Mittelpunkten, welche 
die Ellipse ~ in den Projectionen der zwei Punkte berfihren, die ~3 mit 

gemein hat; also reell doppelt fiir Parallelkreise innerhalb jener Grenzen, 
vierpunktig in den Hauptaxenscheiteln ft'~r die Grenzen selbst und imagi- 
nar doppelt for die yon der Tafel welter entfernten Lagen. Bis zur Di- 
stanz r haben wir Kreise yon reellem his Null abnehmendem Radius, 
sodass dig Endpunkte des in der Axe der Kugel gelegenen Durchmessers 
die Brennpunkte der Ellipse ~ liefern; dariiber hinaus endlich rein imagi- 
nitre doppelt berohrende Kreise, welche auch vollkommen bestimmt sind. 
Die Meridiane ~J~ der Kugel mit einziger Ausnahme des die Richtung L~ 
enthaltenden, der als gerade Strecke in der Axe yon ~ erscheint, werden 
als ein System yon Ellipsen projiciert, die man erhMt, indem man die 
Bilder der ihnen angehsrigen Systeme paralleler Durchmesser projiciert, 
d. h. als Orte der Endpunkte der Durchmesser vonder  Richtung ~!~ in 
allen Parallelkreisbildern oder in alien den doppelt berfihrenden Kreisen 
yon ~; sie beriihren ~ in den Bildern der Punkte, welche der beziigliche 
Meridian ~]~ mit dem Bercthrungskreise 2~ auf der Flache gemein hat, und 
diese werden nach den gegeln der darstellenden Geometrie leicht ermittelt. 
Sis sind die Projectionen der Endpunkte des den Ebenen ~ und ~ ge- 
meinsamen Kugeldurchmessers nach der Richtung L| auf die Tafel. (Fig. 
17; ~1 und ~ . )  Es ist evident, dass alle diese Kegelschnitte die Brenn- 
punkte yon ~ als Projectionen der Pole der Kugel zu Endpunkten tines 
gemeinsamen Durchmessers haben und paarweis symmetrisch zu ihm 
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liegen nach der Symmetrie der Meridiane in Paaren zu dem die Richtung 
L~ enthaltenden; man hebt dalnit unter ihnen die Projection des zur 
Richtung L| normalen Meridians hervor, der zu sich selbst symmetrisch 
ist, die Brennpunkte yon ~ zu Scheiteln hat und ~ in den Scheiteln der 
Nebenaxe beri~hrt. 

For den interessanten Gebrauch, der sich von diesen Ergebnissen 
machen l~sst, verweisen wit auf ST. I847; p. 4o6--415. STEINE~ hat 
natt'trlich bemerkL dass die vorigen Betrachtungen fi~r die Rotationsfl~chen 
zweiten Grades mit zur Tafel normalen Axen ebenso gelten, wie fi~r die 
Kugel, wenn auch die Curve der Beri~hrung zwischen Flache und Cylinder 
und die Meridiane der Flache nicht mehr Kreise sondern Ellipsen oder 
Hyperbeln sind; er erw~hnt p. 4o3 der Ellipsoide und der zweifachen 
Rotationshyperboloide, auffallender und schwer begreiflicher Weise aber 
nicht der einfachen Rotationshyperboloide. H~tte er dadurch um so mehr 
die Aufmerksamkeit auf diese lenken wollen? 

40. Gewiss kann die hier entwickelte Anschauung der zuletzt skizz- 
ierten gegeniiber als umfassender und als mehr organisch bezeichnet 
werden; sie hat uns alle in den Abhandlungen von 1847 und 1852 
niedergelegten Resultate und nicht nur elnen Theil derselben geliefert, 
nach einheitlicher Methode bewiesen und in tin Ganzes geordnet, mit 
HinzufOgung einer ziemlichen Reihe yon Zwischengliedern und Ergi~nzun- 
gen. Die Aufeinanderfolge der Rcsultate hat dabei erhebliche Modifica- 
tionen erfahren miissen, wenn auch im Ganzen die w 7 bis 22 wesentlich 
die Arbeit yon 1852 und die 88 31 big 35 die yon 1847 reconstruieren. 
Nati]rlich fehlt bei STEISER die Parabel der Spuren der Durchdringungs- 
ebenen in der Axenebene (8 12) und ihre Beziehung zur Scheitcl- und 
Brennpunktsbestimmung der Durchdringungsprojection ganz, die tin wesent- 
liches Glied in unserer Gesammtentwickelung ist. Die aus ihrer Ver- 
bindung mit der Meridianhyperbel des ruhenden Hyperboloides in den 
88 7 f. hervorgehende Curve der Kegelspitzen giebt Anlass zu einer in- 
teressanten projectivischen Curvenerzeugung aus zwei Kegelschnitten. Die 
Paare der Schnittpunkte des einen mit den Tangenten des andern werden 
mit zwei festen Punkten seiner Peripherie durch gerade Linien verbunden; 
die Curve ist der Ort der Punktequadrupel, in welchen diese letzteren 
Geraden sich schneiden. 

In Bezug auf die sonstige Tragweite der entwickelten Anschauung 
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erlaube ich mir, auf einige meiner frfiheren u zu verwei- 
sen. lch habe aus ihr in der Cyklo.qraphie die constructive Theorie der Kreis- 
bfischel und Kreisnetze, die Methode der reciproken Radien und die 
LSsungen der Probleme fiber den Winkelschnitt der Kreise in der Ebene, 
der Kugeln iin Raum und der Kreise auf der Kugel entwickelt - -  letz- 
teres das Programm des yon STEINER I826 als druekfertig angekfndigten 
nun verschwundenen Manuscriptes yon 25--3  o Bogen; ich habe dort auch 
als naher ausgeffhrte Beispiele die AuflSsung des ersten STEINER'schen 
Schliessungsproblems yon der Figur des PAl)PUS fber den Ring einander 
berfhrender Kreise, welche zwei Kreise berfhren (vergl. W e r k e  I, p. 
42 f., p. 59, P. I35 f.), in den w167 167 bis I69 und die Discussion der 
vollstandigen Figur des FEUERBACH'schen Kreises im Dreieck in w167 I78 
bis 187 mit einer Menge neuer Resultate gegeben; und ich habe in der 
Abhandlung Zur Geschichte und Theorie der elementaren Abbihtungsmethoden 
in Bd..27 der V i e r t e l j a h r s s c h r i f t  der  N a t u r f o r s c h .  G e s e l l s c h a f t  
in Z f r i c h  Gelegenheit genommen, zu zeigen, dass jene stereomctrische 
Behandlung der FEuFmnACn'schen Figur zu den STEINER'schen Satzen yon 
der Hypocycloide mit drei Spitzen ft'lhrt, welche im Jahre I856 in der 
Akademie yon Berlin und im 53 Bd. yon BORCIIARDT'S J o u r n a l  mitge- 
theilt sind. (Werke II, p. 64I f.) Man sieht, dass die Anwendungs- 
sph'~re der Methode ziemlich ausgedehnt ist und dass sie zu manchen tier 
resultatreichen und meist ohne Beweise gegebenen STEINEa'schen Versf- 
fentlichungen als ein Wegweiser dienen kann. Es war in diesem Gedan. 
ken, dass ich am Schlusse der V0rrede zur Cyklographie auch auf die 
beiden grossen Abhandlungen von I847 und I852 hinwiess. 

Ich babe mich a. a. O. often dazu bekannt, dass ich lange Zeit 
glaubte, meine Methode sei die des ST~:INER'schen Manuscriptes von 1826 
(vergl. W e r k e  I, p. 2 I); ~lie Stelhmg der beiden genannten Abhandlungen 
zu meiner Methode erschien mir als ei~ Hauptgrund for diese Ansicht, 
und zwar nicht nur desshalb, well die merkwfrdigen Resultate sich so 
anschaulich aus derselben entwickeln liessen, sondern noch aus dem an- 
dern Grunde, dass sich bei dieser Entwickelung elementare, darstellend- 
geometrische, cyklographische und projectivische Methoden so eng verbunden 
zeigen. Mir schienen yon da aus STEI~ER'S Verhalten in der Sache und 
seine _~usserungen zu derselben die rechte Beleuchtung zu empfangen. Er 
hatte gewis.~ I826 die baldige Versffentlichung der Schrift fiber die Kreise 
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und Kugeln vor ~ wie er sagt, als Anfang zur Versffentliehung seiner geo- 
metrisehen Untersuehungen, die sieh noeh alle Tage erweiterten und aus- 
dehnten. Er modifieierte dann diese Absicht unter dem Eindruek und 
Zwang des fortw~hrenden Waehsens des er0ffneten Untersuehungsgebietes 
und spraeh sieh darlaber in dem classisehen Vorwort zur Systematischen 
Entwickel~ng ete . yon 1832 aus. Jenes Manuscript sollte den zweiten und 
letzten supplementaren (vergl. W e r k e  I, p. 235 ) Theil eines Gesamrnt- 
werkes bilden, welches aus f0nf Haupttheilen bestehend eine projeetivisehe 
Geometrie enthalten sollte; und die Systemat. 1gntwickelun# ist der erste 
Theil davon. Das Manuscript yon i826 sollte zuletzt erseheinen, ~da 
mehrere darin enthaltene Betraehtungen nur besondere FMle yon solehen 
sind, welehe in den erstgenannten fianf Theilen vorkommen, und wie- 
derum einige for Kreise und Kugeln selbst~ndig entwickelte S~tze sigh 
unmittelbar auf  bestimmte Systeme yon Curven und Fl~ehen zweiten 
Grades i~bertragen lassen, wit solehes in jenen fOnf Theilen naehgewiesen 
wird.~> Die Abhandlung yon I85~ ist ein lehrreiehes Beispiel dieser Ver- 
bindung und dasselbe ist dureh die Allgemeine Betrachtung fiber einander 
doppelt beriihrende Kegelschnitte (Werke  II, p. 471--483)vervollsti~ndigt 
worden. Dass der grosse Gesammtplan von I832 nicht zur Ausfiihrung 
kommen wi~rde, war wohl schon bei Versffentlichung der Abhandlung yon 
1847 wahrscheinlich; und STnINER gab hier statt einer rein planimetrischen 
Entwickelung ein Beispiel yon der Kraft der darstellendgeometrischen Me- 
thode in der Bemerkung W e r k e  II, p. 402 f. und der daran anknopfenden 
Ausfiahrung ibid. p. 4o6 bis 4I 5. Zudem spricht vieles daflir, dass die 
beiden genannten Abhandlungen Ausziage der rnerkwiardigsten Resultate 
aus einem vorliegenden grSsseren Ganzen bilden, wenn schon wit fiber 
dieses Ganze keine directe Kenntnias haben. Ich habe auch die Abhangig- 
keit des Ahnlichkeitskreises und der yon den Wechselsehnen der Kreise um- 
hiillten Parabel ihrer Sehaar (w I5) als sehr speciellen Fall einer dar- 
stellendgeometrischen Entwickelung erkannt und nachgewiesen - -  vergl, die 
vorlgufige Mittheilung in Bd. 28 der V i e r t e l j a h r s s c h r i f t  der  N a t u r -  
fo r sch .  G e s e l l s c h a f t  in Zfir ich p. 289 f. - -  und mache schliesslich 
noch aufinerksam auf die einfachen l~bergange yore Reellen zum Imagi- 
n'~ren in den entwickelten Constructionen. Habe ich ihnen zu viel Credit 
gegeben, wenn ich for m~)glich hielt, dass sie in STEINER'S Bew'~ltigung 
des Imagint~ren in der Geometrie eine Stelle gehabt hi~tten? 
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