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Einleitung.

1. Das Anschauungsgebiet, in welchem sich die nachfolgenden Ent-
wickelungen bewegen, ist durch folgende Betrachtungen cinfach zu um-
schreiben.

Wenn zwischen den Radien R und r von zwei Kreisen in derselben
Ebene, von denen der erste als fest gedacht wird, und ihrer Centraldistanz
2¢ eine der Relationen

(2¢)* = R + r?, (2¢)> + R* = r?, (2¢)* 4+ r* = R?

des Pythagoraischen Satzes besteht, so wird dadurch der Reihe nach aus-
gesagt, dass dic Kreise B und 7 sich orthogonal durchschneiden, dass der
Kreis B von r oder endlich der Kreis » von R diametral d. h. in den
Endpunkten ecines seiner Durchmesser geschnitten wird. Und weil dic
beiden letzten Relationen durch Zeichenwechsel von R? resp. »* aus der
crsten hervorgehen, so sagen wir, dass der Orthogonalschuitt eines rein
imaginaren Kreises durch den Diametralschnitt seines reellen Stellvertreters

oder Symmetriekreises ersetzt wird.
Acta, mathematicn, 5. Imprimé 10 Septembre 1584,
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Betrachtet man die Centraldistanz 2¢ als unabhingige Veranderliche
und den Radius 7 als Function derselben, so erhialt man im ersten Falle
fir 2¢ > R, im dritten Falle fur 2¢ < R und I zweiten immer zwel
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von r; insbesondere den Werth
Null far (2¢)® = R* im ersten und dritten Falle, aber nur fir

(2¢)* 4+ R*=o0

also bei reellem Radius fur keinen reellen Werth der Centraldistanz im
zweiten Falle; 2¢ = o giebt im ersten Falle den rein imaginaren Func-
tionswerth #* = — R”, im zweiten und dritten #* = R’ zugleich den
kleinsten und resp. grossten reellen Werth der Function. Triigt man von
den Punkten der durch den Werth von 2¢ gegebenen zu R concentrischen
Kreise der Ebene oder Tafel auf ihre zugehorigen Normalen die Werthe
r ab, die ihnen entsprechen, so erfilllen die Endpunkte in jedem Falle
eine zur Tafel orthogonal-symmetrische Fliache; eine Rotationsfliche zweiten
Grades, weil fur die Normale im Mittelpunkt von R als Axe der 2z und
zwei zu einander rechtwinklige Durchmesser desselben Kreises als Axen
der z und y wegen (2¢)’ = z* 4+ y* und r* = #* dic obigen Relationen
tibergehen in

:v”—}—y“’:R?—I—z“, ;v”—l—y?—l—R”:z‘l, x“’-l—y"—l—z":R“”.

Von diesen Flachen ist die dritte die Kugel uber dem Hauptkreise R,
die erste und zweite haben den gleichseitigen Rotationskegel 2? 4 y* = 2*
zum gemeinsamen Asymptotenkegel und werden als einfaches und zwei-
faches gleichseitiges Rotationshyperboloid unterschieden. Die erste und dritte
Flache berithren einander mit zur Tafel normalen Tangentialebenen in
allen Punkten des Kreises R, die zweite und dritte mit zur Tafel paral-
lelen Tangentialebenen in den Punkten z=o0, y=o0, 2’=R’. Wir
sagen, dass die Kreise in der Tafel, welche einen festen Kreis B derselben
orthogonal resp. diametral schneiden, die Bildkreise der Punkte eines ein-
fachen resp. zweifachen gleichseitigen Rotationshyperboloides sind, fur
welches B der Hauptkreis ist, und nennen diese Gesammtheit das Nefz
von Kreisen mit reellem und resp. imaginirem Orthogonalkreis; wihrend
die Kreise der Tafel, die von R diametral geschnitten werden, die Bild-
kreise fiir die Punkte der Kugel sind, die jenen zum Hauptkreis hat.
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Die Querschnitte der drei Flichen it der Ebenc y-=o, also die
Hyperbeln mit der Centrale der Kreise oder der Axe z als Hauptaxe
resp. Nebenaxe uund der Kreis

x’ — 3" = R?, 2 —x® = R? x* 4 2= R?,

sind die Reprasentanten der Biischel von Kreisen mit Grenzpunkten resp. mit
Grundpunkten, die aus Punkten von z einen gegebenen Kreis z* -+ y* = R*
orthogonal resp. diametral schneiden oder endlich, dic diametral von ihmn
geschnitten werden,

Endlich sehen wir, dass der Schnitt des cinfachen Hyperboloides
o' 4+ y*=—=R* + 2* mit jeder der Ebenen y-—- + R durch z* —z*—o0
oder (x4 2)(x —2) =0 ausgedritckt wird oder aus zwei in der Kehl-
kreistangente y — + R projicierten durch z=o0, z-=0 gehenden unter 45°
zur Tafel gencigten Geraden besteht, und aus der Rotationssymmetrie der
Flache folgt dass dies fir jede der den Kchlkreis berithrenden Normal-
ebencn zur Tafel stattfindet, oder dass die Flache zwei Systeme reeller
gerader Linien enthilt, reprasentiert durch die Buischel sich berithrender
Kreise, die zu dem Kehlkreis in demselben Punkte orthogonal sind; sic
sollen ihre Maniellinien genannt werden.

2. Wenn die recllen Kreise R und r in der Tafel sich unter dem
Winkel o reell schneiden, so hat man fur das Quadrat ihrer Central-
distanz

(2¢)* = R* + r* — 2Rr coso;

wir setzen auf Grund des vorigen fest, dass der Schnitt des rein imagi-
naren Kreises vom Radius iR resp. ir mit dem Kreise » oder R unter
dem Winkel vom Cosinuswerth i cose, endlich der Schnitt der rein ima-
ginaren Kreise iR und ir unter dem Winkel ¢ ausgedriickt werde durch

(2¢)’=— R* 4 v* 4 2Rr coso, (2¢)* = R* — ¢’ + 2Rrcos o,
(2¢) =— R*—17r* + 2Rr coso

resp. Man hat damit fir die durch solche Kreissysteme cyklographisch
abgebildeten Flachen der Reihe nach

2 4+ y*=R* + 2* — 2Rz cos o, 2?4+ y? = — R 4+ 2 + 2Rz cos g,
£* 4+ y*= R* — 2" + 2Rz cos s, x* + y*=-— R*— 2" 4+ 2Rz coso.
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Setzt man (2 — 2,) fur z und bestimmt 2z, jeweilen so, dass die erste Potenz
von z den Coefficienten Null erhalt, was fur die zweite 2, = — Rcosa
und far die drei andern 7, — R cosa liefert, so gehen die Gleichungen
itber in

2+ = B(1 —cos’o) + 2, @'yt — Bt + cos’o) + 7
@* 4 y* + 2" = B(1 + cos’a), z* 4 y* + 2 = R*cos’ g — 1)

und zeigen damit die Flachen als einfache und zweifache gleichseitige Rota-
tionshyperboloide und als Kugeln von einfach bestimmten zur Tafel paral-
lelen Hauptebenen und Radien. Insbesondere ist die erste fur alle recllen
o ein einfaches und fur die nicht reellen mit reellen Cosinuswerthen ein
zweifaches Hyperboloid, die letzte nur fur cos’c > 1 eine reelle Kugel.
Damit ist der Schnitt von Kreisen in einer Ebene unter Winkeln von
vorgeschriebenem Cosinuswerth oder der Winkelschnitt fur reelle und fir
rein imaginire Kreise durch einfache Constructionen bestimmt. Unter
den speciellen Fallen fithrt cosg=o0 auf die Grundgleichungen in § 1
zuriick; coso= + 1 macht aus der ersten und der letzten Gleichung
respective

' 4 y' = (B F 2)* oder 2> + y*=2* fur 5, = F R, 20=R¥r
und |
o' +y'—— (B ¥+ 2)" oder 2* +y* + 2"=o0, 20c=i(R+ ),

dic Asymptotenkegel der Hyperboloide und der Kugel. Die Speciali-
sierung fur den Schnitt mit der Ebenc y==o0 etc. wicderholen wir uicht;
bemerken aber dass fur den in eine Gerade ubergegangenen festen Kreis
oder B und ¢ als unendlich gross fiir ¢ als den Abstand der Geraden
vom Mittelpunkt des Kreises r wegen R— 2¢c=¢ und R 4 2¢—2R
aus der Decfinitionsgleichung des Schnittwinkels durch Einsetzen und nach
dem Verschwinden von 7 gegen dic unendlich grossen Glieder folgt

e
¥ cosg=¢ oder ¢osg— - — - — cotora
r

fur dic Wahl der Axe x als normal zur Geraden R in der Tafel und
fir « als den Ncigungswinkel der durch sic und dic Punkte (z, 2) oder
dic von den Bildkreisen (e, #) dargestellten Punkte bestimmten Ebene
gegen die Tafel.
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Die Grenzwerthe von cosg licfern die zur Tafel normale Ebene als
Grenzform des einfachen Hyperboloides mit der Tafel als Hauptebene
und die 45° Ebene als Grenzform des gleichsecitigen Rotationskegels it
zur Tafel normaler Axe; mit cose$ 1 wird die unter mchr oder weniger
als 45° zur Tafel geneigte Ebene als Grenzform des ecinfachen resp. zwei-
fachen Hyperboloides fiir unendlich wachsenden Spurkreis in der Tafel
bezeichnet. Die Tangentialebene -im Punkte # = R, y = 0, 2z = 0 von

x? 4+ y* = + R* + 2 ¥ 2Rz coso

ist £ + zcoseg = + R oder fiir ihren Neigungswinkel zur Ebene xy ist
cotga = cose; d. h. der Schnittwinkel der Bildkreise der Hyperboloid-
punkte mit dem Spurkreis desselben hat zu seinem Cosinus die Cotangente
der Tafelneigung des Hyperboloides im Spurkreis. Fur das einfache Hy-
perboloid ist der Schnitt der vorgenannten Ebene aus zcose =R —
also (B —x)’tg’ 6 = y* aus zwei reellen Geraden znsammengesetzt (§ 1).

3. Irgend zwei der betrachteten Flachen fiir reclle » durchdringen
sich stets in einem Kegelschnitt im Iindlichen, die Kegel und Hyperboloide
in Folge ihrer besonderen Art und Lage, nach welcher sie den unendlich
fernen Querschnitt mit einander gemein haben. Dasselbe gilt auch im
Bercich der rein imaginiren + fir die Durchdringung von zwei Kugeln
aus demselben Grunde. Die Flachen aus reellen # durchdringen sich
dagegen mit denen aus rein imaginiren r, weil sich kein fester Theil
absondert, in doppelt gekrimmien Curven, sclbstverstindlich den Fall von
Ebene und Kugel ausgenommen, der stets einen Kreis liefert.  Wir haben
es im Folgenden nicht eigentlich mit diesen Durchdringungen von Kugeln
und gleichseitigen Rotationshyperboloiden zu thun, weil sie cine zwei-
fache Interpretation derselben Grossen 2 einschliessen; aber es ist Grund,
sie nicht ganz zu tbergchen und sie modgen am besten hier als Beispiel
erortert werden. Die Orthogonalprojection solcher Querschnitte resp.
Durchdringungen nach der Richtung der Axen liefert die Theorie der
Kegelschnitte und gewisser Curven vierter Ordnung aus Kreissystemen, die
ebenen Querschnitte der Kugel und die Durchdringungen von Kugeln mit
cinander fithren insbesondere auf cyklographische Eigenschaften der Ellipse.
Man bildet die Gleichungen diescr Orthogonalprojectionen in allen Fallen
durch Elimination der z zwischen den Gleichungen der sich Durchdrin-
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genden Fliachen, wie es hier fiur Kugel und Hyperboloid geschehen soll.
Wir denken die Axe der z in der Mitte zwischen den Axen der Fliachen
und die der z als Verbindungslinie ihrer Fusspunkte in der Tafel, dann
den Mittelpunkt der Kugel in der Tafel, so dass mit 2¢ als dem Abstand
der Axen und der Hauptkreisprojectionen der Flichen

(x4 ¢ + y* + 2° =13, (x—c¢) 4+ y* =1 + 2" — 2r,2c08¢0

ihre Gleichungen sind; die Elimination der 2 aus denselben giebt all-
gemein far die Projection der Durchdringung

22 + y* + &%) — (7 + 1)) = picos’alr — (2 + ¢)” — ¥°).

Mit coso = o oder dem Kugelmittelpunkt in der Hauptebene des Hy-
perboloids und mit ¢ = o oder fur zusammenfallende Axen der Flachen
reduciert sich dies auf

resp.
(= + ¢ — @+ y") Pt + (1 — cos’ o))+ ZI;{M + 13)* — 41775 cos® o} = 03

den doppelt zihlenden Kreis aus der Mitte der Centrale durch die Schnitt-
punkte der Hauptkreise, und resp. ein Paar von coucentrischen Kreisen,
die Projectionen der beiden Flichen gemeinsamen Parallelkreise, fiir welche
der Factor von — (2* 4+ y*) die Summe der Radienquadrate und das ab-
solute Glied das Product derselben ist; im letzten Falle bemerkt man,
dass jene Summe mit der Summe der Radienquadrate der Hauptkreise
ibereinstimmt und insbesondere, dass fir cose = o beide Kreise der Pro-
jection in einen cinzigen zusammenfallen, dessen Radiusquadrat das arith-
metische Mittel von denen der gegebenen Kreisce ist; J. STRINER hat in
§ 7 seiner Abhandlung Uler cinige neue Bestimmungsarten der Curven
zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven
vom Mirz 1852 (Werke II, S. 462) diesc Ergebnisse, zum Theil ohne
nihere Bestimmung und durchweg ohne Beweis, mitgetheilt. Ich werde
diese Abhandlung weiterhin abkiirzend durch St. 1852 unter Angabe
der p. von Werke Il citieren, denn es wird sich zeigen, dass meine An-
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schauung ihren ganzen Inhalt auf das Einfachste liefert und noch vieles

hinzu zu fiigen gestattet. Jene Curve vierter Ordnung ist nach ihrer

Entstehung der Ort vom Centrum eines Kreises, welcher von einem festen

Kreise diametral und von einem andern unter Winkeln von vorgeschrie-

benem Cosinuswerth geschnitten wird; der doppelt zihlende Kreis aus der

Mitte der Centrale entspricht der Orthogonalitit der letzteren Schnitte; ete.
Sind beide Flachen Kugeln

(x +¢) 4+ y* 4+ 2° =], (x— ) + y’ + 2" =1, 4+ 2r,2c080,
so ist die Projection der Durchdringung, die Ellipse
(r} — 15 — 4ex)® = 41} cos’alr} — (x + ) — y°),

der Ort vom Centrum eines rein imaginiren Kreises, der vom Hauptkreis
der crsten Kugel orthogonal und vom Spurkreis der zweiten unter einem
Winkel von vorgeschriebencm Cosinuswerth geschnitten wird; cte. In
allen Fallen einer ebenen Durchdringung von zwei Fliachen mit derselben
Hauptebene, also fur zwei Kugeln und fiir die Combinationen von zwei
Hyperboloiden mit in der Tafel liegenden Mittelpunkten, entsteht als
ithre Projection die Potenzlinie der Hauptkreise mit den Gleichungen resp.

qer =i —13,  Ar =1, —7],  der =17+ 7}

fur zwei Kugeln wie fur zwei einfache Hyperboloide mit denselben Haupt-
kreisen, fir zwei zweifache Hyperboloide und fir ein einfaches und ein
zweifaches Hyperboloid; sie ist desshalb fur zwei reelle Kreise innerhald
derselben der Ort der Centra der Kreise, dic von ihnen diametral und
ausserhalb der Ort der Centra der Kreise, die von ihnen orthogonal ge-
schnitten werden; fur zwei rein imaginire Kreise der Ort der Centra von
Kreisen, welche sie diametral schneiden, ete. Die Formeln enthalten die
Regeln ihrer Construction.

4. Da die Projectionen der Durchdringungen von Hyperboloiden im
Allgemeinen HKegelschniite sind, so erhalten wir fir diese eine Reihe von
Beziehungen zu Kreissystemen, welche den verschiedenen LErzeugungen als
Durchdringung entsprechend und von dem allgemeinen Fall zu den spe-
ciellen Fallen tbergebend sich wie folgt anssprechen lassen. Ein Kegel-
schnitt ist der Ort der Mittelpunkte von reellen Kreisen in der Tafel,

Acta mathematica. 5. Imprimé 18 Septembre 1884, 43
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welche zwei gegebene feste einzeln oder zusammen reelle oder rein imagi-
nire Kreisc unter Winkeln von resp. vorgeschriebenen Cosinuswerthen
schneiden; von reellen Kreisen, dic von zwei festen Kreisen den cinen or-
thogonal resp. diametral und den andern unter Winkeln von gegebenem
Cosinuswerth schneiden. Er ist ferner, der Beiziehung der Specialformen
Kegel und Ebene entsprechend, der Ort der Mittelpunkte von reellen
Kreisen, die einen festen Kreis bertihren resp. durch einen festen Punkt
gehen und cinen zweiten festen Kreis orthogonal, diametral oder unter
Winkeln von vorgeschricbenem  Cosinus schneiden; von Kreisen, welche
zwei feste Kreise gleichartic resp. ungleichartig bertihren; von Kreisen,
die cinen festen Kreis und eine feste Gerade der Tafel unter gegebenen
Winkeln schneiden; oder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen
festen Kreis berithren und eine Gerade unter gegebenem Winkel schneiden;
oder dic durch cinen festen Punkt gchen resp. einen festen Kreis be-
rithren, einen festen Kreis orthogonal oder diametral durchschneiden
und zugleich eine feste Gerade der Tafel unter vorgeschriebenem Winkel
treffen. Dem Falle von zwel Ebenen entspricht cndlich als Grenzform
der Kegelschnittprojection die gerade Linie, der Ort der Mittelpunkte von
Kreisen, welche zwel feste Gerade, die Spuren jener Ebenen, unter Winkeln
von gegebenemn Cosinuswerth schneiden; und cs ist offenbar, dass diese
Kreise cine lineare Reihe mit dem Schnittpunkt jener Geraden als Durch-
stosspunkt in der Tafel und als gemeinsamen Ahnlichkeitspunkt der
Kreise bilden.

Sewie nun in diesem besonderen Falle durch die Schnittlinie der be-
trachteten 1lbenen unendlich viele andere Ebenen gehen, deren Spuren in
der Tafel, dic Ahnlichkeitsstrahlen der Reihe von Kreisen, samtlich gleich-
winklig schneidende jener Kreise fiir andere Cosinuswerthe sind, so
gchen auch durch die allgemeine Durchdringung von zwei parallelaxigen
gleichseitigen Rotationshyperboloiden unendlich viele solche Flichen, eine
durch jeden Punkt wie dort; alle diese Flichen bilden das Biischel der
dleichseitigen parallelaxigen Rotationshyperboloide, und sein Querschnitt mit
irgend ciner Ebene ist ein Buschel von Kegelschnitten mit zwei im Un-
endlichen und zwei im Endlichen gelegenen Grundpunkten, fir Ebenen
normal zur Richtung seiner Axen inshesondere ein Biischel von Kreisen.
Wir haben eine allgemecine Ligenschaft und einen unterscheidenden Cha-
racter solcher Biischel hervorzuheben, die Existenz einer geraden Linie als
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Ort ihrer Mittelpunkte und dic cigentlichen Kegel unter iliren Fliachen.
Was die crste betrifft, so ist bekanntlich der Ort der Mittelpunkte der
Flachen eines Biischels von Flachen zweiten Grades ecine doppelt ge-
krimmte Curve dritter Ordnung, welche durch die Ecken seines gemcin-
samen Quadrupels harmonischer Pole und Polarebenen hindurchgeht und
daher durch dic Mittelpunkte der zwei nothwendig gegebenen Flachen
des Bischels bestimmt ist.  Aber in unscrem Falle zerfallt die Durch-
dringung in den unendlich fernen geweinsamen Parallelkreis der Hyper-
boloide und ecinen Kegelschnitt i c¢ndlichen Raum; in den unendlich
fernen Punkten, welche beiden gemein sind, haben alle Flachen des
Buischels  dicselben  Tangentialebenen, jene sind Ecken des Quadrupels,
diese die zugehodrigen Polarcbenen, und ihre Schnittlinic ist der eigentliche
Mittelpunktsort der Flichen des DBiischels; diese Mittelpunktsgerade gceht
somit durch den P’ol der unendlich fernen Geraden der Ebene des Durcli-
dringungskegelschnittes in Bezug auf den unendlich fernen Parallelkreis
der Flichen nach dem Mittelpunkte jenes Kegelschnittes und liegt daher
in der Axencbene der gegebenen Flachen. Aus dieser Vertheilung der
Mittelpunkte der Flichen des Biischels folgt, dass jede zur Tafel parallele
Ebene dic Hauptebene fiir cine seiner Flachen ist, deren Spur in der
Tafcl derjenige Kreis seines Spurenbiischels ist, der die Projection ihres
Mittelpunktes zu scinem Mittelpunkte hat.

5. Die zu den erwihnten unendlich fernen Quadrupelecken gehorigen
doppelt projicierenden Kegel der Durchdringung sind degeneriert in die
zugehorigen Strahlenbiischel in der unendlich fernen Ebene und der Ebenc
des Durchdringungskegelschnittes; je nachdem die beiden auf der Mittel-
punktsgeraden im Endlichen liegenden Lcken des Quadrupels recll oder
imaginar sind, werden auch die beiden eigentlichen Kegel unter den
Flachen des Biischels reell existiren oder nicht. Wir unterscheiden dar-
nach Biischel von parallelaxigen gleichseitigen Hyperboloiden mit reellen
Kugeln von solchen olne reclle Kegel.

Sind die Kegel reell, so haben sie in der Verbindungscbene der Axen
je zwei zu diesen unter 45° geneigte Mantellinien, deren endlich entfernte
Schnittpunkte ausser den Kegelspitzen die beiden Punkte des Durchdrin-
gungskegelschnittes in der Axenebene  und somit seine Scheifel sein
miissen. Unsere Kegel werden also nur dann nicht reell scin, wenn es
dicse Scheitel des Kegelschnittes in der Axenebene nicht sind, d. b, wenn
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derselbe cine Hyperbel ist, deren Nebenaxe in der Axenebene und in der
Falllinie ihrer Ebene zur Tafel liegt; und wenn also die Meridiane der
Flichen in der Axenebene ein Bischel paralleler gleichseitiger Hyperbeln
ohne reelle Grundpunkte im Endlichen bilden.

Im Falle reeller eigentlicher Kegel sind diese zugleich die Grenz- und
Ubergangsformen zwischen den einfachen und den zweifachen Hyperboloiden
des Buischels, wie dies die Anschauung des Biischels ihrer Meridiane in
der Axencbenc zeigt. Sind M,, M, die Mittelpunkte der Kegel, so licgen
entweder die Mittelpunkte der cinfachen oder die der zweifachen Hyper-
boloide in der endlichen Strecke M, M, und die der zweifachen resp. ein-
fachen in den beiden unbegrenzten Strecken dieser Geraden ausserhalb
M. M, Weil in dem unendlich fernen Punkte dieser Geraden Mittel-
punkte der zwei in zusammenfallende Ebenenpaare degenerierten doppelt-
projicierenden Cylinder des DBuschels sich befinden, so verschwindet die
zweite Gruppe der zweifachen resp. einfachen Hyperboloide, indem sie
mit diesen ihren Grenzformen durch deren Vereinigung zusammen fallt.
Wenn also die Ebene des Durchdringungskegelschnittes selbst zu den
zweifachen Hyperboloiden gehort, d. h. wenn ihre Tafelneigung kleiner
als 45° und somit der Kegelschnitt eine FEllipse ist, so liegen auf der
Geraden M M, in der endlichen Strecke zwischen diesen Punkten die
Mittelpunkte der einfachen Hyperboloide; wenn aber die Ebene des Kegel-
schuittes cine Tafclneigung grosser als 45° hat, und somit zu den ein-
fachen Hyperboloiden zahlt, der Kegelschnitt also eine Hyperbel mit der
Hauptaxe auf der Falllinic in der Axenebene ist, so liegen in der end-
lichen Strecke M, M, die Mittelpunkte der zweifuchen Hyperboloide.

Wenn die Kegel nicht reell sind, der Durchdringungskegelschnitt
also eine Hyperbel ist und somit seine Ebene zu den einfachen Hyper-
boloiden gehdrt, so besteht das Flachenbuschel aus lauter einfachen Hyper-
boloiden und man sieht zugleich, dass ein Biischel von lauter zweifachen
Hyperboloiden mit einemn reellen Durchdringungskegelschnitt nicht moglich
ist. Der Fall des Kreises und der gleichseitigen Hyperbel als Durch-
dringung schliessen sich dem unmittelbar an. Im Falle der Parabel hat
die Ebene der Durchdringung die Tafelneigung 45° und ist zugleich
der eine der beiden eigentlichen Kegel, so dass nur der letzte noch bleibt;
seine Spitze M zerlegt die durch sie gehende Parallele zur Falllinie der
Parabelebene als Mittelpunktsort in zwei unbegrenzte Theile, in denen
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je die Mittelpunkte der ecinfachen und die der zweifachen Hyperboloide
des Bischels sich befinden.

6. Fur die in § 4 ubersichtlich dargelegte Theorie der Kegelschnitte
aus Kreissystemen ergeben sich damit besonders die folgenden Resultate.
Die Spurkreise der Hyperboloide des Flachenbischels in der zu den Axen
normalen Tafel bilden ein Biischel mit der Spur der Kegelschnittebene
als Potenzlinie und den Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Tafel
als Grundpunkten sowic der Spur der Axenebene als Centrale; einer
unter diesen Kreisen hat den Durchstosspunkt der Mittelpunktsgeraden
des Flachenbuschels in der Tafel zum Mittelpunkt und ist der reelle
oder rein imaginire Hauptkreis des entsprechenden einfachen oder zwei-
fachen Hyperboloids; reell, wenn jener Durchstosspunkt in einer Strecke
der Mittelpunkte cinfacher Hyperboloide liegt, rein imaginir im andern
Falle. Enthalt das Flachenbiischel zwei reelle Kegel, so theilen die Mittel-
punkte O, C, ihrer Spurkreise die Centrale in drei Theile, auf welche
sich die Mittelpunkte der Spurkreise der einfachen und der zweifachen
Hyperboloide nach den vorigen Ermittelungen vertheilen. Die Bildkreise
der Punkte des Kegelschnittes stehen zu diesen Spurkreisen und speciell
zur Potenzlinie ihres Buschels in den in § 4 geschilderten Beziehungen;
sic berithren die Spuren der Kegel gleichartig resp. ungleichartig, sodass
(vergl. § 13 und § 30) die Centra dicser Kreise die Brennpunkte der Ke-
gelschnittprojection sind; sic schneiden jeden andern Kreis des Biischels,
die Potenzlinie cingeschlossen, unter festen Winkeln, einen unter ihnen
orthogonal resp. diametral, namlich den Hauptkreis des Hyperboloids im
Buschel, welches seinen Mittelpunkt in der Tafel hat; und zwar sind die
Schnitte der Bildkreise mit den Spurkreisen einfacher Hyperboloide reell
und mit denen der zweifachen imaginir, letzteres im Sinne von § 2. Fir
die verschiedenen zu den Axen desselben Flachenbiischels normalen Tafel-
ebenen ist die Projection der Durchdringung immer sich selbst congruent,
die Radien der Bildkreise ihrer Punkte verindern sich von der einen
zur anderen um constante Lingen, wie auch die Radien der Kegelspur-
kreise; fur die Kreise des neuen Spurenbiischels der Flichen haben diese
neuen Bildkreise wiederum, aber mit jeweilen anderen Cosinuswerthen die
Qualitat von gleichwinklig schneidenden Kreisen. Immer ist der einem
Spurkreis entsprechende Cosinuswerth der Cotangente des Winkels gleich,
unter dem das zugehorige Hyperboloid von der Tafel geschnitten wird —
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in dem besonderen durch § 2 begrindeten Sinne fur die rein imaginiren
Spurkreise, die nur auftreten, wenn das Flachenbiischel reelle cigentliche
Kegel enthalt. Ist die Durchdringung eine Hyperbel mit der Nebenaxe
in der Axenebene der Flichen, so gehen fur jede Lage der Tafel die
Kreise des Spurenbiischels durch zwei reelle Punkte und die Schnitte der
Bildkreise mit ihnen sind ausnahmslos reell, fiir einen unter ihnen ortho-
gonal. In den ubrigen Fallen trennen die Spurkreise der Kegel im Buschel,
diec von den Bildkreisen bertihrt werden, die Spurkreise mit reellen von
denen mit imaginiren Schnitten. In der Region oder Schicht der Mittel-
punkte der zweifachen Hyperboloide erscheinen dann auch, durch die
der Berithrung der Tafel mit zweifachen Hyperboloiden des Bischels ent-
sprechenden Nullkreise oder Grenzpunkte von den reellen getrennt, rein
imaginare Kreise unter den Spuren.

Die Spuren in den durch die Scheitel der Durchdringung gehenden
Tafelebenen sind insbesondere Biischel berithrender Kreise; im Falle der
parabolischen Durchdringung giebt ez nur eine solche Lage der Tafel,
die die Lagen, denen Spurenbuschel mit Grundpunkten entsprechen, von
denen trennt, welche Spurenbiischel mit Grenzpunkten liefern; in jedem
Spurenbiischel wird ein Kreis und dic Potenzlinic von den Bildkreisen
der Parabelpunkte berithrt, sowie einer orthogonal resp. diametral ge-
schnitten, und der letzten Alternative entsprechend sind die Schnitte der
Bildkreise mit den Spurkreisen durchweg reell resp. imaginar. (*)

Atlgemeine Eigenschaften der Durchdringung und ihrver Projection.

7. Weil in jedem unserer Fliachenbuschel mit reeller Durchdringung
unendlich viele einfache Hyperboloide auftreten, aber nicht stets zwe-
fache Hyperboloide und Kegel, so beginnen wir mit der Untersuchung
der Durchdringung von zwei einfachen Hyperboloiden.

Die Projection derselben auf die Normalebenen zu den Axen ist dic.
Construction eines Kegelschnittes aus zwei reellen Kreisen die ihn doppelt be-

(') Fiar weitere Ausfilbrungen verweise ich auf meine Cyklographie (Licipsig, Teubuer
1882. 263 p. 8° mit 16 lithogr. Tafelo).
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rithren; diese Kreise sind die Projectionen der Kehlkreise &, &, der sich
durchdringenden Hyperboloide, weil in allen Punkten des Kehlkreises die
Tangentialebenen des Hyperboloides normal zur Ebene desselben stehen
(§ 1) und die Tangente des Durchdringungskegelschnittes in jedem seiner
Durchsehnittspunkte P, P’ mit dem Kehlkreis sich zusammenfallend mit
seiner Tangente in demselben Punkte projiciert. Wir sehen damit sogleich
auch, dass die reellen doppelt bertthrenden Kreise sich theilen werden in
solche, welche reell und solche, welche imaginar doppelt berithren; die
Projection der Durchschnittslinie zwischen der Kehlkreisebene und der
libene des Durchdringungskegelschnittes ist die zugehorige Sehne s, resp.
s, der doppelten DBerithrung und ihr Pol S, resp. S, in Bezug auf die
Kehlkreisprojection &, resp. R, projiciert die Schnittpunkte der Paare
von geraden Mantellinien des bezaglichen Hyperboloids, die von jenen
Punkten P und P’ ausgehen. Beriithrt die Sehne s den zugehorigen Kreis,
so ist der Bertthrungspunkt einer der in der Centrale liegenden Scheitel
der Kegelschnittprojection und der Pol § fallt mit ihm zusammen; beide
Beriihrungsstellen zwischen Kreis und Kegelschnitt sind zu einer vier-
punktigen Beriithrung in diesem Scheitel des letzteren zusammengeriickt; offen-
bar bildet diese vierpunktige Berithrung den Ubergang von den reell
doppelten zu den imaginar doppelten Bertthrungen reeller Kreise mit der
Projection des Kegelschnittes. Wenn die in der Axenebene liegenden
Scheitel des Durchdringungskegelschnittes nicht reell sind, also nach § 5
das Flichenbiischel keine eigentlichen Kegel enthalt, so giebt es solche
Ubergange nicht, und alle so entstehenden recllen Kreise bertihren die
Kegelschnittprojection recll doppelt.

Enthilt das Flachenbuischel reelle Kegel, so sind die Projectionen
ihrer Mittelpunkte oder Spitzen die doppelt beriihrenden Kreise vom Radius
Null fur die Projection der Durchdringung; nach der Bedeutung der
Kegelspitzen in der Mittelpunktslinie bilden sie den Ubergang von den
reellen zu den imagindren doppelt beriihrenden Kreisen aus Punkten
derselben Axe, welche in diesem Falle immer die Hauptaxe der Kegel-
schimittprojection ist; sie gehoren selbst zu den reellen Kreisen, welche
imaginir doppelt berithren, und die Sehne dieser Berithrung ist die Pro-
jection der Schnittlinie der Kegelschnittebene mit der durch die betref-
fende Kegelspitze gehenden Normalebene zu den Axen als der Hauptebene
des Kegels.  Wir kommen darauf zurick (§ 30).
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Auf dem einfachen gleichseitigen Rotationshyperboloid gehen durch
jeden Punkt P zwei zur Axe wie zu ihren Normalebenen unter 45° ge-
neigte gerade Mantellinien; sie liegen in der durch ihn gehenden zur Axe
parallelen Ebenen, welche seinen Kehlkreis berithren und sind daher in
den Tangenten an die Kehlkreisprojection £, projiciert, welche von der
Projection von P ausgehen. Die Linge dieser Tangenten von dieser Pro-
jection bis zur Bertthrungsstelle ist der in der Richtung der Axe gemes-
senen Entfernung ¢ des Punktes selbst von der Kehlkreisebene gleich
und verhalt sich daher zur Lange der Mantellinien zwischen dem Punkte
und dem Kehlkreis des Hyperboloids wie 1:y/2. Diese Linge der Mantel-
linien ist also fur alle Punkte eines zur Tafel parallelen Querschnittes oder
Parallelkreises 9, dieselbe; und wenn wir zwei Parallelkreise P, P, des
namlichen Hyperboloides betrachten, so erkennen wir dic Linge seiner
Mantellinien zwischen denselben als constant, namlich das \2-fache der in
der Richtung der Axe gemessenen Distanz d,, jener Ebenen, und die Pro-
jection jener Langen, die dieser Distanz gleich ist, als die auf den Tan-
genten der Kehlkreisprojection § von den Projectionen jener Parallelkreise
B,» P, bestimmte Sehne (Fig. 1); und zwar liegt der Beruhrungspunkt
an der Kehlkreisprojection zwischen den Endpunkten der beziiglichen
Sehnenlange oder nicht, je nachdem der Kehlkreis sclbst innerhalb oder
ausserhalb der durch jene Parallelkreisebene begrenzten Schicht des Raumes
liegt, oder dic Distanz d,, ist in jenem Falle die halbe Summe und in
diesem die halbe Differenz der in den Kreisen P, und §, auf Tangenten
von & gelegenen Sehnen. Insbesonderc ist die Linge einer Kehlkreis-
tangente bis zur Projection des Parallelkreises § die Distanz der LEbene
des letzteren von derjenigen des Kehlkreises.

Betrachten wir nun den Querschnitt eines solchen Hyperboloids mit
einer Ebene, die wir durch ihre Spur in seiner Hauptebene und ihren
Neigungswinkel « gegen diese bestimmt denken, so ist fur jeden seiner
Punkte die Liange der von seiner Projection auf die Hauptebene an den
Kehlkreis gehenden Tangenten seinem Abstand von dieser Ebene gleich;
und da tga das Verhaltniss der Entfernung irgend eines Punktes der
Ebene von der Kehlkreisebene zum Abstand seiner Projection von ihrer
Spur in dieser Ebene ist, so erkennt man fir alle Punkte der Projection
desselben Querschnittes das Verhdltniss der ihnen zukommenden Kehlkreis-
tangentenlingen zu ihren Abstinden von der Spur als comstant; oder die
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Punkte eines Kegelschnittes haben firr einen seiner reellen doppelt be-
rithrenden Kreise Tangentenlingen und von seiner Berithrungssehne Ab-
stainde, deren Verhaltniss fur alle dasselbe ist; insbesondere fur die Parabel
gleich Lins.

8. Wenn zwei cinfache gleichseitigce Rotationshyperboloide von pa-
rallelen Axen, deren Hauptcbenen die Distanz d von einander haben,
einen reellen Kegelschnitt als Durchdringung erzeugen, so ist jeder Punkt
P desselben der Schnittpunkt von zwei Mantellinien der einen mit zwei
Mantellinien der andern Flache, die in der Projection als die 2 Tangen-
ten aus seiner Projection P’ an die Projectionen der Kehlkreise &, &,
erscheinen, und die Langen ¢, ¢, derselben von P’ bis zu den respectiven
Bertthrungspunkten sind nach § 7 zugleich die in der Richtung der Axen
gemessenen Distanzen von P bis zu den Kehlkreisebenen. In Folge
dessen ist fur alle Punkte des Kegelschnittes innerkalb der Schicht zwischen
den Kehlkreisebenen beider Hyperboloide die Summe und fur alle Punkte
desselben ausserhalb dieser Schicht die Differenz jener Tangentenlangen
tyy t, constant, nimlich der Distanz d der Kehlkreisebenen gleich. Und der
Ort eines Punktes, fur welchen die Summe oder der Unterschied der
Langen der von ihm an zwei feste Kreise seiner Ebene gehenden Tangenten
constant bleibt, ist ein Kegelschnitt, der diese beiden Kreise je doppelt
berithrt und dessen eine Axe in ihre Centrale fallt — der erste Haupt-
satz in Sr. 1852 (p. 447), mit dessen Entwickelung sich diese Abhandlung
alsbald ausschliesslich beschaftigt.

Nach dem Schluss von § 7 tritt zu ihin der Satz: Fur alle doppelt
Jedoch nicht umschliessend berithrenden Kreise cines Kegelschnittes aus
Punkten derselben Axe ist das Verhaltniss der Summe oder Differenz der
Langen der Tangenten, die von einem seiner Punkte an sie gehen, zum
Abstand von ihren Berthrungssehnen eine Constante; fur die Parabel
speciell gleich Eins.

Wenn der Durchdringungskegelschnitt die Ebenen beider Kehlkreise
reell durchschneidet, so wird dadurch sein Umfang in drei Theile zerlegt,
von denen die zwei ausserhalb der Schicht der Kehlkreisebenen gelegenen
den dritten in derselben einschliessen; in diesem findet dic constante
Summe, in jenen beiden die constante Differenz statt fur die Langen der
Mantellinien auf der Flache wie fur die der Kreistangenten in der Pro-
jection. In den bezeichneten Durchgangspunkten selbst sind die Liangen

Acta mathematica. 5. Tmiprimé 19 Septembre 1884, 44
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der Mantellinien des einen Hyperboloids gleich Null und die des andern
gleich dyz, wie die Tangenten in der Projection von den Beriihrungs-
punkten des Kegelschnittes mit dem einen Kreis an den andern gleich d
sclbst. Geht der Durchdringungskegelschnitt nur durch den einen der
Kehlkreise reell hindurch, so zerfallt er wie seine Projection dadurch in
zwei Theile, mit constanter Summe in dem einen der Schicht angehorigen
und mit constanter Differenz in dem anderen; schneidet er endlich keinen
von beiden reell, so findet fiir seinen resp. seiner Projection ganzen Um-
fang constante Summe resp. Differenz statt, dyz im Raume, d in der
Projection.

In jedem Falle erhalt man hiernach aus den Projectionen der Kehl-
kreise £,, &, von zwei Hyperboloiden und der Distanz d ihrer Haupt-
ebenen sofort die Ilemente der Doppelberiihrung mit diesen Kreisen fur
die Projection der Durchdringung. Tragt man auf eine Tangente des
Kreises &, und auf eine Tangente des Kreises ®, vom Berithrungspunkte
weg die Lange d ab, so ist der zu & resp. &, concentrische Kreis &,
resp. &,; durch den jeweilen erhaltenen Endpunkt die Projection des
Parallelkreises des ersten resp. des zweiten Hyperboloides, welcher mit
dem Kehlkreis des jeweilen anderen in derselben Ebene liegt. Im Fall
recller Schnitte sind daher die gemeinsamen Punkte von £, &, und die
von §&,, &, die Bertuhrpunkte, und die zugehorigen Tangenten von &
resp. &, die Tangenten der Projection mit diesen Kreisen. Nach der
stereometrischen Bedeutung dieser Kreise erhilt man aber auch im Falle
nicht reellen Schnittes in den Potenzlinien von &, &,, und von &,, &,
die Sehnen s, s, und in ihren Polen §,, S, in &, &, resp. die Pole
der beziglichen Deppelberithrungen. (Vergl. Sr. 1852; p. 452.) Wir
wollen anmerken, dass man die Elemente der Bertthrung mit den Grund-
kreisen fur die Curven vierter Ordnung des § 3 in ahnlicher Weise be-
stimmen kann.

9. Diese Construction erlaubt uns auch, die beiden Kegelschnitte in
der Tafel zu bestimmen, welche einen festen Punkt P enthalten und zwei
gegebene ihn nicht umschliessende reelle Kreise &, &, doppelt berithren.
Zieht man namlich von P die Tangenten von den Langen # und #, an
diese Kreise, so giebt (¢, + ¢,) die Distanz d, der Kehlkreisebenen fir ein
Paar von Hyperboloiden, deren Durchdringungsprojection €; jene Bedin-
gungen so erfullt, dass der Punkt P das Bild cines Punktes dersclben
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zwischen den Kehlkreisebenen ist und ¢, — ¢, (fur ¢, > ¢,) die Distanz d,
fur die Hauptebenen von zwei Hyperboloiden gleicher Bedeutung, fur die
das Original von P ausserhalb jemer Schicht liegt. Nach der vorher
entwickelten Regel erhilt man die Elemente der Doppelberithrungen fir
beide Kegelschnitte &, und &,. Man construiert auch nach den Regeln
der darstellenden Geometrie die Tangenten ¢, und ¢, der beiden Kegel-
schnitte in P als Projectionen der beztiglichen Tangenten der Durch-
dringungen mit den Distanzen d; und d,; man hat nur die Tafelspuren
der Tangentialebenen beider Hyperboloide in dem in P projicierten Punkte
der Durchdringung zu bestimmen und ihren Schnittpunkt, den Durchstoss-
punkt der Tangente der Durchdringung, mit P zu verbinden. Zur Aus-
fiuhrung (Fig. 2) denkt man etwa die Ebene des Kehlkreises &, als Tafcl-
ebene und erhilt die Spur der Tangentialebene des ersten Hyperboloides
als die Berithrungssehne der von P an &, gehenden Tangenten, der Pro-
jectionen seiner Mantellinien durch den Punkt der Durchdringung in
beiden Fallen; die Spur der Tangentialebene des zweiten Hyperboloids
im Original von P ist der Polare von P in &, parallel und geht durch
die Durchstosspunkte der in ihnen projicierten Mantellinien durch jenen
mit der Tafel, die man erhilt, indem man die Tangenten mit dem von
P aus mit der Lange ¢, beschrichenen Kreise schneidet. In Folge desscn
fallen sie und die Tangenten nur fur P auf der einen Kreisperipheric
und far P als eine Richtung zusammen; im ersten Falle ist die Tangente
ohnediess bestimmt, im andern ist sie rechtwinklig auf der Richtung von
P. (Vergl. § 17) Man bemerke noch den Specialfall, wo & und &,
Kreise vom Radius Null sind.

Durch drei Punkte P,, P,, P, und einen doppelt berithrenden Krcis
& werden vier Kegelschnitte bestimmt, die wir als ebene Querschnitte dcs
Hyperboloides mit dem Kehlkreis & sofort construieren konnen. Die Puukte
P; sind die Orthogonalprojectionen von drei Punktpaaren in dieser Fliche,
welche, zu dreien von den Projectionen P,, P,, P, mit einander combinicrt,
vier zur Tafel symmetrische Ebenenpaare bestimmen. Weil jene Punkte
der Flache cyklographisch, durch dic um P, P,, P, beschrichenen zu
R orthogonalen Kreise &, &,, 8, dargestellt werden (Fig. 3), so sind
die vier Verbindungslinien s, ihrer Ahnlichkeitspunkte zu dreien dic
Spuren jener Ebenen und daher auch die Schnen der Doppelberithrung
der vier Kegelschnitte mit dem Kreise . Wir erhalten aberdiess ihre
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Tangenten in den Punkten P;, da ihre Durchstosspunkte in der Ebene
von & die Schnittpunkte ihrer Polaren P; im Kreise & mit den vier Ahn-
lichkeitsaxen der Kreise &, sind. Auch die Specialfille der Construction,
wo P, auf dem Kreise § liegt, &, sich auf diesen Punkt reduciert und
nur zwei Ahnlichkeitsaxen und Kegelschnitte erhalten werden und wo P,
und P, dem Kreise £ angehoren und als cinzige Ahnlichkeitsaxe der
Kreise &, &,, & die Gerade P, P, erhalten wird, sind bemerkenswerth.

10. Die Mantellinien g, !, des ersten und die g,, I, des zweiten
Hyperboloids in einem Punkte P der Durchdringung bestimmen mit
cinander ausser den Tangentialebenen g/, und g, die sich in der Tan-
gente ¢ der Durchdringung schneiden, noch vier Ebenen g1, 9l 9.9,
ll,, deren jede eine Mantellinie des einen mit einer Mantellinie des andern
Hyperboloids verbindet und somit beide Hyperboloide berithrt. Lisst
man P die ganze Durchdringung durchlaufen, so erhilt man durch diese
Construction die Gesammtheit der gemeinsamen Tangentialebenen beider
Flachen; auch liefert jede der gemeinsamen Tangentialebenen beider Flichen,
weil sie dieselben in zwei Paaren von Mantellinien g/, und g,l, schneidet,
vier Punkte der Durchdringung dersclben g,4,, 9,7, 9,9, l.l,, von denen
awei zum endlichen Theil der Durchdringung d. h. zum Kegelschnitt ge-
horen, indess die beiden anderen auf dem unendlich fernen gemeinsamen
Querschnitt der Flachen liegen, weil jene vier Geraden als 45° Linien
auf cinerlei Ebene in Paaren parallel sein missen. Man sagt, die ge-
meinsame Curve und die gemeinsame Developpable beider Flachen liegen
perspectivisch zu einander. Im Allgemeinen gehen durch jeden Punkt des
Raumes vier gemeinsame Tangentialebenen beiden Flachen oder die ge-
meinsame Developpable derselben ist vierter Classe, wie die gemeinsame
Curve vierter Ordnung. Wir betrachten diejenigen, welche die Axenrich-
tung der Flachen enthalten oder zur Tafel normal sind, ihre Berithrungs-
punkte mit den Flachen also in den Kehlkreisen derselben haben und in
den vier gemeinsamen Tangenten der Kehlkreisprojectionen &£, &, pro-
jiciert sind. In einer dieser gemeinsamen Tangenten ¢ sind die zwei
Paare der in der zugehorigen Ebene enthaltenen Mantellinien Gy 9 U5 1,
der Flachen projiciert und sie bilden in jener ein Rechteck aus 45° Linien,
die in Paaren durch die Berithrungspunkte P, P, an den resp. Kehl-
kreisen gehen, welches wir durch Umlegung in die Ebene des Kehlkreises
§, zur Anschauung bringen. Die Mantellinien g , 7, der ersten Fliche sind
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dann dic zur Tangente ¢ in 7T, unter 45° gencigten Geraden und die
Mantellinien g,, I, der zweiten ihre Parallelen durch einen in der Nor-
male zu ¢ in T, um die Distanz d der Kehlkreisebenen von 7, entfernten
Punkt 77 (Fig. 4); die Richtungen der g und der ! sind die in dieser
Ebene liegenden Punkte des gemeinsamen unendlich fernen Querschnittes
der Flachen, die beiden Schnittpunkte P,, von g,l, und P,, von g, dic
zugehorigen Punkte des Durchdringungskegelschnittes und die von ihnen
zur Tangente ¢ gefillten Perpendikel liefern ihre Projectionen P, P, in
dieser. Zieht man durch 7, die Parallele zur Tangente ¢, so wird dicse
von den Senkrechten P, P, und von den zu I, /, parallelen Geraden
durch P, in demselben Punkte Py geschnitten und man hat

d=1T,T = P,P! = P,P,

d. h. die Projection der- Durchdringungscurve bestimmt in jeder der gemein-
samen Tangenten eine Sehme P, P,, welche der zugehirigen Distanz d der
Kehlkreisebenen gleich ist.

Markieren wir ferner in der Centrale C,C, der Kehlkreisprojectioticn
dic Mitte M, so geht die von dort zur Tangente gefallte Senkrechte
sowohl durch die Mitte von P P, als durch die der Geraden PP,
der Spur der Ebene des Durchdringungskegelschnittes in der gemeinsamen
Tangentialebene; in Folge des ersteren ist auch MP, = MP, und zudem
ist dic Mitte von P P, zugleich die Mitte von T,T,, d. h. der Schnitt-
punkt der Tangente mit der Potenzlinie p der Kehlkreisprojectionen. Oder
Jene vier der Distanz d gleichen Sehnen des Kegelschnittes auf den gemein-
samen Tangenten der Kehlkreisprojectionen haben ihre Mitten in der Potenz-
linie der letzteren und ihve vier Endpuwkte fir die dusseren und resp. die
inneren gemeinsamen Tangenten je auf einem Kreis &, der die Mitte M der
Centrale C,C, zum Mittelpunkt hat; die Perpendikel, die man auf ihnen
in ihren Schnittpunkten mit der Potenzlinie errichtet, gehen durch die
Mitte der Centrale; die vier Bertthrungspunkte der ausseren gemeinsamen
Tangenten und wieder die der inneren mit &, &, liegen auf zwei Kreisen
um denselben Punkt M.

Jenes liefert bequeme Mittel zur Construction unscres Kegelschnittes,
dic man bei Sr. 1852; p. 455 f. auch findet. Ihre Umkchrung giebt den
Satz: Jeder Kegelschnitt, welcher zwei feste reclle Kreise nach parallelen
Sehnen doppelt beriihrt, ist die Projection der Durchdringung von zwei
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gleichseitigen einfachen Rotationshyperboloiden mit jenen als Kehlkreis-
projectionen und der gleichen Lange seiner Sehnen in ihren gemeinsamen
Tangenten als Distanz ihrer Kehlkreisebenen. Der Kegelschnitt kann
also die gemeinsamen Tangenten nur berdhren fir d = o und in der
Potenzlinie der Kreise: Die doppelt gezahlte Potenzlinie ist der Kegel-
schnitt, die Projection der Durchdringung (§ 3). Da ferner die #usseren
sowohl wie die inneren gemeinsamen Tangenten £, ¢, der Kreise &, &,
je einen solchen Kegelschnitt bilden, so erhalten wir den Satz: Die Linge
der ausseren gemeinsamen Tangenten zwischen ihren Bertthrungspunkten
ist zugleich die Lange der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen
den #usseren; und die Lange der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen
den Beriithrungspunkten ist die der #usseren zwischen den inneren. (Sr.
1852; p. 450.) Diese Langen sind die Distanzen der Kehlkreisebenen
der Hyperboloide, deren Durchdringungen in Linienpaare zerfallen oder
die sich in einem Punkte der Axenebene berithren; die Paare der ge-
meinsamen Tangenten sind die Projectionen dieser Durchdringungen und
die Ahnlichkeitspunkte & und I die der Berithrungspunkte.

11. Wir erhalten leicht die Bestatigung und einige Erweiterungen
des Vorigen in der frither eingefithrten analytischen Ausdrucksform.
Weil man fiir cinen in rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten in der
Form

(6—a) + (- —r* = o

gegebenen Kreis das Quadrat der Langen der vom Punkte (X, ¥) an
ihn gehenden Tangenten durch dic Substitution von X, Y fur z, y resp.
in die linke Seite erhalt, so ist mit K, und K, als Symbolen furr
X+ ¢4+ Y —# und (X—¢)? 4+ Y*—r; resp. die Gleichung der
Durchdringungsprojection der Hyperboloide

@+ ¢ +y'— 2" —r1i=o, =o' +y'—(+d'—r =0

VK, £ yK, =d oder (K, + K, —d")* = 4K K,
d. i. auch

@' — 2d%(K, + K) + (K, — K,)
Wegen

K, — K, = 4cx + r; — i
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und
K + K, =204+ 9 4 ¢ — (1 + 1)

wird dies
427(4¢° ——d*) — 4d%y* — B8ex(ri —rd) 4 (r} —n3) ' — 2d*(2¢* — 1} —1}) + d*=o,

die auch durch Elimination von z zwischen den Gleichungen der Hyper-
boloide entstehende Gleichung; mit d = ¢y2 driickt sie eine gleichseitige
Hyperbel aus, fur d = 2¢2 einc specielle Ellipse, der wir weiterhin auch
begegnen. Verbindet man nun die Gleichungen fir zwei Distanzen d, d,
in der Symbbdlform durch Subtraction, so erhilt man nach Division mit

(d* — d}) die Gleichung
d* 4 @& — 2(K, + K,) = 0

oder

o ot = el ) — et + @

d. h. die gemeinsamen Punkte von zwei Kegelschnitten welche dieselben festen
Kreise je doppelt berihren, liegen immer auf einem um die Mitte der Cen-
trale dieser Kreise beschriebenen Kreis. (ST. 18523 p. 455.) Und durch
die vier Schnittpunkte eines solchen Kreises mit einem doppelt berithrenden
Kegelschnitt geht stets noch ein zweiter Kegelschnitt, der dieselben Kreise
doppelt berithrt. Insbesondere folgt fur

@ =0=4"—(r,+7) und d =1 =4¢"— (@, —n)

die Gleichung des Kreises
2 4y = c?

oder die Schnittpunkte der #usseren mit den inneren gemeinsamen Tan-
genten liegen auf dem wber der Centrale als Durchmesser beschriebenen
Kreis. (Sr. 1852; p. 450.) Fur d? = 2 und resp. di = ¢ erhalten wir
als Radienquadrate der beiden Kreise, in welchen der der Distanz d ent-
sprechende Kegelschnitt die #usseren und die inneren gemeinsamen Tan-
genten schneidet, die Werthe mit constanter dem geometrischen Mittel der
Radien gleicher Differenz

) G )
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die daher nur gleich werden, wenn ciner der Radien den Werth Null
hat, womit in der That die beiden Paare gemeinsamer Tangenten sich
vereinigen.

12. Wenden wir unserc elementaren Formeln auch auf die Be-
stimmung der Bertihrungselemente in § 8 an, so erhalten wir weitere
Ergebnisse. Die dort benutzten Kreise &, &, und &,, &, haben die
Gleichungen

@+ +y'—ri=0, (@—¢ +y — @+ d°) =o;
=ty —ri=o, Gy ) =
und liefern als Selmen der Doppelberithrungen ihre Potenzlinien
qex = ri — 12 — d?, gex = ri — ol + d*;

d. h. dieselben sind #quidistant von der durch 4cx = #} —rj dargestellten
Potenzlinie der Kreise &, &,, welche auch die von &, &, ist.

Die Beruthrungspunkte selbst oder die Schnitte von &;, &, und von
R,y K, liegen in dem aus der Mitte der Centrale beschricbenen Kreise
R, dessen Gleichung die Summe der Gleichungen von jenen ist und der

somit das Radiusquadrat é(rf + 73 + d°) —¢* hat. Es wird fur d* = £

e

resp. &> = zu ¢’ 4+ rr, und ¢ — 7, und man sieht, dass dic Summe
und Differenz der Radienquadrate der Kreise durch die vier Berithrungs-
punkte der #usseren und die vier der inneren gemeinsamen Tangenten
zweier Kreise gleich der Halfte vom Quadrat ihrer Centraldistanz und
regp. gleich dem doppelten Product ihrer Radien ist.

Jeder Kreis &, welcher um die Mitte der Centrale beschrieben wird,
schneidet die Kreise £ und &, in je zwei Punkten, welche Berithrungs-
punkte desselben sie doppelt berithrenden Kegelschnittes sind. (Sr. 1852;
p- 454.) Ist R sein Radius, so erhalt man die zugehorige Distanz d aus
der Relation d* = 2(R* — ¢*) — (3} + 7;) und man construiert sie, indem
man den mit &, concentrischen Kreis &, beschreibt, der mit § und &
dieselben Schnittpunkte — die Bertthrungspunkte — oder dieselbe Potenz-
linie — Bertthrungssehne — hat als die halbe &, berithrende Sehne des-
selben; ete
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Die Schnen der doppelten Bertthrung an & wund &, haben nach
ihren Ausdriicken die gleichen Abstinde d’:4¢ von der Potenzlinie der
Kreise una somit den Abstand d?:2¢ von einander; da nun die ¢ine der-
selben in der um die Distanz ¢ hoher gelegenen Kehlkreisebene des
zweiten Hyperboloids liegt, so ist d:2¢ die trigonometrische Tangente des
Winkels, den die Ebene des Durchdringungskegelschnittes mit den Axen
der Hyperboloide einschliesst, oder diese ist ein constantes Vielfaches der
Distanz. Die Subtraction der Gleichungen der sich durchdringenden Hy-
perboloide

(x+e+y’—z=9r und @—°+y*'— ¢+ d)?® =1}
fohrt mit

2ct + dz = = (1] — r; — d*)

1
2
als Gleichung der Durchdringungsebene zu demselben Resultat; mit Ver-
legung des Anfangspunktes der Coordinaten in die Potenzlinie wird diese
Gleichung zu

2cr 4 dz = ——éd?.

Aus jener Proportionalitit folgt aber, dass die Spur der Ebene der
Durchdringung in der Axenebene der Flichen eine Parabel umhiillt, welche
in der Umlegung der Axenebenen um die Centrale C,C, in die Tafel
dadurch definiert ist, dass die Centrale ihre Axe und die Potenzlinie p
von &, R, ihre Scheiteltangente ist, indess ihre Directrix und ihr Brenn-
punkt im Abstand ¢ von der Potenzlinie resp. auf der Seite des in der
Tafel und des im Abstand d von ihr cntfernten Kehlkreises liegen; denn
fur d = 2¢ erhalt man die Parabel als Durchdringung, weil dann der
Mittelpunkt der zweiten Fliche im Asymptotenkegel der ersten liegt mit
einerlei Tangentialebenen fir beide Kegel lings der verbindenden Mantel-
linie, oder auch gemass der Gleichung der Durchdringungsprojection in
§ 11, in welcher dann das Glied mit z* verschwindet. Fur jede Distanz
d ist die zweite Tangente dieser Parabel aus dem Punkte der Scheitel-

. I . . .
tangente im Abstande 5@ vom Scheitel die Spur der Durchdringungs-

ebene in der Axenebene; ihr Berithrungspunkt mit der Parabel liegt in

Acta mathematica. 5. Imprimé 4 Octobre 1884, 45

o
o
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der Potenzlinie p, von &, mit &, und die beiden symmetrischen Tan-
genten der Parabel aus den Punkten in _—i—_;d liefern nach der orthogo-

nalen Symmetrie der beziiglichen Hyperboloide &, und &;, als Spuren
der Durchdringungsebene genommen, einerlei Durchdringungsprojection.

13. Wir denken nun zu der Parabel des Vorigen die Meridianhyperbel
des* Hyperboloides & in der Axenebene hinzu, also die gleichseitige Hy-
perbel, welche die in der Centrale liegenden Punkte 4,, B, des Kreises
&, zu Scheiteln hat. Eine Tangente der Parabel schneidet dieselbe im
Allgemeinen in zwei Punkten A4, B, welche so lange sie reell sind die
Hauptaxenscheitel des Durchdringungskegelschnittes bilden (§ 5); die von
ihnen auf die Centrale der Kreise gefallten Perpendikel markieren in
dieser die Scheitel der Projection; wenn jene imaginir sind, so ist die Pro-
jection eine Hyperbel, deren Nebenaxe in der Centrale liegt. Zieht man
durch jene Schnittpunkte 4, B die zu den Axen unter 45° geneigten
Geraden, so schneiden sich diese als in der Axenebene liegende Mantel-
linien der durch die Durchdringung gehenden gleichseitigen Rotationskegel
in zwei Punkten M, M, im Endlichen, die die Mittelpunkte dieser Kegel
sind; auch ist der Schnittpunkt der Geraden AB und M, M, der Mittel-
punkt des Kegelschnittes und das von ihm zur Centrale gefallte Perpen-
dikel liefert in dieser den Mittelpunkt der Projection. Ebenso erhalt man
in den Fusspunkten der von M, und M, zur Centrale erfillten Perpen-
dikel die Bremmpunkte der Projection; denn das allgemeine Gesetz der
constanten Summe oder Differenz der Tangentenlingen zweiex doppelt be-
rithrenden Kreise aus allen Punkten des Kegelschnittes geht in das von
der constanten Summe oder Differenz der Abstinde von jenen Fuss-
punkten tber und gilt resp. fur den ganzen Umfang der elliptischen
oder hyperbolischen Durchdringungsprojection, weil die Doppelberithrun-
gen mit Kreisen vom Radius Null nothwendig imaginar sind; diese Con-
stante, die Distanz d der Kehlkreisebenen, ist der in der Richtung der
Axen gemessene Abstand der Kegelspitzen M,, M, und daher zugleich
der in der Richtung ihrer Normalen gemessene Abstand der Scheitel
4, B, d. h. die Hauptaxe der Durchdringungsprojection. (Vergl. § 9.)
Auch das Verhaltniss der Entfernung eines Punktes von einem Nullkreise
oder Brennpunkt zu seinem Abstand von der zugehérigen Bertthrungs-
sehne oder Directrix d. h. die numerische Excentricitat ist constant, nim-
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lich der Tangente der Winkels a der Durchdringungsebene zur Tafel
gleich, in Ubereinstimmung damit, dass den Fallen a§45° Ellipsen, die
Parabel und Hyperbeln resp. entsprechen. (*)

Fallen die Scheitel 4, B zusammen oder berithrt die Spur der
Durchdringungsebene die Meridianhyperbel von & in der Axenebene, so
vereinigen sich auch die Kegelspitzen M,, M, mit ihnen, die Schicht hat
dic Hohe Null, die Durchdringung wie ihre Projection bestehen aus zwei
zur Axenebene symmetrischen Geraden; jene aus den gemeinsamen Mantel-
linien der beiden Hyperboloide durch den Punkt AB, diese aus dem ent-
sprechenden Paar der gemeinsamen Tangenten der Kreise &, &,, wie
wir aus § 11 schon wissen. Wenn aber die Tangente der Parabel dic
Meridianhyperbel nicht reell trifft, wozu die Berithrung zwischen beiden
den Ubergang bilden wird, so hat das Flachenbischel der beziiglichen
Hyperboloide keine reellen Kegel und die Brennpunkte der Projection
des Durchdringungskegelschnittes liegen mnicht in der Centrale, sondern
in einer Normale zu ihr als ihrer Hauptaxe.

Fuar die Bestimmung der Brennpunkic und Hauptawenscheitel der Durch-
dringungsprojection bieten aber auch die Llemente ilwer Doppelberiihrung
mit den Kreisen in der Tafel &, &, dic ausreichenden Mittel, und nach
der nicht projectivischen Natur der Brennpunkte ist zu erwarten, dass
nur diese in allen Fallen zum Ziele fohren werden. Sind s,, s, die aus
der bekannten Distanz d nach § 8 ermittelten Sehnen der Doppelberiih-
rung mit ® und &, respective und S, S, die zugehorigen Pole der-
selben, so bestimmen die beiden Paare C,, S, und C,, S, die Brennpunkts
involution des Kegelschnittes, d. h. eine Involution, deren Doppelpunkte
die Brennpunkte sind, wahrend ihr Mittelpunkt auch der Mittelpunkt des
Kegelschnittes ist. Zugleich liefern die Doppelpunkte der zweiten Involu-
tion, in welcher den Punkten S, S, die Schnittpunkte der Centrale mit
den Beruihrungssehnen s, s, entsprechen, die in der Centrale liegenden
Scheitel des Kegelschnittes. Die Doppelpunkte beider Involutionen sind
gleichzeitig reell und resp. imaginar. Weil aber die reellen Brennpunkte
des Kegelschnittes die Scheitelpunkte rechtwinkliger Polarinvolutionen in
Bezug auf ihn sind, so erhalt man sic dann, wenn jene Paare sich trennen,
als die reellen Grundpunkte des Biischels von Kreisen, welches uber den

(') Fiir weitere Ausfuhrung vergl. meine Cyklographie, Abschnitt IV,
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Segmenten C,§,, C,8, der Involution als Durchmessern gebildet wird; die
Potenzlinie dieses Biischels ist die Hhuptaxe des Kegelschnittes und in
derselben erhalt man dann auch die Scheitel wieder durch einen Punkt
und die zugehorige Tangente des Kegelschnittes. Im andern Falle sind
die Brennpunkte die Grenzpunkte oder Nullkreise desselben Biischels und
seine Potenzlinie ist die Nebenaxe des Kegelschnittes. (Fig. 5.)

14. Diese Construction bequemt sich leicht unserer elementaren
technung an und wird durch dieselbe dadurch naher bestimmt, dass zu
dem Buschel dieser Kreise stets auch der Alinlichkeitskreis &, von &, und
f, gehort, so dass die reellen Brennpunkte, wenn sie in der Centrale
liegen, mit den Ahnlichkeitspunkten I und F eine harmonische Gruppe
bilden und wenn die Centrale die Nebenaxe ist, auf dem Ahnlichkeits-
kreis &, liegen. Denn fur die gegebenen Kreise &, &, resp. als

@+ +y’ —ri=o0  (@—0¢'+y' —n=o0

sind die ftiber den Durchmessern CS, und C,S, beschriebenen oder den
von jenen resp. mit dem Kreis #” 4+ y* — R’ = o um die Mitte der Cen-
trale bestimmten Buscheln angehorigen Kreise durch C) resp. C, aus-
gedritckt durch

(x* + y*)(c* — R* + 7)) + 2¢x(c* — R*) + ¢*c* — R* — 1)) = o,
(z* + l’/2>(02 — R + T%) —- 20%((;2 —_— _Rg) + 0‘3(02 — R _ 73) — 0o

resp., so dass ihre Potenzlinie und damit der Mittelpunkt des Kegelschnittes
durch die Abscisse
c(ri —r3)

T A —R)+ri+n

€T

bestimmt ist. Dabei ist die Gleichung des Ahnlichkeitskreises, weil sein

Mittelpunkt als Mitte zwischen I und Z die Abscisse c;;-'——:; hat und
17 72

sein Radius 1% ist,
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und man sieht, dass seine Potenzlinie mit jedem der beiden ersten Kreise
dieselbe ist, wie die oben bestimmte dieser Kreise selbst.

Die Gleichung derselben zeigt, dass sie fur ¢ = o und fur 7} = r}
immer mit der Senkrechten in der Mitte der Centrale zusammenfallt;
wie denn die rdumliche Anschauung sofort zeigt, dass die beziiglichen
Durchdringungsprojectionen concentrisch sind; in dieselbe Linie fallt fur
r} = #2 auch der Ahnlichkeitskreis (§ 29), wihrend er fir ¢ = o auf den
gemeinsamen Mittelpunkt reduciert ist. Unsere Anschauung fuhrt aber
zur Umgestaltung des Nenners durch Einfihrung der Distanz d an Stelle
des Radius R; wegen 2R’ =1} + v} + d® — 2¢” (§ 12) wird die Mittel-
punktsabscisse

__o(ri—15)

T4t —d?

und gewahrt eine Bestitigung durch ihren unendlich grossen Werth far
d = 2¢, dem Mittelpunkt der Parabel entsprechend, die dann entsteht; wir
bemerken auch, dass sie fir d > 2¢ stets negativ und fur unendlich
grosses d Null wird. Natirlich erhalt man fiur d = o die Abscisse der
Potenzlinie wieder, und fir d® = # resp. d’ = f! die Abscissen der beiden
AhnlichkeitsPunkte I und E von &, und K,, namlich resp.

"%

r, F 7
und c¢21—2.
T +Tz r,— T,

Nach dem hier entwickelten Zusammenhange erhalt man nun immer
die Bremnpunkte aus dem Mittelpunkt mittelst des Ahnlichkeitskreises. Be-
schreibt man um jenen den Kreis, welcher den Ahnlichkeitskreis ortho-
gonal durchschneidet, so trifft dieser die Centrale in den zugehorigen
Brennpunkten und sein Radius ist die lineare FExcentricitit des Kegel-
schnittes. FEs ist die Construction des gemeinsamen Paares von zwei In-
volutionen, namlich des zu einem gegebenen Punkte symmetrischen Paares
in einer durch ihre Doppelpunkte gegebenen Involution. Liegt der Mittel-
punkt aber in der endlichen Strecke zwischen den Ahnlichkeitspunkten,
so wird jener Orthogonalkreis rein imaginir und sein reeller Vertreter ist
der vom Ahnlichkeitskreis diametral geschnittene Kreis, den man um ihn
mit der kleinsten halben Sehne des Ahnlichkeitskreises beschreiben kann;
die Schnittpunkte beider sind nun die reellen Brennpunkte des Kegel-
schnittes. Fir die Parabel und den Mittelpunkt iin Unendlichen wird der
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Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises zu dem im Endlichen gelegenen Brenn-
punkt; fur diesen als Mittelpunkt des Kegelschnittes werden dic End-
punkte des zur «Centrale normalen Durchmessers des Ahnlichkeitskreises
die Brennpunkte des Kegelschnittes, der uunter jenen die grosste lineare
Excentricitat hat und fur den das Distanzquadrat

P
= T — 4C
i+ 7

2

ist. Man bestimmt offenbar auch immer aus einem Brennpunkt den anderen:
als den andern Endpunkt der durch ihn gehenden zur Centrale normalen
Sehne im Ahnlichkeitskreis, wenn er in diesem liegt, und als den ihm
conjugiert harmonischen in Bezug auf die Ahnlichkeitspunkte, wenn in
der Centrale. In jedem Falle ist das Product der Abstinde der Brenn-
punkte eines Kegelschwittes vom Mittelpunkt des Alnlichkeitskreises constant,
ndmlich dem Quadrate seines Radius gleich. (St. 1852; p. 453.) Necue
Hulfsmittel fur die Bestimmung der Halbaxenlangen im Anschluss an
das Vorige begegnen noch weiterhin.

15. Aber der Ahnlichkeitskreis hat zu den im Vorigen erdrterten
Constructionen noch cine andere Bezichung, welche wieder zu merkwir-
digen Resultaten fithrt. Weil die Ahnlichkeitspunkte 1, E zweier Kreise
ihre Centraldistanz C,C, innerlich und #usserlich nach dem Verhaltniss
ihrer Radien # :7, theilen, so sind die von einem Punkte P nach ihnen
gehenden Geraden PI, PE die Halbierungslinien fur die Winkel derjenigen
Geraden PC,, PC,, die denselben mit den Mittelpunkten der Kreise ver-
binden. In Folge dessen sind die Entfernungen des Punktes von diesen
PC, und PC, gleichfalls diesen Radien # :r, proportional; und wenn von
dem Punkte aus an beide Kreise reelle Tangenten PT), PTy und PT,, PTy
von den resp. Langen ¢ und ¢, gezogen werden konnen, was immer_gleich-
zeitig stattfindet oder nicht, so ist der Winkel 77 PTy zwischen den Tan-
genten des einen Kreises dem Winkel T, PT; zwischen den Tangenten des
andern Kreises gleich, weil die beziiglichen rechtwinkligen Dreiecke aus
Radien und Tangenten mit ihren Halften #hnlich sind. Ziehen wir dann
(Fig. 6) die Gerade 1,7, (oder ebenso T;T,, T\T;, I} T,) zwischen den
Bertthrungspunkten von zwei Tangenten beider Kreise, so schneidet dieselbe
jeden von ihmen noch in einem Punkte U,, U, resp. und far ¥, als Mitte

1
der Sehme I,U, = 25, und V, als die Mitte der Sehne T,U, = 2s,,

H
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sowie O als Fusspunkt des von P auf 1|7, gefallten Perpendikels und
mit Einzeichnung der Radien C, V, und C,V, hat man wegen der Gleichheit

der Winkel PT,0 und 1,C,V,, PT,0 und T,C,7V,

s—:izt“’:% oder 8§ =s

. i 1 23
T Ty t,

d. h, die Sehnen beider Kreise auf der Verbindungslinie der Beriihrungspunkte des
einen und des andern mit Tangenten aus einem Punkte ihres Ahnlichkeitskreises
sind gleich lang. Und zwar verlaufen bel zweien der vier durch die vorige
Construction erhaltenen Sehnen 7,7, und 777, die endlichen Strecken
dieser Sehnen T, U, und 7,U, in entgegengesetztem Sinn, sodass die Mitte
der Strecke 7,T, zugleich die Mitte der Strecke U, U, ist; bei den zwei
anderen 1,7;, T/T, aber in gleichem Sinne, sodass die Mitte z. B. von
T,U; auch die von T, U} ist. Es ist evident, dass das aus der Mitte M
der Centrale beider Kreise zu den bezuglichen Geraden T\ T,, 1)T; resp.
gefillte Perpendikel stets durch diesen Mittelpunkt der Segmente in ihr
hindurchgeht und dass in Folge dessen fur die Geraden der ersten Art
MT, = MT, und fir dic der zweiten Art M7, = MUY ist, sodass die be-
trachteten Punkte 7, und 7,, 77 und 7} etc. in concentrischen Kreisen aus
der Mitte der Centrale liegen und somit auch die Perpendikelfusspunkte
aus M auf die Geraden T\T,, T,T,, T'7T,, Ty T, als Punkte gleicher Tan-
gentenlingen in der Potenzlinie p der Kreise. Die von einem Punkte P
des Ahnlichkeitskreises ausgehenden Tangenten geben vier Gerade 1,7,U, U,,
T, 17,0007, 1YT,U U, Ty T;U;U, und cs liegen auf Kreisen um M die
Punktegruppen 7, 7,, U}, Uj; Ty, 1), U}, U); Uy, Uy Uj, U;. Sowie
nun die Tangenten in 7%, 7,; 77,7, durch den angenommenen Punkt P
des AhnlichkeitskTeises gehen, so gehen wieder die in U}, U], U, U,
sodann die in den Tripeln 7%, U,, U}; T,, U, U}; T;, U}, U, und
T;, U7, U, endlich die in den Paaren U, U, und U;, U, je durch
cinen Punkt des Ahnlichkeitskreises; die Sehnen 7.0, 70U}, T,UL, T3 U
sind gleich lang; ebenso 7\U;, 7,U, und wieder 77U}, 7,U;.

Dies liefert die Satze von den Wechselsehnen und Wechselschnitten
bei St. 1852; p. 455. Denn Wechselsehnen sind die Verbindungslinien
der Schuittpunkte des Kreises £ und des Kreises £, mit irgend einem
Kreis aus der Mitte der Centrale, Wechselschnitte die Schnittpunkte der
zugehorigen Tangenten von & und &,. Der Ort der Wechselschnitte ist
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der Ahnlichkeitskreis; die Wechselsehnen sind gleich lang und wmhillen nach
der angegebenen Beziehung zur Potenzlinie und zur Mitte der Centrale eine
Parabel, mit der Potenzlinie als Scheiteltangente und der Mitte der Centrale
als Brennpunkt — die gemeinsamen Tangenten der Kreise gehoren zu ihnen
als von der gleichen Lange Null, die Potenzlinie und die unendlich ferne
Gerade als Trager der gemeinsamen Sehnen beider Kreise.

Im Sinne unserer raumlichen Anschauung sind die Punkte 77, 7, Uy, U,
der Kreise ®,, &, die Projectionen der Durchginge des Kegelschnittes
durch die Kehlkreisebenen der sich durchdringenden Hyperboloide; die
zugehorigen Tangenten dieser Kreise sind die Projectionen der Paare durch
dieselben gehender Mantellinien und die Tafelspuren der ihnen entsprechen-
den Tangentialebenen. Die Durchschnittslinien dieser Tangentialebenen
des einen and des andern Hyperboloids projicieren sich in den Punkten
des Ahnlichkeitskreises oder derselbe ist der Ort der scheinbaren Durch-
schnittspunkte der bezeichneten Mantellinien der Hyperboloide. Man kann
dieses weiter ausfuhren, aber eine andere, nicht minder darstellendgeome-
trische Richtung der Untersuchung (vergl. § 39) scheint nattrlicher auf
die Gruppe von Eigenschaften zu fuhren, von welcher hier ein sehr speci-
eller Fall erschienen ist. Fur diese sei auf den 2. Bd. meiner Darstel-
lende Geometrie ete. 3. Aufl. §§ 25, 27 verwiesen.

Die Durchdringungen bei festen Hauptkreisprojectionen und
verdnderlicher Distanz.

16. Schon frither ist vielfach das Interesse hervorgetreten, welches
die Betrachtung aller Durchdringungsprojectionen bei festen Kehlkreisen und
verdnderlicher Distanz der Kehlkreisebenen haben miisste, und mit den
letzten Entwickelungen sind wir bestimmt auf diese Erdrterung gewiesen,
da dieselben alle diese Kegelschnitte zu einem System verbinden, welches
dieselben Wechselschnitte, die Punkte des Ahnlichkeitskreises von & und
&,, und dieselben Wechselsehnen hat, die Tangenten der Patabel in der
Schaar derselben Kreise. Dieselben bilden eine Gruppe in der Gesammt-
heit der Kegelschnitte, welche diesc Kreise doppelt berithren, und der
Uberblick tiber diese ist die nothwendige Vorbereitung fur die Erkentniss
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des Gesammtsystems. Wir beginnen mit dem Falle recller ausser einander
liegender Kehlkreisprojectionen, der auch bisher meist vorausgesetzt worden
ist, ohne. dass dies tiberall nothig war.

Wir nehmen (Fig. 7) zwei reelle Kreise &, &, mit den Mittelpunkten
C,, C, von der Distanz 2¢ und den Durchmesserendpunkten in der Centrale
A4, B, und A4,, B, an, welche wir in dieser Ordnung im Sinne der Be-
wegung von C| nach C, tber 2¢ folgend denken, setzen auch &, als den
grosseren der Kreise und als fest in der Tafel voraus, wihrend wir das
Hyperboloid von der Kehlkreisprojection &, vom Zusammenfallen auch
seiner Kehlkreisebene mit der Tafel aus sich so bewegen lassen, dass die
Distanz d nach einander alle positiven Werthe von Null bis Unendlich
erhilt. Wir wissen, dass die Spuren der Durchdringungsebenen in der
Umlegung der Axencbene der Flachen die Tangenten einer Parabel sind,
welche die Centrale der Kreise zur Axe und ihre Potenzlinie zur Scheitel-
tangente, sowie die der Distanz 2¢ entsprechende Spur der Parabelebene
zur 45° Tangente hat. Die Kreise &, und &, (§ 8) fur d = 2¢ liefern
durch ihre Schnittpunkte mit & resp. &, die in unserem Falle stets
reellen Bertihrungspunkte P, P} und P,, P; hebst Tangenten der Parabel-
projection mit diesen Kreisen; wir kennen ihren Brennpunkt als den Mittel-
punkt des Ahnlichkeitskreises von £, &, und erhalten den Scheitel als
Fusspunkt des Perpendikels zur Centrale, welches durch den Fusspunkt
des Perpendikels vom Brennpunkt auf eine jener Tangenten geht.

Weil nun die Durchdringungsebenen fur alle Distanzen zwichen Null
und 2¢, als den Parabeltangenten im Ubergang von der im Scheitel zur
45° Tangente entsprechend, mit der Tafel Winkel a von mehr als 45°
einschliessen, so entspringen aus ihnen hyperbolische Durchdringungen mit
ebensolchen Projectionen; wihrend alle Werthe der Distanz, welche 2c
tibersteigen, wegen a < 45° elliptische Durchdringungen und Projectionen
liefern, bis fur d = co die Durchdringungs-Ebene und Projection der Tafel
parallel und zum unendlich grossen Areise um den Mittelpunkt der Centrale
werden (§ 14), der aber die Centra C,, C, als die zu ihm symme-
trischen und zu den Ahnlichkeitspunkten I, I von &, &, harmonisch
conjugierten zu Brennpunkten hat. (Siehe Str. 1852; p. 453.) In der
That ergeben sich dieselben unmittelbar aus der stereometrischen Con-
struction in § 13 als die Kegelspitzen durch die Durchdringung, wenn
die Scheitel 4, B derselben die unendlich fernen Punkte der Meridian-
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hyperbeln sind. Und man erhilt die Relation: Der Kreis ttber der Cen-
trale als Durchmesser ist orthogonal zum Ahnlichkeitskreis der Kreise.
Ferner ist nach § 13 offenbar, dass unter den Hyperbeln des Systems die
beiden Paare der gemeinsamen Tangenten von & und &, als die degenerierten
erscheinen, den Distanzen d gleich

b = \J4c* —(r, + 7,)" und ¢, = \/46’!“_(7'1 — 1)’

entsprechend, die in I und Z resp. normal zur Centrale abgetragen aunf
dem Meridian des ruhenden Hyperboloides in der Axenebene die beiden
Beriihrungsstellen mit Meridianlagen des bewegten Hyperboloides &, be-
zeichnen, fur welche die gemeinsamen Tangenten die Parabel der Spuren
(§ 12) berithren; daraus aber folgt, dass die zwischen denselben liegenden
Parabeltangenten jene Meridianhyperbel nicht treffen und als Spuren
zu hyperbolischen Durchdringungen Anlass geben, durch welche keine
reellen Kegel gehen (§ 5) und deren Projectionen ihre reellen Brennpunkte
im Ahnlichkeitskreis haben (§ 14), wihrend die Centrale ihre Nebenaxe
ist und ihre Mittelpunkte in der endlichen Strecke zwischen E und I
gelegen sind.

Wenn hiernach die Intervalle der Distanzwerthe von Null bis 4, von
¢, bis ¢, und von ¢, bis 2¢ die Folge der hyperbolischen Durchdringungs-
projectionen in drei Gruppen sondern, die den durch die Parabel bei d = 2¢
von ihnen getrennten Ellipsen als einer zweiten Hauptgruppe gegeniiber-
stehen, so entspringt eine Gliederung innerhalb beider Gruppen durch die
Beriicksichtigung  derjenigen Kegelschnitte des Systems der Projectionen,
welche den einen oder andern der Kreise R, &, in einem Scheitel vierpunktig
berihren (§ 7), d. h. der Durchdringungskegelschnitte, bei denen die Durch-
gangspunkte durch eine der Kehlkreisebenen der sich durchdringenden
Flachen in einem Endpunkte des in der Axenebene liegenden Kehlkreis-
durchmessers vereinigt sind. Sie entsprechen nach § 8 denjenigen Distanzen
d, fur die zwischen den Kreisen &, und &,, oder zwischen &, und &,, Berith-
rung stattfindet, sodass dic besiiglichen ®,, die aus C, durch 4, resp. B, und
die 8, die aus C, durch 4, resp. B, beschricbenen Kreise sind, wahrend
die entsprechenden Distanzen die Langen der von 4, und B, an &, und
der von 4, und B, an R, gehenden Tangenten a,, b, a,, b, sind. Die
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Quadrate dieser Distanzen, nach wachsender Grosse b, a,, b,, a, geordnet,
sind daher resp. (Siehe St. 1852, p. 450 f.)

(20 — TI)? - 7'3) (20 - "‘2)2 - "I'.i)', (20 + /"2)2 - fi; (20 + ')"1>2 - rﬁj,

wie man diess auch durch Einsetzen von # = —c¢ + 7, x=c ¥ r, in
die Gleichungen der Sehnen der doppelten Beriihrung in § 12 bestatigt.
Aus der Relation 2¢ > r, 4 r,, die der ausschlicssenden Lage der Kreise
entspricht, sieht man dann, dass dic beiden ersten Quadrate kleiner sind
als #7 und die beiden letzten nicht nur grosser als £ sondern auch grosser
als (2¢)®. Man sicht daraus, dass von den vier in Rede stchenden Kegel-
schnitten der Tafel zwei, namlich dic in B, und 4, resp. & und &,
bertthrenden, zu den Hyperbeln der ersten Gruppe (Distanzen o bis ¢) und
die beiden anderen in B, und 4, an &, resp. & berithrenden zu den
Ellipsen gehoren. Damit erhalten wir folgende Ubersicht des ganzen
Systems.

17. Die erste Gruppe der Hyperbeln d = o bis d == ¢;,, welche ihre
Scheitel und Brennpunkte in der Centrale haben, beginnt, von der doppelt
zihlenden Potenzlinie der Kreise ausgehend, mit Hyperbeln von sehr
stumpfen Asymptotenwinkeln, welche beide Kreise imaginar doppelt be-
rithren; mit der Distanz b, tritt mit vierpunktiger Berithrung in B, an
&, die reelle Doppelberithrung an £ cin, bei welcher mit wachsender
Distanz die Berithrungspunkte von B, weg aus einander riicken, wihrend
die Doppelberithrung an &, noch imaginir bleibt bis sie auch da bei
der Distanz @, mit vierpunktiger Berithrung in 4, reell zu sein beginnt;
fur die Distanzen zwischen a, und ¢ haben die Hyperbeln reclle Doppel-
bertthrungen mit beiden Kreisen, indem nun auch diec Berithrungspunkte
von A, aus auf §, sich von einander entfernen — sie riicken hier wie die
auf dem Kreise @ vor bis zu den Berihrungspunkten der inneren ge-
meinsamen Tangenten. Die Mittelpunkte dieser Gruppe liegen in der
Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie bis zum inneren Ahnlichkeitspunkt
I, ibre linearen Excentricititen nehmen von der Anfangs- zur Ind-Lage
ab, vom Halbmesser des zum Ahnlichkeitskreis orthogonalen Kreises aus
dem Fusspunkt der Potenzlinie bis zu Null fur die inneren gemeinsamen
Tangenten.

Den Distanzen zwischen ¢, und ¢, entsprechen die Hyperbeln mit der



364 Wilh. Fiedler.

Nebenaxe in der Centrale; durch die Degenerationsform der inneren ge-
meinsamen Tangenten hindurch ist die Curve aus den Winkeln der
Asymptoten, in denen die Centrale liegt, in die Nebenwinkel derselben
ibergegangen. Die Bertthrungen mit beiden Kreisen sind reell doppelt
und die Berithrungspunkte riicken auf denselben vor von den Bertihrungs-
stellen der inneren bis zu denen der #usseren gemeinsamen Tangenten.
Der Mittelpunkt bewegt sich vom inneren bis zum susseren Ahnlichkeits-
punkt und die Brennpunkte durchlaufen den Ahnlichkeitskreis, wobei die
lineare Lxcentricitat zuerst von Null bis zum Radius dieses Kreises wachst,
um dann wieder bis Null in E abzunehmen. Mit dem Durchgang durch
die zweite Degenerationsform der ausseren gemeinsamen Tangenten bei d =1,
treten die Hyperbeln wieder in die Winkelflichen der Asymptoten, in
welchen die Centrale liegt, und ihre Scheitel und Brennpunkte fallen
wieder in diese Gerade: Denn die Spur der Durchdringungscvene in
der Ebene der Axen schneidet die Meridianhyperbel von &, wieder in
reellen Punkten und die Mittelpunkte der durch die Curve gehenden
eigentlichen Kegel sind reell. Die doppelte Berithrung mit beiden Kreisen
bleibt reell und die Berithrungspunkte riicken auf denselben von denen
der aussern gemcinsamen Tangenten bis zu denen der Parabel fir d= 2¢c
vor; aber der im Durchgang durch die Degenerationsform ¢, stattfindende
Wechsel der Lage hat auch bewirkt, dass nun der namliche Ast jeder
Hyperbel beide Kreise reell doppelt berithrend umschliesst, wie diess auch
die Parabel thut, wihrend in der vorigen Gruppe jeder Ast beide Kreise
ausschliessend berithrt, sodass von den Punkten derselben reelle Tangenten
an die Hyperbeln gehen und in der ersten Gruppe die umschliessenden
Doppelberithrungen am einen Kreise dem einen Ast und die am andern
dem andern Ast der Curve angehoren.

Die Mittelpunkte der dritten Gruppe riicken von X aus in dem Sinne
der vorigen Bewegung bis in’s Unendliche und die linearen Excentricititen
durchlaufen gleichzeitig alle Werthe von Null bis Unendlich.

Die Hauptgruppe der Ellipsen sodann lasst sich folgendermassen cha-
rakterisicren: Alle Ellipsen umschliessen beide Kreise, sie zuerst beide
auch reell doppelt beriihrend, indem die Bertibrungspunkte von denen
der Parabel aus gegen den Durchmesserendpunkt A4, resp. B, fortriicken;
mit d = b, vereinigen sich die Berithrungspunkte am kleinen Kreis in
B, und von da bis zur Distanz a, wird nur der grosscre Kreis noch reell,
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zuletzt in A4, vierpunktig, der kleinere aber imaginir doppelt bertihrt;
filr noch weiter wachsende Distanz wird auch die Berithrung mit &,
imaginir, alle folgenden Ellipsen berithren wie der unendlich grosse Kreis
aus der Mitte der Centrale — als dem Centrum des concentrischen Kreis-
systems durch die Bertthrungspunkte — mit den Brennpunkten C,, C,,
imaginiar doppelt. (Vergl. Sr. 1852; p. 450—452(").)

Die Mittelpunkte dieser Ellipsen riicken auf der Seite des Kreises
&, aus dem Unendlichen in der Centrale bis zur Mitte M derselben
heran; in der endlichen Strecke von da bis zum Fusspunkt der Potenz-
linie liegen nur Mittelpunkte imaginarer doppelt berithrender Kegelschnitte;
es giebt auch keine reellen Werthe von d, welche ihnen entsprechen, wohl
aber zeigt der Werth der Mittelpunktsabscisse in § 14, dass sie fur die
negativen Werthe von d* zwischen co und o erhalten werden und wir
werden den Sinn davon weiterhin erkennen (§ 18 f). Die linearen Ex-
centricititen nehmen ab von der unendlich grossen der Parabel bis zu der
des unendlich grossen Kreises, die gleich ¢ ist. Die entsprechenden ele-
mentaren Rechnungen sind leicht anzustellen und auch nicht ohne Interesse:
Fur die vier vierpunktig beribrenden Kegelschnitte des Gesammtsystems
bilden die reciproken Werthe der Mittelpunktsabscissen die Summe Null; ete.

18. Wir denken nun unter Festhaltung der iibrigen Bestimmungen
von vorher die reellen Kreise &, &, durch Bewegung von C, gegen (|
hin einander naher riickend, wodurch die Asymptotenwinkel der ersten
Hyperbelgruppe von § 17 zwischen immer engere Grenzen eingeschrankt
werden, etc., und verweilen bei dem Grenzfalle, wo sich jene Kreise aus-
schliessend beriihren und somit die Punkte B, und 4, zusammenfallen. Die
innern gemeinsamen Tangenten sind nun mit der Potenzlinie der Kreise
vereinigt, der Spielraum des Asymptotenwinkels fir die erste Hyperbel-
gruppe ist verschwunden: Die Potenzlinie ist die Projection des Durch-
dringungskegelschnittes fir d = o und den gemeinsamen Mantellinien der
Hyperboloide in dieser Berithrungslage d = #, entsprechend; ihre Scheitel
und Brennpunkte fallen mit den Mittelpunkten der Kegel des Biischels
zusammen; auch die in 4, an &, und resp. in B, an & vierpunktig

(") Dazu die Aomerkung, dass sich hier p. 452 der Werke II ein stdrender Druck-
fehler eingeschlichen hat, den der Originaldruck nicht enthilt; vor Anfang der vierten Zeile
sind die Worte ausgefallen »darnach berithrt die E*® nur noch den Kreis A* reell doppelt,
bis { = v wird, wo sie ihn in U vierpunktig beriihrt und zum Kriimmungskreise haty.
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bertthrenden Kegelschnitte des Buschels sind hier vereinigt. Das System
der Durchdringungsprojectionen beginnt mit den Hyperbeln, welche die
Centrale zur Nebenaxe haben, deren Brennpunkte den Ahnlichkeitskreis
erfullen und bei denen jeder Ast beide Kreise reell bertthrt. Ihre li-
neacen Excentricititen wachsen von Null bis zum Radius des Ahnlich-
keitskreises und nehmen wieder bis auf Null ab mit der Grenz- und
Degenerationsform der #usseren gemcinsamen Tangenten. Es folgen die
Hyperbeln, bei denen der namliche Ast beide Kreige reell doppelt berithrt,
bis mit d = 2¢ = », + r, die Parabel; sodann fir weiter wachsende d
die Reihe der Ellipsen, in welcher fur gr,(r, 4+ r,) und 47 (r, 4 r,) als
Werthe des Distanzquadrates die bei B, mit £, und resp. die bei 4, mit
R, sich vierpunktig berithrenden hervortreten; etc.

Riickt nun der Mittelpunkt C, noch weiter gegen C, hin, so schneiden
einander die Kreise ®, und &, in zwei reellen Punkten (Fig. 8), deren
Verbindungslinie die Potenzlinie ist, wahrend der innere Ahnlichkeits-
punkt I nun gegen den Mittelpunkt des grosseren Kreises hin iiber sie
hinttbergeriickt ist und die Lingen der inneren gemeinsamen Tangenten
imaginir oder ihre Quadrate negativ geworden sind; eben dies fithrt zu
neuen Ergebnissen gemiss der friher (§ 1) begriindeten Bedeutung dieses
Uberganges. Wir tberblicken zuerst die Durchdringungsprojectionen fur
die reellen Distanzen der Kehlkreisecbenen.

Dieselben gehen aus von dem ausserhalb der Kreise §, und &, ge-
legenen Theil ihrer Potenzlinie, welcher die Projection der Durchdring-
ungshyperbel der Hyperboloide bei vereinigten Kehlkreisebenen ist und
die constante Differenz der Tangentenlingen Null hat. Mit von Null aus
reell wachsenden Distanzen bis zu d = ¢, erhalt man Hyperbeln der
zweiten Gruppe, von denen jeder Ast beide Kreise reell bertthrt und die
ihre Brennpunkte in dem ausserhalb beider Kreise gelegenen Theil ihres
Ahnlichkeitskreises, ihre Mittelpunkte in der Strecke vom Fusspunkt der
Potenzlinie in der Centrale bis zum #usseren Ahnlichkeitspunkt haben.
Ihnen folgt fur d ==¢, das Paar der gemeinsamen Tangenten, dann die
Hyperbeln, welche mit einem Aste beide Kreise reell doppelt berithren,
begrenzt durch die Parabel des Systems, endlich die Ellipsen mit den
bei B, an & und resp. bei 4, an & vierpunktig berithrenden wie vorher.
Der Mittelpunkt hat die unendliche Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie
bis zur Mitte der Centrale durchlaufen; aber die Strecke von jenem bis
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zum innern Ahnlichkeitspunkt ist nicht von Mittelpunkten von Durch-
dringungsprojectionen fiir reelle Distanzen erfullt, und der im Innern
der Grundkreise liegende Bogen des Ahnlichkeitskreises enthalt keine
Brennpunkte von solchen; wihrend doch Kreise aus der Mitte der Centrale,
deren Radien den Werth (r, — ¢) ubertreffen, ohne den Werth

Vi +m—c

zu erreichen, mit welchem ein solcher Kreis durch die Schnittpunkte der
Grundkreise geht, beide Kreise in Punkten schneiden, welche Bertthrungs-
punkte mit Kegelschnitten des Systems sein sollten, und durch zu den von
der planimetrischen Anschauung geforderten Ellipsen innerhalb der von
beiden Kreisen umschlossenen Linsenfliche gehi’)i-en konnten, ohne doch
im Sinne unserer stereometrischen Anschauung als Durchdringungsbilder
von Hyperboloiden mit reeller Distanz der Kehlkreisebenen erhalten werden
zu konnen. Aber eben dadurch, dass sie nur aus nicht reellen Distanzen
zwischen o und ¢ entspringen konnen, liefert unsere Grundanschauung
sofort ihre reelle Construction. Denn wir wissen aus der einleitenden
Ubersicht von der Methode der Cyklographie, dass mit dem Ubergang
von reellen zu imaginaren Distanzen von der Tafel — d wie # — durch
den Wechsel des Vorzeichens der Quadrate und Producte von z und d
die einfachen Hyperboloide in reelle Kugeln ibergehen, deren Punkte
dargestellt sind durch Kreise, die von einem reellen festen Kreis, dem
Hauptkreis der Kugel, im Durchmesser geschnitten werden, sobald jener
in der Tafel liegt, oder fur deren Projectionen die kiirzeste durch sie
gehende Halbsehne in diesem Kreis die Hohe des Originals tiber der Ebene
desselben angiebt. Desshalb muss fur alle Punkte der Projection eines
ebenen Querschnittes der Kugel das Verhaltniss der durch sie gehenden
kirzesten Halbsehnen der Hauptkreisprojection zu ihrem Abstand von
der Projection der beziiglichen Spur der Ebene constant, namlich der tri-
gonometrischen Tangente des Winkels der Ebene zur Tafel gleich sein.
(Vergl. § 7) Und in Folge dessen gilt auch fur die Punkte der Pro-
jection der Durchdringung von zwei solchen Kugeln das Gesetz, dass die
Summe oder Differenz der zugehdrigen Kiirzesten Halbsehnen der entsprechen-
den Hauptkreisprojectionen constant, ndmlich der Distanz der Hauptkreis-
ebenen gleich ist; sowie sie auch zum Abstand der Spuren der Durchdring-
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ungsebene in der Projection d. h. der Sehnen der doppelten Beriihrung der
Durchdringungsprojection mit den Hauptkreisen in demselben constanten Ver-
haltniss tga steht.

19. In der That ist fur — 2? als das Quadrat der halben kleinsten
Sehne durch den Punkt (z, %) innerhalb des Kreises vom Radius r um
den Mittelpunkt (a, f)

(x—a>2+(_’1/—‘3)7—9"=_z?;

die Definition der Potenz umfasst diesen sowie den vorher betrachteten
Fall oder geht fur einen inneren Punkt naturgemiiss in die jetzige Fassung
iber. Und for die Projection und Durchdringung der Kugeln (wofur
nun d und 2z reell sind)

@+ +y +2'—ri=0 (@—9' +y+e+d’—r=o0

erhalt man natiirlich durch Elimination von z zwischen beiden Glei-
chungen ein Resultat, welches auch aus dem entsprechenden in § 11 durch
Verwandlung von d* in — d* sich ergiebt; dasselbe spricht die Constanz
jener Summe oder Differenz der halben kleinsten Sehnen aus und wir
haben wieder wie friher die Summe fur alle Punkte innerhald der durch
die Hauptebenen begrenzten Schicht, die Differenz fur alle Punkte ausser-
halb derselben zu nehmen. Die Symbolik und die damit begriindeten
Satze des § 11 bleiben in Gultigkeit. Auch ergiebt sich fir die Ebene
der Durchdringung

208 — dz = - (ri — r3 + d7)

N -

oder mit Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie
I .9
200 — dz = —d
2

(vergl. § 12), was sofort als die Enveloppe ihrer Spur in der Axencbene
die zur Potenzlinie symmetrische von der Parabel der Spuren fir reclle
Distanzen erkennen lisst. Damit erhalten wir die anschauliche Entwicke-
lung fur diesen Theil unseres Kegelschnittsystems. Fur die rein imagi-
niren Werthe zwischen d = o und d = ¢, oder

d = yac'—(r, + )" = iylr, + 1) —4c’
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liefern bei reell aufgetragenen d die Kugeln mit dieser Distanz der
Hauptebenen und den gegebenen Kreisen als Hauptkreisprojectionen kreis-
formige Durchdringungen, deren Projectionen FEllipsen sind, welche von
Jenen HKreisen wmschliessend reell oder imagindr doppelt berihrt werden. Wir
erhalten ihre in der Centrale liegenden Scheitel als die Fusspunkte der
Perpendikel zu dieser, welche von den Durchschnittspunkten des Kreisces
K, mit demjenigen Kreise vom Radius », ausgehen, der seinen Mittelpunkt
(C,) in dem in C, errichteten Perpendikel zur Centrale im recllen Ab-
stand id hat; es sind die Scheitel der Nebenaxe. Nach der Methode der
darstellenden Geometrie erhalt man aber auch sofort die Scheitel der
Hauptaxe: Die gemeinsame Sehne jener beiden Kreise giebt als das Perpen-
dikel von ihrer Mitte zur Centrale die Linie und zugleich durch ihre Linge
die Grosse derselben. Endlich erhalt man fir die Bestimmung der Be-
rithrungspunkte der Ellipse mit den Kreisen &, £, aus dem Umstande,
dass sie die Projectionen der Durchgangspunkte der Durchdringung durch
die Hauptkreisebenen der betreffenden Kugeln sind, die einfache Regel:
Man beschreibt aus € resp. C, diejenigen Kreise &, &,, welche die
halben Sehnen von & resp. &, mit dem Centralabstand ¢ zu Halbmessern
haben; ihre Potenzlinien mit &, resp. @, sind die Sehmen der Doppelbe-
rithrung mit diesen Kreisen und ihre Pole in denselben die Schnittpunkte
der zugehdrigen gemeinsamen Tangenten. Weil die Kreise &,, und &,,
die resp. Radienquadrate (r} — d%) und (3 — d%) haben, so erkennt man
wie in § 12, dass die Bischel &,, &, und &,, R, den Kreis aus der

Mitte M der Centrale mit dem Radiusquadrat ;j(r’{’—[—frg—d“’)—c2 gemein

haben oder dass auch jetzt die vier Berihrungspunkte mit &, &, immer
auf einerlei Kreis um M gelegen sind, sodass durch einen der Bertthrungs-
punkte das Tripel der tibrigen und die Distanz der Hauptkreisebenen be-
stimmt ist. In Folge dessen schneiden sich ferner die Kreise derselben
Biuschel, die durch den Mittelpunkt des zugehorigen Grundkreises und den
Pol seiner Berithrung gehen, wie in §§ 13, 14 auf dem Ahnlichkeitskreis
und die dort entwickelte Theorie der DBremnpunkie und die der Wechsel-
sehnen und Wechselschnitte bleibt in unverinderter Giiltigkeit. Dieselbe
konnte sich desshalb auch nicht in Abh#ngigkeit von den geraden Man-
tellinien der einfachen Hyperboloide ergeben.

20. Wir konnen nun die Ubersicht des Systems fiir den vorgelegten
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Fall beendigen. Der Distanz Null als Grenze der rein imaginiren Distanz-
werthe entspricht der doppelt gezihlte im Innern beider Kreise gelegene
Theil ihrer Potenzlinie als Ort der Punkte gleicher kiirzester Sehnen in
beiden Kreisen, eine Ellipse, welche beide Kreise in ihren Schnittpunkten
mit einander berithrt — wie denn fur ;(r‘f + 73) — ¢* als das Radius-
quadrat des Kreises aus der Mitte der Centrale das Distanzquadrat ver-
schwindet.

Wichst nun der absolute Werth der Distanz von Null aus, so nimmt
der Radius des Kreises um M durch die Berithrungspunkte ab und die
Beruthrungspunkte riicken, sich trennend, auf beiden Kreisen gegen die
inncren Durchmesserendpunkte B, und A4, hin; die entsprechenden El-
lipsen berithren beide Kreise reell doppelt, sodass ihre Umfinge durch
die Berithrungsstellen in wier 7Theile zerlegt werden, von dencn zwei die
constante der Distanz gleiche Swmme und die beiden andern durch jene
von einander getrennten die constante derselben Distanz gleiche Differenz
der zugehirigen kleinsten Halbsehnen beider Ireise zeigen — jene die Pro-
jectionen der in der Schicht der Hauptkreisebenen gelegenen Bogen des
Durchdringungskreises, diese die Projectionen seiner Bogen ausserhalb der-
selben Schicht; in den Berthrungspunkten selbst sind daher die kleinsten
Halbsehnen des jeweilen nicht berithrten Kreises cinander gleich, weil sie
jener Distanz gleich sind.

Dem Werthe der Distanz d = i —(2¢ —r)* (vergl. § 16), d. h.
dem Centralabstand derjenigen Sehnen des Kreises &, deren Halften dem
Radius des aus C, durch B, beschriebenen, also &, ausschliessend be-
rithrenden Kreises gleich sind, entspricht die Vereinigung der beiden Be-
rithrungsstellen der Durchdringungsprojection an £, in B, bei noch ge-
trennter reell doppelter Bertthrung an &,; der eine der elliptischen Bogen
mit constanter Differenz ist verschwunden und man behalt zwei durch die
Stellen dieser Berithrung getrennte Theile des Umfangs, in deren einem
der vierpunktigen Berithrung B, nicht benachbartem die Constanz der
Summe besteht, wihrend im grosseren andern die Differenz denselben
Werth hat, ete.

Bei weiterem Wachsen von d wird die Bertthrung an &, imaginir
doppelt und mit d = 4} — (2¢ — r,)* vereinigen sich auch die Stellen der
Berithrung an &, zu einer vierpunktigen Berithrung in A, sodass fur
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noch grossere Distanzen die Bertthrungen der Ellipse mit beiden Kreisen
imaginar doppelt sind und dieselbe ganz in das Innere der Linsenfliche
zwischen ihnen zuriicktritt, wahrend fir alle Punkte des Umfangs constante
Summe der kleinsten Halbsehnen beider Kreise besteht.

Die Ellipse wird dabei immer kleiner und fiur d = y(r + r,)*— 4¢*
als den reellen Factor von ¢ hat sich dieselbe in den inneren Ahnlich-
keitspunkt zusammengezogen; derselbe ist die Projection des Beriihrungs-
punktes der Kugeln in der durch diese Distanz bestimmten Lage und da
diese Distanz die grosste ist, fiir welche unsere Durchdringung noch reell
wird, so zeichnet den immeren Ahnlichkeitspunkt sich schneidender reeller
Kreise unter allen Punkten dic Eigenschaft aus, dass die Summe der durch
ihm gehenden Fleinsten Halbsehmen der Kreise den grissten mdglichen Werth
besitzt.  (Sr. 1852; p. 458.)

Es ist evident, dass dic Mittelpunkte dieser Ellipsen vom Fusspunkt
der Potenzlinie in der Centrale bis zum inneren Ahnlichkeitspunkt hin
liegen und dass ihre Bremnpunkte den im Innern beider Kreise liegenden
Theil ihres Ahnlichkeitskreises erfullen, sowie dass gleichzeitig die lincare
Excentricitat von dem Werthe der halben Sehne in der Potenzlinie .bis
zur Null stetic abnimmt. Endlich ist die von den Wechsclsehnen um-
hilllte Parabel durch die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte
der Centrale als Brennpunkt wie sonst bestimmt, da die Realitat der ge-
meinsamen Tangenten dabei keine Rolle spielt; die Wechselschnitte auch
fur diese Ellipsen sind im Ahnlichkeitskreis.

21. Wenn wir den kleineren Kreis &, tiefer in den grosseren hin-
ecinriicken lassen, so ,wichst der Winkel der &usseren gemeinsamen Tan-
genten stetig und in der Grenzage der wmschliessenden Beriihrung fallen
sic mit einander und mit der Potenzlinie zusammen, der Bertthrungspunkt
ist B, B, und I und der Ahnlichkeitskreis berithrt beide Kreise in ihm.
Die reellen Werthe der Distanz beginnen nun mit ¢, = o, wihrend die
beiden Regionen von o bis # und von ¢, bis f, dem imaginiren Werth-
bereich angehdren und statt umschliessender Hyperbeln wmschlossene Lllipsen
liefern. Den reellen Distanzen zwischen o und 2c¢ entsprechen Hyperbeln,
welche mit dem einen Aste beide Kreise doppelt berithren, den grosseren
reell und den kleineren imaginar; fir d = 2¢ folgt die Parabel, die sich
ebenso verhalt. Die zugehorigen Mittelpunkte erfillen den #usseren un-
endlichen Theil der Centrale vom Berithrungspunkt der Kreise aus, dem



372 Wilh. Fiedler.

Mittelpunkt, Scheitel und Brennpunkt der Projection der gemeinsamen
Mantellinien der Hyperboloide fiir d = o; ihre Brennpunkte vertheilen
sich auf die unbegrenzte Strecke der Centrale auf der gleichen Seite bis
sum Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises hin, die linearen Excentricititen
wachsen von Null bis Unendlich. Nach der Parabel, fur alle d > 2¢
folgen dic wmschliessenden Lllipsen, welche den Kreis &, zuerst unter
Vorricken der Bertthrungspunkte von denen der Parabel gegen A4, hin
reell doppelt bertihren, bis sich die Berthrungsstellen fir d == \/(c + r,)" — 7
in A, zur vierpunktigen Bertthrung vereinigen, sodass von da an nur
noch imaginire Bertthrungen statthaben. Die Mittelpunkte ricken auf
der der Potenzlinie cntgegengesetzten Seite vom Unendlichen bis zur Mitte
der Centrale heran, indess die Brennpunkte den vom Mittelpunkt des
Alnlichkeitskreiscs nach der Seite von €, hin liegenden unbegrenzten
Theil der Centrale erfiillen.

Alle tbrigen Kegelschnitte, deren Brennpunkte dem Ahnlichkeitskreis
angchoren, entstehen aus Durchdringungen von Kugeln, weil mit émagi-
ndren Distanzen. Sie beginnen mit dem der Distanz d = o als Grenze
der rein imagindren Werthe entsprechenden Beriihrungspunkic der Kreise
und der Kugeln als unendlich kleiner Ellipse; daher der Differenz Null
der kleinsten Halbsehnen — wahrend fur alle tbrigen Punkte der Po-
tenzlinic die Differenz der Tangentenlingen gleich Null ist. Mit der Ver-
schiebung der Kugel &, unter Festhaltung ihrer Hauptkreisprojection ent-
stehen reelle Durchdringungskreise bis d = [, + 7,) — 40* oder 2y/rr,, bel
welcher ausschliessende Bertibrung zwischen beiden Kugeln stattfindet; sie
liefern reelle Ellipsen, die den grosseren Kreis stets imaginar, den klei-
neren zum Theil reell berithren, indem die reell doppelten Berithrungen
an diesem durch eine vierpunktige Berithrung in 4, beschlossen werden.
Schliesslich zieht sich die Ellipse auf den inneren Ahnlichkeitspunkt als
die Projection jenes Berithrungspunktes der Kugeln zusammen, fir den
damit die Summe der durch ihn gehenden kleinsten Halbsehnen den
Maximalwerth 2,77 erreicht. Die Potenzlinie unter jenen und der Be-
rithrungspunkt unter diesen Durchdringungen berithren allein beide Kreise
reell, und sie sind zugleich vierpunktig berithrende Kegelschnitte resp.
unter denen aus reellen und denen aus rein imaginaren Distanzen.

22. Wir kommen endlich zu dem Falle, in welchem der Kreis R,
ohne Berihrung vom Kreise &, umschlossen wird, in welchem also beidé Ahn-
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lichkeitspunkte und der ganze Ahnlichkeitskreis im Innern von &, liegen
(Fig. 9). Die Kegelschnitte aus den Durchdringungen der Hyperboloide
beginnen in diesem Falle mit Hyperbeln der dritten Gruppe, bei denen
derselbe Ast beide Kreise umschliesst und &, reell doppelt beriihren
kann. Sie entfalten sich aus der Potenzlinie d = o und berithren zuerst
wie diese nicht reell, fir d = 2¢ folgt die Parabel mit derselben allge-
meinen Lage, endlich die wmschliessenden Ellipsen wie frither.

Ob die Parabel den Kreis R, schon reell doppelt, ob sie ihn im Scheitel
vierpunktig oder ob sie ihn micht reell beriihrt, ist davon abhangig, ob die
Lange der vom Durchmesserende B, von & auf der Scite der Potenzlinie
an &, gezogenen Tangente, die Distanz fiir die bezeichnete vierpunktige
Berithrung, < 2¢ ist; im ersten Falle berithren die Parabel und eine Reihe
vorausgehender Hyperbeln von der jener Distanz entsprechenden ab reell
doppelt, dic der Parabel folgenden Ellipsen bis zu der in A4, vierpunktig
bertthrenden bei der Distanz @, thun dasselbe, und erst von da ab sind
alle Bertihrungen imaginir; ist b, == 2¢, so beginnen die reellen Bertih-
rungen mit der vierpunktigen der Parabel und dauern in der Reihe der
Ellipsen bis zur vorerwahnten Grenze; endlich fur b, > 2¢ berithrt auch
die Parabel noch nicht reell, es folgen ihr imaginar doppelt berithrende
Ellipsen bis zu der in B, vierpunktig bertthrenden, etc. — sodass in
diesem Falle das System der FEllipsen aus den Durchdringungen fiir reelle
Distanzen im Anfang und wieder am IEnde durchaus imagindr berihrende
enthdlt, dic sich jedoch in einem wichtigen Punkte von einander unter-
scheiden. Sowie fir die nicht rcell berithrenden Hyperbeln im Anfange
der Durchdringungen aus reellen Distanzen nach ihrer Lage ausserhalb
der Scheitel der Hauptkreisebenen ringsum constante Differenz der Tan-
gentenlingen besteht, so auch noch fiir die erste Gruppe der Ellipsen in
diesem letzteren Falle, weil crst mit der vierpunktigen Berithrung die
Durchdringung an die eine Grenzebene der Schicht keran und mit der
reellen Doppelberithrung in sie hinein tritt; nach jener findet also fir den
Theil des Umfangs zwischen den Punkten der Doppelberithrung auf der
Seitc von B, constante Summe der Tangentenlangen statt, und bei weiter
wachsender Distanz wichst dieser Theil des Umfangs, bis er mit der
vierpunktigen Bertthrung in 4, zum ganzen Umfange geworden ist —
d. h. fir die nicht reell beriihrenden Ellipsen am Iinde des Systems der
Durchdringungen fiir reelle Distanzen findet ringsum constante Swumme der
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Tangentenlingen statt, sie selbst liegen ganz innerhalb der Schicht. (Srt.
1852; p. 460.)(%)

Fur die Durchdringungen mit imagindgren Distanzen ist die Potenzlinie
cine imaginare Ellipse und die Spur der Durchdringungsebene in der
Axenebene oder die Tangente der Parabel von § 19 trifft von ihr aus-
gehend zuerst & nicht reell; erst mit d = |/, —r,)* — 4¢* beginnen die
reellen Durchdringungen und sie endigen mit d = \{r, + r,)* — 4¢*, fr
jenen Werth wird die Kugel &, von R wmschliessend und fir diesen
ausschliessend berihrt; die erste Berithrung ist im &dusseren F, die zweite
im inneren Ahnlichkeitspunkt I projiciert, in natirlicher Umkehrung der
Ordnung gegenitber den Distanzwerthen in Folge des Zeichenwechsels
ihrer Quadrate. Jener entspricht dem kleinsten Werthe der Distanz unter
den reellen Durchdringungen aus Kugeln und dieser dem grossten; und
da der erste sich ausserhalb, der zweite innerhalb der bezuglichen Schicht
befindet, so erhilt man fur den letzteren wie es sein muss den Satz von
§ 20 wieder, fur den ersteren aber den erginzenden Satz: Fiir den dusseren
Ahnlichkeitspunkt von zwei Kreisen, von denen der eine den andern umschliesst,
ist die Differenz der zugehirigen halben Fkleinsten Sehnen ein Minimum. Man
erhialt auf den Perpendikeln zur Centrale in den Ahnlichkeitspunkten I
und % sofort jenes Maximum wie dieses Minimum. (St. 1852; p. 459.)

Die zwischen jenen Grenzwerthen liegenden Distanzen liefern reelle
Ellipsen als Durchdringungsprojectionen der Kugeln, welche zuerst auch
den inneren Kreis imaginiar, dann im Scheitel vierpunktig bei B,, spater
recll doppelt berithren, um weiterhin durch die vierpunktige Berithrung
wieder zur imaginiren zuritck zu kommen; die zur Centrale normalen
Halbsehnen von &, welche &, bei B, und resp. A4, berithren, liefern die
Distanzen der Hauptkreisebenen, welchen jene vierpunktigen Berithrungen
entspringen. Die Mittelpunkte aller dieser reellen Ellipsen erfullen die
Centrale zwischen den Ahnlichkeitspunkten und ihre Brennpunkte den
Ahnlichkeitskreis. Die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte der
Centrale als Brennpunkt bestimmen die von den Wechselsehnen umhiillte
Parabel.

(") Die Ausgabe der Werke hat hier p. 460 Zeile 16 v. o. den storenden
Druckfehler u, < AB, wofir also stehen muss urd im ersten Druck wirklich steht
u, > AB.
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23. Iis bleibt tbrig nach den verschiedenen Fillen der reellen
Hauptkreise die Fille zu besprechen wo einer der Haupthreise rein imagindr
ist oder wo beide es sind; die Falle von verschwindendem Radius bei einem
der Kreise oder bei beiden mogen dann als Specialfille einer besondern
Erorterung unterworfen werden.

Zunéchst denken wir den Kreis , rein imagindr oder von negativem
Radiusquadrat — 77 und durch seinen Symmetriekreis & (Fig. 10) ver-
treten, den anderen &, reell; jenem als in der Tafel gelegen entspricht
ein festes gleichseitiges zweifaches Rotationshyperboloid mit der Tafel als
Hauptebene und den Scheitelabstanden 7, von der Tafel, diesem ein ein-
faches, welches wir in der Art bewegt vorstellen, dass die Projection &,
seines Kechlkreises unverandert bleibt und nur die Distanz der Ebene
dessclben von der Tafel wechselt. Ist ¢ diese Distanz, so erhalten wir
den in der Tafel gelegenen Parallelkreis ®,, des einfachen Hyperboloides
aus seinem Radiusquadrat (r; + d%); wir erhalten dagegen die Projection
fir den in der Kehlkreisebene des einfachen Hyperboloids liegenden Pa-
rallelkreis des zweifachen mit dem Radiusquadrat (— #? + d°), rein ima-
ginir so lange der reelle Factor von r, grosser ist als d, als Punkt C,
fir d als demselben gleich, und reell fiir grossere Distanzen; im ersten
Falle tragt man d in C, rechtwinklig zur Centrale auf, geht durch den
erhaltenen Punkt parallel zu ihr bis zum Kreis §,, und erhilt in dieser
Strecke, der zur Distanz d als Centrum gehorigen Halbschne in diesem
Kreise, den Radius fur den Symmetriekreis des beziiglichen imaginsren
Parallelkreisbildes; andernfalls zieht man von dem Endpunkt der so
abgetragenen Distanz die Tangente an &, und hat in ihrer Linge den
Radius des reellen Parallelkreises in dieser Distanz vom Hauptschnitt —
die Darstellung der Meridianhyperbel aus dem Kreisbiischel mit reellen
Grenzpunkten. (§ 1.) Die Potenzlinien der so erhaltenen Kreise ®,, und
R, mit &, resp. &, die natiirlich mit Rucksicht auf das Vorzeichen der
Radienquadrate aus 4cx = r} —#2 (§ 12) zu construieren sind, liefern die
Spuren der Ebene der Durchdringung auf den Hauptschnittebenen in dieser
Lage; die durch die resp. Kreise auf ihnen bestimmten Involutionen har-
monischer Pole gehdren dem entstehenden Kegelschnitt an.

Die Ebene der Durchdringung aus

@+ +y'—=—1, @E—+y—(E+ad =n
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ist

2 + dz = —

(@ + 1t + 1)

N o=

und wird durch Verlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinic
4ex = — (r1 + ;) mit 200 4 dz = —;dQ

berechnet, wie in § 12; ihre Spur in der Axenebene der Flichen um-
hollt dieselbe Parabel wie dort. Die Projection des Durchdringungskegel-
schnittes wird aus der fruheren (§ 11) durch Wechsel des Zeichens von
7} erhalten, mit ¢ = 2¢ die Parabel des Systems, der die 45° Ebene
% + 2 = — c entspricht. Der allgemeine Werth der Mittelpunkts-Abscisse
ist (§ 14)
i+ 7
—

sie wird nur fur reelle d > 2¢ positiv.
Der Brennpunkt der Systemsparabel ist der Mittelpunkt des Ahnlich-
keitskreises von der Abscisse (§ 14)

2 2
T — 7Ty

rp 4y

wiahrend sein Radius mit den beiden Ahnlichkeitspunkten zugleich imaginar
oder sein Quadrat negativ (§ 14) geworden ist. Die gemeinsamen Tan-
genten und auch die Quadrate ihrer Langen £, ¢, sind imaginir ge-
worden (§ 11); die beziiglichen Durchdringungen werden aus einer rein
imaginaren Kugel mit einer verdinderlichen reellen Kugel nach dem Vor-
gange von § 19 bestimmt und ihre Projectionen sind imagindre Kegel-
schnitte, wenn schon die Ebenen von jenen und ihre Spuren in der Axen-
ebene, sowie die Mittelpunkte und Brennpunktspaare von diesen reell
bleiben nach den Gleichungen

4 7

I
26 — Az — —(d? — ¥? — 72 = e ——,
Z(d 1 2)9 462 + d2

Und da die Brennpunkts-Involution elliptisch isi, so hat sie mit der durch
den Mittelpunkt bestimmten symmetrischen Involution stets ein reelles Paar
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gemein, oder alle Kegelschnitte des Systems haben ihre reellen Bremn-
punkte in der Centrale, wie es sein muss, weil der Ahnlichkeitskreis rein
imaginir ist.

24. Die Ubersicht unseres Kegelschnittsystems gestaltet sich also
wie folgt: Es beginnt fir d = o mit der Potenslinie der Kreise &, &,
als dem Ort der Centra von Kreisen, welche & diametral und &, ortho-
gonal schneiden (§ 3), der Projection der zur Tafel symmetrischen gleich-
seitigen Hyperbel, deren Brennpunkte mit den zugehdrigen Kegelmittel-
punkten vereinigt in diejenigen Punkte der Centrale fallen, wo sie von
dem ans dem Fusspunkte der Potenzlinie beschriebenen unter jenen Kreisen
geschnitten wird. Bis d = 2¢ folgen Hyperbeln von bis Null abnehmen-
den Asymptotenwinkeln, die anfanglich den reellen Kreis umschliessend
imaginar bertthren, bis mit einer vierpunktigen Bertthrung im Scheitel
bei A, mit d = a, = \2c—r)* +  (§ 16) die reelle Doppelberithrung
beginnt, bei welcher die Berithrungspunkte von 4, aus auf &, bis zu
den Berithrungspunkten der Parabel vorriicken. Ihre Mittelpunkte ricken
von' der Potenzlinie aus auf der Seite des nicht reellen Kreises bis in’s
Unendliche fir jene Parabel. Mit den fiir d > 2¢ entspringenden Ellipsen
riicken sie aus dem Unendlichen auf der Seite des reellen Kreises wieder
herein, wahrend die zugehorigen Berithrungspunkte auf &, naher und
niher gegen B, zusammen riicken, um sich mit der Durchdringung fur
die Distanz d = b, == \J(2¢ + r,)’ + i dort zur vierpunktigen Beriihrung
zu vereinigen. Die Distanzen fiir die vierpunktigen Bertthrungen werden
construiert als Radien der Kreise aus A4, resp. B,, welche den Kreis &,
diametral schneiden — in consequenter Anwendung des Satzes (§ 1), wor-
nach der orthogonale Schnitt mit einem rein imaginiren Kreis durch den
diametralen Schnitt mit seinem Symmetriekreis vertreten wird. Mit dem
unendlich grossen Kreis um die Mitte der Centrale d. h. von der Mittel-
punktsabscisse Null und den Brennpunkten in €, und C, (§ 16) endet
das System. Reelle Kegelschnitte aus nicht reellen Distanzen erscheinen
nicht.

Das zugehorige System der Wechselschnitte ist nicht reell; die En-
veloppe der Wechselsehnen aber nach wie vor die Parabel, welche die
Potenzlinie zur Scheiteltangente und die Mitte der Centrale zum Brenn-
punkt hat. Die Tangenten dieser Parabel schneiden den reellen Kreis in

nicht reellen Sehnen, welche mit denen des imaginiren Kreises in ihnen
Acta mathematica. 5. Imprimé 18 Octobre 1884. 48
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gleiche Liange haben oder fiir welche die beziiglichen beiden Polinvolu-
tionen elliptisch und von einerlei Potenz sind, aber von verschiedenen
Mittelpunkten, letzteres mit einziger Ausnahme der Potenzlinie und der
unendlich fernen Geraden; aber auch die zu ihnen gehorigen Punkte des
Systems der Wechselschnitte sind imaginar.

Lagenunterschiede des reellen und des rein imaginiren Kreises von
dhnlicher Art wie bei den reellen Kreisen sind nicht hervorzuheben, weil
eine Berithrung zwischen ihnen unméglich ist und von einem Ausschliessen
und Einschliessen des einen durch den andern auch nicht die Rede sein
kann, vielmehr von einem gegenseitigen Einschliessen gesprochen werden
sollte, wenn mit solchem Ausdruck irgend eine Verwendung verbunden
wire.

25. So kommen wir zu dem wieder sehr lehrreichen Falle von
awei rein imagindren Kreisen oder zwei zweifachen Hyperboloiden, deren
cines wir mit dem Hauptkreis & in der Tafel als fest und das andere
durch alle Distanzen d so bewegt denken, dass die Projection seines
Hauptkreises §, ebenfalls fest bleibt; wir setzen beide Kreise durch ihre
Symmetriekreise (Fig. 11) &, und &, resp. vertreten voraus. Dann ist die
Potenzlinie der Hauptkreise die in Bezug auf die Mitte der Centrale zur
Potenzlinie der Symmetriekreise symmetrische Gerade. Man bestimmt
ferner fur irgend eine Distanz d sowohl den Parallelkreis des verscho-
benen Hyperboloids in der Tafel wie den Parallelkreis des ruhenden in
der Hauptebene des verschobenen nach -dem fur den letzteren in § 23
beschriebenen Verfahren und erhalt die Potenzlinien der beztiglichen beiden
Kreispaare durch Construction ihres Abstandes von der Mitte der Centrale
mit Riicksicht darauf, ob die Radien beide vein imaginar sind oder der
eine derselben reell geworden ist. Die Ebene der Durchdringung ist aus-
gedrickt durch

208 + dz = —é(d’Z + r}—1}) resp. 2cx + dz = —-—éd"’,

liefert also die Parabel des § 12. Die Berithrungen sind sammtlich ima-
ginir doppelt als Schuitte reeller Geraden mit rein imaginiren Kreisen.
Die Mittelpunkts-Abscisse der Projection wird

P — 13

402———d2’
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wesentlich negativ fur », > », fur alle d < 2¢ und positiv fur die
a@ > 2c.

Fir d = 2c¢ entsteht die Parabel des Systems, aus denselben Griinden
wie bei der Durchdringung der einfachen Hyperboloide, namlich weil der
Mittelpunkt des zweiten auf dem Asymptotenkegel des ersten liegt, ete.
(§ 12); mit ihr sind wir auf den Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises ge-
fihrt, der ihr Brennpunkt sein wird, und damit zu der Frage nach dem
Ahnlichkeitskreis von zwei rein imaginiren Kreisen. Wir finden sofort,
dass die Abscissen der Ahnlichkeitspunkte I und E durch Einsetzen von
@, und dr, fir # und resp. r, ihre Werthe nicht andern, ebenso wie
sein Radius (§ 14); oder dass der Ahnlichkeitskreis von zwei rein imagindren
Kreisen der ihver Symmetriekreise ist.

Aber auch die inneren und #usseren gemeinsamen Tangenten haben
reelle leicht zu construierende Lingen; man erhalt ihren Ausdruck aus
dem fur reelle Kreise

\;/4(:2— (r, £ rﬁF in der Form \/402 + (r, £ 7,)%;

und ihre graphische Bestimmung folgt auch direct aus der Bemerkung,
dass ihre Langen ja Summe resp. Differenz der Radien derjenigen beiden
Kreise sind, die um den inneren resp. den #usseren Ahnlichkeitspunkt
der Kreise so beschrieben werden, dass sie diese orthogonal schneiden;
dass sie also fur rein imaginire Kreise 8, ®, zu den Summen resp. Dif-
ferenzen der Radien der entsprechenden Kreise werden, welche die Sym-
metriekreise &,,, &, diametral durchschneiden. Zieht man also die beiden
zur Centrale normalen Durchmesser der Symmetriekreise so sind die Langen
der neuen Verbindungslinien ihrer Endpunkte die Lingen der gemein-
samen Tangenten, der inneren und #usseren, jenachdem sie durch I resp.
I gehen; man sieht dabei zugleich, dass durch den Wechsel der Vorzeichen
der Radienquadrate wenigstens die Veranderung eingetreten ist, dass dic
inneren gemeinsamen Tangenten jetzt die grossere Lénge haben, und dass
die Langen beider die Centraldistanz iibertreffen, sodass nun die Folge
2¢ < t, < ¢, stattfindet.

Kegelschnitte, welche einen der rein imaginaren Kreise vierpunktig
im Scheitel bertihren, erhilt man nicht; die zugehorigen Distanzen sind
complex (§ 16); weil sich aber fur rein imaginare Distanzen d und z die
zweifachen Hyperboloide in rein imaginare Kugeln verwandeln, so erhalt
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man auch jetzt fur solche Distanzen nur imagindre Kegelschnitte, immer-
hin diese letzteren mit reellen Mittelpunkten und Brennpunktpaaren ihrer
Projectionen.

26. Wir uberblicken das Gesammtsystem. Mit d = o erhalt man
die Potenzlinie als Projection der Durchdringung beider centrischen Hy-
perboloide d. h. als Ort der Centra von Kreisen, welche sowohl &, als
R, diametral schneiden; der zu ihrem Fusspunkte gehorige Kreis dieses
Biischels giebt zugleich die entsprechenden Brennpunkte in der Centrale
an. Fur wachsende d unter dem Werthe 2¢ folgen Hyperbeln mit bis
Null abnehmenden Asymptotenwinkeln; ihre Mittelpunkte riicken von der
Potenzlinic weg auf der der Spurparabel entgegengesetzten Seite bis in's
Unendliche fur die Parabel, die ihren endlichen Brennpunkt im Mittel-
punkt des Ahnlichkeitskreises hat. Wir gelangen zu Ellipsen fur Distanz-
werthe d > 2¢ und < ¢, und sehen den Mittelpunkt derselben von der andern
Seite der Centrale aus dem Unendlichen heran riicken bis zum #usseren
Ahnlichkeitspunkt E der Kreise; dabei verkleinert sich zugleich die Ellipse
fortwahrend, bis Hauptaxenscheitel und Brennpunkte mit dem Mittelpunkt
in F vereinigt sind, entsprechend der punktformigen Berihrungsdurchdring-
ung der beiden Hyperboloide, welche zuerst bei der Distanz ¢, stattfindet.

Die Projectionen der Durchdringungen und diese selbst werden fur
weiter wachsende Distanzen zwischen den Werthen ¢, und ¢; vein imagindre
Ellipsen, diese in reellen Ebenen, jene mit reellen Mittelpunkten in der
endlichen Strecke zwischen den Ahnlichkeitspunkten und mit reellen
Brennpunkten im Ahnlichkeitskreis; es sind die rein imaginaren Durch-
dringungen, auf die wir schon in § 5 hinwiesen als Grundcurven von
Biischeln zweifacher Hyperboloide ohne reelle eigentliche Kegel. Fur
d = t, fallt alles wieder im inneren Ahnlichkeitspunkt zusammen, der Pro-
jection der zweiten punktformigen Bertthrungsdurchdringung unserer Hyper-
boloide entsprechend. Die gemeinsame Tangentialebene schneidet in jenem
wie in diesem Falle beide Flachen in denselben zwei punktiert und pla-
niert imaginaren Geraden, die als die 45° Linien der besagten Ebene be-
trachtet werden miissen und nicht reell sein konnen, weil die Tafelneigung
der Ebene selbst 45° nicht erreichen kann; die Paare der gemeinsamen
Tangenten sind die Projectionen dieser Geraden, ihre Lingen im Raume
sind ebenfalls reell angebbar, als die (2-fachen der Lingen ihrer Projec-
tionen — natirlich in beiden Fallen kleiner als die Abstinde der paral-
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lelen Geraden, in denen ihre Endpunkte als imaginire Punkte zu suchen
sind.

Wachst die Distanz iiber #, hinaus weiter, so erhalten wir wieder
reelle Ellipsen, deren Mittelpunkte vom inneren Ahnlichkeitspunkt bis zum
Mittelpunkt der Centrale hin liegen, den letzteren erst fur unendlich grosse
Distanz erreichend; etc. wie friiher.

Wir bemerkten schon, dass das Schneiden resp. Umschliessen des
einen Symmetriekreises durch den andern keine wesentlichen Anderungen
im Charakter des Systems herbei fiuhrt; die unwesentlichen, welche solche
Anderungen mit sich bringen, wollen wir nicht erdrtern.

Die Parabel der Wechselsehnen ist reell wie immer, die Potenzlinie
als Scheiteltangente und die Mitte der Centrale als Brennpunkt bestimmen
sie; aber die von den Punkten des Ahnlichkeitskreises an die Kreise §,,
R®, gehenden Tangentenpaare sind nicht reell; die Parabel umschliesst
diese Kreise.

27. Es bleibt ubrig, die Fundamentalsitze tiber die Summe und
Differenz d der Tangentenlingen und tiber das constante Verhiltniss tga
fur die Durchdringung der zweifachen Hyperboloide zu erdrtern; fur
jenen haben die gemeinsamen Tangenten der rein imaginiren Kreise uns
schon einen Specialfall gezeigt und die cyklographische Auffassung der
zweifachen Hyperboloide giebt sofort das allgemeine Resultat. Das zwei-
fache Hyperboloid mit der Tafel als Hauptebene ist der Ort von Punkten,
deren Bildkreise den Symmetriekreis seines Hauptschnittes und Bildkreis
seiner Scheitelpunkte diametral schneiden, wobei der Radius des Bildkreises
der Abstand des Punktes von der Hauptebene ist (§ 1). Durchdringen
sich also zwei solche Hyperboloide, so ist fiir einen Punkt des Durch-
dringungskegelschnittes zwischen den Hauptebenen beider die Swmme der
Radien seiner Bildkreise auf diesen constant namlich der Distanz der
Hauptebenen gleich; d. h. die Summe der Radien der um seine Projection
beschriebenen Kreise, welche beide Symmetriekreise 8, und K, diametral
schneiden — statt wie die mit den Tangentenlingen beschriebene ortho-
gonal. Und fur jeden Punkt der Durchdringung ausserhald der Schicht
ist die Differens der Radien der ebenso bestimmten Kreise jener Distanz
gleich.

Auch ist ebenso direct anschaulich, dass das constante Verhdltniss
tga fur eine solche Durchdringung fir jeden Punkt ihrer Projection das
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Verhdltniss ist zwischen dem Radius des um ihn beschriebenen den Symme-
triekreis R,, oder &,, diametral schneidenden Ireises und dem Abstand des
Punlktes von der zugehiorigen Sehne der Doppelberihrung s, resp. s,, der
Spur der Durchdringungsebene in der betreffenden Hauptebene; fur die
Parabel sind diese letzteren Verhiltnisse der Einheit gleich.

Und wenn wie im vorigen Falle das eine der Hyperboloide ein ein-
faches und das andere ein zweifaches ist, so driickt die Distanz der Haupt-
schnittebenen fiir alle Punkte in der Projection der Durchdringung die
Summe resp. Differenz der Radien derjenigen um sie beschriebenen Kreise
aus, von denen der eine die Hauptkreisprojection des einfachen Hyper-
boloides orthogonal und der andere die Scheitelkreisprojection des zwei-
fachen Hyperboloides diametral schneidet; wird in diesem Falle der erste
Kreis von der Durchdringungsprojection reell doppelt bertihrt, so theilen
die Bertihrungspunkte den Umfang derselben in einen Theil mit constanter
Summe innerhalb der Schicht der Hauptschnitte und einen Theil mit
constanter Differenz ausserhalb derselben; mit vierpunktiger Berithrung
verschwindet der eine dieser Theile. Von der Bemerkung aus, dass fur
die Parabel des Systems im endlichen Bogen zwischen den Bertithrungs-
punkten constante Summe stattfindet, charakterisiert man leicht das ganze
System in Bezug auf diese Haupteigenschaft.

Fir das System des letzten Falles giebt es keine reellen Berithrungen
und daher keine Uberginge der bezeichneten Art; fur die aus der Pofenz-
linie der Kreise &, 8, sich entfaltenden Hyperbeln gilt ringsum constante
Differenz; ebenso fiur die Parabel und die ihr bis zur ersten dem #usseren
Ahnlichkeitspunkt entsprechenden Berihrung der Flachen folgenden Ellip-
sen; aber die Ellipsen, welche auf die zweite dem inneren Ahnlichkeits-
punkt entsprechende Berihrung folgen, liegen durchaus innerhalb der be-
ziglichen Schichten und zeigen ringsum die constante Summe. Die dem
dusseren Almlichkeitspunkt entsprechende Differenz ¢, ist die grdsste der
mdglichen Differenzen und die dem inmeren entsprechende Summe ¢ die
kleinste der mdglichen Summen — die Erginzung der in §§ 20 bis 22 ent-
wickelten und von STEINER a. a. O. mitgetheilten Eigenschaften den ein-
geschlossenen  Ahnlichkeitspunkte reeller Kreise: Kleinste Differenz resp.
grosste Summe der kleinsten Halbsehnen. Die Anschauung fihrt auf
diese wie jene gleich direct; das vorige ist die Theorie der doppelt be-
rithrenden rein imaginiren Kreise recller Kegelschnitte, welche sie liefert.
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Es ist ersichtlich, dass die allgemeinen Eigenschaften der Durchdringung
der Hyperboloide aus §§ 7 f. erst in den letzten Entwickelungen ihre
wahrhaft allgemeine Giltigkeit erhalten haben; wir wollen desshalb be-
merken, dass fiur die Constructionen des § o fur die doppelt berithrenden
Kegelschnitte zu zwei Kreisen durch einen Punkt und zu einem Kreise
durch drei Punkte damit zugleich die Modificationen erhalten wurden,
unter denen sie fiur umschliessende Kreise resp. fiir rein imaginare Kreise
gultig bleiben — aber die Discussion ihrer beztiglichen Resultate darf
hier unterlassen werden.

Die Durchdringungen mit Bezug auf die reellen eigentlichen
Kegel im Biischel.

28. Wir kommen zu den Specialfillen von Hauptkreisen mit ver-
schwindendem Radius und gehen in der Art vor, dass der Fall beider Haupt-
kreise als punktformig zuletzt eingehend untersucht wird, wihrend dic
vorangehenden Falle nur kurze Erlduterung erhalten.

Ist & ein reeller Kreis und &, ein Kreis vom Radius Null oder die
eine Flache ein einfaches Hyperboloid, die andere, dic wir eventuell als
mit festem &, beweglich denken wollen, ein gleichseitiger Rotationskegel,
so fallen die beiden Ahnlichkeitspunkte von & und &, in C,, dem Mit-
telpunkt des letzten und die inneren mit den #usseren gemeinsamen Tan-
genten zusammen; das System der Hyperbeln zwischen ihnen, welches die
Nebenaxe in der Centrale und die Brennpunkte im Ahnlichkeitskreis hat,
fallt weg wie dieser selbst, bis auf das vereinigte Anfangs- und Endglied.
Mit den gemeinsamen Tangenten fallen auch die beiden &, in einem
Scheitel vierpunktig berithrender Kegelschnitte zusammen.

Fur die Lage von C, ausserhalb & erhalt man das ganze System
durch Projection hyperboloidischer, fir die innerhalb ®, zum Theil durch
Projection spharischer Durchdringungen; weil aber die eine der Kugeln
die aus dem Kegel entspringende vom Radius Null ist, so reduciert sich
die Gruppe der daraus entspringenden reellen Kegelschnitte auf den
Punkt C,. Wir erhalten in beiden Fallen die Potenzlinie von &, und C,
fir d = o als Projection einer reellen zur Tafel symmetrischen Durch-
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dringungshyperbel; C, ist der eine und der zu ihm in Bezug auf die
Potenzlinie orthogonalsymmetrische Punkt der andere Brennpunkt ihrer
Projection. Dann folgen fiir wachsende Distanzen Hyperbeln, deren einer
Ast & und der andere C, umschliesst, mit der Distanz \/4¢* —+? durch
die gemeinsamen Tangenten getrennt von den anderen, Hyperbeln von
denen der namliche Ast & und C, umschliesst; die aus d = 2c entsprin-
gende Parabel fuhrt zu den Ellipsen uber, etc. Unter den Hyperbeln der
ersten Art ist eine in B, an ® vierpunktig berihrende fur d = 2¢—r,
und unter den Ellipsen die bei 4, an & vierpunktig bertthrende fur
d = 2¢ + r,; sie trennen die § reell von den ihn imaginar doppelt berth-
renden Hyperbeln resp. Ellipsen. Mit der Angabe, dass fiir die Parabel
des Systems im endlichen Bogen zwischen den Berithrungspunkten an &,
constante Summe zwischen der Linge der Tangente an § und der Distanz
von O, stattfindet, ergeben sich alle andern Bestimmungen dieser Art im
System: Fiur jede Distanz d erhalt man den mit ihr aus C, beschriebenen
Kreis als &, und seine Potenzlinie mit & als die zugehdrige Bertihrungs-
sehne; ebenso den Kreis aus ® mit dem Radiusquadrat +] 4 d* als &,
und seine Potenzlinie mit C, als die zugehorige Berithrungssehne oder
die Directrix fur den Brennpunkt C, der Durchdringungsprojection. Die

Mittelpunktsabscisse hat den Werth Z—ﬂ— C, ist die Vereinigung der

ct — d®’ 2
Doppelpunkte der Brewnpunkisinvolution, die parabolisch ist und stets als
den zu ihm symmetrischen in Bezug auf den Mittelpunkt den andern
Brennpunkt liefert.

Fur C, im Innern des reellen Kreises ®, ergeben sich Unterschiede
wie in § 22, jenachdem C, dem Mittelpunkt C, oder der Peripherie des
Kreises £, nsher liegt.

Die Parabel der Spuren in der Axenebene hat C, zum Brennpunkt
und wie die Parabel der Wechselsehnen die Potenzlinie zur Scheiteltan-
gente, wihrend fiur diese die Mitte der Centrale der Brennpunkt ist; diese
letztere beruhrt auch & in den Berithrungspunkten der Tangenten aus
C,, welche die einzigen reell begrenzten Wechselsehnen sind. Der Grenz
fall, wo C, in der Peripherie von R, liegt und die Potenzlinie die zu-
gehorige Tangente ist, liefert die itber dem Drittheil des Umfangs reell
doppelt berithrende Parabel und eine der Potenzlinie gegeniiber in 4,
vierpunktig bertthrende Ellipse fur d = 27, wahrend die vierpunktig be-
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rihrende Hyperbel sich ebenfalls mit der Potenzlinie und den gemein-
samen Tangenten verschmolzen hat.

29. Ware & rein imagindr und durch £, vertreten, so entsteht das
System aus Durchdringungen des festen zweifachen Hyperboloides mit &,
als Bildkreis der Scheitel mit dem langs seiner Axe verschiebbar gedachten
Kegel ®,. Die Potenzlinie ist nicht mehr wie vorher der Ort der Centra
der Kreise durch C,, welche & orthogonal sondern welche &, diametral
schneiden, aber der zu ihr symmetrische Punkt von C, ist noch immer
der andere Brennpunkt der zugehorigen Hyperbelprojection. Es folgen
die Hyperbeln der ersten und dritten Gruppe — ohne eine vierpunktig
berithrende — sodann die Parabel fur d = 2¢, und nach ihr in zwei
Gruppen getrennt durch die punktformige Durchdringungsprojection fiir
die Lage der Kegelspitze im Mantel des Hyperboloides bei d = \/zc* 4 +*
Ellipsen; die erste Gruppe als Projectionen von Durchdringungen ganz
ausserhald der Schicht mit ringsum constanter Differenz, die zweite Gruppe
als solche von innerhald mit constanter Summe. Der Punkt C, ist zugleich
die einzige vierpunktig bertthrende Ellipse des Systems, mit der grossten
Differenz und hier zugleich der kleinsten Summe der Distanz von C, und
des Radius eines um ihn beschriebenen §&,, diametral schneidenden Kreises.

Zu dem Falle von zwei Kreisen mit dem Radius Null oder von zwei
Kegeln als den sich durchdringenden Flachen konnen wir durch gleich-
méssige Verinderung der absoluten Werthe der Radien sowohl von zwei
gleichen reellen als zwei gleichen imagindren Kreisen aus gelangen d. h. die-
selben Kegel konnen als Asymptotenkegel von einfachen wie von zweifachen
Hyperboloiden von gleichem Radius erhalten werden; wir betrachten daher
kurz die Besonderheiten des Falles gleicher Kreise. Im Falle ihrer Realitat
(Fig. 12) haben wir die Durchdringungen von zwei gleichen einfachen, imn
andern Falle die von zwei gleichen zweifachen Hyperboloiden, deren eines
centrisch und ruhend und das andere beweglich bei fester Hauptkreisprojec-
tion gedacht wird. In beiden Fallen geht die Potenzlinie p durch die Mitte
der Centrale M, mit der auch der innere Ahnlichkeitspunkt I zusammen-
fallt, wahrend der #&ussere unendlich fern liegt, sodass die Potenzlinie
zugleich den im Endlichen liegenden Theil des Ahnlichkeitskreises bildet.
In beiden Fillen sind fir irgend eine Distanz d die Potenzlinien von
K, & und Q,, &, durch 4ex = F d* gegeben oder zur Mitte der Cen-

trale symmetrisch, der Anschauung entsprechend: Beide Kreise werden
Acta mathematica. 5. Tmprimé 18 Octobre 1884, 49
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gleichzeitig reell und resp. imagindr doppelt berihrt und die DBerihrungs-
punkte bilden ein Rechteck mit M als Mittelpunkt und den Seiten parallel
und normal zur Centrale, sodass M der gemeinsame Mittelpunkt aller Kegel-
schnitte des Systems ist, wie der Nullwerth der Mittelpunktsabscisse be-
statigt. Im Falle reeller Kreise berithren auch die namlichen beiden
Kegelschnitte des Systems beide zugleich in 4, und B, resp. 4, und B,
vierpunktig; eine Hyperbel und eine Ellipse, wenn die Kreise ausser ein-
ander liegen, eine umschlossene und eine umschliessende Ellipse, jene
aus einer Kugel und diese aus einer Hyperboloid-Durchdringung, wenn sie
einander schneiden wie in Fig. 12. Im Falle imagindrer gleicher Kreise
existieren solche nicht, weil @berhaupt keine reellen Bertthrungen méglich
sind. In beiden Fallen sind die dusseren gemeinsamen Tangenten von der-
selben Liange 2¢ und vertreten die Parabel des Sysiems, die in zwei pa-
rallele Gerade zerfallen muss, weil ihr Brennpunkt als Mittelpunkt des
Ahnlichkeitskreises im Unendlichen liegt, — die inneren gemeinsamen Tan-
genten haben im ersten resp. zweiten Falle die Langen 2yc* —+* und
2y/c* + i und markieren die Verschiedenheit der Distanzen, in denen die
Berithrung bei einfachen und bei zweifachen Hyperboloiden stattfindet;
im ersten Falle sind die innern wie die #ussern Tangenten reelle Durch-
dringungsprojectionen und selbst reell, im zweiten sind sie imaginar, wie
die Bertthrungsdurchdringungen der zweifachen Hyperboloide sein miissen.
Die Parabel der Spuren wird wie sonst durch die Ebene der Durch-
dringungsparabel bestimmt, und hat daher C, zum Brennpunkt, wahrend
die Directrix durch €, geht; die Parabel der Wechselsehnen ist in den
Mittelpunkt und den unendlich fernen Punkt der Centrale degeneriert,
weil die Wechselsehnen offenbar theils Durchmesser des Kegelschnittes, theils
Parallelen sur Centrale sind.

Die Kreise ®, und R}, den R, vertritt, haben keine reellen Ahn-
lichkeitspunkte und die Quadrate der Langen der gemeinsamen Tangenten
sind complex, aber der Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises hat bei gleichen
absoluten Werthen ihrer Radien die Abscisse o und sein Radius ist ic oder
sein Symmetrickreis ist der durch C, und C, gehende Kreis ans M. Die
Mittelpunkts-Abscisse ist negativ fur alle Hyperbeln und positiv fur alle
Ellipsen des Systems. Die an &, in 4, und B, resp. vierpunktig be-
rithrenden Kegelschnitte entsprechen den reellen Distanzen (f(zc —r)* + o
und /(ze + ») + »: und die Potenzlinie ist 2¢x = — 1}, geht also nicht
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durch die Mitte der Centrale, sodass die von den Wechselsehnen umhillte
Parabel nicht degeneriert. Das System ist dem allgemeinen des Falles
wesentlich analog.

30. Mit dem Verschwinden von r, gehen alle drei vorher betrach-
teten Falle in den Fall mit zwei Nullkreisen oder festen Brennpunkten
C,, C, und festem Mittelpunkt M (Fig. 13, 14) tber. Fir jede Distanz
d liefern die mit ihr um C,, 'C, beschriebenen Kreise ,, §,, als ihre
Potenzlinien mit &,, & resp. die zu C,, €, gehorigen Directrixen; fur
d < 2¢ liegen ihre Fusspunkte in der endlichen Strecke C,C, und die
entstehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln, die sich aus der durch M ge-
henden Potenzlinie (d = o) entfalten, die Hyperbeln der ersten Gruppe
des allgemeinen Falles reeller aussereinander liegender Kreise; die Hy-
perbeln der zweiten und dritten Gruppe sind mit ihrer Grenze, der Pa-
rabel, vereinigt, weil ¢, =, = 2¢ ist, und diese Parabel wird von der
doppeltzahlenden Linie C,C, gebildet, der Projection der Berihrungsdurch-
dringung der beiden Kegel, fur die die Directrixen durch die zugehorigen
Brennpunkte gehen. Auf C C, ist zwischen diesen Punkten die Summe
und ausserhalb die Differenz der Radien Vectoren constant, auf den sammt-
lichen Hyperbeln die Differenz. Fur alle d > 2¢ liegen die Directrixen
ausserhalb C C, und die elliptischen Durchdringungen ganz innerhalb der
Schicht, sodass in allen Ellipsen des Systems ringsum die Swmme der
Radien Vectoren constant ist; die Entfernung der Scheitel 4, B giebt diese
Summe wie vorhin die Differenz, weil in dem Rechteck aus 45° Linien
(vergl. § 10) M (A)M,(B) der Horizontalabstand der Gegenecken (4), (B)
d. i. AB dem Verticalabstand der Gegenecken M,, M, oder d gleich ist.
Das System schliesst mit dem unendlich grossen Kreise um M; die vier-
punktig beriithrenden desselben sind mit den degenerierten und der Pa-
rabel in der doppelt zihlenden Centrale vercint. Die Wechselsehnen sind
entweder Durchmesser aller Kegelschnitte des System oder der Centrale
parallel aus denselben Griinden wie vorher. Fiur jeden Kegelschnitt des
Systems ist auch das Verhaltniss der Entfernungen seiner Punkte von
einem Brennpunkte zu den Entfernungen derselben Punkte von der zu-
gehorigen Directrix constant, der trigonometrischen Tangente des Neigungs-
winkels a der Durchdringungsebene zur Tafel gleich, daher auch fur beide
Paare von Brennpunkt und Directrix dasselbe und fur alle Hyperbeln
grosser, fur alle Ellipsen kleiner als Eins; diese Constante soll hinfort die
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numerische Excentricitit ¢ des Kegelschnittes genannt werden. Im Zu-
sammenhange der Kegel mit den Hyperboloiden des Flachenbiischels, und
unter Rickkehr zur Untersuchung eines Kegelschnittes als der Projection
des endlichen Theiles der Grundcurve desselben, werden wir die Constante
e in vielseitige Beziehungen treten sehen. Wir denken dazu eines der
Hyperboloide des Biischels und die beiden Kegel desselben, nehmen die Haupt-
schnittebene von jenem als Tafel und setzen die Kegel als durch ihre
Spurkreise I, I, in dieser Tafel gegeben voraus; ihre Mittelpunkte
mogen wie bisher C,, C, heissen, aber nach ihrer jetzigen veranderten
Bedeutung sollen ihre Radien durch v, v, unterschieden werden — sie
sind die Langen der Radien Vectoren der Kegelschnittpunkte P, P*, welche
beide Kreise in ihren Schnittpunkten hervorbringen. Ist die Durchdringung
hyperbolisch, so liegen dann beide Kegelmittelpunkte M,, M, auf der-
selben Seite der Tafel und der Durchstosspunkt der Verbindungslinie
derselben, der Mittelpunktslinie des Buischels (§ 4), also der Mittelpunkt
desjenigen Hyperboloides in demselben, welches die Tafel zur Hauptebene
hat, ist der dussere Ahnlichkeitspunkt E der beiden Kreise; ist dagegen
die Durchdringung elliptisch, so liegen die Kegelmittelpunkte auf ver-
schiedenen Seiten der Tafel und der Durchstosspunkt ibrer Verbindungs-
linie ist der inmere Ahnlichkeitspunkt I der Kreise; in jenem Falle ist
der aus E und in diesem Falle der aus I beschriebene Kreis des Buischels
M,, M, der Hauptkreis des Hyperboloides, zugleich immer der in den
Punkten von den Vectoren v,, v, doppelt berithrende Kreis der vorigen
Entwickelungen — der Pofenzkreis der gegebenen Kreise aus den ersten
Arbeiten J. Sremver’s. Er ist reell, wenn das Hyperboloid ein einfaches
ist und imaginar, wenn ein zweifaches, also nach den in § 5 entwickelten
Regeln; wenn die Kreise 3, M, sich schneiden, so sind beide Potenz-
kreise reell d. h. Kehlkreise einfacher Hyperboloide und in P, P* reell
doppelt beriihrend; liegen die Kreise ausser einander, so ist der Potenz-
kreis um E reell und ein Kehlkreis, aber nicht recll doppelt bertihrend,
wahrend der Potenzkreis um I der Scheitelkreis eines zweifachen Hyper-
boloides oder Vertreter eines rein imaginaren Kreises ist; und wenn der
eine Kreis den andern umschliesst, ist der dussere Potenzkreis ein Scheitel-
kreis und der innere ein Kehlkreis. I ersten Fall, dem Falle reeller
und reell doppelt bertihrender Potenzkreise, ist der Raduis r, des dusseren
die Normale der Hyperbel nach Lage und Grosse im tiblichen Sinn und
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der des andern 7, die Lage und Grosse der Tangente derselben, beides
fur die Punkte P, P*; zugleich ist 7, die Normale der Ellipse und 7, die
Tangente derselben in denselben beiden Punkten. Der orthogonale Schnitt
der confocalen Kegelschnitte in einem Punktepaar und die Eigenschaft
der Potenzkreise, die Winkel zwischen den Grundkreisen zu halbieren und
desshalb einander rechtwinklig zu schneiden, sind &quivalent. () Im zweiten
und dritten Falle sind E und I nur noch die reellen Schnittpunkte zu-
sammengehoriger aber nicht reeller Paare von Tangenten und Normalen,
ein Paar der Brennpunkts-Involution.

31. Der erste Fall umfasst alle reellen Punkte des Kegelschnittes
und mag nach einander fur den Fall der Ellipse und fur den der Hy-
perbel, endlich in Verbindung fur beide nsher untersucht werden. Man
hat (Fig. 13) C,C, = 2¢, AB = 2a = v, 4+ v, die Hauptaxenlange, und
setze O\l =14, C,I=14,, IP=IP" =r; dann ist der Neigungswinkel
der Ebene der Durchdringungs-Ellipse zur Tafel gleich dem Winkel
zwischen der Mittelpunktsgeraden M, M, und den Axen der Kegel, beide
haben das Verhaltniss c:a zur trig. Tangente, die numerische Excentricitdt
der Ellipse. In der Figur der Umlegung der Kegelmantellinien aus der
Axenebene, die diess zeigt, wenn man z. B. mittelst der Parallelen M,C
zur Centrale aus M, (C ist der Schnittpunkt mit der Axe M, C,) durch
Schnitt mit (A)(B) die dem Brennpunkt C, entsprechende Directrix be-
stimmt, geben die &hnlichen rechtwinkligen Dreiecke M, M,C, M IC,,
M, IC, als Verhaltnisse der Katheten

I

(v, +v,)i2c=a:c=1:e = v, :i = v,:0,;
woraus
. . N c _
iV, = 1,0, i, =—v, = gV, i, =—v, = ev,
und somit
. . [
i+, =_.20=2¢= e(v, + v,),
aber auch
2
s Y _ 2
i, = 50,9, = €V,

a

(") Fir die systematische Ableitung dieser letzteren Kigenschaft sehe man § 64
meiner Cyklographie.
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folgt. Ferner ist die Potenz des inneren Ahnlichkeitspunktes I oder das
Radiusquadrat des inneren Potenzkreises
po=1i=14,.14, = (v, + i))(v, —§;) = 0,9, — 44,
wegen 4,0, = 7,0, und somit
a?®-—c? .1 —¢’ . a®—¢?

. N o —
ri = vl”u<l € ) =0V T Wl 1l 3

d. h. durch Einfithrung der kleinen Halbaxe mit b? = a® —¢*

] = 0,9, b—i = 1,1, b~:
a (4

Dies sind die Relationen und man formuliert sie leicht zu den Satzen,
welche J. Steiver in der Abhandlung von 1847 Eleméntare Ldsung einer
geometrischen Aufgabe und iiber einige damit in Beziechung stehende Eigen-
schaften (CrErir’s Journal, Bd. 37, p. 161—192) gegeben hat; wir
werden dieselbe weiterhin durch Sr. 1847 mit der pag. der Werke Bd.
Il citieren, hier als p. 393 f

Man erhalt den Cos. des Winkels y zwischen der Normale und den
Radien Vectoren ihres Fusspunktes als Halfte des Winkels P im Dreieck

C. PC, nach der Regel cos= C = 56— guggedriickt durch
1 2 g 2 {Sb g

I v, + v, 4 2e)v, + v, — 2¢ a+cYa—c¢ b
COS—(’UI, 'U?)ZCOS)’Z (v, + v, + 20)(v, + v, )= ( X ): ,
2 4v,0, v, Y, v,
<o 012
oder durch Einsetzen von v,v, = 7 r? auch

cosrza—; oder ricosr=£=p
far p als den Halbparameter: Die Projection der Normale auf den Radius
Vector ist dem Halbparameter, der Lange der Brennpunktsordinate, gleich,
deren Product mit der grossen Halbaxe mit dem Quadrat der kleinen
ibereinstimmt. (St. 1847; p. 394, (14).) Ist  der entsprechende halbe
Winkel der Radien Vectoren am Endpunkte P’ des zum Durchmesser
MP=1, von P conjugierten Durchmessers a,, so hat man wegen a, = /v,

a, cosy = b; ebenso b cosy’ =
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und somit in Folge von

a; 4+ b =a’+ 0" und tglyr=

]

a? — b? e

tg2r+tg27'= e =b‘i’

»

c

Far die Axenscheitel ist tg’y = o, tg’y = 5 (a. a. O. p. 396). Und in
g'r gr=7s p

dem besonderen Falle

T I —
tga =/~ oder ¢ =5, also b=¢, a=cy2

erhialt man

i, =§vlfv2 = 77, ricosr=p=0\/g, tg’y + tg’y = 1, etc.
32. Kine ganz analoge Entwickelung ergiebt sich fur die Hyperbel.
Die Hauptaxe (Fig. 14) AB = 24 ist = v, — v,; wir setzen C, E = ¢,
C,E =e, EP = EP" = r, und haben tga = 2 > 1. Aus den wie vorher

und fur den gleichen Zweck gebildeten rechtwinkligen Dreiecken M, M,C,
M, EC, und M,EC, folgen dann als Verhaltnisse der Katheten

(v, —wy)i2¢ =a:c=1:e = v,:e, = v,:¢€,;

also

[ _ ¢

€9, = €, e, =_v = v, e, =-v, = &,
und somit
€, — € =~ (Ul - ’02) = 2¢ = s('pl —va)’

aber auch

2

4 .2

€€, = 00, = £,

Sodann 1st die Potenz des #usseren Ahnlichkeitspunktes E unserer Kreise
oder das Radiusquadrat des #usseren Potenzkreises

p. =1, = LB .FEA, = (¢, —v,)(e, + v,) = e, —v,v,
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weil e v, = e,0, ist und somit

- . . c’»—a,z__ 52_1— ct— at
rn=0vE—1) =00, —— =66 ——= 66—
oder mit 5% = ¢? — a?
2 2
ri= v b——eez
e 1724 R 5

Diese und die entsprechende Formel in § 31 bilden die von St. 1852,
p- 453 gegebene zweite Regel zur Bestimmung der Axenlingen; die Formel
zur Bestimmung der Distanz a. a. O. p. 454 ist der Ausdruck von

tga ———2 mittelst der Distanz d und der Centraldistanz der doppelt be-

rithrenden Kreise.
Man erhialt den Cos. des Winkels der Normale mit den Radien Vec-
toren ihrer Fusspunkte als des halben Nebenwinkels zu dem ‘Winkel bel

P im Dreieck C,PC, nach der Regel sin %0 = \/ (8;0228—_@ mit

I v,— v, + 2¢)(v,—w, + 2¢ ¢c*—a’ b
COSE(’UI, ’02)=COS)‘= <3 s+ ’(1 » )=\/ = —
49,7, v, Vo, v,
. a?
also durch Einsetzen von vv, = il

2 b%
cosy = — oder auch 7,cosy = —~=7D

dem Halbparameter. Der Satz vom Halbparameter als Projection der
Normale auf den Radius Vector ist durch seine Fassung als von der
Grosse und Realitait der Axen unabhingig und fur alle Kegelschnitte
giltig charakterisiert.

In dem besonderen Falle

tga = 2, e?=12 wird ¥ =04 und c¢c=ayz,

also — es ist die gleichseitige Hyperbel —

1
—_ P —
e,e, = 20,0, = 277} 7, CO8y = 0\/5

(St. 1847; p. 397 f).
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Die Normale ist das geometrische Mittel zwischen den Radien Vec-
toren und da auch der Halbmesser MP bei der gleichseitigen Hyperbel
diesem geometrischen Mittel gleich ist, so sind fir die gleichseitige Hy-
perbel Normale und Radius einander gleich — eine wesentliche Analogie
derselben zum Kreis.

33. Setzt man die Verhaltnisszahlen vom Quadrat der Normale zum
Product der Abschnitte, in welche sie die Brennpunkt-Distanz zerlegt —
bei der Ellipse innerlich, bei der Hyperbel dusserlich — derselben Zahl
q gleich, so hat man aus der Entwickelung fur die Ellipse und aus der
fur die Hyperbel resp.

I I
2
e?— 1 = ge?, e? — . 1 — e? = ge?, e? —

und erbalt fur das Verhaltniss der Hauptaxen dieser Ellipse und Hy-

perbel, weil dieselben durch 2?6 in beiden Fallen ausgedriickt werden

VI+ giyi—g;

zugleich ist in beiden Curven das Quadrat der Nebenaxe, abgesehen vom
Zeichen, nach demselben Verhaltniss zu ¢ proportional. Ist dann S einer
der Schnittpunkte dieser Kegelschnitte, so hat man fir die Quadrate seiner
Normalen in beiden

il = 1i1e6 = ¢

das Dreieck €| SC, muss an der Ecke S rechtwinklig sein und der tiber C,C,
als Durchmesser beschriebene Kreis ist der Ort der Durchschnittspunkte
der Paare von Kegelschnitten, welche mit denselben Brennpunkten ge-
bildet werden fur alle moglichen Werthe des Verhiltnisses zwischen dem
Quadrat der Normale und dem Product der von ihrem Fusspunkt in der
Geraden zwischen jenen gebildeten Abschnitte. (St. 1847; p. 398.) Man ist
damit auch zu der Fragestellung gefuhrt, von welcher STEINER in dieser
Abhandlung ausgeht: »Aus der Spitze C eines Dreieckes ABC nach einem
Punkte D der Grundlinie eine Gerade CD zu ziehen, deren Quadrat zu
den Abschnitten der Grundlinie 4D.BD ein gegebenes Verhaltniss hat,
wie m:n. Wenn die Grundlinie 4B der Grosse und Lage nach gegeben
ist, so soll die Grenzlage fur die Spitze C gefunden werden, tiber welche

Aota mathematica. 5. Tmprimé 4 Novembre 1884, 50
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hinaus die vorige Forderung unmoglich wird.» Diese Grenze wird von
den beiden Kegelschnitten der vorigen DBetrachtung als den Enveloppen
ithrer reell doppelt berithrenden Kreise gebildet. (Vergl. besonders die II.
Auflgs. a. a. O. p. 399 f.)

34. Fur die confocalen Kegelschnitte, welche sich in P, P° durch-
schneiden, ist die zugehorige Normale des einen zugleich die Tangente
des andern; beide Gerade schneiden die Nebenaxe der Kegelschnitte, wir
wollen setzen (Fig. 15) in Punkten I" und E*, und geben dadurch in
PI*, PE* die Radienlangen #; und », doppelt berithrender Kreise anderer
Gruppen fur dieselben Kegelschnitte. Sie bringen dadurch mit den Axen
ahnliche Dreiecke hervor, die zu einer Fulle weiterer Relationen fiihren.
Es ist

AMIT" ~ AME'E~ APIF ~ APE'T"

und somit die Proportionen-Kette
MI:II":I'M = ME*: F'E: KM = PI:IK:EP = PR : I'I": I'P,

aus deren durch das vorige bekannten Gliedern sich alle uibrigen aus-
driicken lassen. Wir wollen zur Abkiirzung o, + v, = 2a, v, —v, =24
setzen und die Nebenaxen b, ¥’ wie frither einfithren und haben dann

, o a r — b
MI— C—1i, =c(; , IM=c+ e,= CE” Pl=r,= p Vo0, —c) = (—l\/vlvg,

CV, 1,

\ — Y —
Il =¢, 4+ i, = Pyt IP =y, = (L Vo v, (e —a'f) = ;,,\/1;11}2-

Daraus finden wir

" c? " Iy ‘ b
11 =(l7)\'/v‘/”2’ I'M = (37)-, MI" = c=

h
b’

2
- e
17 E = —p vy,

1

* a . *
Pr 217\/1;14)2, I =

v,
by’

% a
II) - l;\/vlvg.
Diese Relationen laden zu Verbindungen ein und liefern z. B.

) o c e gy N
Pr. 11 =500, == i, = C.1.1C,



Uber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von parallelen Axen, 895
und
- 2
. s C v
KP.EL = RO, = €, = C L. LC,

— woraus auch P, EE":PI. II" = o*:'* folgt — und man sieht damit,

dass die Punkte P, I*, C, C, und wieder P, I, C, (. auf cinem und
’ 2 1 2 ? ’ 1? 2

natiirlich demselben Kreise licgen. Daraus folgert man wieder die Ahn-
lichkeiten

APIC, ~ APCI"~ AC,II", API'C, ~ APC I~ ACI'I,
und chenso
AL '1 ~ AI’UzE* ~ AC, L, AI’IL”UI ~ AI’C'zEN A()'l DR

aus denen cntsprechende Proportionenreihen hervorgehen, welehe nun
liefern z. B.

vy ¢ v x €y I3 ALY e B AL c
CN’I ———(JlI ——-Z\/‘Ulluz, (/‘,L ——(/11'1 =E\/vlv,‘

und daraus

I'PTC, — aze,  E'P:EC = ¢
: L = ¢:0, A S O G

3 - 3 )] 2ot imy . . con i Ty ] ST 3 . g
die erste Formel zur Bestimmung der Axenlingen in Sr. 18525 p. 453.
Ferner

IT:CI" = ¢:a = O I":PI', EE":C L' = ¢:o/ = C E":PIT";
PIL:PI": II" = b*:a%:¢?, PE:PE :EE = I7:a'%:c%
PI KE*:PI*. II" = bD: 0% etc.
Ebenso PE". PIY = v v, = PI'. PI, (Sr. 1847; p. 395 bis p. 397.)

Lo
c*v v,

b

Pr. I = 2% PI'.EE* =

o ; cte.

Fiir die gleichseitice Hyperbel mit ¢ = o'z und die entsprechende El-
bl > YE Y
lipse mit ¢ = ¢z erhialt man auch

v, =

C 1 =IP :i LI = PI" . EE, PE:EL:E'P=rt:2:1;

SR
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I'P= 2IT' = PI'.II', PL:II*:T'P=1:1:2.

SRR

Endlich, um nur noch ein Beispiel zu geben, wird
PI:PI" = 0*:0® und PE:PE" = b*:a'%

d. h. die Abschnitte der Normalen emes Kegelschnittes vom Fusspunkt
bis zur Haupt- und Nebenaxe stehen zu einander im Verhiltniss der
Quadrate der Neben- und Hauptaxe; oder irgend zwei Normalen z. B.
PII* und P, LI eines Kegelschnittes werden durch dessen Axen dhnlich
getheilt und sind daher mit diesen und der Sehne zwischen ihren Fusspunkten
Tangenten derselben Parabel. Die Berithrungspunkte der Normalen mit
den aus ihnen, den zugehdrigen Tangenten und den Axen bestimmten
Parabeln sind die zugehorigen Krimmungs-Centra des Kegelschnittes als
Schnittpunkte jener Normalen mit den ihnen unendlich nahe benach-
barten; etc.

35. Fur die vierpunktig beriihrenden Kreise in den Scheiteln der Haupi-
axe ist

PI"=a resp. PE =do

und

0,0, = (& + ¢)(@—c) resp. vw, = (¢c+ a)c—a);

daher

v, — v, c o v, + v, c
Ml =c¢*—2=—, resp. ME=ct—2=—.

vw+v, @ v, —v, &
Die zugehorigen Radien sind

e b c? , b'*
a——=— und resp. ——a =—
a a a a

(vergl. St. 1847; p. 400); fur die besondere Ellipse a = cyz und die gleich-
c
R
trisch sind sie immer die normal zu den Kegelaxen gemessenen Abstande
der Scheitel (4) und (B) der Durchdringung von der Linie der Centra
M M, im Flachenbuschel.

seitige Hyperbel ¢ = a’\/z haben beide denselben Werth Stereome-
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Dic zugehorigen Krimmungsmittelpunkte liegen in den Abstanden

2 2

c c
¢c—— und resp. ——c¢
a a

von den Brennpunkten, bei der Ellipse in dem endlichen Segment zwischen
ihnen, bei der Hyperbel ausserhalb desselben; sie begrenzen die Region
der Mittelpunkte reeller und reell doppelt berithrender Kreise, dieselbe
bei der Ellipse einschliessend und bei der Hyperbel ausschliessend. In den
zwischen ihnen und den benachbarten Brennpunkten liegenden Strecken
liegen die Mittelpunkte der imaginar doppelt berithrenden reellen Kreise,
dic mit den Brennpunkten selbst als solchen vom Radius Null schliessen.

Zugleich sind PI" und PE" resp. die Radien doppelt berithrender
Kreise der Ellipse und der Hyperbel aus Punkten ihrer Nebenaxen mit
MI* resp. ME" als den Abstanden ihrer Centra vom Mittelpunkte. Sind
v, und v, fur die Ellipse gleich a oder ist P der Scheitel der Nebenaxe,
so erhalt man fur den zugehdrigen Radius des vierpunktig berithrenden
Kreises und den Mittelpunktsabstand seines Mittelpunktes

rr =%

2 ' 62 .
—b— und .Z‘/II = g’

bei der Hyperbel ist im gleichen Falle

2 a2

PE'=% und ME" =%
(Vergl. Sr. 1847; p. 400.) Damit sind die beiden Systeme doppelt be-
rithrender Kreise, welche wir frither fanden, in ihrén metrischen Bezie-
hungen hervorgetreten.
Wir bemerken schliesslich die durch die entwickelten Ausdriicke an-
gezeigten Relationen fur die Ellipse und respective Hyperbel

art | I I
prp S ThaE ey Sy
ME  PE PE  ME

PO e A A

Auch sie finden in ciner darstellendgeometrischen Betrachtung mittelst
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der Cyklographie, welche alle den Kegelschnitt berithrenden Kreise zu-
sammen fasst, ihre anschauliche Erklarung; und ebenso dic Relatio-

—_— —_—2
nen, welche aus ihnen hervorgehen, wenn man die Zeichen der PI, PL,

-P—lg*, PE' in die . entgegengesetzten verwandelt; ich verweise jedoch fur
dieselbe auf den im Druck befindlichen Bd. II der 3. Aufl. meiner Dar-
stell. Geometrie (§ 47).

36. Bei der Ellipse ist unter den Kreisen aus Punkten der Haupt-
axe der aus ihrem Mittelpunkt mit dem Radius & beschriebene der grosste,
welcher die Nebenaxe zur Beriithrungssehne hat; je weiter der Mittelpunkt
nach der einen oder andern Seite vom Bertihrungspunkt absteht, desto
kleiner werden Radius und Bertihrungssehne; mit dem Abstand c¢*:¢ ver-
schwindet die letztere in der vierpunktigen Bertihrung, mit dem Abstand
¢ in den Brennpunkten der Radius, wahrend die imaginar begrenzte Be-
rithrungssehne in der zugehorigen Directrix liegt.

Unter den doppelt berithrenden Kreisen aus Punkten der Nebenaxe
ist der um M mit der halben Hauptaxe beschriebene, der die Hauptaxe
zur Berithrungssehne hat, der kleinste; von da gegen die Nebenaxenscheitel
hin nimmt der Radius der doppelt berithrenden Kreise bis zu dem Werthe
a’:b fur die in den Scheiteln selbst vierpunktig bertthrenden zu und die
Lange der Berthrungssehne bis Null ab. Diese Kreise umschliessen dic
Ellipse, die vorigen werden von ihr umschlossen.

Im Falle der Hyperbel werden die Kreise aus Punkten der Haupt-
axe von der Curve umschlossen und die beiden Beriithrungen eines jeden
gehdren demselben Aste an, wahrend die aus Punkten der Nebenaxe die
Curve ausschliessen und jeden ihrer Aste einmal bertihren. Die reellen
doppelt berithrenden Kreise aus der Hauptaxe haben ihre Mittelpunkte
in den unbegrenzten Strecken ausserhalb der Brennpunkte, in diesen mit
dem Radiug Null und imagindrer Beriithrung in der zugehdrigen Directrix
beginnend, die reelle Bertthrung im Scheitel mit der Sehnenlinge Null
fur den Radius ¢*:a’, und mit von da aus wachsenden Sehnen und Radien
stets reell bertihrend. In der Nebenaxe ist jeder Punkt der Mittelpunkt
eines recllen und reell doppelt berithrenden Kreises, M fur den mit dem
kleinsten Radius a'.

I Falle der Parabel sind ihre Tangenten als die im endlichen Raum
liegenden Theile der doppelt berithrenden Kreise aus den Punkten der
Nebenaxe anzusehen, der unendlich ferne Punkt der zugehorigen Normale
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als der zugehorige Mittelpunkt, die unendlich ferne Gerade der Tafel
immer als der andere Theil. Die reellen Kreise aus den Punkten der
Hauptaxe beginnen mit dem Radius Null far den Brennpunkt bei imagi-
nirer Doppelberithrung in der Directrix, die reelle Doppelbertihrung tritt
ein mit der vierpunktigen im Scheitel. Und da bei der parabolischen
Durchdringung die Ebene der Parabel den einen der gleichseitigen Rota-
tionskegel des Flachenbuschels vertritt und die zu ihrer Falllinie gegen
die Tafel durch die Spitze M des anderen gehende Parallele, d. h. die
eine Umrisslinie des Kegels, die Mittelpunktsgerade des Biischels ist, so
ist der Radius r des Potenzkreises immer diejenige Sehne in dem mit
dem Radius Vector CP um den Brennpunkt beschriebenen Kreise, welche
von P nach seinem Durchmesserendpunkt auf der dem Scheitel 4 ent-
gegengesetzten Seite geht; fur den Scheitel A selbst ist sie also eben diesem
Durchmesser gleich oder gleich 24C.

Dass nun damit auch die Vertheilung der Mittelpunkte der rein imagi-
niren doppelt bertihrenden Kreise gezeichnet ist, ist klar; ihre Radien-
quadrate und damit ihre Symmetriekreise erhalten wir ebenso aus den
vorher entwickelten metrischen Relationen, wie construierend nach dem
Friuheren als die Scheitelkreise der zu den betreffenden Lagen der Tafel
gehorigen centrischen zweifachen Hyperboloide.

Schluss.

37. In Bezug auf die Allgemeinheit wnd Vollstindigkeit der erlangien
Resultate bleibt noch Einiges hinzuzufugen, was wir ankniipfen konnen
an die Aufgabe des § 9, von der Construction der Kegelschnitte aus einem
doppelt berihrenden Kvreis und drei Punkten. Wir bemerken, dass die ge-
gebene Losung mit ihrer durch das Spatere erhaltenen Erweiterung auf
rein imaginare Kreise wesentlich identisch ist mit der allgemeinen pro-
jectivischen Losung der Aufgabe: Zu einem eventuell durch sein Polar-
system vertretenen Kegelschnitt @ die doppelt berithrenden Kegelschnitte
durch drei Punkte 1, 2, 3 zu finden. Denn zur Losung der letzteren
hat man auf den Geraden 12 und 23 die dem Kegelschnitt ensprechenden
Involutionen harmonischer Pole zu bestimmen und ihre zu 1, 2 resp. 2,
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3 harmonisch conjugierten Paare X, X und Y, ¥, anzugeben, deren
Verbindungslinien XY, X Y, XY,, X, Y, die vier Sehnen der Doppel-
berithrung zwischen dem gegebenen Kegelschnitt und den gesuchten Ke-
gelschnitten sind. Und die beiden Ahnlichkeitspunkte der Kreise, die um
zwei Punkte 1, 2 orthogonal zu einem gegebenen Kreise § beschrieben
werden (§ 9) sind in der That dasjenige Paar in der Involution harmo-
nischer Pole von & auf der Geraden 12, welches durch 1, 2 harmonisch
getrennt wird. Natuirlich liefert nun die dual entsprechende Construction
auch die Bestimmung der Kegelschnitte zu drei Tangenten und cinem
doppelt berithrenden Kegelschnitt.

Verlangt man dann die Kegelschnitte durch zwei Punkte 1, 2, die
einen gegebenen Kegelschnitt R doppelt beriihren, so erhellt aus der vorigen
Construction, dass dieselben sich in zwei Systeme theilen werden. Wenn
wir wieder durch X, X, das zu 1, 2 harmonisch conjugierte Paar der
Involution harmonischer Pole von § auf der Geraden 12 bezeichnen, so
ist jede Gerade des Biischels um X und wieder jede Gerade des Biischels
um X, Berithrungssehne von & mit einem Kegelschnitte, der den Bedin-
gungen entspricht. Far 1 und 2 als die unendlich fernen imaginéren
Kreispunkte sind X, X, die Richtungen der Axen des Kegelschnittes &,
d. h. die Berithrungssehnen eines Kegelschnittes mit doppelt berithrenden
Kreisen laufen seinen Axen parallel.

Die der allgemeinen dual entsprechende Construction bestimmt die
Kegelschnitte zu zwei Tangenten, die einen gegebenen doppelt berithren.

Wir schliessen daraus aber weiter, dass sich diejenigen Kegelschnitte,
welche zwei gegebene doppelt beriihren, in drei Systeme theilen werden, welche
sich auf die Iicken des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole der gegebenen
Kegelschnitte beziehen. Unsere darstellendgeometrische Entwickelung hat
in § 16 f fur den Fall zweier Kreise ein solches System vollkommen
erlautert, und es bleibt jetzt ubrig, die Kenntniss der beiden andern
Systeme zu begriinden. Dann wird man auch die drei Paare von Kegel-
schnitten construieren konnen, die durch einen Punkt gehen und zwei ge-
gebene doppelt berithren; etc. Wenn man erinnert, dass durch jede Ecke
des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole von zwei Kegelschnitten zwei
Verbindungslinien ihrer vier gemeinsamen Punkte gehen, und in jeder
Seite desselben Tripels zwei Schnittpunkte ihrer vier gemcinsamen Tan-
genten liegen, welche je durch die beiden andern licken harmonisch ge-
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trennt werden, so sieht man, dass fiir zwei Kreise derselben Ebene die
Centrale eine Seite # und die Richtung ihrer Normalen eine Ecke X —
die gegeniiberliegende — des gemeinsamen Tripels ist, und erkennt, dass
das in § 16 f. entwickelte System das auf X und z beziigliche Theil-
system des gesammten ist. Die Potenzlinie und die unendlich entfernte
Gerade sind die beiden durch X gehenden Sehnen, die beiden Ahnlich-
keitspunkte die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare in z. Die
Paare der Bertthrungssehnen seiner Kegelschnitte mit beiden Kreisen gehen
durch X und bilden eine Involution, welche die von X ausgehenden ge-
meinsamen Sehnen beider Kreise zu Doppelstrahlen hat — speciell, weil
der eine Doppelstrahl unendlich fern ist, eine symmetrische Involution
mit dem andern Doppelstrahl als Symmetrieaxe. (§ 12.)

38. Die beiden anderen Ecken des gemeinsamen Tripels 7 und W
liegen also in der Centrale und bilden dort das gemeinsame Paar der
durch beide Kreise in ihr bestimmten Involutionen harmonischer Pole,
zugleich auch das zur Potenzlinie symmetrische Paar, welches durch die
Ahnlichkeitspunkte harmonisch getrennt wird; die tbrigen Seiten w, v
des gemeinsamen Tripels sind die Verbindungslinien von X mit ¥ und
W oder die in ¥ und W auf der Centrale errichteten Perpendikel.

Als gemeinsames Paar der Involutionen harmonischer Pole in z,
welche durch ihre Doppelpunkte resp. symmetrischen Paare 4,, B, und
A,, B, bestimmt sind — jenes fiir reelle, dieses fir rein imaginare Kreise
— sind V und W stets reell, so lange nicht die Kreise reell sind und
sich schneiden, oder die Doppelpunktstrecken 4, B, und 4,B, beider In-
volutionen sich trennen; in diesem Falle des § 18 sind sie imaginar. In
den Fallen der ausschliessenden oder umschliessenden Berithrung der
Kreise fallen sie mit einander und mit B, 4, resp. B, B, zusammen, na-
turlich zugleich auch v, w mit der Potenzlinie. Nach denselben Eigen-
schaften sind ¥ und W auch die Grenzpunkte des Buschels der Kreise
R, &, oder die Grundpunkte des zu ihm conjugierten Buschels, d. h.
die gemeinsamen Punkte der vier Kreise, welche man aus den Schnitt-
punkten der gemeinsamen Tangenten mit der Potenzlinie mit je der halben
Lange der bezuglichen Tangenten ¢,, ¢, beschreiben kann, oder des Ortho-
gonalkreises beider gegebenen aus dem Fusspunkte der Potenzlinie in der
Centrale. (Fig. 16.)

Durch diese Punkte ¥ und W gehen die beiden Paare von imagini-
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ren gemeinsamen Sehnen der gegebenen Kreise § , &,, welche ihre Schnitt-
punkte im Endlichen mit den imaginiren Kreispunkten im Unendlichen
verbinden; dieselben sind die Doppelstrahlen der Involutionen von Paaren
von Berithrungssehnen, welche den V resp. W ebenso, wie das bisher be-
trachtete System X, zugeordneten ® und &, doppelt berithrenden Kegel-
schnitten zukommen, und diese Involutionen sind daher Involutionen rechter
Winkel. Da nun von den Axen eines solchen Kegelschnittes, gleich viel ob
er dem System ¥V oder dem System W angehort, immer die eine durch den
Mittelpunkt C, des ersten und die andere durch den Mittelpunkt C, des
zweiten Kreises gehen muss, und dazu beide den Strahlen eines Paares der
beziiglichen Involution der Berithrungssehnen um ¥ oder W parallel sein
miissen, so ist der Ort der Mittelpunkte fir die Kegelschnitte der Systeme
V und W der dber der Centrale C,C, als Durchmesser beschriebene Kreis;
und zwar ist jeder Punkt dieses Kreises der Mittelpunkt fur zwei Kegel-
schnitte, einen des Systems ¥V und einen des Systems W.

Sowie die Centrale als Mittelpunktsort durch die Mittelpunkte C,, C,
und die Ahnlichkeitspunkte I, E als Mittelpunkte der dem System X
angchorigen degenerierten Kegelschnitte hindurchgeht, so auch der Mittel-
punkte-Kreis der Systeme V, W. Die gemeinsamen Tangenten der Kreise
zahlen zum System ¥V und zum System W wie zu dem X; die vier
Schnittpunkte F,, I, und E,, I,, die sie ausser den Ahnlichkeitspunkten
E und I oder F, und I, mit einander bilden, liegen daher auf dem aus
M durch C, und C, beschriebenen Kreis, wic wir aus § 11 schon wissen.
Derselbe schneidet sie aus den Geraden » resp. w heraus und zwar
sind fir zwei rein imaginire Kreise alle diese vier Punkte nicht reell,
fur einen reellen und einen rein imaginiren Kreis liegen in dem ersten
zwei reelle Punkte T,, T,,, wahrend die beiden anderen imaginar sind. (')
Nach dem Schluss von § 29 ist jener Kreis im Falle gleicher Radien
der Symmetriekreis des Ahnlichkeitskreises. Die zugehorigen Axen, d. h.
die Halbierungslinien der von den Tangenten im Schrnittpunkt jeweilig
gebildeten Winkel, gehen durch C, und C, resp.; die Berithrungssehnen
jedes Paares an beiden Kreisen gehen durch ¥V oder W und schneiden

(') Es mag nebenbei angemerkt werden, dass Th,, Tb, zugleich die Fusspunkte der
Focalstrahlen flir denjenigen schiefen Kreiskegel sind, der den reellen Kreis zur Spur in
der Tafel und den durch den Symmetriekreis des rein imaginiren Kreises cyklographisch
bestimmten Punkt des Raumes zum Mittelpunkt oder zar Spitze hat.
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sich dort rechtwinklig; diejenigen von zwei complementiren Paaren wie
E,, I, und wieder E,, I, der gemeinsamen Tangenten bilden zwei Recht-
winkelpaare in W resp. in ¥V, die von den vier nicht complementiren
Paaren E,, E,; E,, 1,; 1,, E,; 1,, I, immer ein Rechtwinkelpaar in V
und eines in W. Die Geraden w und v des Tripels sind die durch ¥ und
W gehenden Verbindungsgeraden ihrer complementiren Schnittpunktepaare.

Und so wie der Ort der Brennpunkte des dem unendlich fernen Pol
X und der Centrale x als Polare zugeordneten Systems aus zwei Kreisen
besteht, die durch die beiden Gegenecken I, E, des Vierseits der ge-
meinsamen Tangenten der Grundkreise gehen, indem sie einander ortho-
gonal schneiden, wesshalb dann der endliche Theil des einen in ihre Po-
tenzlinie I FE, selbst ibergeht, so wird der Ort der Brennpunkte des
Systems mit dem Pol W und der Polare VX oder w von zwei Kreisen aus
C, und resp. C, gebildet, welche einander in den Schnittpunkten E, und
I, orthogonal durchschneiden; und der Ort der Brennpunkte des Systems
mit dem Pol ¥V und der Polare v von zwei Kreisen aus C,, C,, welche
sich in FE, und I, orthogonal schneiden. FEs sind Kreise aus C,, C,, weil
die Linien nach den Mittelpunkten aus jhren Schnitten, ebenso wie bei
E,, I, die Linien E,I, und E, X resp. I.X, die Axen orthogonaler Sym-
metrie fir die gemeinsamen Tangenten bilden missen. (Vergl St. 1852;
p. 465.)

39. Weil diese Erweiterungen sich aus dem Vorhergehenden leicht
ergeben und von STEINER in der citierten Abhandlung ausfihrlich an-
gegeben, endlich in der damit verbundenen Arbeit Allgemeine Betrach-
tungen diber eimander doppelt berihrende Kegelschnitte (Werke I, p. 471 £)
auch auf den projectivisch allgemeinen Fall doppelt bertihrter Kegel-
schnitte fibertragen worden sind, so dirfen wir hier abbrechen, ohne zu
tiberschen, dass dieser allmahlige Fortschritt zur projectivischen Allgemein-
heit und die Erreichung dieser letzteren ganz im Geiste der Methode liegen.

STEINER ist auch von der Bestimmung des Kegelschnittes, der drei gege-
bene Kreise von einerlei Centrale doppelt berithrt (Werke 11, p. 461) (), also

(") Die Correctur der SteiNER'schen Formeln, die offenbar schon dimensorisch falsch
sind, in Bd. I1, p. 740 hat falsche Zahlencoefficienten; man hat in den Nennern rechts
die 2 durch 4 zu ersetzen und auch das erste Glied in der Klammer mit dem Coefficienten
4 statt 2 zu schreiben. Fir d,, d,, d, als die auf die Kreispaare &,, & ; &, &;
R,, 8, respective beziiglichen Distanzsummen und mit M, M,=c,, M,M,=c , M\M,=c¢,
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in unserem Sinne der Projection der Durchdringung von drei Hyper-
boloiden desselben Biischels mit gegebenen Kehlkreisprojectionen weiter-
gegangen zur Aufstellung der Lagen-Relationen, welche drei Kegelschnitte
derselben Ebene erfiillen miissen, damit sie von einem vierten Kegelschnitt
je doppelt bertihrt werden; vergleiche in der ersten Abhandlung Werke
I, p. 415 £ und in der zweiten ibid. p. 481 f.

Wir miissen aber noch an eine darstellendgeometrische Behandlungs-
weise der Frage erinnern, welche SteiNer in der Abhandlung von 1847
neben der planimetrischen und als sie erginzend selbst angegeben hat.
Man denke cine Kugel aus einem Punkte der Tafel als Mittelpunkt und
den ihr umgeschriebenen Berithrungscylinder von gegebener Richtung der
Mantellinien Z,; seine Spurcurve & in der Tafel ist eine Ellipse, die nach
der Bichtung L, gebildete Parallelprojection desjenigen Hauptkreises der
Kugel, welcher in der zu dieser Richtung normalen Diametralebene ¥
liegta Jede durch den zur Tafel normalen Durchmesser, wir wollen sagen
die Axe der Kugel, gehende Ebene schneidet die Kugel in einem Meridian-
Kreis I, der in zwei Punkten durch die Ebene ¥ hindurchgeht, die die -
Endpunkte eines Durchmessers im Berithrungskreise ¥ selbst sind und
daher als Endpunkte eines Durchmessers von & projiciert werden. Be-
trachten wir dann das System der zur Tafel parallelen Querschnitte oder
der Parallelkreise § der Kugel, so schneidet jeder den Beriithrungskreis

folgen aus der Identitit der Durchdringungen der beziiglichen drei Paare von Hyperboloiden
die Bestimmungen

9 c ; c
=18 @=>2
€,C, C,C

2
) ¢ ) )

-8, di =28 oder d}=--
1 6162 616263

mit
S=cices + 6,77 + c,73 + cori.
Man hat daher auch immer
d: di d:
~+—+4—=0.
¢y Cy C3
Die Grosse S liefert durch ihr Verschwinden die Relation der Radien und Centraldistanzen
fiir drei Kreise desselben Biischels (der Kehlkreise als in cinerlei Ebene, weil d; gleich
Null wird)
I S SO
6263 c361 clcﬂ
welche von vielfiltizem Gebrauch ist. Die Proportiopalitit der ¢; und d; ist der Ausdruck
fur die Lage der Mittelpunkte der Flichen in einer Geraden.
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des Cylinders in zwei Punkten, welche zwischen zwei Grenzlagen %, und
P, der Ebene P — eciner obersten und einer untersten in den Abstanden
rcosA von der Tafel fir » als den Radius der Kugel und A als den
Neigungswinkel der Mantellinien des Cylinders zur Tafel oder der Ebene
der Bertthrungscurve ¥ zu ihren Normalen — reell und verschieden sind
und in diesen selbst zusammenfallen; auch schneiden sie alle jede Me-
ridianebene I in einem System paralleler Durchmesser, die ihre End-
punkte im zugehorigen Meridian haben und in unsercr Projection auf der
Tafel in wahrer Grosse erscheinen.

Die Projection der hiermit entsprungenen Elemente auf der Kugel-
flache nach der Richtung L. auf die Tafel (Fig. 17) giebt uns als Bild
des Kreises ¥ die Ellipse © mit der Projection der Axe der Kugel als
Hauptaxe; diec Projectionen der Parallelkreise P sind ihnen gleiche Kreise
aus den Bildern ihrer Mittelpunkte in der Axe als Mittelpunkten, welche
die Ellipse & in den Projectionen der zwei Punkte berithren, die 8 mit
¥ gemein hat; also reell doppelt fur Parallelkreise innerhalb jener Grenzen,
vierpunktig in den Hauptaxenscheiteln fiir die Grenzen selbst und imagi-
nir doppelt fir die von der Tafel weiter entfernten Lagen. Bis zur Di-
stanz r haben wir Kreise von reellem bis Null abnehmendem Radius,
sodass die Endpunkte des in der Axe der Kugel gelegenen Durchmessers
die Brennpunkte der Ellipse € liefern; dariaiber hinaus endlich rein imagi-
nére doppelt berithrende Kreise, welche auch vollkommen bestimmt sind.
Die Meridiane IR der Kugel mit einziger Ausnahme des die Richtung L,
enthaltenden, der als gerade Strecke in der Axe von & erscheint, werden
als ein System von Ellipsen projiciert, die man erhslt, indem man die
Bilder der ihnen angehorigen Systeme paralleler Durchmesser projiciert,
d. h. als Orte der Endpunkte der Durchmesser von der Richtung I in
allen Parallelkreisbildern oder in allen den doppelt berithrenden Kreisen
von ©; sie berithren & in den Bildern der Punkte, welche der bezugliche
Meridian 9t mit dem Beriuhrungskreise ¥ auf der Flache gemein hat, und
diese werden nach den Regeln der darstellenden Geometrie leicht ermittelt.
Sie sind die Projectionen der Endpunkte des den Ebenen ¥ und I ge-
meinsamen Kugeldurchmessers nach der Richtung L, auf die Tafel. (Fig.
17; ], und ¥,.) Es ist evident, dass alle diese Kegelschnitte die Brenn-
punkte von & als Projectionen der Pole der Kugel zu Endpunkten eines
gemeinsamen Durchmessers haben und paarweis symmetrisch zu ihm
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liegen nach der Symmetrie der Meridiane in Paaren zu dem die Richtung
L, enthaltenden; man hebt damit unter ihnen die Projection des zur
Richtung L, normalen Meridians hervor, der zu sich selbst symmetrisch
ist, die Brennpunkte von & zu Scheiteln hat und & in den Scheiteln der
Nebenaxe beriihrt.

Fur den interessanten Gebrauch, der sich von diesen Ergebnissen
machen lasst, verweisen wir auf St. 1847; p. 406—415. SrEINER hat
natiirlich bemerkt, dass die vorigen Betrachtungen fiir die Rotationsflachen
zweiten Grades mit zur Tafel normalen Axen ebenso gelten, wie fir die
Kugel, wenn auch die Curve der Beriihrung zwischen Fliche und Cylinder
und die Meridiane der Flache nicht mehr Kreise sondern Ellipsen oder
Hyperbeln sind; er erwahnt p. 403 der Ellipsoide und der zweifachen
Rotationshyperboloide, auffallender und schwer begreiflicher Weise aber
nicht der einfachen Rotationshyperboloide. Hatte er dadurch um so mehr
die Aufmerksamkeit auf diese lenken wollen?

40. Gewiss kann die hier entwickelte Anschauung der zuletzt skizz-
ierten gegeniiber als umfassender und als mehr organisch bezeichnet
werden; sie hat uns alle in den Abhandlungen von 1847 und 1852
niedergelegten Resultate und nicht nur einen Theil derselben geliefert,
nach einheitlicher Methode bewiesen und in ein Ganzes geordnet, mit
Hinzuftigung einer ziemlichen Reihe von Zwischengliedern und Erginzun-
gen. Die Aufeinanderfolge der Resultate hat dabei erhebliche Modifica-
tionen erfahren miissen, wenn auch im Ganzen die §§ 7 bis 22 wesentlich
dic Arbeit von 1852 und die §§ 31 bis 35 die von 1847 reconstruieren.
Natiirlich fehlt bei Sreiner die Parabel der Spuren der Durchdringungs-
ebenen in der Axenebene (§ 12) und ihre Beziehung zur Scheitel- und
Brennpunktsbestimmung der Durchdringungsprojection ganz, die ein wesent-
liches Glied in unserer Gesammtentwickelung ist. Die aus ihrer Ver-
bindung mit der Meridianhyperbel des ruhenden Hyperboloides in den
§§ 7 f. hervorgehende Curve der Kegelspitzen giebt Anlass zu einer in-
teressanten projectivischen Curvenerzeugung aus zwei Kegelschnitten. Die
Paare der Schnittpunkte des cinen mit den Tangenten des andern werden
mit zwei festen Punkten seiner Peripherie durch gerade Linien verbunden;
die Curve ist der Ort der Punktequadrupel, in welchen diese letateren
Geraden sich schneiden.

In Bezug auf die sonstige Tragweite der entwickelten Anschauung
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erlaube ich mir, auf einige meiner fruheren Versffentlichungen zu verwei-
sen. Ich habe aus ibr in der Cyklographie die constructive Theorie der Kreis-
biischel und Kreisnetze, die Methode der reciproken Radien und die
Losungen der Probleme tiber den Winkelschnitt der Kreise in der Ebene,
der Kugeln im Raum und der Kreise auf der Kugel entwickelt — letz-
teres das Programm des von STEINER 1826 als druckfertig angekiindigten
nun verschwundenen Manuscriptes von 25—30 Bogen; ich habe dort auch
als niher ausgefithrte Beispiele die Auflosung des ersten StriNERr’schen
Schliessungsproblems von der Figur des Paprus iiber den Ring einander
berithrender Kreise, welche zwei Kreise beruhren (vergl. Werke I, p.
42 f, p. 59, p. 135 £), in den §§ 167 bis 169 und die Discussion der
vollstindigen Figur des FruerBacH'schen Kreises im Dreieck in §§ 178
bis 187 mit einer Menge neuer Resultate gegeben; und ich habe in der
Abhandlung Zur Geschichte und Theorie der elementaren Abbildungsmethoden
in Bd. 27 der Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesellschaft
in Zurich Gelegenheit genommen, zu zeigen, dass jene stereometrische
Behandlung der Fruersacu'schen Figur zu den StriNer’schen Sitzen von
der Hypocycloide mit drei Spitzen fuhrt, welche im Jahre 1856 in der
Akademie von Berlin und im 53 Bd. von Borcuarpr’s Journal mitge-
theilt sind. (Werke II, p. 641 f) Man sieht, dass die Anwendungs-
sphire der Methode ziemlich ausgedehnt ist und dass sie zu manchen der
resultatreichen und meist ohne Beweise gegebenen Striver’schen Verof-
fentlichungen als ein Wegweiser dienen kann. Es war in diesemn Gedan-
ken, dass ich am Schlusse der Vorrede zur Cyklographie auch auf die
beiden grossen Abhandlungen von 1847 und 1852 hinwiess.

Ich habe mich a. a. O. offen dazu bekannt, dass ich lange Zeit
glaubte, meine Methode sei die des StriNEr’schen Manuscriptes von 1826
(vergl. Werke I, p. 21); die Stellung der beiden genannten Abhandlungen
zu meiner Methode erschien mir als ein Hauptgrund fur diese Ansicht,
und zwar nicht nur desshalb, weil die merkwirdigen Resultate sich so
anschaulich aus derselben entwickeln liessen, sondern noch aus dem an-
dern Grunde, dass sich bei dieser Entwickelung elementare, darstellend-
geometrische, cyklographische und projectivische Methoden so eng verbunden
zeigen. Mir schienen von da aus SteiNer’s Verhalten in der Sache und
seine Ausserungen zu derselben die rechte Beleuchtung zu empfangen. Er
hatte gewiss 1826 die baldige Veroffentlichung der Schrift ttber die Kreise
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und Kugeln vor — wie er sagt, als Anfang zur Veroffentlichung seiner geo-
metrischen Untersuchungen, die sich noch alle Tage erweiterten und aus-
dehnten, Er modificierte dann diese Absicht unter dem Eindruck und
Zwang des fortwihrenden Wachsens des erdffneten Untersuchungsgebietes
und sprach sich dartiber in dem classischen Vorwort zur Systematischen
Entwickelung etc .von 1832 aus. Jenes Manuscript sollte den zweiten und
letzten supplementiren (vergl. Werke I, p. 235) Theil eines Gesammt-
werkes bilden, welches aus funf Haupttheilen bestehend eine projectivische
Geometrie enthalten sollte; und die Systemat. FEntwickelung ist der erste
Theil davon. Das Manuseript von 1826 sollte zuletzt erscheinen, »da
mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur besondere Falle von solchen
sind, welche in den erstgenannten fanf Theilen vorkommen, und wie-
derum einige fur Kreise und Kugeln selbstandig entwickelte Satze sich
unmittelbar auf bestimmte Systeme von Curven und Flachen zweiten
Grades tbertragen lassen, wie solches in jenen fiinf Theilen nachgewiesen
wird» Die Abhandlung von 1852 ist ein lehrreiches Beispiel dieser Ver-
bindung und dasselbe ist durch die Allgemeine Betrachtung diber einander
doppelt berihrende Kegelschnitte (Werke II, p. 471—483) vervollstandigt
worden. Dass der grosse Gesammtplan von 1832 nicht zur Ausfihrung
kommen wirde, war wohl schon bei Veroffentlichung der Abhandlung von
1847 wahrscheinlich; und StrINERr gab hier statt einer rein planimetrischen
Entwickelung ein Beispiel von der Kraft der darstellendgeometrischen Me-
thode in der Bemerkung Werke II, p. 402 f. und der daran ankntipfenden
Ausfuhrung ibid. p. 406 bis 415. Zudem spricht vieles dafur, dass die
beiden genannten Abhandlungen Ausziige der merkwirdigsten Resultate
aus einem vorliegenden grosseren Ganzen bilden, wenn schon wir iiber
dieses Ganze keine directe Kenntniss haben. Ich habe auch die Abhangig-
keit des Ahnlichkeitskreises und der von den Wechselsehnen der Kreise um-
hillten Parabel ihrer Schaar (§ 15) als sehr speciellen Fall einer dar-
stellendgeometrischen Entwickelung erkannt und nachgewiesen — vergl. die
vorlaufige Mittheilung in Bd. 28 der Vierteljahrsschrift der Natur-
forsch. Gesellschaft in Zurich p. 289 f. — und mache schliesslich
noch aufmerksam auf die einfachen Uberginge vom Reellen zum Imagi-
niiren in den entwickelten Constructionen. Habe ich ihnen zu viel Credit
gegeben, wenn ich fir moglich hielt, dass sie in STrINER's Bewaltigung
des Tmaginaren in der Geometrie eine Stelle gehabt hitten?
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