
SUR LA THI~ORIE DES FONCTIOblS ELLIPTIG[JES 

P A R  

K .  W E I E R S T R A S S  
b. B E R L I N .  

T p a d u i t  de  l ' a l l emand(~ )  p a r  A. P a u t o n n i e r  g P a r i s .  

L'objet de ee m6moire est de eombler une lacune qui se trouve 
dans l 'ouvrage de JACOBI: Theorie der elliptischen Functionen aus den Eigen- 
schaflen der Thetareihen abgeleitet ( G e s a m m e l t e  W e r k e ,  T. i, p. 4 9 7 ) e t  
sur laquelle j 'ai appel6 l 'attention dans une note page 545- Par suite 
j'ai employ5 ici constamment les notations de JACOBI. 

Pour exprimer les fonctions elliptiques 

slna,n(u, k),  osa,n(u, k), aam( ,, k) 

an moyen des fonetions de JACom 

O(x, q) = I - - 2 q c o s 2 ~  + 2q 4cos4 z ~ 2 q  "~cos6x+ . . .  

0a(X , q) ----- 2 { / ~ . ( s i n x - - q  ~ sin 3 x + q~'sin 5 x - - . . . )  

02(x , q) = 2~/~.(eosx + q2cos3x -4- q~' eos6x + . . . )  

03(x, q) = I + 2 q c o s 2 x +  2q 4 c o s 4 x +  2 q ' c o s 6 x +  . . .  

on a k r6soudre le .probl6me de d(!terminer pour chaque valeffr donnde 
de k une valeur de q satisfaisant k l'6quation 

0~(o, q) , -  ~ + q ' + q ' + q " + . . .  
( I )  ~/1r = (/3(0, q) = 2~/q. I + 2q + 2q'  -I- 2q 9 + - . .  

(i) M a t h e m a t i s c h e  und  n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e  M i t t h e i l u n g e n  aus  den 
S i t z u n g s b e r i c h t e n  de r  k. p r e u s s i s c h e n  A k a d e m i e  de r  W i s s e n s c h a f t e n ,  1883~ 

p. Q5-- IO5,  I 6 3 - - 1 7 3 ,  62i~647. 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  6. I m p r i m d  5 Aot~t 1884, ~ 
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Lorsqu'on a trouv6 une telle valeur, alors en posant 

2 K  uzv - ~i(o, q) x = -  (~) ~ ~g  

OIl a 

V'~.sinam (u, k) - -  ~,(z, q) ~(.~, q) 

(3) ~ /" - - - -k ' c~  k ) -  a(z, q)q) 

x q , (x ,  q) 
~/i - -  k ~ "  A a m  (u, k) -= O(x, q) 

D'ailleura on peut fixer arbi t rairement  la valeur de l 'un des radicaux 
~J~, ~ et la valeur de l 'autre se trouve ddtermin6e par l '6quation (~). 
II faut choisir la valeur de ~ / t - - k  -~ de mani6re que l'on ait 

(4) ~ / , - k '  8(o, q) , _  ~q + ~ q , _  ~q9 + . . .  
= 8a(O , q - - ' - - ~  = I 21- 2q -1- 2 q '  + 2q 9 "4" . . . "  

Dans le trait4 posthume de JACOBI: Theor'ie der elliptischen Functionen aus 
den Eoenschaflen der Thetareihen abgeleitet, ce probl6me eat traitd (w 6) 
pour le cas off k est une quantitd rdelle comprise entre o e t  I et la so- 
lution donnde en montrant  que par tant  de rdquation (i) on arrive ~ la 
m(~me expression de q que celle trouvde par JACOBI dans les Fundamenta 
nova par la voie convenant ~ cet ouvrage. Je vais maintenant montrer 
comment, avec lea moyens emplo'yda par JACOBI dans le trait6 cit6 ci- 
dessus, on peut pour toute valeur complexe de k d6terminer routes ies 
valeurs de q satisfaisant K l'6quation (l), et cela au moyen d'une sdrie 
qui non-seulement b~ cause de sa rapide convergence fournit un moyen 
commode de calcul de lavaleur de ff correspondant b~ une valeur numd- 
rique donn6e de k, mais encore, si l'on consid6re k comme une quantit6 
variable et ~/ comme une fonction de k, peut servir ~ ddcouvrir les pro- 
pri6tds earact6ristiques de cette fonction. J 'emploierai principalement les 
deux 6quations utilisdes aussi par JAcom 

(5) I 0~(o, q) = 0~(o, q 3  + 0~(o, r 
I 0(o, q ) =  0~(o, q ' ) -  0~(o, q') 
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qui se d6duisent immddiatement des expressions de ~)~(o, q) et t)(o, q), 
ainsi que la relation 

(6) X(o, q) + 0~'(o, q) = X~(o, q). 

. 

Je consid~re d'abord exclusivement les valeurs r~elles de q soumises 
la condition 

o ~ q < ~  

et je .suppose que dans la stfite si a est une quantit~ positive log a 
d6signera la valeur r~elle du logarithme naturel dc a, e t a "  d6signera 
pour une valeur quelconque dc m la valeur donn6e par la formule 

e,Tt l og  a 

Par suite 8(o, q), 0~(o, q), 0~(o, q) ont toujours des valeurs rdelles et 
sont des fonctions continues de q. 

De plus, sur les expressions des quantit6s 0~(o, q), ~ ( o ,  q), on 
aperToit imm~diatement clue la seconde est constamment positive, et que 
pour q > o  il en est de m~me de la premi6rc qui s'annule pour q ~ o .  
Quant ~ 0(o, q), si cette quantit5 dtait nulIe pour une valeur dSterminSe 
de q, il cn rdsulterait d'aprSs (5) 

~(o ,  q ' ) =  O~(o, q) 

et par suite, en vertu de l%quation (6), on aurait  aussi 8(0, q4)~-o. I1 
en rSsulterait encore que O(o, q~), 0(0, q~4) seraient aussi nulles, ce qui 
est impossible, parce que 0(0, q") pour une valcur infiniment grande 
de m prend une valeur infiniment voisine de i. Par  suite 0(0, q) ne 
peut s'annuler pour aucune des valeurs consid~rdes de q, et est par suite 
constamment positive. 
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D'apr6s cola 
a,(o, q) 
a3(o, q) 

cst une fonction continue dc q qui s'annulc pour q----o et a une valour 
positive [}our route autre valeur dc q. Ellc cst toujours plus petite que 
t cn vertu de l'6quation (5) 

~9~(o, q) > 0;(o, q); 

mais on [}cut inontrcr q ue lorsque q Tartant de la limite zdro el croissant 

constammcnt s'approche de la limile x, q croit aussi constamment et lend 

vers la mdme limite. 

Coinme on a 
1 

a~(o, q) 2,t~-(~ + ~,' + q~ + . . .)  
~(o~ q) I + 2f/ + 2ft' + el/~ + . . .  

on [}eut prendre toujours unc valeur positive q0 < I telle que 

#,(o~ q) 
V~(o, f/) 

croisse constamment lorsque q croissant d'une mani6re continue [}arcourt 
Mais il r6sulte des 6quations (5) si on rcmplace l ' intervalle (o . . .  q0)" 

1 

q par q~ 

.(o, 

(7) 

D'a[}r6s cela 

, _ a , (o ,  ~) 

ado, q) 
03(0, ' + 03(0, 

d6crolt constanmmnt, lorsque q parcourt en crois- 

sant constamment l ' intervalle en question, ou bien, ce qui est la re(hue 

chose, e(o, q) d6croit constamment lorsque q croissant constamment passe 
a3(o,  q) 

1 

de  o "& ~ .  Mais on a 
1 

~,(o, q) e(o, ~)~ 
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1 
t~(o, 9) croit en mdmc temps que q tant que q < q4. I1 en par suite ~(o~ 9) 

rdsulte par suite qu'il en est de mOne aussi longtcmps que q est infdrieur i~ 

1 1 

q106 
, q o  , ~ ~ " ~ 

Les termes de cette sdrie convergent vers I, par suite 

en mdme temps que q, si pros que q s'approche dc l'unit6. 

y,(o, q) croit 
~,(o, 9) 

Si on pose 

on a encore, d'apr6s (7) 

( ~ = - i  ~(o, 9) 
a~(o, q) 

~(o, ~/~-) 

0~(o, 9 ~) 

< 2  

et par suite aussi 

40, 9�88 9 ~) < ~. 
40, 9 ~) 40, 9~) 

I -  < 

I1 en r6sulte par suite que pour toute valeur enti6re positive de m 

~ ( o ,  9 ~) , . 
, < ( o / ~  ; 

1 

1 

par suite, lorsque m devient infiniment grand, la valeur de q 4" s'approche 
ind6finiment de la limite x, ct 

1 

1 

s'approche aussi ind6finiment de cette limite. Ce qui d6montre 6videm- 
0.,(o, 9) 

ment la propri6td annonc6e de la fonction ~(o, 9)" 
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Cela fait, supposons le quotient 

o~(o, q) 
0~(o, ~) 

d6velopp6 en s6rie ~l(q) suivant Its puissances de q. Le premier terme 
de cette s6rie est 16q, et ses coefficients sont des hombres rationnels. 
On peut par suite ddterminer uric suite infinie de nombres rationnels 

~ 0 ~  0~1~ (~2~ " * " 

de mani6re que pour une valeur suffisamment petite de q t%quation 

(s) (q)=q 
,'t~O 

I 
soit satisfaite, d'oh il r6sulte, comme a 0 -= i--g 

(9) l o g ( , 6 q ) - =  log~I(q) n t- ~ fl,,]J"(q) 

off fl,, f l ~ , . . ,  sont toujours des nombres rationnels. 
Si maintenant  on choisit une quantit6 positive q0 ~ I de mani~re 

qu'elle se trouve dans lc domainc de convcrgence de la sdrie ~J(q), et 
si on pose cn m6me temps 

la somme 

(0,(o, q)) 4 
t~ = \0,(o, 

s I .ito n = l  

( d ~ s  l~quene I .1 a~igne  la valeur absolue de ft.) a une valeur finie 
et on a eertainement l'6galit(! 

(,o) , a.,(o, q) + ~-" ~/0.(o, q)),. 
logq + log i6 = 4 m g o ~  ~ q) ~. .~[~"~0~ 

pour les valeurs de q satisfaisant k la condition 

o < q ~ q .  
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parce que pour toutes ces valeurs on a d'apr6s ce qui pr6c6de 

Si on d6signe par t 

o < \ r  < t~ 

0 , ( o ,  q ) ) '  
r  ~ /  
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et si on remplace dans (IO) q par q ' , c o m m e  on a d'apr6s les 6quations (5) 

O(o, q) 1 
0 ~ ( 0 ,  q4)  I ( ']a(O, ~ )  _ _  I - -  I - -  t )  ~- 

03(0, q') 0(o, e) 
i + o~(o ,  ~-----5 i + 

(ii) 
1 

I - -  t) ~ 

a savoir on obtient une seconde expression pour logq,  

- - ( ,  - -  - - ( [  . 
(I2) 4 1 o g q + l o g I 6 - - - -  4 l o g  + f l ,  : - 

+ (~ - -  t ) ~ /  + ( t  - -  t ) ~ /  

Et alors de (IO) et de ([2) on ddduit l%quation 

8 , - - ( I  , , - - ( , -  
( I  3) .=IE t i n t  n = log ~ + 

�9 I "4" ( I  - -  t ) -4 /  "~ ( I  - - t ) 4 , /  

Pour obtenir eette 6quation nous avons consid6r6 t comme une fonction 
de q. Mais comme, lorsque q croissant d'une mani6re continue parcourt 
l ' intervalle ( o . . .  q0) t croissant constamment passe de la valeur o 'X 
la valeur to, on volt que l'6galitd (i3) persiste lorsqu'on consid6re t 
comme une variable ind6pendante et qu'on lui donne une valeur quel- 
conque appartenant /~ l ' intervalle ( o . . .  to). 

Mais on a 
3 3 

I - -  ([ - -  ,~(I - -  t ) - ~ d t  t) - ~ d t  
d log  = ~ + j ( t  - -  1 

+ (~ - t ) ~ /  i + (, - t)~ 

3 
I ~(, - - t ) -~ dt 

1 

i - -  ( ,  - -  t)~ 

' ) = a t  
y ;  
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3 1 

I ( i  - - t ) - -  ~ I si done on d~veloppe ~ + ~ ( x -  t) -~  suivant les puissances de 

t, et si on pose 

(I4) I I (I - - t )  -~" I + r + 2r ~ + 3r 3 + 2(I - - t )  4 + 2 . . . .  

il vient 

(I5) log - = log~ + 
+ (, ~ t)~/  

et z~, r e ~ , . . ,  son, des nombres rationnels et positifs.  

De (i5) r6sulte alors 

(x6)  - - ( I  - -  t " ' ~ ,  t" 
+ (, - -  t ) ~ /  

off pour un exposant quelconque m l e s  coefficients e~,~ sout dOermin& 
par l'6quation suivante r6sultant de (~4) et de (~6) 

on d6duit de cette 6quation 1,~ formule de r6currence 

p 

( ,7 )  ~ . . . .  = m Z__,t,,,.~ . . . .  ,, (~ > o) 

(')" de laquelle, eomme r ---- ~ , on tire la conclusion importante que pour 

une valeur positive tte m les grandeurs  e ... .  sont toutes des hombres positifs. 

I1 rgsulte de la mani6rc don, on les a obtenues, que les s6ries 

sont convergentes pour toute valeur r&llc ou complexe de t dont le 
module est inf6rieur it i. Par suite des propri6t6s des quantit5s ~,  em,~ 
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on a pour route valeur  r6elle de t comprise entre o e t  i et toute valeur  
positive de m 

t)!x) log~_ ~ , s ~ t  ~ < log + 
V = I  

+ (~ - -  t )~ /  

(: - - ( I  
~ s , .  ~t m+~ < ~ -  �9 
v = 0  J 

+ (~ - -  t ~ /  

De lk il r6sulte, si l 'on fair eonverger  t vers la l imite i 

~ _ _ < l o g S ,  ] ~ z  . . . .  , __< I 
V = I  - -  v = O  

ou m ~ m e  comme cela a lieu encore si on remplace n par (n + x) 

Par  suite les s6ries 

2~r < log 8, .%,. < I. 
v = l  v = O  

f 

e~ ao 

v ~ l  v = O  

sont convergentes pour  toute valeur  de t dont  le module  est 6gal b~ 7, 
et il rdsulte des dquations (t5) , (~4), si on fait tendre t vers la l imite i 

~a . at~ 

(18) ]~E~ = log8 ,  Z z  .... = I. 
P = l  v = O  

Si nous d6signons main tenant  

ao 

]~ , . ,~ t  "+v, par ~J(t,  m), 
v ~ O  

d'apr6s ee qui prde6de on a pour  toute valeur  r6e l l e ' de  t comprise dans 

l ' interval le  ( o . . .  to) 

(,9/ .x + 
A c t a  m a t h e r a a t i c a .  6.  l m p r l m ~  6 & o f l t  1884 .  ~ 
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t o pouvant repv6senter une valeur positive quelconque, inf6rieure k I et 

eomprise k l ' int6rieur du domaine de eonvergence de la s6rie ~=t[~,,t". 
Mainten'mt si l'on pose 

1 

t 1 = t0 4, 

par suite de cette circonstance que les coefficients de la s~,vie ~J(t, 4n) 

sont positifs et que leur  somme est 6gale k I, 

ll(tx, 4n) est positif mais infdrieur h t~, 
et pa.r suite 

oo 00 

o < Z, I,L I II ( g , =  4n)< x I~.lto.= 

Pour toute v~]eu," de t s~tisf~is~nt ~ 1~ eonaition I tl < g o,1 

Ill(t, 4~)1 < It(t,, 4n), 
et la somme 

~a 00 

Z XlY.l~,. ~ltl ''+~ 

a une valeur finie. Par suite 1~ s6rie 

est absolument eonvergente, et il en r6sulte, si on reunit  t o u s l e s  termes 
eontenant la m~me puissanee de t 

(~o) 

oh l 'on a 

0o 

,,,~.V(t, .4-)--x(~, p)#~+,, 

r 

(~)  (,-, p) -- x ~,..,,_,.,+~.. 

De l'6quation (i9) on obtient ensure  

r ! 

( p = 0 , 1 , 2 , 3 ;  r = l  . . . . .  ~ )  

( p = O ,  1 ,  2 ,  3 ;  v = l ,  . . . ,  00) 
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et on pcut ainsi ealculer de proehe en proche Its quantit&/3,, al)r& qu'on 
a d6termin6 pr6alabl tment  les nombrts  s~, s~.+~ d6finis par los dquations 

I 7 ) .  

Des formules (22) il apparait  que Ies quantitt;~ fl,, aussi bicn que 
Its quant, it& s.,, s4~+~ sont toutes des nombres positifs et rationnels. 

I1 r6sulte cncore de ce qui prdc6de que la sdrie 

co 

est absolmnent convergente pour toute valeur de t rdclle ou complexe 
dont le module n'cst pas supdricur ~ I. 

Pour le d6montrer, je remarquc d'abord qu'on p tu t  se disl)enser 
maintenant de l 'hypothdse faite prdcddemment que la grandeur ddsigndc 
par t 6 soit situ6e ~ l ' intdrieur du domaine de convergence de la sdrie 

~ , , t " ,  ct qu'il suffit de supposer que la sdrie soit convergente pour t = t 0. 
Alors d'apr6s ce qui a 6t6 ddmontrd plus haut l l7,[ = l~,, et alors il est 
certain que la sdrie qui constitue le second membre de l'dquation (20) 

1 

converge pour t ~ l0 ~. Mais pour la mdme valcur de t ta sdric ~_.s,,l '~ est 

aussi convergcntc, l 'dquation (I9) montrc done que si la sdrie Zf l , , t "  
1 

converge pour t = to, elle converge aussi ndcessairement pour t - - t 0  ~, et 
par suite aussi pour 

1 1 

t = . . . .  

Par suite la s6rie est eonvergente pour les wdeurs positives de t qui 
s'approchent autant  que l 'on veut de I ct lc rayon de son ccrcle dc 
convergence n'est pas infdrieur i~ i. 

D'apr6s cela l'6galit6 (1o) 

, /0/o, q)) 
logq + log I6 = 4- l o g ' - -  + q) 

ar (H~(o, ,l)i TM 

Z 3 , ,  \ . :o ,  
n = l  

a lieu pour toute valeur de q satisfaisant k la condition 

O < q < I .  
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Mais si q s'approche de la limitc I l'expression qui forme le second 
membre de cette 5galit~ converge vers la limite 

ao 

t ~  

et on a par suite 
r 

Tiff .  = log 16. 
En consequence la s~rie 

converge aussi "lorsque le module de t est ~gal ~, I, et repr~sente pour 
le domaine de la quantit~ t d~fini par la condition 

Itl__<, 
une fonction analytique continue de cette variable. 

Si on pose maintenant 

(:3) r  = L e  "=' t6 

on obtient 

e~ 

(24) q"(t)  = Z a,,t "+' 
~ ' 1 = 0  

oh les coefficients a,, sont identiques k ccux de l%quation (8) 

ao 

q = 5:  ~ n"+' (q)  
n ~ O  n ~  

qu'on pcut calculer au moyen des fl,, ct qui sont comme ceux-ci des 
nombres rationnels positifs. Si on fait tendre t vers la limite I, on a 

(25) Z ~ . =  e "~' = , .  
n E O  

La fonction qJ'(t) est d6s lors d6finie pour toute valour de la variable t 
correspondant k la condition 

Itl=<'. 
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Pour t = I on a ~ ' ( t ) =  I, au contraire pour toute autre valeur de t 

I r  < ,. 

D'apr6s ce qui prdc6de l'dgalitd 

persiste, si on pose 

q = q ' ( t )  

(O~(o, q)) 4 

et cela certainement pour les valeurs r6clles de q appartenant ~ un certain 
intervalle ( o . . .  q0)" Pour toutcs lcs valeurs de t correspondant h ccs 
valeurs de q on a l'dgalit6 

(27) [I-}-2g"(t)+ 2q"4(t)+ 2q"'~(t)-}-...]4.t= I6r + q"'2(t)+ r 

Mais si on consid6re t comme une variable ind6pendante et limit6c 
l'espaee dfitermin6 par la condition 

I t l<~  
la valeur t = I 6tant cependant except6c, les deux membres de l'dgalitd 
prdc6dente sont une fonction analytique uniforme ct continue de t parce 
que pour chacune des valeurs consid6r6es de cette quantit6 on a 

I < i.  

D'aprbs un th6or6me connu l'6galit6 persiste pour chacune des valeurs 
de t appartenant g l ' intervalle considdr6. On peut encore montrer que 
03( % q) ne peut s 'annuler m~me pour une valeur complexe de q, ct cela 
de la m6me mani6re que nous l'avons d6montr6 plus haut  pour la 
fonction 0(0, q), en supposant que q 6tait une quantit6 positive. 

Nous avons donc 6tabli que si: 
t est. une grandeur r6elle ou complexe dont le module ne surpasse 

pas l'unit6, et qui n'est pas dgale g I l'6galitd 
I 
o,(o, q)~' 
o~(o, q ) /  = 4 
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est satisfaite, si l'on pose 

q = r  = Z~.t "+'. 
n ~ O  

Si le module (k) des fonctions clliptiqucs no surpasse pas l'unit6 en 

valeur absoluc et si son cart5 n'cst pas  6gal ~t I, alors nous avons pour 

sin am (u, k), c o s  a m  0 ' ,  k),  A am (u, k) 

les expressions (3), si o n  pose 

q - ~_, a , k  ~.-~-. 

De plus comme les fonctions elliptiques d'un module quclcon(lue peuvent 
se rdduire ~ celles dent le module satisfait aux conditions 6noncSes, ce qui 

prdcSde suffit pour dSmontrer que chacunc de ces fonctions peut se re- 
prSsenter sous la forme du quotient de dcux sdries O. Dans une com- 

munication suivante je montrcrai comment on peut  transformer la s~rie 

Zant" 

en une atitre convergente pour toute wlleur de t ,  et d6montrerai  en 
m6me temps comment avec les moyens employ6s iei on peut r~soudre le 

probl6me de dSduire de l 'une d'entre elles routes lcs autres valeurs de q 

satisfaisant ~ l'Squation 

(~(o,  ) 4 
t. 

To 

D'aprSs ce qui a 6t5 dtabli prScSdemrnent sur le cerele de convergence 

de la s6rie 
0o 

X = 
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et sur les propridt6s des nombres ft. l '6quation ( I 3 ) d u  ehapitre pr6eddent, 
qui peut s'&rire sous la forme 

l o g t - -  log I6 +~, f l , , t "  

[(: S(: i - - ( i  - -  - - ( ~  = 
: ~i log - - - l o g  I6 + fl,, I 

+ (x ~,);/ . = ,  + (~ - -  t ) , /  I 

est v6rifi(!e certainement pour toute valeur r6elle comprise dans l ' intervalle 
( o . . .  i), car la quantit6 d6signde par t o dans l'dtablissement de ces dqua- 
tions, sur laquelle on a fait seulement la supposition que la somme 

i t = l  

a une valeur finie, peut maintenant 6tre prise 6gale k x ell vertu des 
6quations 

Si on pose done 

les coefficients ~'. 
a~ 

(,) 

et en m4me temps 

(:) q"(t) = 

= l o g  , 6 .  

I I ~ =  ~ ~ 
e ~ l o g x 6 + ;  ~., .r 

----- ~ r,,t" 
n ~ O  

6tant comme les a,, des nombres rationnels positifs, et 

, ' ( t ) = t  r.t" 

471 

+ ( i - - t )  ~ " - -  \ ~  + (~ - - t ) ~ /  
n = O  

Mais la s6rie qui forxne le second membre de cette 6galit6 est convergente 
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pour toute valeur rdelle ou complexe de la quantit6 t et repr6sente une 
fonction analytique de cette variable, si on fixe comme il suit l 'une des 

1 

quatre valeurs qu'on peut attribuer ~ la puissance (i - - t )  ~ pour chaque 
valeur ddtermin6e de t. Si on excepte du domaine d'une quantitd va- 
riable sails aucune restriction, les valeurs rdelles n6gatives ainsi que les 
points o et cxv, il y a toujours parmi les valeurs en nombre infini que le 
logarithme naturel  de x peut prendre pour une valeur d6termin6e de 
cette variable, une valeur dont la seconde coordonn6e est comprise entre 

- - r ,  et -k-z.  

C'est toujours dans la suite eette valeur que nous aurons e n  vue en 
6crivant logx:  elle constitue b~ l 'intdrieur du domaine ddfini pour la va- 
riable x une fonction analytique uniforme de cette variable, car s i x '  est 
un point ddtermind quelconque de ce domaine, on peut l 'entourer d'un 
contour tel qu'k l ' int6rieur la s6rie 

(3) log x' + ~ ~ {z--~']. 
�9 ~ k--q--/ 

repr6sente une telle valeur du logarithme naturel de x dont la seconde 
coordonn6e comme celle de log x' est comprise entre - - z  et -t-~r. 

De lk il rdsulte en particulier que 

(4) logx  = ~  I ( x - -  x)" 
9Z 

n = l  

si on limite la quantitd x au domaine limit6 par la condition 

[ x - - i I < x .  

Car k l'int~rieur de ce domaine les expressions figurant dans les deux 
membres de l'~galit6 sont routes les deux des fonctions analytiques uni- 
formes de x; l'dgalitd a done lieu pour le domaine entier, car d'apr6s 
une remarque pr6c6dente elle persiste dans le voisinage du point I. 

De plus si x 0 est une quantit6 ndgative d6termin6e pour les valeurs 
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de x appartenant k un certain voisinage du point x0, la scconde coordonnde 
de la quantit6 

- ) 
?l 

~ t=l  

est n6gative ou positive suivant qne la second~ coordonn6e de ~ - - a c  0 
est positive ou negative. On a done dans le premier cas 

(5) logx = log~--Xo) + r.i + ~ - 

n = l  

dans le second au contraire 

(6) ac < . ,  Xo , ' )  n log x = log ( - -  Xo) ~ zi -t- ,~ 
t l = l  , 

De lh ]1 r6sulte, que lorsque x s'approche du point .r o, suivant que cela 
a lieu du c6t6 positif ou n6gatif de l'espace ( - - 2 . . . o ) ,  logx s'approche 
inddfiniment de la limite log ( - -x0)  A- ~i ou de la limite log ( - - x 0 ) - - z i .  
Si on d6signe les valeurs donn6es par los formules pour log~:0 

log ( - -  xo) -1- ~ ,  log ( - -  .%) - -  ~i 

respectK'ement par 

O n  8, 

+ 

log x o, log x o 

-4- 

(7) logx  0 = logx o + 2~i. 

Par suite de ce qui pr6cdde on a done pour les valcurs de x appartenant 
k un certain voisinage de x 0 

(8) I ,~ - -  ,T o 
log x = log x o + ~3 \ x~-Z-/ 

off il faut prendre le signe supdrieur ou inf6ricur suivant que la seconde 
coordonn6e de x - - x  o est, positive ou n6gative. 

Aeta  m a t h e m a t i e a .  6. I m pr im 6  8 Septembre  1~84. ~-~ 
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.4=_ 

De la definition de  logx 0 et logx 0 il apparait du restc que Its deux 
valeurs sont h l 'intdrieur de l'espace ( - - o c  . . .  o) des fonctions continues 

de x 0 . 
De plus si on d6finit pour les valeurs consid6rdes de x et un ex- 

posant quelconque m la puissance x m par l'6galit5 

9 )  X m ~ e m t~  

nous tirerons des 6q,mtions (3, 4) respectivcment les suivantes 

i i ,  i i  

{,o) .~,,, = ~,,,,. ~_ (,,,),, i � 8 9  ,~ ) 
n = O  

[( , , , ) , ,  ("" - ')"-1 
. ~ i :  + i ) ,wj  

( , , )  

x" est donc aussi une fonction analytique uniforme de x. Si on pose 
pour une quantitd nd.gative x0 

(l 2) 
t.~o) --  e '~"(-- ~oY 

(;o;"=e ..... '<--.~o)" 

on d&luit des 6quations (7, 8) 

I, 31 (:~oI"= e~ TM 

, ~ :  . . . . .  (d;__;~o)" ( '4)  x"-~-~ (.~'o t . ~ ( , , , ) , ,  
\ n = 0 \ ;~"t, / 

ol, il faut prendre le signe sup6rieur oll inf6rieur suivant que la seconde 
coordonn6e de x - - x  o cst positive ou ndgative. Lc domaine de ~, 
l'intdrieur duquel les 6galitds (1o, i , ,  14) ont lieu est le mSme que 
celui pour lts 6galitds correspondantes (5, 6, 8). Enfin il rcssort de la 
d6finition des quantitds 

que toutes les deux dans l'(~tendue ( - -  ~ . . .  o) sont des fonetions eonti- 
tinues de x 0. 
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D'apr6s ce qui pr6cdde, si on ddsignc main tenan t  par  t u n c  qua, ntit6 
var iable  sans restriction,- 

1 

(i - - t )  ~ 

est une fonetion, qui est ddfinie comme uniforme pour  toute va leur  de 

t n ' appar tenant  pas k l '6 tcndue (I . . .  + cxv), tandis qu'cl le  prend dcux 

valeurs  s i t  est pris dans l '6tcndue cn question. Si on pose 

log ( I - - t ) = p + a i  

6eartant  les valeurs  t = I e t  t = cxv, et d6signant par  p e t  o des grandeurs  
r6ellcs on a 

1 1. 

(I - -  t) :i- ~ e i"(cos l~r  + i s i n I ~ )  
4 4 

et par  suite, comme a est eompris  dans l ' interval le  ( - - z . . .  + ~) 

- P  I 
t + ( , - - t )  ~ - -  , - - ( , - - t )  z = 4 e4 c o s - a > o .  

4 

De lk il r6sulte q u e  la va leur  absolue de 

1 

I - -  ( I  - -  t )  ~- 

1 

4-  (~ - -  t) i- 

est toujours  inf6rieure h. I ,  et par suite que la s6rie qui forme le premier  

membre  de l~6galit6 (2) est abso lument  convergente  pour  toute va leur  de 

t. Cette derni6re propri6t6 subsiste encore lorsqu'on donne k la quanti t6 t 
1 

, t - -  ( ,  - -  t)~ 
une des valeurs  exceptees, car 1 a la va leur  i pour  t---- I ,  et 

x + ( i  - - t ) Y  

la va leur  - -  I pour  t = cx~. 
~PO" �9 �9 D'apr6s cela, si on d6finit ma in tenan t  q"(t) par 1 eoah te  

~ ' ( t )  = ~ (~ - t )_  r .  - ' 

+ (~ - -  t)~ = + (! t ) ; /  



188 K. Weicrstrass. 

1 

i - - ( , - - t )  ~ prend deux valeurs T(t) est une fonction, qui comme 
, + ( ,  - -  t)~ 

seulcment pour les valeurs de t rdelles situdes entre -{- i ct -Jr-o,v, et 
qui pour toute autre valeur de t c s t  uniforme et d6termin~e. I1 faut ici 
remarquer que les deux valeurs de q"(t) qui correspondent k une valeur 
rdelle de t situ6e entre I e t  + ~ sont des quantitSs complexes conjuguSes 
comme cela apparait imm~diatement sur les dgalitds (I2). 

De ce que nous venons de ddmontrer par rapport '~t la fonetion 
1 

x -- (, --  t)~, il rSsulte encore que 

[ + ( ,  - -  t)~ 

v,'(,) = , ,  q ' ( ~ )  = - - I ,  

mais que pour toute valeur de t diffdrente de I,  

par suite 

zr 

[ ,t'(t)[ < , z  r,, 

I 't '(t)l < , .  

Si on excepte du domaine de la variable les points appartenant k l%tendue 
1 

(I . . .  -k- r d'apr+s ce qui prScS(le, (x - - t )  ~ n'est pas seule une fonc- 
tion analytiqtle uniforme, mais il en est encore ainsi des fonctions 

1 

, - -  ( ,  - -  t)z 

, + ( ,  - - t )  T 
q,'(t), 0~[o,  v,'(t)], 0~[o, q'(t)] 

~ , ( T  - �9 et l % a h t e  (2 7) du w I 

O~[o, q"(t)]-----tO~[o, q"(t)] 

dont l 'exactitude a ~t4 dOnontrSe pour des valeurs rSelles de t comprises 
entre o e t  i ,  persiste pour routes les valeurs de cette grandeur consid(~rSes 
maintcnant. 
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Soit encore t~ uric va leur  %el lc  dc t situ6e ent re  I e t  + cxv, si 
o n  p o s e  

, , ,  = lint q"(t t a t- k), q"(t,) = lint q " ( t ~ -  k), 
k = 0  k=O 

+ 

en d6s ignant  pa r  k unc var iab le  positive, alors q"(tl) , q"(71)sont les d c u x  

va leurs  de r pour  t =  t 1. C o m m e  q"(t I + k), q " ( t , -  k) var ien t  d 'une  

maniSre  con t inue  avee k, et  que les va leurs  abso lucs  de q"(-tl), q"{t,) 

sont toutes  les d e u x  infdrieurcs k I ,  on volt  que l '6galitd prdcddente  a 

encore l ieu p o u r  t = t~, que l lc  que  soit cclle de ses d e u x  va leurs  qu 'on  
donne  h la quant i t6  ~'(t).  

Nous  avons ainsi d6mont r6  que:  

Si la fonct ion q"(t) est d6finie, c o m m e  il prdc6de, on a pour  toute  

va l eu r  de la var iable  t ~ l ' cxcept ion  de t = ~ et t = ~ ,  une  va leur  de 

la quant i t6  q satisfaisant k l '6quat ion 

si on pose 

( ~,(o, u ) ~  
a~(o, q)/ = t, 

= q" ( t )=  ~- - ( ' - - t ) z ,  " ~ "  r,, ~ - - ( ~ -  
, + ( i - - t )  r ~ + ( , - - t ) ~ /  

f o rmu le  dans laque l le  on p e u t  p rendrc  aussi bicn l 'une  que l ' au t re  des 

deux  va leurs  a p p a r t e n a n t  k q"(t),  lorsque t a une  va lour  r6elle compr ise  
ent re  t et  + c~.  

Les coefficients r .  p e u v e n t  se calculcr ,  de la mani6re  d o n n &  plus  

haut ,  ou c o m m e  il suit. 

D'apr6s la f o r m u l e  dSnnfe  (I) oil a p o u r  les va leurs  de t con- 
siddrdes ici 

1 1 

qr(t) ~ = ('fo 4- "At -4- "f~t ~ + ...)t~-; 

si done  on pose 

1 1 

( t )  = 'z 



011 a, 

ou bien 

D'ofi si l'on pose 

il r6su|tc  

c t  

K. Weierstrass .  

2~](I--~ ,t~=l~] 4v('~+l))= " - - ~ ( I  2[_ v=l~2}~4vv) 

tt  

~-" . ~4.,+1 
~" : .,'7~ J "';" 

( n = O ,  1 , .  , x )  

I 

ro - -  ~- 

~c 

Dans cctte somme il ne faut  consid6rer que lcs termes dans lesquels  

4'~'~ < 4n + 3.  

A u  moycl~ d c c e s  f o r m u l e s  on  o b t i c n t  

I 2 15 15o 
etc.  

( ' )  J'ai  d@X donn6 depuis plusieurs ann6es dans rues le~ions sur les fonetions 

clliptiqucs la formule 

= ~ ' / r , ,  ! - - ( J - -  

=0 \ I  "4- ([ k2)4/  

mais trouvde par une autrc mdthode. Si on cmploic seulement ses r premiers termes~ 

] 'erreur commise cst cn valcur absolue infdricurc 

r--I 1 ]4v+l 

I - -  ,y,, �9 

+ ( i - -  v~? [ 

Comparez Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauch der ellijAischen Functionen de 

H. A. SCHWAItZ~ page 56 .  
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. 

II faut maintenant montrer comment on trouve l'en.~emble des valeurs 
de q, satiafaiaant pour une aeule et m(ime valeur de t k l'6quation 

( ~ ( o ,  q)'t ~ ( I )  \~/! = [ .  

Pour cela il est n6cesaaire de connaitre pour chaque fonction 0 routes lea 
valeura de l 'argument pour lesquellea tiles s 'annulent avec une valeur 
donn6e de q. Ces valeurs peuvent se trouver auasi bien par la trans- 
formation des s6ries 0 en produits infinis, au moyen de l'identit6 6tablie 
dana lea F u n d a m e n t a  nova  

+:~ 

I I  ( , -  ~,,)(, + r  + ~ ; =  -/ 

ou auaai de la manldre suivante on se aervant seulement des thdordmea 
6tablis par JACOBI dana le m6moire plua connu. 

De l'6quation (') 

o'(:,~) 
o ( y )  

I d .  0 , ( x - - v )  + 2 ~ log 0,(~,,-- + .~3 
,,(:r od.~), o,(:r 

n( :q ) e, (,,, + ;q)n,(,,~- .~) 

qui at trouve dans le premier volume des oeuvres de ,IAcom, pqge 536 
(r,-4) , si l'on ddveloppe lea deux membrea auivant les puisaancea de y, 
il r6aulte par la comparaison (lea premiers termes 

o"(o) ,z' r (o)Z(o) o~-(~,,) 
(~) o(o)  - -  a~  - ~  l o g  0, (~) = . ;  ( , r )  

Soit maintenant to une valeur quelconque pour laquelle 0,(to)-----o, il 

rdaulte de l'6quation prdc6dente, que le quotient o,(x)  , ~(x) sannule  pour 

(,) Dans les formules suivan|es on suppose que dans routes les fonctions 0 q a la 
m4,ne valeur. 
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x ~ w,  tandis qu' i l  r6sulte des 6quations (2, 3) page 5 I I  

a (x ) '  a(,~) pour  

la for lnule  pour  

et on a par suite 

d'ofi il r6sulte 

(3) 

et ai l leurs que 

x = w oat  des valeurs  finies diffdrentes de z6ro. De 

a,(z + .~) 
a(z + y) (p" 513 et ailleurs) il r~sulte 

O, (z + ~o) _ O, ( . )  

d'logt),(x + ~v) d~'loga,(x) 
d x  "; d ~  2 

fo rmule  off C, ~ d6signent des quantit6s ind6pendantes de ~. 

Des (~quations (3) P- 5 ~  on tire 

(4) Ol(x + re)-------O~(:r,), O ~ ( x - - i l o g q ) - - - - - - q - l e - ~ ' 6 , ( x ) .  

Si done on remplace  x dans (3) par  x + z x - - i l o g q  et dans (4) par  

x + eo on obt ient  les 6quations 

O,(x + ~o + r.) ----- --e-2"~".Ce-:"x'O,(x) 

o1(  + . ,  + 

0,(~ + oJ - -  i l ogq)  = - -  e-~'~~ 

0~(x + eo - -  i logq)  = --e-2<"' .q -~ . Ce-~(~+~)"O~(x). 

On dolt done avoir  

= e - ~ i  ~ e - 2 ~ l o g q  e -2v'r" i i , 

et par  suite 

(5) eo = I ~ - -  ~ i logq ,  

/~, v repr6sentant  des nombres  entiers. Inversement ,  

d~duire fae i lement  des 6quations (4), on a toujours  

01 (pzr - -  iu log q) --~ o 

lorsque p ,  u sont des nombres  entiers queleonques.  

comme on peut  le 
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L'6galit6 
0,(., + ~) = C~-~~"O,(.) 

montre que O;(w) n'est pas nulle, l'dquation 01(z ) = o n'a done que des 
raeines simples. Comme on a de plus 

0, + = o , ( . )  

( , ) : 
O ,  .~  - -  ?- log q = iq 4e--"'O(x) 

01@ + ~ i ) -'-e 0.~(.), 2 ~logq = iq 4 -.~ 

alors l'ensemble des raeines des dquations 

o,(~)=o, 0 ( . )=o ,  02(.)=0 

est. (lonn6 respeetivement ImP les formules 

(ll 4- ~)a',--i,~ log q, / , ~ - - i  @ 4- 7)logq, ( l *+  ~ ) ~ - - i  (v n L ~-)logq 

et chaeune de ces 6quations n'a que des raeines simples. I)ans les foPmules 
pr@6dentes on peut fixer arbitrairement la va]eur de logq. 

Si on pose maintenant 

(6) 

1/, 

o~(o, q) 

I{,(o, q )O( . ,  q) 
f(~" q ) =  .~(o, ~,)o(x, q) 

O(o, q)O.~(~, q) 
11, (", q ) =  ~(o-, q)<~, q) 

o(o, q)O.(,~, q) 
f,(u, q ) =  o~(o, q)O(., q) 

f(u, q), f~(u, q), f~(u, q) sont des fonetions uniforme.~ des quantitds u et 
q et si on pose 

t =  \0,(07 . 
Aeta mathematiea. 6. lmprim& 15 Septembre 1884. ~5 
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on a pour ces fonetions lea 6galitds suiwmtes 

(7) 
. or(~,., q) _ f, (,,, q) f~(,,, q) ~r, (~,, <~) _ 

0 u ~ ~ tt 
f(,,, q)5(,,, ~), 

u 
tf(,, ,  q) f,(~,, q), f (o ,  q) = o ,  f , (o ,  q) = , ,  ~ (o ,  q) = , .  

Si on limite la variable u k un certain espace entourant le point o, on 
peut reprdsenter f(u, q), ~(u, q), f2(u, q) sous la forme ordinaire de 
s6ries proc6dant suivant lea puissances des variables. Les coefficients de 
ces s6ries se t irent des 6galit6s (7) comme des fonetions rationnelles 
enti6res de la grandeur t dana lesquelles les coefficients sont des hombres 
rationnels. Par  suite s'il y a deux valeurs q, q, auxquelles apparticnne 
la m6me valeur de t, on obtient pour f(u, q,), f~(u, q,), f2(u, q~) les 
m6mes s6ries que pour f(u, q), f~(u, q), f~(u, q), d'o(~ on peut conclurc 
d'apr6s une m6thode connue que pour toute valeur finie de u lea 6g'tlif6s 

(s) f(u, q , ) =  f(u, q), f,(u, q,) = f,(u, q), f~(~,, q , ) =  f~(u, q) 

ont lieu. 
On a donc d'aprbs ce qui pr6ebde 

(9) 

f(u, q) = o 

"f, (u, q) = o 

I 
- - O  

f(u, q) 

pour 

pour 

pour 

~(u,  q) =- o pour 

u = [ / ~ - -  vi log  q] r (o , q) 

+ q] 0 (o, q/ 

u --=- [(/, A- ~)z : . -  (u "k- 2) i logq]#:(o, q) 

lorsqu'on d6signe par if, v des nombres entiers quelconques. En mOne 
t e n t s  il se trouve que chacunc des quatre fonctions prdc6dente.q nc 
s'annule que pour les valeurs donn6es de u. Par suite des 6galit6s 

il vient 
f , ( . ,  q ) =  f , (u ,  q,),  f(u,  q ) =  f ( . ,  q,) 

f, (,, ,  q) = o 



aussi pour 

et 
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aussi pour 

U ~ m _  _ 

I 
- - 0  

f(~t, q) 

i 0 ~ ( o ,  q, ) logq, .  

On doit donc pouvoir ddterminer quatre nombres entiers a, fl, r ,  d de 
mani6re que 

(~o) 
I ~'0~(o, q,) = 0[(o, q).[(2a -4-. ' )~- -  2filogq] 

- -  i0] (o ,  q , ) l o g q ,  : Oi(o,  q).[:r=--(~_a + , ) i l o g q ] .  

Mais il doit de m6me y avoir quatre nombres entiers a', t7', r', ~ pour 
lesquels on ait les 6galit6s 

, I  
t ~qi(o, q) = 0](o, q;).[(:~' + , ) ~ - -  :j~'ilogq,] 

I - - iO](o ,  q)logq = 0](o, q , ) .Lv '= - -  (:o ~ + ,) i logq,] .  

De ces quatre 6galit6s, si on pose 

= ( 2 ~ ' +  ,)(2o ~ + , ) -  4 / / ,  

il rdsulte 

0 ~ ( 0 ,  q ) . [ ( 2 a  "31- I - 2~'+e l ) ~ .  = O  

0~(o, q). 2~-+ , 7 - -  2,;  + ~ - = 

Mais comme 0~(o, q) et la partie r6elle de logr  ont toujours des valeurs 
diff6rentes de z6ro, ces 6galit6s ne peuvent avoir lieu que si 

2~' + i 2 f  --' 2a' + I 
20t-3 t- I - -  , 2 i ~ - -  , 2]" . . . .  2 L  2d ~,~- I . . . . .  
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Par suite on dolt avoir 
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done 

I 
(2~ + i)(2d + ~) - -  4jTy --- 7 '  

(2R + I ) (2(~  + I )  - -  4t7r = + ~. 

Maintcnant il rdsulte de (I i) 

(I 2) I log q~ 
2d + I log ~/ 2r + = ~  

2a + I + 2;~ . logq 

De ce que q, q~ sont en valeur absolue infdrieurs ~ i ,  il rdsulte que la 
i 

seconde eoordmmde de _I logq aussi bien que de -=logql est. positive, et 

ectte dernidre conclusion ne peut trouver place ~ la suite de la premi/~re 
que si (2~ + ~)(2d -t- I) - -  4i~r a une valeur positive. On dolt done avoir 

(2~  "4- I ) ( 2 ( ~ - 4 -  I ) -  4/~Y-- I .  

Si on prend done q ~ q"(t), ee qui prde6de ddmontre que: si ~, fl, r, ~? 
repr&entent des hombres entiers satisfaisant it la relation (I3) toutes Its 
valeurs de q satisfaisant ~ l'~quation 

{0,(o, q)~ ~ = t 
"\0~(o, q)} 

pour une w l e u r  donnde de t, sont comprises dans la formule 

2y~i + (25 + 1)log ~/~t) 
e(.2a .4 1),.ri + 2fllog q'{O " =i 

Cependant il faut excepter los valeurs t ~ o, i ,  ~ .  
Mais il reste encore ~ rechercher, si au moyen de cette ibrmule on 

obtient toujours une valeur de q satisfaisant ~ l 'dquation en question, 
lorsqu'on y remplace a, fl, y, d par des nombres entiers quelconques, 
satisfaisant ~ la condition 6noncde. I1 en est effectivement ainsi, cela est 
facile k ~tablir par la th6orie de la transformation dite lin6aire des 
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fonetions 0; mais eela peut aussi se montrer par l 'emploi des formules 
de r6duetion des fonetions elliptiques d 'argument ui et de module k aux 
fonetions d 'argument u, et de module k ' = ~ - - U .  C'est ee que je feral 
dans ee qui suivra. 

. 

~_ l'aide des relations 

/;"(,,, q) + f-'(,,, : , ) = ,  
f~:(,.,, (1) + #~(,,, ~) , ,~1,>.(,,..,- .q-, [ a~(o, '1}1 

qu'on peut d~duire des 0quations (7) du w 3, ,}u mdmc dircctemex:t des 
tbrmules (D) qu'on trouve dans le trait6 de JAcom p. 5 1 x, on tire des 
&luations eit&s d'abord les suivantes 

f( . ,  q) L(,~. q) 

~ f(*~,, qil,,(,~, q) 

~", s 0~, '/) 
= (I  - -  t] / ' ( 'a ,  ~/) " '  /~0~,  q)" 

Si on remplaee dans ces dquations u par ui, q par q' et si on ddtermine 
q' de mani6re que 

il vient 

0 /'(~tti, 'i') _ 1 .t~(,,~. ~[') 
~ ' i l : ( " i :  '/) l;O~i, ' /) l i ( , , i .  :/) 

~ 1'( ' ' i ,  < l ' ) . l ; ( " i ,  'f) 
il~(,,',;, q') L{ , , i ,  ' /) 

/;(.,,i, ~') t / ( , i .  ,/) 
~,~[](ui, 7") /](.st i, 7') ,i[](,d, ~1')" 
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I)ans ces 6quations t a la mSme signification que dans les 6quations (7) 
du w 3, d e  mani6re qu'elles subsistent lorsqu'on template  

f(tt, q), /](u, q), f,_,(u, q) 

respeetivement par 

/(,,i, r ~ L(,,i, r 
if,@i, q')' f~(ui, q')' ~,(ui, q')" 

Si on r6p6te alors les raisonnements au moyen desquels nous avons 6tabli 
prdc6demment les 6quations (8) du w 3, i l  en rdsulte que ces dernidres 
fonetions sont identiques avcc les premidres. 

On a (lone 

(,) 

f(,~i, q') 
f ( " '  u) - i ~ ,  u') 

1 

/;(~" q) - f,(,,i, r 

Ltui, q') 
/;(u, 9) - f,O,i, q') 

les deux quantitds q et q' 6(ant li6es par l '6quation 

(2) ( r  ~')~ + i r  q'))' = ~ . 

\0~(o, 7// 

On peut maintenant regarder t eomme une variable ind6pendante et 
d6signer par F( t )  ee que devient la fonetion 0](o, q) par la substitution 

= r Alors, comme il ressort des formules  (9) du w a, si o,, donne ~ h~ 
grandeur t u n e  vMeur quelconque comprise entre o e{, i ,  et si on prend 
q = q"(t), ~ ' =  q " ( I -  t), la plus petite valeur positive de la grandeur 
u pour laquelle f(u,  q ) =  o est 6gale it zrF(t), et la plus petite valeur 
positive de la m6me grandeur pour laquelle f(ui, q ' )s 'annule  est 6gale 
k F(~ t) log q"( ~ - -  t) , et on a e n  vertu des relations (x) l%,ahte 

(3) ~,y(t) .- -- ],'(, -- ~,)log ,r(~ --t) 

d'oh r6sulte si on remplaee t par ( x -  t) 



(4)  

(5)  

Sur la thdo,'ie des fonctions ellil)tiques. 

, ~F(~  - -  t) = - ~ . ' ( t ) l o g  ~ ' ( t )  

log q"(t), log q"(~ - -  t) = 7:. ~. 

199 

D6signons m a i n t e n a n t  par  v une  quan t i t6  h l aque l l e  on ne p e u t  a t t r ibue r  

que des va leurs  complexes  d o n t  la seconde coordonnde  est positive. De 

plus,  c o m m e  dans les Formeln und Lehrsatze, soient 

0 0 (19 [ ~), 01 (~ [ ~'), 

ce que dev iennen t  les fonct ions 

o(~, q), o.(.., ,1), o. .( , . ,  q), o : . ( . ,  ~) 

par  les suhs t i tu t ions  
1 

4 - -4 g 

aloPs chacune  des derniSres fonet ions est une fi)nction a n a l y t i q u e  un i fo rme  

des var iables  indSpendantes  u, :', si on l imi te  le doma ine  de z d ' ap r& les 

convent ions  faites, tandis  que u p e a t  p rendre  toutes  les valeurs  h l 'ex- 

eept ion de  co .  

Si on donne ensuite  h la quan t i t5  ~" une va leur  que leonque  don t  la 

., r "fit une va leur  r&qle p r emmre  coordonnde est mi l le  de manidre  que  

compr ise  entre  o et  -Jr-cxv et en mdme_ t e m p s  si on pose 

(,.~o. ~,)~.__ (,.(o1%' 
q = e =' ,  t = \ . , ( o :  ~)/ ~ : ; ~ /  

t et  q sont  t o u s l e s  d e u x  rdels et  compr i s  ent re  o et i .  

I1 en r&ul t e  que 

,-zi = log q'(t) 

parce que b~ une  va l eu r  de t r6elle, comprise  entre  o et  I ,  comme  il a 

dt6 d6mont r6  dans w I cor respond  s eu l emen t  une va leur  de q compr ise  

dans le m d m c  interval le ,  et  h, celle-ci s eu lemen t  une va leur  de v pour  

laquel le  r. est rdel. Si on pose done  

:-'~i == log '/"(i - -  t) 
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on a d 'apr& l '6quat ion (5) 
l ,  

et d 'apr& l'6quation (4) 

De pills on a, 

et aussi 

et par suite eneore 

( G (o 

\,O;~ (O 
/ 

01(o I =). 01(o I ~) 
,.',(o ! :) o~(o I -) 

0~(o  I~) = 0 ~  o - -  

ConlIiiC ! ,  0o(o I "), ~}n (o 
il vient 

- -  ~_) etc. sont des quantitds routes positives, 

(6) 

0 0 (O 

G(o 

G(o 

1 

(:t 
1 

.___ _ - )  

1 

:9 = \ ~ )  :, 

Ces 6quations ont 6t6 obtenues dans l hvpothe, e que a une valeur 

rdclle comprisc entre o et + o .  Mais eomme tou/es les fonctions 
prdcddentes sont des fonctions uniformes anal.ytiqnes de r lorsque la valeur 

I 

ddmonh'e t (xa  htude de l'6q,mlion pouP toute vale,u" de :'. 
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Des expressions des fonetions 0 r&ul tent  imm~diatement les relations 
snivantes 

(7) 

o~(o 

0~(o 

0~(o 

~) : o:,(ot : + ,) 
1 

~-) = i 'e~(o I~- + ,) 

:) = O0(ol : + ,). 

De (7) on tire encore 

(8) 

0o(O 

0~(o 

0:,(o 

:) = 0o(O I : + 2) 

r) = - -  i O d o  I "~ + ~) 

De plus on tire de (6) en transformant les fonetions 0 du second membre 
I T 

en fonctions de ( 2) et eelles-ci en f,)nctions de 
r I + 2 r  

(9) 

1 
�9 I .7 r 00(ol 0o(o1 ) 

1 

1 

Si dans (8) on template  r par z ' - - 2  et dans (9) par 

e n c o r e  

(io) 

0o(O I~) = oo(o I : -  :) 

I r 1 7 6  I ~) = r  I ~ - -  :) 
Aet~ mathematica. 6. Impr im~ 16 Septembre 1884. 

il vient 

26 
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(,,) 

1 

1 

I 

De ces dquations (7~1  I) on ddduit les suivantes dans lesquelles g e t  h 
d~signent des nombres entiers queleonques: 

(i 2) 

0~(o I ~) _ i -~  ~,(o I : + ~J) 0o(o ] ~) _ 0o(o I : + 2.q) 
0~(o i ~) 0~(o I ~ + 2,j)' q,<o i :) ~ ( o l  ~ + =.q) 

( 2.q+~ ) e0(o 
o.~(o I ;') i--~ ~ o �9 . _ _  I + 4 g h  + 2h,  r 0 o ( o l r  ) __  ih . 

2 ~ + r  ' jr) 

2.q nt- r 

2g -F v ) 
I + 4gh + 2hr 

Admettons maintenant que a, b, c, d soient quatre nombres entiers 
donnds entre lesquels existe la relation a d - - b c - - = - I ,  que b et c soient 
pairs, a e t  d par suite impairs. Si on remplace dans les deux derni&res 
des ~quations pr~cddentes 

c + d r  et g e t  h par ~ g ,  - - h  r par Z ' l - - a + b r ,  

et si on pose 

ej : e - -  2.qa, d~ : d -  29b , a~ ----- a -  2hc~, 

c, + g,r 

6~(o I ~,) .g ~,(o I ~,) Ho(o I r, ) _ i_h 0o(o I ~.) 
.~(o I ~-,) - -  ~ "0..(o I ~ ) '  ~(o  I ~,) "0:,(o I r.)" 
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Mais si on d6signe par e celui des nombres  i 

~ a (rood4),  on a 

sc2 sc,2 = g  (rood 4) 

et de plus, par suite de l '6quation 

a d  ~ bc  = I ,  

zb 

Par  suite on a 

tJ~(~ I r') - -  i 
(~3) i -  0~(o I ~-,) 

Par  suite entre les nombres  

et on a 

d ~ a (rood 4) et 

d,, = h(mod 4). 
2 

zb  ~, ~(o I :-,) .~- tUo l  ~-,) 
"a~(o I ~ ) '  0~(ol ~,) 

al ,  bl, c~, d~ existe 

a~d l  - -  b~c~ = I 

a,  = a = ~ ( , l o d  4 ) -  

203 

ou - -  I qui est congruent  

d l - - d - - - - - z  

�9 ~,' .o(Ol w 
- ~" "~TG I O "  

la. relat ioh 

et 
c, + d , r  % + d2r c a + d~r 

T2 - - -  T; t = T4 = " e t c .  
a I + b~r '  a~ + b~r '  a 3 + b3r '  

alors b 1, c~, b~, 'c 2, ba, c~, . . .  sont des nombres  pairs, a t ,  d~, % , d s ,  . . .  
sont des hombres  impairs  entre lesquels existent les relations 

a i d  1 -  b l c  ~ = I ,  a 2 d  ~ - b*c! == i ~ . . ,  

c 1 = c - -  2 g a ,  d l  = d - -  2 g b ,  a I = a - -  2 h c  1, b 1 = b m 2hd~ 

c 2 : c a ~ 2 g l a l ,  d~ ~ -  d I ~ 2 g l b l ,  a 2 = a 1 - -  2 h l C  2 ,  b2 = 31 ~ 2 h i d 2  

C 3 = C ~ - -  2 f f l a 2 ,  d 3 ~ d 2 - -  2 g 2 5 2 ,  a 3 = a 2 - -  2 h 2 c ~ ,  b.~ = b l -  2 h ~ d  3 

etc. 

arbitraires,  on pose 

De 1~ r6sulte encore ceci. 
S i e n  d6signant par  g,  h, g l ,  h i '  -qu' h2' etc., des nombres  entziers 
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et on a 

Z c  8c I 
i 5 . . . .  OJ~ i ~ .Jo l :~)  i 

0go I ~-,) a,(ol :-~) 
"~ ~,,(o i r , )  -"-' a,(o I :-,) :;, ~. - -  l ,  �9 - .,(o! ::,) H,(ol =,) 

eb zb I zb,, Zb:: 
i V  , ~ ] o ( O I  ~"1) - -  i~- " ~<OI :'~) - -  S "  t~(OI :':,) - -  i ~  eo(OI =,) 

Si b n'est pas nul,  et qu'on ddtermine, ce qui est toujours  possible, les 

hombres  g e t  h de mani6re que 

et 

par suite on a 

I t,I < Ibl 

Ib, I < l ( l , I  

Ib, l< Ibl .  
Si b I e s t  aussi diff6rent de zdro, ct qu'on d6termine maintenant  g l ,  ha 

de mani~re que 

IO l<lb, I 

et ensuite si b 2 est diff6rent de z6ro, qu'on prenne encore g~, h 2 de 

mani6re que 

IZ, l < Ib l, etc. 

on volt qu'cn cont inuant  de cette mani6re on arrive ndcessairement h une 

expression r,, dans laquelle b;_l = o. Par  suite de l '6quation 

a,,_ld,_l - -  b r - l C , . - 1  ~ I , 

et comme a, a l ,  a2, . . . ,  a,._l sont tous =z(mod4), on a alors 

a , . _  1 ---- - ~  d, .  ~ ~ z ,  -.,, = ~.c, ._  1 .-]- "l'~ 

et par  suite en ver tu  de (12) 

�9 ~br_ 1 
'~'-' ~,(o I r,.) # A ~  =) i ~ ~0(oI ~-,.) ~0(ol ~j 

"%(o13.) , : .o1:) '  , . (o l3 . )  a.(ol:)" 
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Ainsi on a done enfin 
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_ -  _ -< n (o I ~ ~<o I =,) ~" t&(o I =) 0 ~ ( o l r , )  i ~ .  ~ - i -=- ' - .  
( ~ 4) ~i~(o ; :, ) - , , (o  I : ) '  ,:, (o t :, ) .~(o } : )"  

Si on pose 

I 

r = = log q"(t) 

il r6sulte de la premi&re de ces dquations 

( ~ ( o  I : , ) ' t '  
H ( o  : , ) /  = t 

Otl  

(H~(o, ,t)~ ~ 

si on pose 

c : i  + d l o g  q ' ( t )  

(~ 6 )  q : =  e :''~ = e " : "  ~'~ ~~ '~(') 
�9 r : i  

Ceci ddmontre la proposition 6nonc6e g l:t fin du w 3, et on peut 6noncer 
d'une mani6re en quelque sorfe plus prdcise le thdordme: 

Pour route valeur donnde de la variable t, il y a une infinitd de 
valeurs de la quantit6 q qui satisfont g l'6galit6 

( ~ ( o ,  ~)~ ~. 

elles sont toutes fournies par la formule 

2ywi + (23 + l ) �86 ~[~l) . : : i  

~ e ( ? ' z +  I)xi+2s~logq~t) 

dans laquelle ~, fl, y, 3 reprdsentent des nombrcs entiers devant satisfaire 
i~ la condition 

(2~ + i)(2,; + , ) -  4fir = , ,  

mais qui ne sont soumis :a aucune autre restriction. (La valeur du loga- 
rithme de q"(t) peut dtre fixde arbitrairement dans ht formule prdcddentc.) 
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. 

Si maintenant  on donne k la grandeur  q une quelconque des valeurs 
qu'elle peut  prendre d'apr6s la formule  prdc6dente, si on pose t = k 2, en 
exccptant  les valcurs singuli6res k ~--- o ,  I ,  oo,  on a 

(,) 

a v e c  

0~(o, q)~,(,c, q) 
s inam(u ,  k) ---- a~(o, qi a(,c, q) 

cos am (u, k) --- 0 . ~  q) O(z, ~t) 

A am(u,  k) --  0(o, q) O~(x, q) 
a~(o, ~,) o(., q) 

"/t 
( 2 )  x _ 

~ ( o ,  q)" 

Sous cette forme .s inam(u,  k), cosam(u ,  k), & a m ( u ,  k) nous apparaissent 
comme des fonctions uniformes de u et q, par suite de la disparition du 
radical ~/q qui figure dans O~(x, q), 02@, q), 0~(o, q). Mais si on expr ime 
0,(o, q) 0o(o, ~) au moyen de k s , il vient  
0,(o, q)' g~(o, q) 

(3) 

O,(x, q) 
sin am(u,  k ) =  ~--;-~. �9 8(z, q) 

- -  k ~ 0~(~, q) 
cos am (u, k) = '~/~ O(z, ~t) 

, 0 , (~ ,  q) 
Aam(u, k) = v I - -  k~ .o( , ,  q). 

Il nous reste encore k d6terminer  quelle valeur  nous devons choisir 
" ",- Pour  cela quelques 6clairci~ements pour  les radieaux ~/~, ( / t - - k ' ,  vq" 

coneernant  les fonetions ~'(t), log q"(t) sont encore n6ce,sairc~. 
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Si on excepte du domaine de la variable t lea valeura appartenant 

a l ' intervalle (I . . . - t - ~ ) ,  alors q"(t) est une fonction uniforme et 
continue de t, qui en outre, comme son module est constamment inf6rieur 

i poss6de les propri6tds suivantes. 

I ~ Elle a une valeur rdelle ou complexe suivant que t est r6el 
ou complexe. 

2 ~ . Duns le premier cas elle est de m~me signe que t. 

3 ~ . Pour toute valeur complexe de t sa secondc coordonn6e eat de 
mOne signe que la seconde coordonn6e de t. 

La premi6re propridt6 r6sulte immddiatement des 6quations 

1 ~, 4 n + l  

=o \.~ + (~ t)~/ 

[0,,[o, q"(t)!~4= I6q" ( / ) . (  ' -+ q"'(t)+_ q"~(t)_ +_ . : :~4  
I = \0lion, r t + 2q"(,t) + 2~/"'(t) -4-.../ " 

La premi6re montre que q"(t) eat toujours rdelle pour des valeurs de t 

r6elles appartenant k r interval le  (--cx3 . . .  I), l 'autre montre qu'inverse- 

ment, lorsque q"(t) a une valeur r6elle, t eat ausai r6el, et compris d'aprbs 
l 'hypoth~se faite entre - -cx9 et I .  De la seconde 6quation r6sulte l'ex- 

actitude de la proposition (2). Ira troisi6mc se d6montre commc il suit. 
Pour 

par suite 

t x + i ,  on a log(t  t) ~" 
2 

1 --- ~ i  
I - - ( i - - t )  ~ 1 - - e  ~ 

1 = - - ~ ,  - -  itg-i- ~ 
I + ( l - - t )  ~ I + , ,~  s 

et d6s lots comme les T. sont tous des nombres positifa, ~'(t) est 6gale 

au produit dc i e t  d'une quantitb, positive. De la valeur i 4 - i ,  t peut 

passer d'une mani6re continue k toute autrc Valeur complexe t~, dont la 
seconde coordonnde eat positive, sans pour cela traverser une valeur rdelle. 
La seconde coordonnde de ~'(t) varie constarament avec t pendant ce 

passage sans devenir nulle (w I),  et par suite eat positive pour t-----t~ 
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comme pour. t = I + i. D'une mani6re toute semblable on montrera que 
~'(t) pour t = I - - i  est 6gale au produit de i par une quantitd ndgative 
et de lk r6sulte la parit6 de signe de la seconde coordonnde de q"(t) 
avee l~ seconde coordonn6e de t mdme darts le cas o(l cette derni6re est 
ndgative. Du reste .il rdsulte de la signification donnde plus haut h 

1 

(I ~ t) ~- et du w I qu'a des valeurs complexes conjugu6es de t corres- 
1 

pondent des valeurs complexes aussi eonjugu6es pour ( ~ -  t) ~- et q"(t), 
-~'~ propridt6 de la fonction q" ( t )pour  et par suite il suffit d'dtablir la o 

des valeurs de t dont la seconde coordonnde est positive. 
Faisons encore ici la remarque suivante. 
Si on pose 

1 

t - ( t )  - ~ - (K - t ) ~ ,  

r + (t . - t )  ~- 

o n  ,% 

+ q(t 

et on peut montrer k l'aide de ces deux 6quations que les 3 propridt6s 
pr6cddentes s'appliquent dgalement ~ la fonction 9"(t); il n'y a qu'h 
remplacer darts les d6monstrations prdcddentes partout q"(t) par V(t). 

D'apr6s ce qui pr6c6de, si on e.xcepte du domaine de la variable t 
encore les valeurs r6elles appartenant h l 'intervalle - - o o  . . .  o,  non 

seulement •(t), q"(t) mais encore 

log 9-(t ) , log q'(t), 

sont des fonctions uniformes et continues de t. 
dente (w 2) 

1)e l'dquation pr6c6- 

il rdsulte, si on remplace t par ~c4(t) 

1 0o 

. ,~"ri  ~,4"( t )  

r  = = 
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log r = log ~-(t) + ~-.= /:r,,9 (t) + 2m.,-/ 

off m repr6sente un nombre ehtier, qui ~ l 'int6rieur du domaine assign6e 
maintenant ~ la quantit6 t, ne peut pas avoir diff6rentes valeurs k cause 

de la continuit6 des fonctions v(t) ,  l o g ( '  , ) ,~-~ ( t ) , ,  log q"(t). Pour toutes 

les valeurs r6elles de t coanprises entre o e t  l ,  ces trois fonctions sont 
toutes r6elles, et par suite m-----o; on a done l '6quation 

(4) 
I I - - ( I -  I - - ( I - -  l o g q ' ( t ) ~ l o g  ~ + ~ -  . 

I + ( I  - -  t ) 4 /  . = 1  "4- ( I  - -  / , )4" /  

pour toutes les valeurs de t non exeept6es, k la condition que les valeurs 
des logarithmes soient d6termin6es, conlme on l'a 6tabli dans w 2. Si 
maintenant on donne k la quantit6 t u n e  valeur r6elle comprise entre i 
et + o,v, l%quation pr6c6dente persiste encore, si on donne au radical 

1 

( I -  t) ~ l 'une ou l 'autre des deux valeurs qu'elle peut alors prendre, et 
si on  donne en m6me temps k la foncfion q"(t) la valeur eorrespondante. 

Pour une valeur r6elle n6gative de t, on a enfin 

lim log q"(t +_ ik) = l o g [ - -  q'y(t)] +__ r/, 
k=O 

l imlog~:(t  .-4- ik) ---- l o g [ - -  9-(t)] • 
k=O 

(oh k repr6sente une quantit6 positive), et par suite 

(5) 
t --(~ --t)  

i :_  + ,ft. log [ - -  q~'(t)] --= log - - ~ -  - 
I -~  ( I  - -  t)4"// = -4- (1 - -  t)4"/t 

Ceei 6tabli, si on d6finit maintenant les valeurs des puissances 

1 1 1 

(k') ( i  - -  k2) , 
Acta mathematlea, 6. Imprim~ 24 Septembre 1884. 27 
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comme on l'a 6tabli dans w 2, il %sulte des 6quations 

k2 = ((]~[o, ~ ' ( k ' ) ] ) '  I - - k  ' --= (~)[o,  ~'( ,c ')] '~ 4 
\,e~[o, ~'(k~)] ' ,q~[o, r 

dans l'hypoth6se prSalable off ni k 2 ni I -  k 2 n'ont de valeurs %elles 
appartenant ~ l ' intervalle ( ~  cxv . . .  o), si on remplace dans 82[o, q"(k2)] 

1 
le radical ~/r par la valeur ~/"(k2) ~ 

' tJ,[o, r (~ _ ~.~)} ~[o, r 
(6) ( k ~ ) ; -  #~[o, r ' ~--- #~[o, q"(k~)]" 

Car ces dquations ont lieu lorsque k ~ est une valeur comprise entre o et 
1 1 

, ;  comme (k~) ~, ( , - - k 2 )  ~, 021o , ~"(k2)], 0:~[o, q"(k2)], 8[0, ~/"(k~)] sont 
toutes des fonctions analytiques uniformes de k ~, elles subsistent encore 
pour toute valeur complexe de k 2, si on excepte du domaine de cette 
grandeur, les valeurs r6elles appartenant aux interwdles (--cx9 . . .  o) 
et ( i . . .  + oo). 

De plus comme la seeonde eoordonn6e de q"(k ~) d'apr6s ce qui 
p%c6de a l e  m~me signe que la seconde coordonn6e de k ~, 

log q"(k ~) - -  log(k ~) 

tend vers une limite r6elle lorsque k ~ s'approche ind6finiment d'une 
quantit6 r6elle n6gative; et de m~me 

1 
~'( k ' )~ 

(k')~ 

tend vers une limite positive. La premiere des 6quatlons (6) subsiste 
(lone encore pour une valeur ndgative de k2~ ~ la condition qu'apr6s avoir 

1 
fix6 la valeur de (k~); on donne au radical ~q"(k') celle de ses valeurs 
pour laquelle 

~/r 
1 

(k')7 
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cst une quantit6 positive. La seeonde des 6quations (6) subsiste en tous  
cas pour une valeur n6gative de k 2, puisque pour une telle valeur q"(U) 

1 

est r6elle et par suite 0[o, q,'(k~)], 0~[o, q"(k~)], aussi bien que (i ~lc~)  ~ 

sont des quantit6s positives. 
Enfin" pour une valeur r&lle de k ~ situ6e entre I et + c~, los 

6quations en question subsistent encore, si apr6s avoir fix6 la valeur dc 
1 

( i - - k ~ )  z on prend pour q"(U) la valeur eorrespondante. 
D'apr6s cela les 6quations pr&6dentes (3) existent, si l'on fixe les 

valeurs des radicaux " ~  " ~ k ,  ~ t - -1 , "  de mani6re que dans chacun d'eux la 
premi6re coordonn6e soit positive, et ne soit pas en valeur absolue in- 
f6rieure k la seconde coordonn6e, (1) si de plus on pose 

a r  

Z ( I - ~ / I  -kl~4n+lu 
q = = r .  + . .  

et enfin si on ddtermine encore la valeur de ~-,/, de maniSre que sa 
premi6re coordonn6e soit positive et ne soit pas en valeur absolue inf6rieure 
k sa seconde, ce qui, clans le cas off k ~ et par suite q ont une valeur 

4 / - -  

vq dolt 6tre une quantit6 n6gative, donne la condition k remplir  que 

positive. 

De plus, en conservant les valeurs ainsi d6termin6es pour les quan- 
tit6s Vk-, ~ / i - - k  "~, q;(k'~), et apr6s avoir pris 4 nombres a, fl, T, o, 
entiers satisfaisant k la condition 

posons 

r = ~ l o g  q"(k~), ra = 
2 r + (z8 + I)r 
2. + t + 2fir ' 

1 

q = e = e '  " * ,  

4 1.-:i * (') D'aprbs cette ddtermination ~/k, ~ / I -  k' oat los m~mes valours que los puis- 
1 1 

sances (k2) u ( ! -  k~)u cela rdsulte immddiatement de la ddfinition donnde pour o e s  

derni~res expressions dans w 2. 
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d'ofi, darts le cas oil k 'a est uric quantit6 nSgativc, il t:aut prendre pour 
1 
- l og  q(k:)  

log q!'(k "a) la valeur pour laquelle P cst 6gale h. la valour d6termin6c 
pr6('6dcmment pour ':a.',,.~ ~, , ~  ). Alors, en vertu des 6quations (I4) du para- 
graphe pr6c6dent, si on d6signe par z l'un des deux hombres i , -  i 
auquel 2a-[- i soit congruent (rood4), on a 

O,(o] r,) __ U.  0''(~ I r) 
a~(o I ~',) ado! :')' 

0 o ( O l : , )  . _- a 0 ( o l r )  

et par suite 

0 , ( o ,  q) _ i~%,k~ ' ~ ( o ,  ,1) _ i_~, ,~/ i  _ k ~ 
( 8 )  . ~ ( o ,  ~) o3(0,  q) 

et les dquations (I) deviennent 

(9) 

i-~r tJ,(x, </) 
~i,,~,,,(,,, k )=  ~. o(~, ,~) 

i-~'~-~r~'x k ~ t,~(,, 
cosam(u, k) = ~' --  q) 

�9 ' ~  o(.,  '1) 

• a m ( u ,  k) = i-~". ~, - -  k~: a~(~, q) a~: q) 

"27zi + (2~ + 1 ) l o g  II'~k~) ~i 
2/, 4 - -  + l);r i  + 2titlog q~(k "z) " "u  

x - -  0:~(o, q-,) V~/ = (3(2" 

Ainsi se trouve r6solu le problcme qu'il fallait r6soudre pour terminer 
la th6orie des fonctions elliptiques d6velopp6e dans le m6moire de JACOnI. 
II reste cependant encore une question k traiter. La s6rie ind6finie, par 
laquelle se trouve exprimde la fonction ~'(t) n'est que faiblement conver- 
gente, lorsque la valeur absolue de la quantit6 ( i -  t) est petite, lorsque 
t a une valeur peu diffdrente de i .  II est par suite d'une importance 
essentielle, de d6duire, comme nous allons le montrer, de cette s6rie in- 
finie d'autres expressions de q;(t), desquelles, l 'une au moins se WOe 
tr&-facilement au calcu! de q"(t), quelle que soit la valeur de q"(t). 
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. 

A la condition q u ' o n  exeepte du domains de la variable t les valeurs 
rdelles appartenant k l ' intervalle (~ . . .  4 - o c ) ,  q'(t) n'est pas seulement, 
eomms on l'a montr6 dans le paragraphs prdeddent, tree fonetion ddfinie 

uniforlne et continue, mais encore une fonetion st comportant  partout 
r6gulibxement. (1) Cela est 6vident, si on eonsid6re que, dans le domaine 

auquel est limit6e par la condition imposde la var ia t ion  de t, 

1 

F ( t ) - -  I - - ( l - - t )  ~ 
1 

I -Jr- ( I  - -  t )  u 

cst une fonction d6finie uniforme et r6guli6re, et que la s6rie procddant 
suivant les puissances de ~( t ) ,  qui~ repr6sente la fonetion q"(t) cst uniform6- 

ment  convergente dans le voisinage de route wfleur de t d6termin6e. 

Si on excepte de plus du domains de la quantit6 t les valeurs 

r6elles n6gatives, alors dans le domaine auquel est limit6e la vari'ttion de 
t ~ (on peut  le ddsigner par T') - -  q'(t) ne peut ni s 'annuler ni reeevoir 

une valeur n6gative; dans ce domains log q"(t) est done aussi une fonction 
d6finie uniforme st r6guli6re. 

De cette propri6t6 de log ~"(t), r6sulte que l'6quation 

(~) log q:(t), log q:(~ - -  t) = ~ 

6tablie darts le w 4 dans l 'hypoth6se off t e s t  une quantit6 r6elle comprise 

entre o et ~ subsi~te pour touts valeur de t appartenant  au domains I". 

En effet eomme non-seulement log *l"(t), mais encore log q"(I- t) st 
comporte partout  r6guli6rement ~ l ' int6rieur de T', par suite l'exprsssion 

log g"(t), log q"(I ~ t) - -  7:, 2 

(1) Je dis d'une fonction ddfinie uniforme de la variable t qu'ellc se comporte 
rdguli~rement dans le voisinage d'une valeur ddterminde to~ lorsque~ pour toutes Its valeurs 
de t comprises "X l'intdrieur d'un certain contour autour du point to~ on peut la reprdsenter 
par une sdrie ordinaire suivant les puissances de t - - t  U.  
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peut se repr6sentcr sous la forme d'une s6rie ordonn6e suivant los puis- 
sances de t -  to, k l ' int6rieur d'un certain contour autour de to, t o 6tant 
une valeur quelconque d6termin6e de t. 

Si on prend t o dans l 'intervalle ( o . . .  i), comme il y a dans route 
direction au voisinage de t o des valeurs 4c la quantit6 t pour lesquelles 
l'expression pr6c6dente s'annule, tous les coefficients de cette s6rie sont 
ndcessairement nuls; il dolt done en 6tre ainsi pour totrte autre valeur 
de t o et l '6quation (I) dolt subsister en tout point de T' d'apr6s un 
th6or6me connu de la th6orie des fonctions, le domaine T' formant un 
tout continu. 

De plus, comme la seconds eoordonn6e de q"(t) a l e  m~me signe 
que la seconde coordonn6e de t, on a 

log r = t o g [ - -  , ' ( t ) ]  + iF, 

avce 16 signe q- ou le signe - -  devant i suivant que la seconde coor- 
donn6e de t est positive ou n6gativc. Maintenant eomme log [ - -q" ( t ) ]  sc 
comporte rdguli6remcnt darts le voisinage de toute valeur r6clle n6gative 
de t, on 

log q'(~) = l o g [ - -  q'(t)] -4- iF 
(2) 

log , ' ( t )  = l o g [ -  ,t,'(t)] - i .  

pour touts wdeur n6gative r6clle de t. A l'aide de ces formules on tire 
de l'6quation (i) pour une valour r6elle de t > I 

(3) 

log ~'(~) log[ - -  r - -  t)] - -  i~ 

7r 2 
log r = log [ -  q~(, - t)] + i~" 

Si on admet maintenant que t ait une valeur com plexc, et si on d6signe 
par e lc hombre i ou - - I ,  suivant que la seconde coordonn6e d c t  est 
positive ou n6gative; alors 

1 

x - -  ( t  - -  t)  ~ 
1 

I -~- (I - - ' t )  ~" 
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si on remplace t par i -  t se transforme en 

1 

' ( ' - 7  I 

1 1 

On u par suite 

(4) 

d'oh 

(5) 
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t - -  I 
De plus l '6quation (I),  si on y remplace t par t - - ,  devient 

Si duns (5) on template  t par t - - i  et si on remarque que la seconde 
t ' 

coordonn~e de t -  i - -  a l e  m~me signe que la seconde coordonn6e de t, 
t 

il vient 

(7) 

I 
Enfin il r4sulte de (i) si on remplace  t par i - - t  

Les ~quations ( ,) ,  (5), (6), (7), (8) conduisent aux sulvantes, duns les- 
quelles il faut prendre devant i le signe sup~ricur ou inf&ieur, suivant 
que lu seconde coordonn~e de t e s t  positive ou n~gatlve 
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(9) 

log q"(t) -- log q"(i - -  t) 

log q'(t) = 

log q'( t ) = 

log q'( t) = + i~  
q .  I - -  

q. t 
log q"(t) log ~ ( ~ - - 7 )  _+_ i~'. 

I1 est fi~cil.e d'apr6s ce qui prdc6de de d6couvrir ce que deviennent ces 
6quations lorsque la seconde coordonn6e de t s'annule. 

Qu'on imagine maintenant dans le plan de la variable t un cercle 
L 0 de rayon i e t  de centre o, un deuxi6me cercle L 1 de mdme rayon 
et ayant pour centre le point I, et par les points d'intersection de L 0 

~ i  r . i  

et L1 pour lesquels t a l e s  valeurs e u e - ~  unc droite ind6finie L 2 " 

Ces trois lignes divisent le plan en six parties (T o, ~ 1 , ' " ,  T~); de 
mani6re que les intervalles 

(o ... ~), (~ . . .  ,), (, ... :), ( : . . .  + ~ ) ,  ( , ~ . . . - , ) ,  ( , . . . - o )  

soient respectivement situSs dans 

To, T~,T~,T,,T~,T~ 

2 
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si k chaque va leur  de t on en fait eorrespondre deux  autres I' et t" au 
moyen  des ~quations 

t ' + t - - - -  I ,  lt"--~ I ,  

aux  valeurs  de t ~ltuees dans les espaces 

To, T , ,~ ] ,T= ,T , ,T~  

eorrespondront  des valeurs  de t' r espee t ivement  en 

et de t" en 

T1, To, To, T,,T~,T~ 

T~,T~,r , ,To ,  T,.,T,. 

D'ofl d@oule faei lement  le thSor+me suivant.  

Si t est situ~ en 

T ,  ' , , ,  , 12, T , ,  T~, T- 

alors en T o seront situ@ r~speet ivement  

t - - I  i l t 
I ~ l ,  t ' - / '  i - - t '  t - - I "  

D'apr+s les formules  (9), le caleul de q"(t) pour  toute  va leur  donn6e de t 

se r a m @ e  done au calcul de la m6me fonction pour  un a r g u m e n t  re la t i f  

au domaine T 0. 

P o u r  des valeurs  r@lles de t, on appl iquera  done les formules  

suivantes 

I ~ 
t ----- - . .  I log q"(t) ----- 

2 " log r i t) 

t = ,  . . .  = 

, o g  + ' ( ; )  = + 
t - -  I '  

A c t a  m a t h e m a t i e a ~  6. Imprimt  ~ 27 Septembre 1~,84 28 
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t ~--- 2 , . .  .-~- C'~ log q " ( ; ) =  

,og , r ( t )  = 

t ~ - - o o . . . - -  I log q"(~)----- '~' + i~,, 

log q"(t) ---- ~" - - i ~ ,  

t - - =  - -  I . . .  0 log q"(;) = log q"(t--~t  ) + i7:, 

I1 reate encore maintenant k rechercher quelle est la valeur la plus 
grande que peut prendre le module de 

1 

~ ( t )  - -  I - - ( I  - - t )  ~', 

, + (, - - t )  ~ 

lorsque la quantit6 t e s t  limit6e au domaine T o. 
Comme on le sait cette valeur la plus grande correspond k une 

valeur de t situ6 sur la limite de To. La limite de T o eat d{~termin6e 
~i  7ri 

par le segment de la droite L~ compris entre lea deux point, s e 3, e3, 
et par l'arc du cercle L, limit6 par ces deux points et passant par le 
point o. 

Si, en d&ignant par w une quantit6 rdelle, on pose 

I { W I 

t . . . . .  2 2 t g ~ - ~  e~ ~ +  x' 
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t parcourt la drolte L~ lorsque w parcourt  l ' intervalle (-- , - :  . . .  "k-,'r). 
d logier( t )  ] Alors est 6gale k la partie r6elle de 

d w  

d l o g c f ( t )  _ _  ( I  - -  t )  - ~  -11- 2 ( 1  - -  t )  - 1  . ~ l o g t  
d w  d w  

par suite comme 

Wi 

e~ 
W ~ 

2 C O S -  
2 

d log t 
dw 

ire  ~' = - i ( I  ~ t )  

1 3 

al (t)ld,  -I (t)lz . s ,ng + = cos 

A rint6rieur  de l ' intervalle (w = -  7 : . . .  -4-z) ~-(t) n'est ni nulle ni 

infinie; par suite d l~(t)l s 'annule pour w--- -o  et est positive lorsque w 
dw 

est situ6 entre o et ~r, n6gative lorsque w e s t  situ6 entre o et - - ~ .  Le 
module de ~(t)  est done un min imum pour w = o,  et croit constamment 

lorsque t parcourt  en croissant constamment l ' intervalle ( o . . .  n'), ou 

l ' intervaIle ( o  . . .  - -~-)  en ddcroissant constamment. 
~'i ~i ~'i 

Pour  t - ~  e "~, eomme I e ~- e ~ 7 o n  ~ 

,'ri 
12 

~, - -  i t g  - -  ; 
2 4  

12 
I - t - e  

et pour t ~ e  s 

~( t )  --=- - -  itg~--~. 

La plus grande valeur du module de ~(t)  sur la droite joignant les deux 

- -  7/" 
points e 3, e " est doric dgalc k tgz--- ~. 
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Si on pose encore 

t ~--  I ~ e  - t c i  

t pareourt le eerele L~ lorsque w parcourt  l ' intervalle ( - - ~ . . .  n t- ~). 

Alors on a 
wi 
4 

?( t )  --  ,,, = i t g g  
- u  

I-k-e 

et le module de g( t )  est un min imum au point w = o ,  t = o ,  et un 
maximum au point w = +_ ~, t = 2. La plus grande valeur qu'il peut 

prendre sur la pattie de Fare de eerele limitant To, est done obtenue 
,'ri 

aux points e =g , e Ainsi done on a d~montr& 
Le module de F(t)  a dans le domaine T o sa plus grande valeur aux 

,=:/ r:/ 
points t = e  ~, t = e  3 et ce maximum est 5gal k tg)-~. 

Par suite pour route valeur de t appartenant  au domainc T O la sSrie 

2 ~ 15o + ~ + + + . . .  

est si rapidement eonvergente, qu'ordinairement dans la pratique les trois 

premiers termes, et dans beaueoup de eas les deux premiers donnent la 

valeur de la fonction q"(t) avee une approximation suffisante. 

. 

Si dans les s~ries qui d~finissent les fonetions 00(v I r), 01(v I r ) e t c . ,  
oil remplaee r par e - t - r ,  c d~signant Fun des deux nombres I ,  - - I  

on volt que les fonetions 

00(/') I ~')' 01(V I ~')' 0:2(~ I ~')' 03(~ ] ~") 

sont 5gales respeetivement aux fonetions 
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De plus si dans les 5quations (I) de w 4 on pose 
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vr:i ~i  

~/~ = ~-r u = o i (o ,  q ) .  v~, ui o'~(o, q') "-  

et si, au moyen des formules (6) du w 3, on exprime les fonctions 
f(u, q), f~(u, q), f~(u, q), au moyen des fonctions O(vrr, q), O,(vrr, r 
les fonctions f(ui, q'), f~(ui, q'), f2(ui, q') au moyen de 0(v'~, q') et dc 
01(v'rr, q'), et si on remarque que d'aprSs les formules (6) du w 4, on a 

03(o, q) ~,(o, q') o(o, q) 0.~(o, q') o(o, 9) 0.:(o, q') 
ado, 9) o(o, q')' #,(o, 9) #(o, q')' #3(o, 9) o3(0, ~')' 

et par suite 

o:(o, q) ~o~(o, q') 
T 

V , ' 1 ]  t ~ ~ _ 

T 

on arrive au thdor~me suivant" 
Le quotient de deux queleonques des fonctions 

O0(v 13), o,(~l 3), o~(vl 3), o~(~t ~-) 

ne change pas,de valeur si on remplace ces fonctions respectivement par 
les suivantes 

Maintenant posons comme plus haut (w 5) 

(,) 

et  

2yTri + (23 + x) log qr(k') 
rl ----- (2a + I)~i + 2#~log qJ(k*) 

l I -- el" t I r t (2) q----- ~,, r ~ = e +  r ~ - -  , r,---- 

e i 
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qt V t V 1 
(3) v, = % - -  , v ~ : v ~ - - - - - - - ,  

7 t 1-~ 

v a v~  ~ CV t v ~  - -  r 

~ 4  - -  - -  ~ .  , V~ = t V  4 = ~ ,  g)~ = - -  - -  1-a "l 'a 1-11-a 1-5 1-11-~ 1-~ 

ou bicn, commc on a d'apr~s les formules (6, 7) du w 4 

1 

1-11-3 " 1-17"a l ' ,  1-31-5 

posons 

(4) 

I ~t ~ti ui 
q - -  , ~ I ( o  I q ) ,  v~ = ~ . ~ ( o  I ~ ) ,  v~ - -  , ~ ( o  11-,), 

Maintenant si on change dans les dquations (9) du w 5 les fonctions 

0(x, q), O,(x ,  q),  . . .  respcct ivement en 

et si en appl iquant  plusieurs fois les dcux th5or&nes pr&~dents, on 
remplace cellcs-ci au moycn de fonctions - - 0  d 'a rgumcnts  

. . . ,  

on obt.ient los representations suivantes des fonctions el l ipt iques sin am(u, k), 
�9 ~x ~, k" ont la eosam(u ,  k), A am(u,  k),  dans lesquelles ~, fl, r ,  V k , v " -  

m~me signification que dans les 6quations cit6es (9) 

(s) i~7~/P, sin am (u,  k) ~ - -  
~,(v.  1-,) 
~o (,,, 1-,) 

~.  ~, (v~ q )  _ _  I ( ] , ( V  3 ] l-a) 

__ ~, (v, 1-,) _ i~- , .  0, 0,, ~) _ #.  ~, (v~ I 1-0 
0~(,,4 q )  ~ (v~ 1-~) ~ (Vo i 1-0) 
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#o(~, 
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~o0, , 
= . ~  

~',,) __ i{" #:,(v.~ ~) 

~) 

(7) 
izfi 

4/ 
~ I  - - k  ~ 

. . . .  A am(u,  k) = 

= i{. # ' ( "  I ~,) r 
r (~', !: ,)  = h, (,0 

~) = i ~. r (~, :-,) H,(v~ 
~) 

~)" 

I1 faut remarquer ici qu'on a 

"/)2 = V2~  V5 = eV 4~ V 6 ~ V I .  

Ires quantites r~, . . . ,  r~ exprimdes au moyen de ~- sont de la forme 

c + br, 

oh ehacun des nombres a, Ib, c, b a l 'une des valeurs o, x, - -  I e t  entre 
lesquels existe la relation 

i 
Exprimdes au moyen de r = = l o g  q"(k~), elles prennent donc la forme 

ST& 

c + d r  
a +  br' 

a, b, c, d dtant des nombres entiers lids par la relation 

a d - - b c =  i .  

I1 est tr6s,faeile de montrer qu'inversement, si a, b, c, d sont quatre 
nombre8 entiers quelconques satisfaisant i~ l'6galit6 pr6cddente, l'expression 
c + d z  
a + bz' peut toujours dtre ramende s l'unc~ des 6 formes 

I I ~ t'T l " t  C 
71 , - -  , ~ - -  , - - - -  ~ ~ ~ Z 1 

- -  : 't ~ "Yt ' I ~ e r t  I - -  e:" t ' 
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o h  r, a la forme 
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2 r + ( 2 ~ +  ,)r 
r, = (2a + ,) + 2flr' 

~*O, �9 , a, /~," 7, 6 6tant quatre nombres entiers satisfaisant k 1%ahte  

(2~ + 1)(:~ + , ) -  4 f i r -  , .  
On peut y prendre k volont6 e 6gal k I ou k ~ i .  

En partieulier si on wend  ~t, /3, 7~ ~ 6gaux ~ o,  par suite 

r, ~-- ~ log 

et qu'on d6termine ensuite q ,  . . . ,  r~ d'apr6s les formules (2) dans l 'hypo- 
th6se oh k ~ est une quantit6 complexe e t e  comme plus haut  6gal h I 
ou ~L - - I  suivant que la seconde coordonn6e de k ~ est positive ou n6ga- 
rive, il r6sulte alors des 6quations ( t ,  5, 6, 7, 8) du w 6 

I ~-~,i = log ,t.'(k~), 
(s) 

r~r,i = log q"(x - -  k2), 
. . / k  ~ -  t \  

~ - i  = log ~ ( - -~:~)  

k' q*" 

On a de plus 

log(k ~) ---- l o g ( - -  k 2) + ez-i, log( ,  - -  k ~) = log(h: ' - -  ,) - -  e~i 

et par suite 

(9) ~/~ = ~ q / -  k,, ~ , , - k ,  = i ~ / k , -  , .  

Si done on prend de nouveau les notations de JACOBI, et si on pose 

(io) 

. . /k  2 -  IX 
q = ~ , ( k ' ) ,  q, = r  - k ' ) ,  q2 = �9 ( - - v - ) ,  

,. I k~ 

( , , )  

I u u i  u i  

x = 0i(o', q) '  x, ----- 0~'(o, q,) '  % - :  ~ q,) '  

I u ~,i u 
x : , - -  0~(o, q~)' x ,  ----- ~ ( o ,  ~,) '  x~ - -  O~(o ' q~), 
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formules dans lesquelles on a 

q ~ -  - -  q s ,  q 2  = - -  ql, q4 = - -  q . ~ '  

225 

on tire alors des dquations (5, 6, 7) les six syst6mes partieuliers de 
formule qui sont r6unis dans lc tableau suivant. 

Dans les trois premi6res colonnes sont inscrits au-dessous de sin am (u, k), 
eosam(u, k), A am(u, k) les numdrateurs, et dans la quatri6me colonne 
le d6nominateur eommun des fractions au moyen itesquelles ces fonctions 
s'expriment dans les six cas admis. 

3 

4 

6 

sinam(u, k) 

I 
, ,~. o,(x q) 
vk 

cos am(u, k) 

• / [  - -  k ~ , .~ o~(x,, q) 
vk 

a ,re(u, /,-) 

{ ,  -k ' .6~(z ,  q) 

I 
.,.~. e, (x,, q,) 

I .,,~. o, @~, q,) 
,Vk 

4,  k ,  ~ V I - -  

~/k  2 -  i 

O(X,, ql) 

O~(x~, q,) 

( ~ -  k'.o~(x,, q,) 

i,k ~ - , .  0(~,, q,) 

I ~ , ' - - I  O~(X3 q3) ~/~. 0,(~3, q.~) ~/p , ~.'k'-- , .  e~(x~, q~) 

I 
d/=-~,  o1(~,, q,) r k z V [ - -  

~ i  k---~ 
O(z,, q,) 

! 

i~--p.o,(xo, qo) 
~/ [  - -  k ~, 02(.~.~, q~) ~, - k'. o(.~o, q o )  

IO(.~, q) 

I r  q,) 

/O,(x~, q~) 

IO~(z,, q4) 

/r q0) 

Ces expressions des fonetions elliptiques subsistent encore pour des valeurs 
r6elles de k ~, ]orsque les radicaux qui s'y trouvent sont convenablement 
d6terminds, ce. sur quoi je fais les remarques suivantes. 

On a admis plus haut qu'on avait ~ d6terminer pour une valeur 
rdelle donnde de k ~ aussi bien les valeurs de ~'V, 4,_ que la valeur du ~q, 
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radical  ~ / i -  k '~ dont  ddpend la va leur  de q = ~ '(k2), 'de mani&re g laisser 

subsister les 5galitds 

a.,(o, q) , ~  a(o, q) , ~.~ 
~,k , - -  VI - -  �9 a,(o, q) a:,(o, q) 

Si k la place de k 2 on a l e s  quanti tds 

o k ~ - -  I .2 I 
( I 3 )  j~:j2 = I - -  k ~, k~ - - -  k~ , J~a - -  / ~ ,  

I - - -  k $ 

k4~ " ~  I - -  k u '  k~ = I - -  k "  

qu'on fixe pour  u--= i ,  2, 3, 4, 5, les valeurs  de 

de mani&re k avoir  

47  4 ~  4;-- 
V' I  - -  k~,  ~ & ,  q'~' "vq'*' 

(i 4) 0 (o, q,) , ~ t~(o, q,) - -  Vk~, 
/ /a(O, (/u) (]a(O, c/u) ~ -  ~/'I - -  k~ 

a.,(o, q~) Z(o, 
et qu 'on d6termine alors les valeurs  que #,(o, q,)' a~(o, 

d'apr&s la table de formule  pr6e6dente, alors il vient  

q~) doivent  avoir  

( , 5 )  

4 ~7 ~ 4; ~lk~ --- k'*, v ' l - -  

"r = " /~1 ~ - ' vk 

4 ,'7-J 4 ~  
v k.7, == 

4,T7,, { I __ t 
Vl, a = i - -  k ~ { / ~ _  k~' 

- -  k'* ~/ - -  k "  

" L ~  . =  Z _  -~" - -  ' 

x , ~ - / , i  

~ 4 ~  | 
4 ,  2 ~ - -  
~:I k~ ~/,k2 

, .,IF-, ~/k', 

Vk 

r 4/ I I 

I - -  k ~ ~ / l  ~ k ~" 
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Ces 6galit6s donnent done los valcurs que doivcnt avoir, los quanti t& 
W ,  ~' k ~ dans les formules (., ~), ~ ' '  " ~  --- , V k  - -  I ,  v k  dans les forlnules (3, 4), 
enfin ~,'--k - - ~ ,  ~/, _ k  ~ dans les formules (5, 6), ct il n'i,nporte en rien 
que k ~ soit r6el ou complex e. 

Si cette quantit6 t----k ~ appartient au domaine d6sign6 plus haut 
(w 6) par To, alors on prendra parmi los expressions pr6e6dentes des 
fonetions elliptiques les formules (x) comme les plus commodes, parcc 
que le module de q ne surpasse jamais la limite 

2 ('g 
, q = O  

et par suite quc los s6ries 0 convergent t r&-rapidement  

Mais s i t  = k ~ appartient au domainc T,, (,+ = I, 2, 3, 4, 5) alors 
k.~ appartient au domaine I '  o et on-so servira pour le calcul des fonetions 
clliptiques le plus commoddment des formulcs de h~ table contcnucs dans 
la ligne horizontale de rang ~ + I. 

Si k ~ est r6el et est situ6 dans lc domaine T.,, (~ --= o , . . . ,  5) alors 
los formulcs de rang (,+ + I) et les radicaux qui s'y trouvent sont tous 
des quantft6s r6elles et positives. 

I! faut encore remarquer que des 6galitds 

H~(o, ,~:) , + ( i--k, ~ 

r6sultent les expressions suivantes de 0~(o, q.,), 0(o, q,), 0.,(o, q,) 

(, 6) 

O~(o, r - ~ O~(o, ~ )  = 
I "4- ~ / I - - -  k--~" 

4 ,  

0 ( o ,  q 3  - ~,,~__.-k,; O~(o, 'D  - 
I - t -  %,,'I - -  ]r~ 

O~(o, q,,) - ~ k U  .O~(o, ~ )  = 
, + ~' i - -  t~--F 

4 
i + % i --/,-~ 

. . . .  (~ + 2~ + 2 C  + ...) 

4 

4 
I n u %,I - -  ],'~ 

(~ 4- 2~ 4- 2~?-t-...) 

" 7 7 ~  

2~k. ([ + 2~+ 2C+...). 
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On obtient dvnc en particulier pour les quantit~s 
qui se trouvent dans les 6quations (i i) 

a,(o, q ) , . . . ,  0(o, q, 

(I 7) 

2 0~(o, q) = ,, %q.(, + ~q' + 2q '~ + ...) 

2 16 O~(o, q , ) - -  ~ + {/~. (i + ~qt + ~q, + ...) 

O(o, q~)=-  -,,w.(~ + 2q~ + 2q!,~ + ...) i+~,'k 

O~(o, q~) - "k' i + "v:~(~ + 2~ + 2~4 ~ + . . . )  
v - -  ~,.k 

O,(o, q , ) -  ,~ k, + ~ ' : ~ ( '  + ~'~ + ~ql' + . . . )  

O(o, q~) 2 - -  ~,~T~, '  ( I  - t -  2q~ Jr- 2q~ ~ q t _ . .  -) 
t + V [ - - k -  


