SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

PAR

K. WETERSTRASS

4 BERLIN,

Traduit de Tallemand (') par A. Pautonnier a Paris.

L'objet de ce mémoire est de combler une lacune qui se trouve
dans Youvrage de Jacosi: Theorie der elliptischen Functionen aus den Eigen-
schaften der Thetareihen abgeleitet (Gesammelte Werke, T. 1, p. 497) et
sur laquelle j'ai appelé D'attention dans une note page 545. Par suite
j’ai employé ici constamment les notations de Jacosr

Pour exprimer les fonctions elliptiques

sinam (u, k), cosam (u, k), Aam (u, k)
au moyen des fonctions de Jacosr
6(x, 9) = 1 — 2q cos2z + 2¢* cos 42 — 29" cos6x + . ..
0,(x, 9) = 2{q.(sinz — ¢*sin 32 + ¢°sinse — .. .)
0,(x, q) = 2yq.(cosz + q* cos 3¢ + q° cos 6z 4 . . .)
0,(x, q9) = 1 + 2qcos2x + 2¢* cos 4z + 29° cosbr + . ..

on a a résoudre le .probléme de déterminer pour chaque valeur donnée
de & une valeur de ¢ satisfaisant & 1'équation

‘_02(072_)_ 4~ I+q’+q°+q”+--'
(1) v b0, q)_Q\/q'I+2q+2q‘+2q°+...'

(') Mathematische und naturwissenschaftliche Mittheilungen aus den
Sitzungsberichten der k. preussischen Akademie der Wissenschaften, 1383,
p. 95—105, 163—173, 621—647.
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Lorsqu’on a trouvé une telle valeur, alors en posant

(2) K o, q)  w—2%
on a

yk.sinam (u, k) = z;(((;,_q%)

(3) :/T\/j—k,.cosam (u, k) = %(%qi))

%-_I*_—k, .Aam(u, k) zgg(%?q)).

D’ailleurs on peut fixer arbitrairement la valeur de Pun des radicaux
vk, vg et la valeur de l'autre se trouve déterminée par I'équation (1).
Il faut choisir la valeur de yi —%° de maniére que l'on ait

@ ey W T LS VIEL Y
g,0, ¢q) 1429 +2¢* +2¢° + ...

Dans le traité posthume de Jacosi: Theorie der elliptischen Functionen aus
den Eigenschaften der Thetareihen abgeleitet, ce probléme est traité (§ 6)
pour le cas ou k est une quantité réelle comprise entre 0 ct 1 et la so-
lution donnéc en montrant que partant de I'équation (1) on arrive & la
méme expression de ¢ que celle trouvée par Jacosr dans les Fundamenta
nova par la voie convenant & cet ouvrage. Je vais maintenant montrer
comment, avec les moyens employés par Jacosr dans le traité cité ci-
dessus, on peut pour toute valeur complexe de k& déterminer toutes les
valeurs de ¢ satisfaisant 4 l'équation (1), et cela au moyen d’'une série
qui non-seculement a cause de sa rapide convergence fournit un moyen
commode de caleul de lavaleur de ¢ correspondant a une valeur numé-
rique donnée de k, mais encore, si l'on considére ¥ comme une quantité
variable et g comme une fonction de k, peut servir a découvrir les pro-
priétés caractéristiques de cette fonction. J'emploierai principalement les
deux équations utilisées aussi par Jacosr

| 0,05 9) = 6,0, ¢°) + 8,0, ¢)

(5) l 8o, q) = 6,00, 1) — 6,00, ¢°)
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qui se déduisent immédiatement des cxpressions de 6,(0, ¢) et #(o, 1),
ainsi que la relation

(6) 0'(o, q9) + 6:(o, q) = 6i(o, q).

L.

Je considére d’abord exclusivement les valeurs réelles de ¢ soumises
a la condition
0o<g<t1

et je suppose que dans la suite si @ cst une quantité positive loga
désignera la valeur réelle du logarithine naturel de a, et a™ désignera
pour une valeur quelconque de m la valeur donnée par la formule

em loga

Par suite 6(o, g), 6,(0, q), 6,(0, ¢) ont toujours des valcurs réelles et
sont des fonctions continues de q.

De plus, sur les expressions des quantités 6,(o, ¢), 6,(0, ¢), on
apercoit immeédiatement que la seconde est constamment positive, et que
pour ¢ > o il en est de méme de la premic¢re qui sannule pour g = o.
Quant & 6(o, ¢), si cette quantité était nulle pour unc valeur déterminée
de g, il en résulterait d’aprés (5)

8,(0, ¢*) = 0,(0, 9)

et par suite, en vertu de I'équation (6), on aurait aussi (o, ¢*) = o. Il
en résulterait encore que d(o, ¢'°), #(o, ¢°*) seraient aussi nulles, ce qui
est impossible, parce que #(0, ¢") pour une valeur infiniment grande
de m prend une valeur infiniment voisine de 1. Par suite #(o, ¢) ne
peut s'annuler pour aucune des valeurs considérées de ¢, ct est par suite
constamnment positive.
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D'apres cela
6,0, 9)
v,00, ¢

est une fonction continue de ¢ qui s'annule pour ¢ = o et a une valeur
positive pour toute autre valeur de g. Elle est toujours plus petitc que
1 en vertu de l'équation (5)

0;(0, 9) > 0;(09 Q>;

mais on peut montrer que lorsque q partant de la limite zéro et croissant
constamment s'approche de la limile 1, q croit aussi constamment el tend
vers la méme limite.

Comme on a
1
60,9 20 +¢+4+..)
6,00, q) I+ 2g + 2¢* + 2¢° + ...

on peut prendre toujours une valeur positive g, < 1 telle que

8,(0, q)
,(0, q)

croisse constamment lorsque ¢ croissant d’une maniére continue parcourt

lintervalle (0...g,). Mais il résulte des équations (5) si on remplace
1

g par ¢*
1 I _,Hz(oa fI)
H(Oa ’14) _ 6,(0. q)
(7) ( }) o ACE 7
ds o, ¢ (}3(0’ q)
1
. olo, ¢*) . :
D’aprés cela ———5- décroit constamment, lorsque ¢ parcourt en crois-
d,\0, ¢*

sant constamment lintervalle en question, ou bien, ce qui est la méme

chose, U(Z’ 9 décroit constamment lorsque ¢ croissant constamment passe
» 4
3 1
de o &4 ¢;. Mais on a
1
%,©, 9 _ <1 __ ', q))‘;
4,00, ¢) 050, 9
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) R . C
par suite 50, 9 croit en meme temps que ¢ tant que ¢ < g - l en
3 b

résulte par suite qu’il en est de méme aussi longtemps que g est inférieur a

1.1
16 64
qo b QO y .
L M 6‘1(07 9 [y
Les termes de cette série convergent vers I, par suite 5.0, 9) croit
3 b)

en méme temps que g, si prés que ¢ s'approche de l'unité. Si on pose

N #,0. 9
0=1 —_ v A/
8,0, 9)
on a encore, d'apres (7)

et par suite aussi

H en résulte par suite que pour toute valeur entiére positive de m

L
- 02(07 9:) < (6\)4"';

6,(0, &)

par suite, lorsque m devient infiniment grand, la valeur de q*" sapproche
indéfiniment de la limite 1, ct

1

1

b, (0, qF)

1

A (0, qF)

s'approche aussi indéfiniment de cette limite. Ce qui démontre évidem-

0,0, 9)
b,(0, 9)

ment la propriété annoncée de la fonction
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Cela fait, supposons le quotient

(0, 9)
#5(0, q)

développé en série J(g) suivant les puissances de g. Le premier terme
de cette série est 16g, ct ses cocfficients sont des nowmbres rationnels.
On peut par suitc déterminer une suite infinie de nombres rationnels

Uyy Oy Oy

de maniére que pour une valeur suffisamment petite de q P'équation

(8) > 0P (q) = ¢

n=0

ol

soit satisfaite, d’ou il résulte, comme a, =

(9) log (16g) = log ¥(q) + . A.I"(4)

ot B, B,, ... sont toujours des nombres rationnels.
Si maintenant on choisit une quantité positive ¢, < 1 de manicre
quelle se trouve dans lec domaine de convergence de la série P(q), et

si on pose cn méme temps
f o= <”a(0, q))‘
¢\, 9

APAL:

n=1

la somme

(dans laquelle |3,| désigne la valeur absolue de f§,) a unc valeur finie
et on a certainement 1'égalité

” H O 4n
(10) logg+log16_4log0$ Z;—i—Zﬁ UEO Zi

pour les valeurs de ¢ satisfaisant a la condition

0<¢9<gq,



[
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parce que pour toutes ces valeurs on a d’aprés ce qui précéde

g,0, ¢\*
8,00, q)) =

<0,(o, 9)>‘

6,0, 9)

et si on remplace dans (10) ¢ par ¢*, comme on a d’aprés les équations (5)
0(03 Q) 1

(II) B,00, 9‘)_1—@(0, g):I_([__t)I

4N T 3 1
H.z(oa 7% I +ﬁﬁézv qq)) L+ (1 ———i)z

o<

Si on désigne par ¢

on obtient une seconde expression pour loggq, & savoir

1 @ 1 4n
(12)  4logg + log 16 = g4log| L= +25ﬁr—u~q
I + (I -— t); n=1 I + ([ _t)r

Et alors de (10) et de (12) on déduit I'équation

1N 4n

(1) Zpur=log =10 (I_t)4 Zﬂ (I_t):>

I+ (1— t)4 n=1 14+ (0 —

Pour obtenir cette équation nous avons considéré ¢ comme une fonction
de q. Mais comme, lorsque ¢ croissant d'une maniére continue parcourt
lintervalle (0...gq,) f croissant constamment passe de la valeur o &
la valeur #,, on voit que l'égalité (13) persiste lorsqu'on considére ¢
comme une variable indépendante et qu'on lui donne une valeur quel-
conque appartenant a lintervalle (o ... ¢).

Mais on a
3
_0_& 0—04a EU—QTm
d log —————l = T + 1
1+ (1 — ¢ I—(—t 4 —t)f

1 3

(1 —18) 4dt s W@
= ==y =y )Y

[— (1 — )
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3

. ’ I — = I -
si donc on développe 5(1 —) 4 5‘(1 — 1)

1
+ gsuivant les puissances de

£, et si on pose

I 1

(14) %(I—l)—;_+5(l——) t= 1 et 4 26,87 + 3,5 ...

il vient
1

— (1 — B ©
(15) log I—L—)l = 10g?t3 + 2t
I+ (1 — 2 =t

et ¢, €, &, ... sont des nombres rationnels et mositifs.
De (15) résulte alors

m

1
I — (1 —#)* >
- ( )1 — tmzosm,ytv
s

(16) )

14 (10—t

o pour un exposant quelconque m les coefficients ¢, , sont déterminés
par T'équation suivante résultant de (14) et de (16)

© © I .
go(m + p)sm,vtm-’rv—vl — ﬂl;emyvtﬂﬂ-v.(z + glueytv—l>;

on déduit de cette équation la formule de récurrence

(17) V., = mzl)us,ls,,,,,_‘u (v > 0)
P

-

IN™ . . .
de laquelle, comme ¢, , = <g> , on tire la conclusion importante que pour

une valeur positive de m les grandeurs e, , sont toutes des mombres positifs.
Il résulte de la maniére dont on les a obtenues, que les séries

«0 @0
Ze,(”, e, b
v=1 v=0

sont convergentes pour toute valeur réelle ou complexe de ¢ dont le
module est inférieur 4 1. Par suite des propriétés des quantités ¢,, ¢, ,
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on a pour toute valeur réelle de ¢ comprise entre o et 1 et toute valeur
positive de m

z/ 1
= — (1 — B 8
E}s,t” < log<l—il——)1 —l—logt—
(1 — B
l m
. m4v l-—'([_“t)4
Lt (1 — O

De la il résulte, si I'on fait converger ¢ vers la limite 1

e, < log8, e, <1
v=1 - e

ou méme comme cela a lieu encore si on remplace n par (n 4 1)

n n
le,<log8, Zsm,,< 1.
v
14
Par suite les séries

vzzle,t“, zs,,,,vt”

sont convergentes pour toute valeur de ¢ dont le module est égal a 1,
et il résulte des équations (r5), (14), si on fait tendre ¢ vers la limite 1

(18) 2, = log8, -AS'E,,,,, = 1,
Si nous désignons maintenant
ygos,,,,,t”"”, par P(t, m),

d’aprés ce qui précéde on a pour toute valeur réelle-de ¢ comprise dans
Vintervalle (o ... ¢)

o5 £ pir —Fee 1500
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t, pouvant représenter une valeur positive quelconque, inférieure a 1 et

comprise & l'intéricur du domaine de convergence de la série Zﬂnt".
n=1

Maintenant si 'on pose

par suite de cette circonstance que les coefficients de la série P(¢, 4n)
sont positifs et que leur somme est égale a 1,

P, 4n) est positif mais inférieur a £},
et par suite

o < XAV, an) < Z|A14

&

Pour toute valeur de ¢ satisfaisant & la condition [¢]| <, on

1P, 4m)| < P&, an),

et la somme
0 an
- -t
ngl v§o | ﬂnl*”m,vltl Y
a une valeur finie. Par suite la série

2 ,Bn €in ) vt4"+y

ny

est absolument convergente, et il en résulte, si on reunit tous les termes
contenant la méme puissance de ¢

(20) ;lﬂny(f, 4n) = 2(1‘, pIte, (p=0,1,2,3; r=1,..., )
ou Yon a
(21) (T’ /0) - ngl e4n,4r——4n+p,‘9n'

De P'équation (19) on obtient cnsuite

'ﬂl = n By = ey B: = &,
(22)

1,..., »)

I

»
I
l /94"4'/7 = s4"+P + :1_;1 €4n,41'—4n+pﬂn' (0=0,1,2,3 v
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et on peut ainsi calculer de proche en proche les quantités 3, aprés qu'on
a déterminé préalablement les nombres ¢,, &, définis par les équations
(14, 17).

Des formules (22) il apparait que les quantités 8, aussi bien que
les quantités ¢,, e,,,, sont toutes des nowmbres positifs et rationnels.

Il résulte encore de ce qui précede que la sirie

ngl ﬁnt

est absolument convergente pour toute valeur de ¢ réelle ou complexe
dont le module n'est pas supérieur a 1.

Pour le démontrer, je remarque d’abord gu'on peut sc dispenser
maintenant de 'hypothése faite précédemment que la grandeur désignée
par ¢, soit située a lintérieur du domaine de convergence de la série
Z B, et quil suffit de supposer que la série soit convergente pour £ = t,.
Alors d'aprés ce qui a été démontré plus haut | 3,| = 4. et alors il est
certain que la série qui constituec le second membre de l'équation (20)

1
converge pour £ == ;. Mais pour la méme valeur de ¢ la séric 2z, ¢" est

aussi convergente, l'équation (19) montre donc que si la série 2 ,¢"
1
converge pour f = {, elle converge aussi nécessairement pour ¢ == fg, et

par suite aussi pour

__ 416 64
t=10 L

Par suite la séric est convergente pour les valeurs positives de ¢ qui
sapprochent autant que l'on veut de 1 ct le rayon de son cercle de
convergence n'est pas inférieur a 1.

D’aprés cela D'égalité (10)

#(0, ) B0,
logq + log16 = 4 1o “(()Eo 3) +2ﬂn /l(o ;)

a lieu pour toute valeur de ¢ satisfaisant a la condition

o<g¢<rI.
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Mais si ¢ sgapproche de la limite 1 l'expression qui forme le second
membre de eette égalité converge vers la limite

rél Bn

et on a par suite

Elﬂn = log 16.

En conséquence la série

e

converge aussi lorsque le module de ¢ est égal & 1, et représente pour
le domaine de la quantité ¢ défini par la condition

|t <t

une fonction analytique continue de cette variable.
Si on pose maintenant

. ¢ I A
(23) W) =—e
on obtient
(24) U(t) = T a,i"t

n=90

ou les coefficients a, sont identiques a ceux de I'équation (8)

¢ = a (o)

qu'on peut calculer au moyen des f, et qui sont comme ceux-ci des
nombres rationnels positifs. Si on fait tendre ¢ vers la limite 1, on a

had »—log16+ Zﬁn
(25) goa,, =e == 1.

La fonction #'(¢) est dés lors définie pour toute valeur de la variable ¢
correspondant a la condition

el <.
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Pour ¢t =1 on a ¥(¢{) = 1, au contraire pour toute autre valeur de ¢
¥ ()] < 1.
D’aprés ce qui précéde 1'égalité

(26) q = ¥(¢)
persiste, si on pose
_ (%0, q)>4
= <f'3(0, 9

et cela certainement pour les valeurs réclles de ¢ appartenant a un certain

intervalle (o...¢q,). Pour toutes les valeurs de ¢ correspondant & ces
valeurs de g on a l'égalité

(27) [142¥(8) 4204 ()+ 20°(0) 4. = 16 0(¢)[1 4 4(t)+ US(0) +..).

Mais si on considére ¢ comme une variable indépendante et limitée
a l'espace déterminé par la condition

It <t

la valeur ¢ == 1 étant cependant exceptée, les deux membres de I'égalité
précédente sont une fonction analytique uniforme et continue de ¢ parce
que pour chacune des valeurs considérées de cectte quantité on a

| ¥(8)] < 1.

D’aprés un théoréme connu 1'égalité persiste pour chacune des valeurs
de ¢ appartenant a l'intervalle considéré. On peut encore montrer que
0,(0, ¢) ne peut g'annuler méme pour une valeur complexe de g, et cela
de la méme maniére que nous l'avons démontré plus haut pour la
fonction #(o, ¢), en supposant que ¢ était une quantité positive.

Nous avons donc établi que si:

¢t est une grandeur réelle ou complexe dont le module ne surpasse
pas l'unité, et qui n'est pas égale a 1 1'égalité

‘
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est satisfaite, si l'on pose
q == q"‘(t) == zoantn+l'

Si le module (k) des fonctions elliptiques ne surpasse pas l'unité en
valeur absoluc et si son carré n'est ‘pas égal a 1, alors nous avons pour

sinam (u, k), cosam (u, k), Aam(u, k)

les expressions (3), sl on pose
q = 2 a, k"
n=0

De plus comme les fonctions clliptiques d'un module quelconque peuvent
se réduire a celles dont le module satisfait aux conditions énoncées, ce qui
précéde suffit pour démontrer que chacunc de ces fonctions peut se re-
présenter sous la forme du quotient de deux séries #. Dans une com-
munication suivante je montrerai- comment on peut transformer la série

Za,,t"

en une autre convergente pour toute valeur de f, ct démontrerai en
méme temps comment avec les moyens employés ici on peut résoudre le
probléme de déduire de l'une d'entre elles toutes les autres valeurs de ¢
satisfaisant a 1'équation

(Hg(o, 7)>4=t
00, q) )

D’aprés ce qui a été établi précédemment sur le cercle de convergence
de la série

E}ﬂ"t
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et sur les propriétés des nombres j3, I'équation (13) du chapitre précédent,
qui peut s’écrire sous la forme

log¢ — log 16 +”§ﬂ"t"

i 1 4 © 1 4n
1 1 — (1 —#) 2 " 1 — (1 — &) |
= ZI 10g —“——l — 10g 16 + ﬂ" 1

l‘ L4+ (1 — 1) S L4 (1 — 1) l
est vérifiée certainement pour toute valeur réelle comprise dans l'intervalle

(0... 1), car la quantité désignée par ¢, dans I'établissement de ces équa-
tions, sur laquelle on a fait seulement la supposition que la somme

Z|pl4

a une valeur finie, peut maintenant étre prise égale & 1 en vertu des
équations

lﬂnl = ﬂm Elﬂn = log 16.

Si on pose donc

@0
1 1
— ~log16 + ~ 2 A4 w
PR it n
=
€ :nz::or,,t

les coefficients y, étant comme les a, des nombres rationnels positifs, et
o

2y, =1,0na

a~0

4

(1) w(t) = ()

et en méme temps

© 4n

1 )

(2) ’I"(t)=lm(l—t)f-§ :rn :_(u—ty:
L4 (1 — £t L 14 (1 — )¢

n=

Mais la série qui forme le second membre de cette égalité est convergente
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pour toute valeur réelle ou complexe de la quantité ¢ et représente une

fonction analytique de cette variable, si on fixe comme il suit I'une des
1

quatre valeurs qu'on peut attribuer & la puissance (1 — ¢)* pour chaque
valeur déterminée de ¢. Si on excepte du domaine d'une quantité va-
riable sans aucune restriction, les valeurs réelles négatives ainsi que les
points 0 et oo, il y a toujours parmi les valeurs en nombre infini que le
logarithme naturel de z peut prendre pour une valeur déterminée de
cette variable, une valeur dont la seconde coordonnée est comprise entre

— 7 et + .

Cest toujours dans la suite cette valeur que nous aurons en vue en
écrivant logz: elle constitue a l'intérieur du domaine défini pour la va-
riable = une fonction analytique uniforme de cette variable, car si 2’ est
un point déterminé quelconque de ce domaine, on peut lI'entourer d’un
contour tel qu’a lintérieur la série

(3) log 2’ + 2 e

représente une telle valeur du logarithme naturel de z dont la seconde
coordonnée comme celle de logz’ est comprise entre — 7 et + 7.
De la il résulte en particulier que

)

(4) logx =2 ;L (x — 1)

n=1

si on limite la quantité z au domaine limité par la condition
|e — 1] < 1.

Car & lintérieur de ce domaine les expressions figurant dans les deux
membres de D'égalité sont toutes les deux des fonctions analytiques uni-
formes de z; I'égalité a donc lieu pour le domaine entier, car d’apres
une remarque précédente elle persiste dans le voisinage du point 1.

De plus si x, est une quantité négative déterminée pour les valeurs
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de x appartenant & un certain voisinage du point «,, la seconde coordonnée
de la quantité

» NN
I <x — ru)
Z n x
n=1 o

est négative ou positive suivant que la sccondg coordonnée de x —
est positive ou negative. On a donc dans le premier cas

‘ . © 1 /e — ‘Tu‘ n
(s) loge = log(—=,) + =i + Z:lﬁ(' 2 )
dans le second au contraire

. ac‘ I i — .’l’u\‘ n
(6) loga = log(— ) — =i + ; n (T) .

De la il résulte, que lorsque 2 sapproche du point Ty, suivant que cela
a lieu du coté positif ou négatif de Vespace (— o0...0), logx sapproche
indéfiniment de la limite log(— z,) + = ou de la limite log (—=,) — =i.
Si on désigne les valeurs données par les formules pour logz,

log (-— ((0) + 7, ](_)g (— .TO) —

respectivement par
+
log x,, log a,

on a
+ - .
(7) logr, = logx, + 2=i.

Par suite de ce qui précéde on a donc pour les valeurs de x appartenant
a un certain voisinage de «,

(8) logz = log ;0 + i% (”_—_Tay

n=t o
\ . . P . r . .
ou il faut prendre le signe supérieur ou inféricur suivant que la seconde
coordonnée de x — x, est positive on négative.

Avia mathematica, 6. Imprimé 8 Septembre 1884, 24
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De la definition de logzﬁ;0 et logz, il apparait du reste que les deux
valeurs sont a lintérieur de l'espace (— oc ... o) des fonctions continues
de .

De plus si on définit pour les valeurs considérées de x et un ex-
posant quelconque m la puissance z™ par 1'égalité

(9) " = e" logx

nous tirerons des équations (3, 4) respectivement les suivantes

(10) R MON G N [N ced

n=40

(11) ™ = %(m),,(:r/ — 1)

z™ est donc aussi une fonction analytique uniforme de x. Si on pose
pour une quantitc negative x,

(12) (i‘o) = "7 (— )"
(\;ro,) — e (“ _,ro)m

on déduit des équations (7, 8)

m

(13 <;;;>’" o)

(1g) )' Z(m),, < "Q)

ou il faut prendre le signe supérieur ou inféricur suivant que la seconde
coordonnée de 2 — x, est positive ou négative. Le domaine de x, a
Vintérieur duquel les égalités (10, 11, 14) ont licu est le méme que
celui pour les égalités correspondantes (5, 6, 8). Enfin il ressort de la
définition des quantités

+ \m —m

(7, ) (7, ‘)

que toutes les denx dans Vétendue (— oo ... 0) sont des fonctions counti-
tinues de 7.
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D’aprés ce qui précéde, si on désigne maintenant par ¢ une quantité
variable sans restriction,-
1

(1—ot

est unc fonction, qui est définic comme uniforme pour toute valeur de
t nappartenant pas a Vétenduce (1 ... 4+ ov), tandis qu'elle prend deux
valeurs si ¢ est pris dans Pétenduc en question. Si on pose

log(t —t) =p + ai

écartant les valeurs ¢ =1 et ¢ = 00, et désignant par p et o des grandeurs
réelles on a

-

(1 —t' = czp(cosicr + isinia)

¢t par suite, comme o est compris dans lintervalle (—z ... 4 7)

2 1
1
= 4¢' cos;o> o.

NP . -

De la il résulte que la valeur absolue de

1
I — (1 — )
1

14+ (1 — bt

est toujours inférieure & 1, et par suite que la série qui forme le premier
membre de l'égalité (2) est absolument convergente pour toute valeur de
t. Cette derniére propriété subsiste encore lorsqu’on donne a la quantité ¢

1
T — (1 — ¢

1

L+ (1—0)f

une des valeurs exceptées, car a la valeur 1 pour ¢{ = 1, et

la valeur — 1 pour ¢ = co.
D'aprés cela, si on définit maintenant ¥(¢) par l'égalité

1_ © ’ 1_ 4in
. 1 — (1 — ¢ 1 — (1 — ¢t}
L 0 Yt Gk NSV (el i i P

L4+ —tf S5 N1+ (10—
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1

. . . [ — {1 — D
P(#) est une fonction, qul comme i—a—y rend deux valeurs

y q T

T4 (1 — 1ty

seulement pour les valeurs de ¢ réelles situées entre + 1 et 4 ©o, et
qui pour toute autre valeur de ¢ cst uniforme et déterminée. 11 faut ici
remarquer que les deux valeurs de ¥°(¢) qui correspondent & une valeur
réelle de ¢ située entre 1 et 4 o0 sont des quantités complexes conjuguées
comme cela apparait immédiatement sur les égalités (12).

De ce que mous venons de démontrer par rapport a la fonction
1

1 — (1 — )t

—7, il résulte encore que

L4 (1 —bt
¥() =1, V(o) = —1,

mais que pour toute valeur de ¢ différente de 1, oC

|l < T,
par suite

| ()| < 1.

Si on excepte du domaine de la variable les points appartenant a Pétendue
1

(1... 4 o0), daprés cc qui précede, (1 — ¢)* n'est pas seule une fonc-
tion analytique uniforme, mais il en est cncore ainsi des fonctions

1

== w, o, W), 8o, (Y]
14 (1 —8)f

et Tegalité (27) du § 1
03[0, ¥(¢)] = tb:[o, ¥'(t)]
dont T'exactitude a été démontrée pour des valeurs réelles de ¢ comprises

entre o et 1, persiste pour toutes les valeurs de cette grandeur considérées
maintcnant,
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Soit cncore ¢, une valeur réelle de ¢ située entre 1 et 4 oo, si
on pose

t) = lim ¥, — k),

+ . i
wie) = limee + k), @
k=0 k=0
+ —
en designant par k unc variable positive, alors 'I"(tl), l["(tl) sont les deux
valeurs de ¥(t) pour ¢ =¢ . Comme ¥(¢, + k), ¥(t, — k) varient d'une

+ -
maniére continue avec k, et que les valeurs absolues de ‘I"(tl), ‘l—"(tl)
sont toutes les deux inférieures a 1, on voit que I'égalité précédente a
encore lieu pour ¢ = ¢, quelle que soit celle de ses deux valeurs qu’on
donne a la quantité ¥(¢).

Nous avons ainsi démontré que:

Si la fonction ¥(¢) est définie, comme il précéde, on a pour toute
valeur de la variable ¢ & l'exception de ¢ = 1 et { = o0, une valeur de
la quantité ¢ satisfaisant a 1'équation

) =

st on pose

1 ; 1 4n

g = U(t) = 1—(1 —t)j . 27,"(1_:—__(}____2

1
1+ (1 —0Ot o N4 (1 —t)

formule dans laquelle on peut prendre aussi bicn T'une que lautre des
deux valeurs appartenant & ¥7(¢), lorsque ¢ a une valcur réelle comprise
entre 1 et 4 o0O.

Les coefficients y, peuvent se calculer. de la maniére donnée plus
haut, ou comme il suit.

D'aprés la formule donnée (1) on a pour les valeurs de ¢ con-
sidérées ici

1

PO =G 4+ 1ttt 4

sl donc on pose

1
tt = ¢, W(t)“ =7
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on a

(1 + Tgt) = &1+ Z2g)

n=1 =1

ou bien
_'7 — % + ;l@-)?m ,7/(‘lv+1)(2u+-1)>.

Dot si 'on pose

1 )
/T zoi‘,,.fJ"'+ (n=0,1,. , %)
M=

il résulte

"0 2
ct

vy (»,,1)(24+1) sn43

Tn-{-l - f (;rn )

Dans cette somme il ne faut considérer que les termes dans lesquels

4uy < 4n + 3

Au moyen de ces formules on obtient

2 15 iso
T o T e Ty T L ete. ()

Wi

fo =

() J’ai déja donné depuis plusicurs aonées dans mes legons sur les fonctions

clliptiques la formule
1 4n+1

Zw 1 — (1 — kY
q = in —A——“——“—l—‘
n=0 \I +([ _—k2)4

mais trouvée par une autrc méthode. Si on cmploic sculement ses 7 premiers termes,

Terreur commise cst en valcur absoluc inféricure &

1 1_ 4v+1
—_ — Ja2N\
(1-T,) [mo=m
4 (1 — k3

Comparez Formeln wund Lehrsitze zum Gebrauch der elliptischen Functionen de
H. A. Scewarz, page 56,
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3.

Il faut maintenant montrer comment on trouve 'ensemble des valeurs
de g, satisfaisant pour une seule ct méme valeur de ¢ a l'égqnation

g (forn) =+

NEANS] 1)/
Pour cela il est nécessaire de connaitre pour chaque fonction # toutes les
valeurs de I'argument pour lesquelles clles s'annulent avec une valeur
donnée de g. Ces valeurs peuvent se trouver aussi bien par la trans-
formation des séries” @ en produits infinis, au moyen de lidentité établie
dans les Fundamenta nova

0

+x
HG—g"(+ g+ ) = T g2,

n=1 Yo —

ou aussi de la maniére suivante en se servant seulement des théorémes
établis par Jacosr dans le mémoire plus connu.
De T'équation (%)

qui se trouve dans le premicr volume des ocuvres de Jacosr, page 536
(1,54), si lon développe les deux membres suivant les puissances de y,
1] résulte par la comparaison des premicrs termes

6 ) A, B0 (0)F ()
(2) o) g0l (x) = BT R

Soit maintenant ® une valeur quelconque pour laquelle 6, (w) = o, il

b,(z)

résulte de léquation précédente, que le quotient W

s'annule pour

1 - .
(') Dans les formules suivantes on suppose que dans toutes les fonctions # ¢ a la
méme valeur.



192 K. Weierstrass.

x = v, tandis qu’il résulte des équations (2, 3) page 511 et ailleurs que
O(2z)  b(z)
b(x)’ 6(x)

pour z = @ ont des valeurs finies différentes de zéro. De

0. + y)

la formule pour Bz + v)

(p- 513 et ailleurs) il résulte

0@+ w) " A (a)

Alx + w)  — H(x)

et on a par suite

d’logb(x + w) d*log 6, ()
dxz?® o dx* ’

d'ott il résulte
(3) 0,(r + o) = Ce >0 (r)

formule ou C, v désignent des quantités indépendantes de .
Des équations (3) p. 502 on tire

(4) 0,(x + 7) = — 6,(x), 0 (x —ilogq) = —q 'e*"0,(x).

Si donc on remplace z dans (3) par = + = x —ilogg et dans (4) par
x + o on obtient les équations

0+ o+ 7) = —e?.Ce™76 ()

0(xr+ o+ 7) = — Ce "0, ()

0,(xr + 0 —ilogq) = — e »'*¥7.q ' Ce™** "0 (x)
—e

-—‘Zwi. q——l . Ce—?(v+1)ri01 (.T).

)
0,(x + o —ilogg)

On doit donc avoir

e—?v:z —_ I, e—?wi — e—?v]ogq

et par suite
(5) o = pr—vilogyq,

p, » représentant des nombres entiers. Inversement, comme on peut le
déduire facilement des équations (4), on a toujours

0,(pm — ivlogq) = 0

lorsque p, v sont des nombres entiers quelconques.
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L’égalité
6, (0 + 2) = Ce™ 76, (x)

montre que 6;(w) n'est pas nulle, I'équation 6 () = o n’a donc que des

racines simples. Comme on a de plus
6,(¢ + %) = bo(a)
Py -
0, (x — 2log g> — ig e 0(x)

. 1
0, <r + 5 — -;—log q> =7 ‘e "0,(r),
alors T'ensemble des racines des équations
0(r)=0,  Br)=o0,  G(r)=o0

est. donné respectivement par les formules

I . . I I . I
</1 + 5) = —ivlogyq, /17:~/1<u + 5) logq, (/1.—{— 5)7:-—— i <v + ;) log g
et chacune de ces équations n'a que des racines simples. Dans les formules
précédentes on peut fixer arbitrairement la valeur de logyg.
Si on pose maintenant

w

IACHD)

_ ”3(07 g)ﬂl('rv q)
1 0) = 46 i,
© o, DA, )
1 9) = 5 e, o)

—_ f’(O, Q)H:z(‘vs 9)
fes 9) = 46 e g

f(u, ¢), fi(u, q), f,(u, q) sont des fonctions uniformes des quantités u et

g et si on pose
o <f’2(07 q)>4
M0, 9

Acta mathematica. 6. Imprimé 15 Septembre 1884, 25
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on a pour ces fonctions les égalités suivantes
U, q of (n, ¢) )
D p i, )y LD — — fl, D)0 ),

9/:3 (“’ ) '])

T:_‘f/(uyq)fl@l’)Q)a f(O,q):O, fl(o’(l)zly f;(O,(j):I.

(7)

Si on limite la variable « & un certain espace entourant le point o, on
peut représenter f(u, q), f,(u, q), f,(#, g) sous la forme ordinaire de
séries procédant suivant les puissances des variables. Les coefficients de
ces séries se tirent des égalités (7) comme des fonctions rationnetles
enticres de la grandeur ¢ dans lesquelles les cocfficients sont des nombres
rationnels.  Par suite sl y a deux valeurs ¢, ¢, auxquelles appartienne
la méme valeur de ¢, on obtient pour f(u, q,), fi(u, q,), f,(, q,) les
mémes séries que pour [(u, q), fi(u, ¢). f,(u, q), d'ow on peut conclure
d’aprés une méthode connue que pour toute valeur finie de  les égalités

®) flws 0) = flw, a)y  filts ) = £, @) Fols 1) = filws 1)
ont licu.
On a donc d'apres ce qui précede

flu, q) = o pour u = [p=— vilogq]di(o, q)

fi(u, q) =o pour u = (/1 + %) = — vilog qJ g;(0, ¢)

(9) . ‘ -
Fp=©  pow w=|mm— (v + 3)ilos 1|00, 9)

\

) =o  pour w[(uh ) r— (o4 ) itoza o 0

lorsqu'on désigne par s, v des nombres entiers quelconques. Ln méme
temps il se trouve que chacune des quatre fonctions précédentes ne
s'annule que pour les valeurs données de u. Par suite des égalités

f;(”’ q) = f;(’lt, 91), f(ll, (I) = /(”7 (]1)

il vient.

/;(ll, q) =0



Sur la thdorie des fonctions elliptiques. 195
aussi pour
u=_06;(0, q,)
ct

I
- = 0
flu, @)
aussi pour

1: 2
U = — 503(0, q7,)logq,.
On doit donc pouvoir déterminer quatre nombres entiers «, 3, r, ¢ de
maniére que

(10) 763 (0, 9,) = 63(0, ¢).[(2a + )7 — 28ilogq]
10
— i#3(0, q,)logq, = @i(o, q).[277 — (20 + 1)ilogq].

Mais il doit de méme y avoir quatre nombres entiers o', 7, ¢, ¢" pour
Y q i
lesquels on ait les égalités

(o) ‘ 74;(0, q) = 6;(0, ¢;).[(2«' + 1)7 — 2Filogq,]
11
l — i3(0, q)logq = 6;(o, q,).[27/= — (20" + 1ilogg,].

De ces quatre égalités, si on pose

e = (22' + 1)(20" + 1) — 437,

il résulte

o; (o, g).[(za + 1 — 23’:’ l)rz—— (2/9 + 2;—?’)ilogq] =0

0;(o, q).[(z;‘ + 2?’>7r—- <zu‘+ P — 2 : I)ilogq] = 0.

Mais comme 6,(o, ¢) ct la partie réclle de¢ logg ont toujours des valcurs
différentes de zéro, ces égalités ne peuvent avoir licu que si
2¢" + 1 23 2a" 4 1

4 5 _
2&"‘13: ’ 2/9:___) 27’:-_'227 2¢ “*_I"" E_-.
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Par suite on doit avoir

(2 4+ 1)(26 + 1) — 43 =

o | —

done

s=41, (et (204 1) —afr=E 1.
Maintenant il résulte de (11)

20 + 1
27-{——3,-

e

log g

I
( ! 2) i ]‘Og q4, = 23
-log ¢

i

20 + 1 +

De ce que ¢, ¢, sont en valeur absolue inférieurs & 1, il résulte que la
. I - I .\
seconde coordonuée de —logg aussi bien que de —loggq, est positive, ct
2 g3
cette derniére conclusion ne peut trouver place a la suite de la premiére
que si (2a + 1)(20 + 1) — 487 a une valeur positive. On doit donc avoir

(13) (2 + 1){20 + 1) — 45; = 1.

Si on prend done g = ¥(f), cc qui précéde démontre que: si a, 3, r, 0
représentent des nombres entiers satisfaisant & la relation (13) toutes les
valeurs de ¢ satisfaisant a 1'équation

pour une valeur donnée de ¢, sont comprises dans la formule

2rmi+ (20 + 1)log Ty i
elot i+ 23l0g Y1)

Cependant il faut excepter les valeurs ¢ = o, 1, ©0.

Mais il reste encore a rechercher, si au moyen de cette formule on
obtient toujours une valeur de ¢ satisfaisant a I'équation en question,
lorsqu'on y remplace a«, 3, y, ¢ par des nombres entiers quelconques,
satisfaisant & la condition énoncée. 11 en est effectivement ainsi; cela est
facile & établir par la théorie de la transformation dite linéaire des
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fonctions #; mais cela peut aussi s¢ montrer par l'emploi des formules
de réduction des fonctions elliptiques d'argument ui et de module & aux
fonctions d'argument « et de module &' = V1 — k%

dans ce qui suivra.

A Talde des relations

1w, q)

+ fz(lh 'I) =1

Fuy q) + i, q) — 1

quon peut déduire des équations (7) du § 3

I

Clest ce que je ferai
que )

11,00, 4,)"'1
¢ 7;/3(0’ l[)

ou méme divectement des

formules (D) qu'on trouve duns le trait¢ de Jacosr p. 511, on tire des
équations citées d’'abord les suivantes

2 f(u, )

EACIE)

dufi(u, q)

9 I

i )
I A

ﬁ/; (w, q)

ife(uﬁ (1)

ouf, (v, q)

) 1100 )

AR
= 0= ey

Si on remplace dans ces équations w# par wi, g par ¢’ ct si on détermine

q' de maniére que

LAY
= (7w, o)

il vient

o fld, o)
dutf,(ne, )

] I
ou f(ue, ) T

2 f(ni, o)

duf (e, q)

H,(0. :/’}\) 1

LY AR &
s ) fnis )

. HGAR) ./;(N'I," 4/:2
if (e, q) [led, )

E )

AR A N o)
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Dans ces équations ¢ a la méme signification que dans les équations (7)
du § 3, de maniére qu'clles subsistent lorsqu’on remplace

ACP) P A CP )P ACA)
respeetivement par

flut, ¢ 1 r, )
ifiut, @) fiud, ¢) fiw, )

Si on répéte alors les raisonnements au moyen desquels nous avons établi
précédemment les équations (8) du § 3, il en résulte que ces derniéres
fonctions sont identiques avee les premicres.

On a donc

, - f(ul:,ﬂ
s 1) = i 9
. I
2 A 9) = 7o)
, AN,
f,(w, q) = i, q)

les deux quantités q et ¢’ étant lices par P'équation

: (e G-

On peut maintenant regarder ¢ comme une variable indépendante ct
désigner par F(t) ce que devient la fonction 6i(o, ¢) par la substitution
q = ¥(t). Alors, comme il ressort des formules (9) du § 3, si on donne a la
gfandeur ¢ une valeur quelconque comprise entre o ef 1, et si on prend
q= ¥(t), ¢ = ¥(1—1t), la plus petite valeur positive de la grandeur
w pour laquelle f(u, q) = 0 cst égale a mF(t), ct la plus petite valeur
positive de la méme grandeur pour laquelle f(ui, ¢') s'annule est égale
A — F(1 —f)log ¥(1 —¢), ct on a en vertu des relations (1) P'égalité

(3) 7F(t) = — F(1 — {)log #'(1 — 1)

d’on résulte si on remplace ¢ par (1 — ¢)
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(4) 7l (1 —t) = — F(¢)log ¥(¢)
(5) log ¥°(¢). log ¥'(x — f) = =~

Désignons maintenant par ¢ une quantité i laquelle on ne peut attribuer
que des valeurs complexes dont la scconde coordonnée est positive. De
plus, comme dans les Formeln und Lehrsitze, soient

7

‘

0,(v

), 0,(v|7), 0,

ce que deviennent les fonctions

0@, q),  O(r, q),  O,0r,q), O, 9

par les substitutions

“.) ’ ():; (D

i

€ = vm, qf—=e", {&,-ag“

alors chacune des dernicres fonctions est une fonction analytique uniforne
des variables indépendantes v, 7, si on limite le domaine de = d'apres les
conventions faites, tandis que v peut prendre toutes les valeurs a I'ex-
ception de oo.

Si on donne ensuite & la quantité ¢ une valeur quelconque dont la

Y

premiére coordonnée est nulle de manicére que - ait une valeur réelle
1

comprise entre 0 et 4 oo et ecn méme temps si on pose

i — ﬂz(os (1) ‘ . H2<O\T) !
1= b= (ﬂ_q(o, q)) - (E(O r))

¢ et g sont tous les deux réels et compris entre o et 1.
Il en résulte que

i = log 4 ({)

parce que a une valeur de ¢ réelle, comprise entre o et 1, comme il a
¢té¢ démontré dans § 1 correspond seulement unce valeur de ¢ comprise
dans le méme intervalle, et & celle-¢ci seulement une valeur de ¢ pour

laquelle E est réel. Si on pose donc

Il = log I'(1 -— 1)
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on a d'aprés 1'équation (5)

et d'apres I'équation (4)

De plus on a

. 1 \ 4
0, (O |- ?> N Cl I N Gl )
1 Hiolz) — #i(0]7)

et ausst

)= (o~

et par suite encore
2
fi(o] ) — (;) o (o | _>

Comine

] e,

, 0,07, 0, <o — Ij> ete. sont des quantités toutes positives,

il vient

b,(0 ‘ T = Cﬁ)

o]~

Ces ¢quations ont ¢été obtenues dans T'hypothése que - a unc valear

réelle comprisc entre o et 4 co. Mais comme toutes les fonctions

précédentes sont des fonctions uniformes analytiques de = lorsque la valeur
o1
(AY) . . , f . '
de <:> est fixée comme on I'a supposé dans § 2, par suite ce qui précede

<

démontre V'exactitude de Péquation pour toute valeur de =,
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Des expressions des fonctions # résultent immédiatement les relations
suivantes

} G,(0]7)=6,o]lc+ 1)

(7) l 0,(0

1
7)) =1i *4,(0

T4 1)

0,(0|7) = 80,(o|c+ 1).

De (7) on tire encore

I 00(0 7) = ﬂ0(0|7+ 2)

(8) l 02(0 I T) = 582<O l T+ 2)

AC

) =400+ 2).

De plus on tire de (6) en transformant les fonctions # du second membre

. I . . T
en fonctions de (— — — 2) et celles-¢ci en fonctions de T

(9) 0019 = (=) oo | =)

03§9|T) = (I -}[- 271)2 /}3<O ’ 1 —:2.',)'

Si dans (8) on remplace r par r— 2 et dans (9) par —Tzr il vient

encore

7) = 6,(o

-
4

2)
8,(0|7) = i0,(0| 7 — 2)

l 03(0 T) = 0;:(0 T 2)

Acta mathematica, 6, Imprimé 16 Septembre 1884. 26

l f,(o
(10)
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0019 =iy oo =5

o] -

bl = (= 27>%.03 (o] =5)-

De ces équations (7—11) on déduit les suivantes dans lesquelles g et

désignent des nombres entiers quelconques:

Aol P o0lc+ 29) fiol) _ fio]r 4+ 29)
6,0ix)  ~ G]r+ 29’ #,017) ~ H(0|r+ 29)

b0z (O) 1+ 2hr> gl i <O’ 1+ 2h~>
b |

(12) 6019 <o aola) 0 (o

1+ 2h'> 14 2h->

o ' Zq + 7 ) H <O 2q + >

H,00]7) < I + 4gh + 2kt 4,07 | T + 49k + 2ht

f’;g(olﬂ# o' 29+ )’ #0179 ,,(O 29 4 < )
I + 4gh + 2h7 1+ 49h + 2ht

Admettons maintenant que a, b, ¢, d soient quatre nombres entiers
donnés entre lesquels existe la relation ad — bc = 1, que b et ¢ soient
pairs, a et d par suite impairs. Si on remplace dans les deux dernieres
des équations précédentes

T par 7, = Zi‘:f, et g et h par —g, —k
et si on pose
¢, = ¢— 2ga, d, = d — 2g4b, a, = a— zhe,
¢, +d
b, =b— 2hd,, e
ﬂ2(0 ' Tl) — 29 ”‘(O | “—g) ”u(o l 1") —_i—h ﬁo(o ] T-z)

iolw)  "60ls)’  840[w) " 405
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Mais st on désigne par ¢ celui des nombres 1 ou — 1 qui est congruent
a a (mod4), on a

— — =L =g(mod 4)

et de plus, par suite de I'équation

Il
=
i
0]

ad —bc = 1, d=a(mod4) et d

m

b sh, _
S — 5= I(mod 4).

Par sunite on a

134

~L Hl) ~24(0lz) 2 opolr) b0l
ST A B W 2 21 1'2 L R B e AT e —re
) | et = The Uaelw 6,0].)

Par suite entre les nombres a,, b, ¢,, d, existe la- relation

a,d, —bec =1
et on a

a, = a = e(mod 4).

De la résulte encore ceci.
Si en désignant par g, hk, g,, k, g,, by, etc, des nombres entiers
arbitraires, on pose

¢, = ¢ — 2ga, d, = d — 2gb, a, =a — 2he,, 0, =0b — 2hd,

02.: €, — 29,0, d2 = dl - 291b1’ a, = a, — 2h162, b2 = bl - 2h1d7
¢, = ¢,— 29,a,, d,=d,—2g,b, a, =a,—2hc, b =0b—z2hd
ete.

et
¢, +d,t ¢, + dyt g +dit
T2z , T;‘:-____.._, T4:—-———', elc.
a, + b7 a, + bt a, + bt
alors b, ¢, b,, ¢,, b,, ¢, ... sont des nombres pairs, a,, d,, a,,d,, ...

sont des nombres impairs entre lesquels existent les relations

ad —be =1, a,d, —b,e, = 1, ...



204 K. Welierstrass.

et on a
——,'M W ACIEANE [~—— ACIEAN EACIEN
Hs(OITl) B -H.s(o 72> o .HJ(O!‘—‘S) H.;(o 74)
¢ ) v by by ’
gl Foaoln) o Sl o A0l
f.(0] ) 60|, fiolr,) o,0],)

Si b n'est pas nul, et qu'on détermine, ce qui est toujours possible, les
nombres g et & de maniére que

AR
et

15, <4,
par suite on a

AR E

Si b, est aussi différent de zéro, et qu'on détermine maintenant g, h,
de maniére que

IARS [N

et ensuite si b, est différent de zéro, quon prenne encore g,, h, de

manicre que
[0,] < |0,], ete.

on voit qu’cn continuant de cette maniére on arrive nécessairement & une
expression r, dans laquelle §,_, = o. Par suite de l'équation

a, d,_, — b, i, , =1,

r—1"¥r—1

et comme a, a,, a , @,_, sont tous = ¢ (mod 4), on a alors

99 o

a, =&, d,._, = ¢, T, =¢84 7,

et par suite en vertu de (12)

b,y

5) 6,009 ~—= 4(0]n) H]|7

~2= (0 ; _
GBS EACIER v|w) 4|7’

2
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Ainsit on a donc enfin

zc

violz) 3 #0]2 (o
(4) o0 =) CUEGD Aol " The

h

o) =5 Mo

9

7)

o

Si on pose

ou
#0, P\*
(15) (728} — ¢

sl on pose

¢wi 4+ dlog 'I_(_’,) =
I e Fn T
(I6> q == ¢ — PARD Llog Yy

Ceci démontre la proposition énoncée & la fin du § 3, et on peut énoncer
d'une maniére en quelque sorfe plus précise le théoréme:

Pour toute valeur donnée de la variable ¢, il y a une mfinité de
valeurs de la quantité q qui satisfont & l'égalité

P <ﬁ2(o, q))”‘,
T \Afo, 9/’

elles sont toutes fournies par la formule

2mi+ (26 + Dlog ¥(0) =
q = e(‘::ur Dzi+23log () "~

dans laquelle «, 3, r, & représentent des nombres entiers devant satisfaire
a la condition

(22 + 1)(20 + 1) — 48y = 1,

mais qui ne sont soumis 4 aucune autre restriction. (La valeur du loga-
rithme de ¥(¢) peut étre fixée arbitrairement dans la formule précédente.)
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J.
Si maintenant on donne & la grandeur ¢ une quelconque des valeurs
quelle peut prendre d’aprés la formule précédeute, si on pose ¢ = k% en
exceptant les valeurs singuliéres k* = o, 1, c0, on a

H:&(O ) 9) Hl (‘E N q)
H;: (01 9) H(’Ev {1)
ﬁ(O b g) H:(’B k] ‘1)

(1) cosam (u, k) = 6,0, q) (=, 9)

sinam (u, k) =

N _ 0o, 9 bz, ¢
Aam(u, k) = 6.0 g B )

avec

({2

(2) T o, 9

Sous cette forme sinam(u, k), cosam(x, k), Aam(u, k) nous apparaissent
comme des fonctions uniformes de u et g, par suite de la disparition du
radical {7 qui figure dans 6,(z, q), 6,(z,q), 6,(0, q). Mais si on exprime
6,0, 9 6,00, 9)
6,0, 9)7 6,0, g)

au moyen de %% il vient

1 bz, ¢
:/k‘ iz, q)

V"‘kﬁ O.(x, q)

(3) cosam (u, k) = R Oz, ¢

N L AT Oz, 9)
Aam(u, Ii/) =y — k. H(;v, q) .

Il nous reste encore 4 déterminer quelle valeur nous devons choisir
pour les radicaux %%, {1 —Fk% yq. Pour cela quelques éclaircissements
concernant les fonctions #(¢), log ¥(¢) sont encore nécessaires.
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Si on excepte du domaine de la variable ¢ les valeurs appartenant
a lintervalle (1 ... 4 oo0), alors ¥(¢) est une fonction uniforme et
continue de ¢, qui en outre, comme son module est constamment inféricur
a 1 posséde les propriétés suivantes.

1°. Elle a une valeur réelle ou complexe suivant que ¢ est réel
ou complexe.

2°. Dans le premier cas elle est de méme signe que ¢.

3°. Pour toute valeur complexe de ¢ sa scconde coordonnée est de
méme signe que la seconde coordonnée de f.

La premicre propriété résulte immédiatement des équations

(= ( e ”i?)

n=0 \«I + (1 - i’)I

_ (o, F(OH\*_ . U4 U728 + () + ... \*
b= (H:,[o, ¢(7§]> 164°(1). (x + 20°() + 297(t) + ) :

La premicre montre que ¥°(¢) est toujours réelle pour des valeurs de ¢

réelles appartenant a l'intervalle (— oo ... 1), l'autre montre qu’inverse-
ment, lorsque ¥(#) a une valeur réelle, ¢ est aussi réel, et compris d'apres
Phypothése faite entre — oo et 1. De la seconde équation résulte I'ex-
actitude de la proposition (2). La troisiéme se démontre comme il suit.
Pour
t= 1414, ona log(i —t)-:—z;i,
par suite
1 5
I — (1 — ¢{)* 1-—¢ 8 .oo@
T LT

14 (1— & 14 ¢ 8

et des lors comme les y, sont tous des nombres positifs, ¥'(¢) est égale
au produit de i et d'une quantité positive. De la valeur 1 4 i, ¢ peut
passer d'une maniére continue 4 toute autrc valeur complexe ¢, dont la
seconde coordonnée est positive, sans pour cela traverser une valeur réelle.
La seconde coordonnée de ¥(¢) varie constarnment avec ¢ pendant ce
passage sans devenir nulle (§ 1), et par suite est positive pour ¢ = ¢
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comme pour f = I 4 . D’une maniére toute semblable on montrera que
P(t) pour £ = 1 — ¢ est égale au produit de ¢ par unc quantité négative
et de la résulte la parité de signe de la seconde coordonnée de ¥(¢)
avee la scconde coordonnée de ¢ mdéme dans le cas ol cette derniére cst

négative. Du reste il résulte de la signification donnée plus haut &
1

(1 —¢t)* et du § 1 qua des valeurs complexes conjuguées de ¢ corres-
1

pondent des valeurs complexes aussi conjuguées pour (1 — &) et ¥(¢),
ct par suite il suffit d’établir la 3°™ propriété de la fonction ¥'(¢) pour
des valeurs de ¢ dont la seconde coordonnée est positive,

Faisons encore ici la remarque suivante.

Si on pose

1 — (1 — )
e(f) = =
I+ (1 — 1)
on a
L— ¢ (tN?
vt = (12
I+,¢u‘))

et on peut montrer 4 l'aide dc ces deux c¢quations que les 3 propriétés
précédentes s'appliquent également & la fonction ¢(¢); il ny a qua
remplacer dans les démonstrations précédentes partout ¥°(¢) par ¢(¢).

Daprés ce qui préeéde, si on excepte du domaine de la variable ¢
encore les valeurs réelles appartenant a lintervalle — oo ... o, non
seulement ¢(¢), ¥(¢) mais encore

log ¢ (1), log 4°(¢),

sont des fonctions uniformes et continues de ¢{. De D'équation précé-

dente (§ 2)
P —]ng;’i,—}i,'f“l"

- tﬂ = e need
0/,.

"=

il résulte, si on remplace ¢ par ¢*(t)
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et par suite
log #(t) = log ( > + - zﬂny‘" ) + 2mi

ol m représente un nombre cntier, qui & lintérieur du domaine assignée
maintenant a la quantité ¢, ne peut pas avoir différentes valeurs a cause

de la continuité des fonctions ¢(¢), log (;—;:(t)), log ¥°(¢). Pour toutes

les valeurs réelles de ¢ comprises entre o et 1, ces trois fonctions sont
toutes réelles, et par suite m = 0; on a donc l'équation

4n

(@) log ¥(t) = log %1 (1 —t)4 25 1T—(r—t¢

I+ (1 — + (1 —1)

.:-(..- r 4

pour toutes les valeurs de ¢ non exceptées, & la condition que les valeurs
des logarithmes soient déterminées, comme on l'a établi dans § 2. Si
roaintenant on donne a4 la quantité ¢ une valeur réelle comprise entre 1

et 4 o0, T'équation précédente persiste encore, si on donne au radical
l

(1 — )" T'une ou T'autre des deux valeurs qu'elle peut alors prendre, et
si on donne en méme temps & la fonction ¥°(¢) la valeur correspondante,
Pour une valeur réelle négative de ¢, on a enfin

lim log ¥(¢ + k) = log[— ¥(¢)] + =,

k=0
limlog ¢(t + ik) = log[— ¢ ()] + =
k=0

(ou k£ représente une quantité positive), et par suite

4in

(5)  log[— ¥(t)] = log  — L= =1 <'—t>4) Z” _<._t>4

14 (1 — ) n=1 14 (1 — 1)4

Ceci établi, si on définit maintenant les valeurs des puissances

1 1 1
(k?)tl , (I — k?)lt , lp'(\k?)A

Acta mathematica. 8, Imprimé 24 Septembre 1884, 27
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comme on l'a établi dans § 2, il résulte des équations

s __ (B0, #(E")]\* _(6[o, ¥EHI\*
W= <mm) 1Tk = (ﬁa[o, v"(k*)])

dans T'hypothése préalable ot ni k* ni 1 —k* n'ont de valeurs réelles

appartenant 4 Vintervalle (— co ... 0), si on remplace dans 6,[o, ¥'(k%)]
1

le radical Y¥(%*) par la valeur ¥(k%)

¢ ffo, ¥k oy . 000, ¥
© B =bpwomy O = hp ey

Car ces équations ont lieu lorsque %* est une valeur comprise entre O et
1 1

1; comme (k*)*, (1 — &%, 6,[o, ¥(k*)], 6,0, ¥(k*)], 6[o, ¥(k*)] sont
toutes des fonctions analytiques uniformes de k7, elles subsistent encore
pour toute valeur complexe de k% si on excepte du domaine de cette
grandeur, les valeurs réelles appartenant aux intervalles (— oo ... 0)
et (1 ... 4 00).

De plus comme la seconde coordonnée de ¢(k*) d'aprés ce qui
précéde a le méme signe que la seconde coordonnée de k2,

log ¥(k*) — log (k7)
tend vers une limite réelle lorsque k® s’approche indéfiniment d’une
quantité réelle négative; et de méme
1
P(k*)
1
(k")

tend vers une limite positive. La premiére des équations (6) subsiste

donc encore pour une valeur négative de k’ & la condition qu'apres avoir
1

fixé la valeur de (k%)* on donne au radical {¥7(i") celle de ses valeurs
pour laquelle

D)

<®

T
(k%)
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cst une quantité positive. La seconde des équations -(6) subsiste cu tous
cas pour une valeur négative de k? puisque pour une telle valeur ¢(i?)

-

est réelle et par suite Ao, ¥(k*)], 6,[0, ¥(k®)], aussi bien que (1 —%?*
sont des quantités positives.
Enfin* pour une valeur réelle de £ située entre 1 et 4+ oo, les

équations en question subsistent encore, si aprés avoir fixé la valeur dc
1

(1 — k%% on prend pour ¥(k*) la valeur correspondante.

D’aprés cela les équations précédentes (3) existent, si I'on fixe les
valeurs des radicaux (%’, y1 — &* de maniére que dans chacun d'eux la
premicére coordonnée soit positive, et ne soit pas en valeur absoluc in-
férieure & la seconde coordonnée, (*) si de plus on pose

4 7.3\ 441
. I——VI '
q Zr N t/l -_kz

et enfin si on détermine encore la valeur de {4, de maniére quc sa
premiére coordonnée soit positive et ne soit pas en valeur absolue inférieure
a sa seconde, ce qui, dans le cas ol k* et par suite g ont une valeur
4,
Ve

VE

doit étre une quantité

négative, donne la condition & remplir que

positive.

De plus, en conservant les valcurs ainsi déterminées pour les yuan-
tités Vi*, Vi —&', ¥(k®), et apres avoir pris 4 nombres a, 3, r, 7,
entiers satisfaisant a la condition

(2a+ 1)(20 + 1) — 4fr =1,

posons
I . 2y + (26 + 1t
— U 2
= —log ¥(k*), = e r b o
l—r,ﬁ
q - erlni, t/é 64 ,

(") D’apres cette détermination :/E’-, {/I — k* ont les mémes valcurs que les puis-
1 1
sances (k*)*, (1 —k%*; cela résulte immédiatement de la définition domnée pour oes

derniéres expressions dans § 2.
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d'ot, dans le cas ou k* est une quantité négative, il faut prendre pour

log ¥'(k

Io 0]

YY) la valeur l)our laquelle ¢ est égale a la valeur déterminée

précédemment pour { (k). Alors, en vertu des équations (14) du para-
graphe précédent, si on désigne par ¢ l'un des deux nombres 1, — 1
auquel 2a + 1 soit congruent (mod 4), on a

et par suite

(8)

f,(o, 9

t) .. B(0]D)

— 2

(0]z) ., #]D
__.) = 3

‘dol7)’

et les équations (1) deviennent

g,0]z7) ¢ NACIES)

0, 9

17 S
— ~I k«? — z < I — kl
4,0, 9) 6,0, 9 v
. AR A
sinam{u, b)) = ——
(e &) Ve b, q)
1,—"’—"’ 1T — k& 6’2(4:, q)
cosam (u, k) = o TN
.y e B2, )
. f 0} P 53 4 2,
Aam(u, k) = 7.1 — k* i, )
i+ (26 + Dlog ¥4 . 2
4 1 Qe + Dri + 23log Ik~ 4
T = 55— = ¢ .
0, 0 VI

Ainsi se trouve résolu le probleme qu'il fallait résoudre pour terminer
la théorie des fonctions elliptiques développée dans le mémoire de Jaconr
Il reste cependant encore une question a traiter. La série indéfinie, par
laquelle sc trouve exprimée la fonction ¥(f) n'est que faiblement conver-
gente, lorsque la valeur absolue de la quantité (1 — ¢) est petite, lorsque
¢t a une valeur peu différente de 1. Il est par suite d’une importance
essentielle, de déduire, comme nous allons le montrer, de cette série in-
finie d'autres expressions de ¥(¢), desquelles, I'une au moins se préte
trés-facilement au caleul de ¥°(¢), quelle que soit la valeur de ¥7¢).
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6.

A la condition qu'on excepte du domaine de la variable ¢ les valeurs
réelles appartenant & lintervalle (1 ... 4 o), #(¢) n'est pas seulement,
comme on I'a mentré dans le paragraphe précédent, une fonction définie
uniforme et continue, mais encore une fonction se comportant partout
réculicrement. () Cela est évident, si on considére que, dans le domaine
auquel est limitée par la condition imposée la variation de ¢,

¢(t):¢i;
-

est unc fonction définie uniforme et régulicre, et que la séric procédant
suivant les puissances de ¢(¢), qui représente la fonction ¢°(¢) cst uniformé-
ment convergente dans le voisinage de toute valeur de ¢ déterminée.

Si on excepte de plus du domaine de la quantité ¢ les valeurs
réelles négatives, alors dans le domaine auquel est limitée la variation de
¢t — (on peut le désigner par 7") — ¥(¢) ne peut ni s'annuler ni recevoir
une valeur négative; dans ce domaine log ¥°(¢) est donc aussi une fonction
définie uniforme et réguliére.

De cette propriété de log #(¢), résulte que 1'équation

(1) log 4#(t). log ¥(1 — f) = =*
établiec dans le § 4 dans I'hypothése ol ¢ est une quantité réclle comprise
entre o ¢t 1 subsiste pour toute valeur de ¢ appartenant au downaine 7.

En effet comme non-seulement log ¥(¢), mais cncore log ¥ (1 — ¢) s¢
comporte partout réguliérement i l'intérieur de 77, par suite l'expression

log ¥'(t). log ¥(1 — ) — =°

(") Je dis d'une fonction définic uniforme de la variable ¢ qu'elle se comporte
régulitrement dans le voisinage d'une valeur déterminée f,, lorsque, pour toutes les valeurs
de ¢t comprises A lintérieur d'un certain contour autour du point £, on peut la représenter
par une séric ordinaire suivant les puissances de ¢ —¢,.



214 K. Weicrstrass.

peut sc¢ représenter sous la forme d'unc série ordommée suivant les puis-
sances de ¢ — ¢, 4 lintérieur d’un certain contour autour de ¢, f, étant
une valeur quelconque déterminée de ¢.

Si on prend #, dans lintervalle (o ... 1), comme il y a dans toute
direction au voisinage de ¢, des valeurs de la quantite ¢ pour lesquelles
I'expression précédente s'annule, tous les coefficients de cette série sont
nécessairement nuls; il doit donc en étre ainsi pour toute autre valeur
de £, et Véquation (1) doit subsister en tout point de 71" daprés un
théoréme connu de la théorie des fonctions, le domaine 7" formant un
tout continu.

De plus, comme la seconde coordonnée de ¥7(¢) a le méme signe
que la seconde coordonnée de ¢, on a

log ¥(t) = log [— ¥(¢)] + im,

avee le signe + ou le signe — devant ¢ suivant quce la seconde coor-
donnée de ¢ est positive ou négative. Maintenant comme log[— ¥(¢)] sc
comporte réguliérement dass le voisinage de toute valeur réelle négative
de ¢, on a
+

log 4 () = log[— ¥(8)] + iz
(2) .
log ¥'(t) = log[— ¥(t)] — in

o)

pour toute valeur négative réelle de ¢. A laide de ces formules on tire
de 1'équation (1) pour une valeur réelle de ¢ > 1

log ¥ () il

5 = log[— ¥(1 — )] — e
(3) _ ;
log #'le) = Tog[— #(1 — )] + i’

Si on admet mnaintenant que ¢ ait une valeur complexe, et si on désigne
par ¢ le nombre 1 ou — 1, suivant que la seconde coordonnée de ¢ est

positive ou négative; alors
1
1 — (1 — )t
’ 1

14 (1 —4)t
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si on remplace ¢ par 1 — ¢ se transforme en

I+t; I+([_._t——l>4-

On a par suite

®) o — ) = — (25

\

d’ou

(5) log ¥(r — t) = log V(t—_t——£> — eir.

— 1

De plus I'équation (1), si on y remplace ¢ par d , devient

(6) log ¥ (’—t—_l> . log 11(17) = =%

. t—1 .
Si dans (5) on remplace ¢ par — > et si_on remarque que la seconde

coordonnée de t — a le méme signe que la seconde coordonnée de ¢,
il vient
(7) log ¥’ (I—> = log ¥’ (—I——> — 7.

t I —t

Enfin il résulte de (1) si on remplace ¢ par l_l__ .

(8) Jog ¥ (ITl) log ¥ (t_}I) = 7,

Les équations (1), (5), (6), (7), (8) conduisent aux suivantes, dans les-
quelles il faut prendre devant i le signe supéricur ou inférieur, suivant
que la seconde coordonnée de ¢ est positive ou négative
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. 7
log Tt) = log #(1 — )
log ¥(f) — —— =
° log ¢'<t71> F iz
=log ll<lt>
(9) log ¥'(t) = - P
= F ilog 1["(7>
log ¥(t) = ——— tir
log q"<1 — t)
log ¥7(¢) = log U"(t i 1> + ir.

Il est facile d’aprés ce qui précéde de découvrir ce que deviennent ces
équations lorsque la seconde coordonnée de ¢ s'annule.

Qu'on imagine maintenant dans le plan de la variable ¢ un cercle
L, de rayon 1 et de centre o, un deuxi¢me cercle L, de méme rayon
ct ayant pour centre le point 1, et par les points d'intersection de I,

i i

et L, pour lesquels ¢ a les valeurs ¢%, ¢ *, une droite indéfinic I,.
Ces trois lignes divisent le plan en six parties (Ty, 1), ..., T}), de

v
manicre que les intervalles

(o ;-), (;— I), (1...2), (2... + 00), (—0...— 1), (—1...—0)
soient respectivement situés dans

TO’ T]’ T?’ Tﬁ’ T4’ T5

T +ao
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si a chaque valeur de ¢ on en fait correspondre deux autres £ et #’ an
moyen des équations

t+t=1, =1,
aux valeurs de ¢ situées dans les espaces
7]
To’ Tl’ [2’ T:s’ T41 Ts
correspondront des valeurs de ¢ respectivement en

Tl’ TO’ T5’ T4’ 113’ T?
et de ¢ en

T, T, T,T, T, T,.

D'ou découle facilement le théoréme suivant,
Si t est situé en

1 ol
]1’ 12’ T:!’ T4’ T,
alors en T, seront situés réspectivement

t—1 1
t 7 t’ 11—t t—1’

I —{,

D’aprés les formules (g9), le calcul de ¥(¢) pour toute valeur donnée de ¢
se rameéne donc au calcul de la méme fonction pour un argument relatif
au domaine Tj.

Pour des valeurs réelles de £, on appliquera donc les formules
suivantes

1 T
t = z I IOg Yy (t) = l_og 71 ——t)
+ 2
t=1 2 log q"(t)z t-“— - )
log 11"( ; ) — i
log II(;) = al

t

. /

log "<t — l‘) + =

Acta mathematica. 6. Imprimé 27 Septembre 1884, 28
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log '\t) =
og ( ) ad leg ¢<17>
+ 22
t=—00.,..—1 log ¥"(¢) = — + i~
log ?I"<I — t)
log 2l(;) = Gl — 7,
log ¥ (=)
t=—1...0 logll"(Jtr)=log’I"<t_il>+i7:,
log ¥ (2) ——logll(t_t_ 1) —ir

Il reste encore maintenant a4 rechercher quelle est la valeur la plus
grande que peut prendre le module de

1
I —(1— )
¢(t)=——(—)7_
I+ (1—#)t

lorsque la quantité ¢ est limitée au domaine Tj.
Comme on le sait cette valeur la plus grande correspond & une
valeur de ¢ situé sur la limite de T,. La limite de T, est déterminée

i i
par le segment de la droite L, compris entre les deux points e *, e*,
et par larc du cercle L, limité par ces deux points et passant par le
point o.

Si, en désignant par w une quantité réelle, on pose

t = t

evi 41’

w 1
o —
B2

[SE
N | e,
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t parcourt la droite L, lorsque w parcourt lintervalle (—az ... + 7).

Alors dlog]e(t)] est égale a la partie réelle de
dw =)

Ll

: dlogt

dlog — 1
g (12 A

dw

par suite comme

e? dlogt i T
I—'t:—‘—‘j, —(—iw————lte ———i(l t)
ZCOS—Z“

)

1
dle()] 1 w\ ¢ . w E) 3w
—d—w—_5|¢(t)|. <2cos5> sing + (:zcos2 sin = |.

A Tintérieur de Yintervalle (w = — =z ... 4+ @) ¢(¢t) nest ni nulle ni
infinie; par suite %)—' s'annule pour w = o et est positive lorsque w

est situé entre o et z, négative lorsque w est situé entre o et — . Le
module de ¢(¢) est denc un minimum pour w = o, et croit constamment
lorsque ¢ parcourt en croissant constamment lintervalle (o ... 7), ou

I'intervalle (0 ... — 7z} en décroissant constamment.
T wi i
Pour ¢t = €®, comme 1 —e® =¢ %, on a
I—e % T
() =1"°  _tg X,
¢( ) % g 24’
1 4 ¢
et pour ¢ = e ®
. T
p(t) = —itg .

La plus grande valeur du module de ¢(¢) sur la droite joignant les deux

. ry — = ’ N T
oints e?, e 3 cst donc éegale & to—.

P 3 g g
24
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Si on posc encore

t=1—e™
¢t parcourt le cercle L, lorsque w parcourt lintervalle (— = ... + 7).
Alors on a
i
4
¢(t) = ——— =itgg
I + e~7

et le module de ¢(¢) est un minimum au point w = 0, {= o0, ¢t un
maximum au point w = + 7, { = 2. La plus grande valeur qu'il peot
prendre sur la partie de l'arc de cercle limitant 7, est donc obtenue

i i

aux points e*, e¢ *. Ainsi donc on a démontré:
Le module de ¢(¢) a dans le domaine T sa plus grande valeur aux

Tt

|3,

. ry . , . T
points ¢ =e?*, [ = e et ce maximum est égal & thZ'

Par suite pour toute valeur de ¢ appartenant au domaine T la séric

S+ e+ De(t) 4+ See®

<

est &1 rapidement convergente, qu'ordinairement dans la pratique les trois
premiers termes, et dans beaucoup de cas les deux premiers donnent la
valeur de la fonction ¥°(¢) avec unc approximation suffisante.

1.

Si dans les séries qui définissent les fonctions 6,(v|7), 6,(v]7) etc.,
on remplace z par e+ 7, ¢ désignant 'un des deux nombres 1, — 1
on voit que les fonctions

0,(v|2), 0,(v|7), 0,(v] ), 0,(v]7)

sont égales respectivement aux fonctions

[

Lle 47, Q0

¢ + o), i, e + 9, 0,(v]e + 7).
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De plus si dans les équations (1) de § 4 on pose

i wi

Y; = eT’ :/; =e ¥, U = 05(0’ q) . v, Ul = 0:(0’ Q') ',

et si, au moyen des formules (6) du § 3, on exprime les fonctions
fu, @), f,(u, q), f,(w, ¢), au moyen des fonctions 6(vz, q), 0, (v, gq),
les fonctions f(ui, ¢'), f,(ui, q'), f,(ui, ¢’) au moyen de #(v'w, ¢') et de
0,(v'm, q'), et si on remarque que d’aprés les formules (6) du § 4, on a

tio, 9 _80,9) o, q) _ 4, ¢)  Ho, 9 _ 4o, q)
60,9 ~ #0,9)" B, q 80, ¢ A0, 9 60, )

B0, 4) = L 63(0, ¢)

et par suite

<
|
l
S

on arrive au théoréme suivant:
Le quotient de deux quelconques des fonctions

O, (v | T)’ 0,(v] 1), 0,(v| 1), 0,(v|7)

ne change pas.de valeur si on remplace ces fonctions respectivement par
les suivantes

I R e e Y e ]

Maintenant posons comme plus haut (§ 5)

(1) . = 2rmt + (28 + 1) log ¥(%?)
VT (2a + 1)7i + 231og ¥ (k)
et
. I . _ I—ez-l . I - T,
(2) T‘~~rl’ n=ttr7= -7z z"‘__-—1'3’—_1—-%,’
e I
TJ=C+‘Z‘4= y 7, = =_C+Tl’
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(3) — u v v, v v v,
15 ST v, = —=, s Uy T T
“H'J(OI 1) ? ‘1 : [
v, v — ¢V v -— ¢V
v4=_J:_,i’ U, = ¢V, = ..l' Uu:.—s‘:-;7
T tity 0% ‘s 0,737

ou bien, comme on a d'apres les formules (6, 7) du § 4

Blo]r) = Th]x) = L hi]7)

1 1

i €

= — &0 I7) = EUS(O 5) = ;375’75(0\ )
pOSOHS
- a N ut v — ui__
( I N ACIEA 5= 805y
4
) S m . ut _ N w o
T ol U T miolr) ¢ a#h(0]c)

Maintenant si on change dans les équations (9) du § 5 les fonctions
O(x, q), 0,(z, ), ... respectivement cn

00 (vl Tl)’ 03 (Ul l z.l‘)

71)’ 01 (vl | 71)7 02(01

. . . . . M ]
et si en appliquant plusieurs fois les deux théorémes précedents, on
remplace celles-ci au moyen de fonctions — # d’arguments

(02’ 72)’ (03, Ts)’ M (vo’ TG)

on obtient les représentations suivantes des fonctions elliptiques sinam(y, k),
cosam(u, k), Aam(u, k), dans lesquelles ¢, B, y, vk, V1 —k* ont la
méme signification que dans les équations citées (9)

&V Te Q) __ % (Ul [ Tl) — _!_‘01 (va l 72) — I_.Hn (va z‘,)

(s) @Ykt sinam(u, k) == A A, AT
A IS RA B RACAES

b, (v, I 74) o, (v, 1 7,) by (vg | 75)
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i34y b A | ) IACHES! = 0,(v, b,(v, | 7)

6 FEIEIE cosam(u, k) = L A R
( ) N k ( ’ ‘) 00(”1 Tx) 02 (vs Tﬂ) Hz (”s I “z)
—_ i%.ﬁa (1)4 7'4) — 2% 00(05 T — ’&% ”2 (vs] ‘o)
”0 (1’4 TA) ”3 (1)5 Ts) ”% (vﬁ | ‘6)

O b.(v, | =) ACEN] ~ 8, (v, | 7,)
- A am (2 L j— 3\"1 o 8\72 2/ 12.
(7) 4\/( __ kz : ((7 ) ﬁo(vl T‘) 02<U2 72) ”e(vs ' fﬂ)
— i%_ ﬁ? (vd , TA) — ﬂ? (vs 7,’) — ﬁu (Uc l Tt;)‘
AR EAREACHEN B, (v, | %)

Il faut remarquer ici qu'on a
vy = 0,, v, = ev

5 47 [3

Les quantites 7, ..., 7, exprimées au moyen de t sont de la forme

¢ 4+ b7,
a+ by’
ou chacun des nombres q, b, ¢, d a 'une des valeurs o, 1, — 1 et entre
lesquels existe la relation
ad —be =1

. , 1 .
Exprimées au moyen de v = —log ¥(k?), elles prennent douc la forme
T

¢ + dr
a+ b’

a, b, ¢, d étant des nombres entiers liés par la relation
ad — be = 1.

Il est trés-facile de montrer qu'inversement, si a, b, ¢, d sont quatre

nombres entiers quelconques satisfaisant & I'égalité précédente, expression

¢ +dr . . P

« 4 - peut toujours étre ramenée a I'unc des 6 formes
I I — 7 T ¢

o ; —_— —e+4 7,
1 — 7 — 7 > [~erl’ I —er,’ 3
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ou 7, a la forme
_2r+ (20 4+ 1)r
L= (2a + 1) + 28’

a, B, 7, 0 étant quatre nombres entiers satisfaisant a 1'égalité

(2a 4 1)(20 + 1) — 4fr = 1.

On peut y prendre &4 volonté ¢ égal & 1 ou a — I.
Fn particulier si on prend a, 8, y, 6 égaux a o, par suite

I .
7, = —log T(k*)

et qu'on détermine ensuite 7,, ..., 7, d’aprés les formules (2) dans I'hypo-
thése o %k* est unme quantité complexe et ¢ comme plus haut égal a 1
ou &4 — 1 suivant que la seconde coordonnée de %’ est positive ou néga-
tive, il résulte alors des équations (1, 5, 6, 7, 8) du § 6

rwi—=log ¥(k?), rmi—log¥(1 —k?),  z,zi—log 11(" —)

o

(8)

| 7,7 = log 11(7}) r.7i — log 11<I—_'—k> 7,mi = log "(,,k_ 1>‘

On a de plus

log(k?) =log(— k%) + exi, log(1 — k*) =log(k® — 1) — exi
et par suite
©) BT, TR = WL

Si donc on prend de nouveau les notations de Jacosi et si on pose

. . B —
¢ =¥, g =T0—F), =¥,

[a=r(). o) ot

l . w
;0, 9)° 177 6500, ¢))’

(I I) | T — % 0 — uz u

650, ¢0)’ T4 650, )’

(10)
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formules dans lesquelles on a

' q:_g5) 42:__([1’ (]4:_937
(12)

on tire alors des équations (5, 6, 7) les six systémes particuliers de
formule qui sont réunis dans le tableau suivant.

Dans les trois premiéres colonnes sont inscrits au-dessous de sinam (, k),
cosam(u, k), Aam(u, k) les numérateurs, et dans la quatriéme colonne
le dénominateur ¢ommun des fractions au moyen desquelles ces fonctions
sexpriment dans les six cas admis.

sinam (u, ) cosam(u, k) Aam(u, k)
I Vi— & s _
! 4/7'01@7 9) ?'02(1:7 9) VI _kg‘ﬂa(m’ 9) /0(x, q)
Vk \/lc
I Vi — K —s
2 T—,'ﬂl(xl’gl) —_‘tﬁ"a(xl’ ql) \[“_k'oz(xn ql) /02('7"1’ 91)
l\/lc \/k
3 41_.0(x,q) @tg_—:—l.ﬁ.(x,q) viE—1.0(x,, q,) | [0,(x,, 9,)
vk 1\72r 4 e 3\l 9y 2 :
I VE: — 1 .
4 t/ﬁ'ﬂl(xa’ gs) %W"ﬂs(x.a! qa) vk — 1. 02("['3’ 93) /0('Ts_7 qs)
I Vi — & —
5 -4—':—2'01('7’.4’ q4) 4'?—3_'0@"4’ 94) vi—k .02(.7,‘4, 94) /03('7"4’ 94)
t—k v—k
I V1 — k> P
° ﬁ'ﬁl(xs’ 95) l/;\:;g"—'ﬂxmm 95) vi— k. 0(‘7"5’ 95) /03(.’175, 95)

Ces expressions des fonctions elliptiques subsistent encore pour des valeurs
réelles de %% lorsque les radicaux qui s’y trouvent sont convenablement
déterminés, cg sur quoi je fais les remarques suivantes.

On a admis plus haut quon avait 4 déterminer pour une valeur
réelle donnée de k* aussi bien les valeurs de Vi, Vg, que la valeur du

Acta mathematica. 6. Imprimé 29 Septembre 1884. 29
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radical {1 — * dont dépend la valeur de g = ¥(k’),*de maniére a laisser
subsister les égalités

6,00, 9

— 4 Ao, 9 4
6,0, ¢ N7

— -2,
Ao, V'

Si 4 la place de k* on a les quantités

(13) B =1—Fk, kg:pk_,‘_‘, ;.-3:%, ]"'Z:Y_—IT’ kg:};kkl*’
qu'on fixe pour v = 1, 2, 3, 4, 5, les valeurs de
VIR, R, g N
de maniére a avoir
(14) A0, ¢) 473 b, ¢) __ ST

6o, ¢) ¥V 60, Y
Hz (07 qV) ﬂo (Ov qV)
6,00, ¢)’ 60, ¢)
d’aprés la table de formule précédente, alors il vient

et qu'on détermine alors les valeurs que doivent avoir

VE = VT —#, VI— R =\F

475 4k — 1 VR — 1 — 4/ 1 1

\/kZ — k“ B 4/? y \"[ —_— k; = -}? — 4,%7_

: vk

.73 4/ 1 I ——— JSJE—1 Y1

\’(]’.1_1 = X = T30 vI— k= k? = 153
(15) ¢ V’]f- k

455 4 I 1 P 4 — k-g— t/—- kg

\/lf;: 7 = T v"[_k;’»—_ s = 1

1=k Vi =% 1—k Yr—&
e e Y e
\/Ifs \/I_kgb‘t/l—jﬁ? \/I-—ks-—— I — & :/—I—:P.
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Ces égalités donnent donc les valeurs que doivent avoir, les quantités
vE', v1 —&* dans les formules (1, 2), §%* =1, y&* dans les formules (3, 4),
enfin —%%, yi—k* dans les formules (5, 6), ¢t il vimporte en rien
que k* soit réel ou complexe.

Si cette quantité ¢ = k* appartient au domaine désigné plus haut
(§ 6) par T,, alors on prendra parmi les expressions précédentes des
fonctions elliptiques les formules (1) comme les plus commodes, parce
que le module de ¢ ne surpasse jumais la limite

- 41
s

iru (tg a)

n=0

et par suite que les séries 6 convergent trés-rapidement.

Mais si ¢ = k* appartient au domaine 7T,, (v = 1, 2, 3, 4, 5) alors
k:
clliptiques le plus commodément des formules de la table contenues dans
la ligne horizontale de rang v 4 1.

appartient au domaine 7, et on -sc servira pour le calcul des fonctions

Si k* est réel et est situ¢ dans le domaine T,, (v == 0, ..., 5) alors
les formules de rang (v 4 1) ct les radicaux qui s’y trouvent sont tous
des quantités réelles et positives.

It faut encore remarquer que des égalités

hO. g)  1—\1—IF
7,00, ¢) I+ :T‘_“k_f

(0, q,) = 6,(0, ¢}) + 6.(0, ¢2),

résultent les expressions suivantes de 6,(0, ¢,), (o, q,), 0,(0, g,)
0,(0, q,) = T?T_/.E'ﬂ“(o’ qs) = — ;[_—_—_/—2-(1 + 2q; + 29 4 ..)
(16) ! 8(o, ¢,) = %,03(0, q,) = %(I + 2¢) 4 2¢)°+..)
0,(o, q,) = I—f%.&(o, 7,) = :—2%__—’5(} + 2¢, 4+ 29,° + ..).
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On obtient donc en particulier pour les quantités 6,(0, ¢), ..., 0(0, g,
qui se trouvent dans les équations (11)

0,00, 0) = ——=—(1 + 20" + 20" + )
vi—
2 [

0,0, 0.) = W.(x + 2} + 29 + ..)

00, 4,) = —Z—. (1 + 20} + 208 + ..

0,00, q,) = —-——_(1 + 2g8 + 2q 4 .. )

g.(o, q,) = (1 2qi 20 4+ ...
,(05 4,) i//l—k’+<l"——k’( + 291 + 298 + .. )

2
6(o, q,) = , +{T:I§'(I + 295 + 29 + .. )




