
ZUR THEORIE DER EIRDEUTIGEN ANALYTISCHEN FUNCTIOREN 

V O N  

C. RUNGE( ' )  
in D E I r  

Seit dem Bekanntwerden der Modulfunctionen, weiss man, dass der 
G~ltigkeitsbereich einer analytischen Function nicht nothwendig yon dis- 
creten Punkten begrenzt zu sein braucht, sondern dass auch conti,mirli(:he 
Linien als Begrenzungsstficke auftreten und eiueu Theil der complexen 
Ebene von dem Goltigkeitsbereich attssehlicssen k0mmn. 

Hier entstcht nun die Frage, ob der G{dtigkeitsbereich analytischer 
Functionen seiner Form nach irgend welehen Beschritnkungen unterliegt 
oder nieht. Diese Frage bildet, so welt sie sieh auf eindeutige analytische 
Funetionen bezieht, den Gegenstand der nachfolgenden Untersuehung. Es 
wird sieh ergeben, dass der Goltigkeitsbereich einer eindeutigen analytisehen 
Function d. h. die Gesammtheit aller Stellcn an denen sic sich regular 
oder ausserwesentlieh singular verhalt keiner andern Besehrankung unter- 
liegt als derjenigen, zusammenhangend zu sein. In dem ersten Theile 

(1) Die Aufgab% welche in dem ersten Paragraphen dieser Arbeit in clegantcr 

Weise gel/ist wird~ ist nicht in meincr Abhandlung Sur la reprc;sentatio~ analyti~ue 
des fonctions monog~nes uniformes d'une variable indc:Tendan te (A c t a m a t h c m a t i e a 

4~ S. 1--79) behandelt worden. Diejeaige Aufgabe dagegen~ mit wcleher sieh der Vcr- 
fasser in dem zweiten Paragraphen besehitftigt~ ist in meiner Abhandlung aus mchrcrcn 

versehiedenen Gesichtspunkten betraehtet und gelOst worden. Da jcdoch dcr Verfasser 

seine Untersuehungen vet der VerSffentliehung meiner eben citirten Abhandlung machte 
und aueh ganz andere mit dem CAucuY'sehen Integralsatze in Zusammenhang stehende 
)Icthoden braueht~ so habe ieh die ganze Arbeit ftir geeignet gehaltcn hier aufgcnommen 
ZU w e r d e n .  
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wird gezeigt, dass jede eindeutige analytische Function durch eine einzige 
unendliehe Summe von rationalen Functionen in ihrem ganzen Gfdtigkeits- 
bereiehe dargestcllt  werden kann. In dem zweiten Theile wird gezeigt, 
wie man dutch eine Summe von rationalen Funetionen eine eindeutige 
analytisehe Function bilden kann mit vorgesehriebenem Gtdtigkeitsbereieh, 
von deffl nut  vorausgesetzt wird, dass er zusammenhangend sei. 

I .  

Es sei A der Gt'dtigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Func- 
tion /'(x). Wi t  wissen yon ibm, dass er zusammenhangend ist. D . h .  
ist z~ ein Punkt  yon A so geh~ren auch allc Punkte einer hinreiehcnd 
kleinen Umgebung zu A, und ist x 2 tin zweiter Punkt  yon A, so lassen 
sieh x~ und x~ dutch eine continuirliehe Linie verbinden, deren Punkte  
srunmtlieh zu A gah(~ren. Ieh will ferner annehmen, dass der unendlieh 
ferne Punkt  nieht zu A gehisrt. Dies ist keine wesentliehe Besehriinkung. 
I)enn verhiclte sieh /(:c) im Unendliehen reguli~r oder ausserwesentlieh 

singulf~r, so ksnnte ieh an Stelle von / ( .~c)die  I~unetmn" " [ '(x 0 + ~-) 

betraehten, die bei passender Wahl  yon x 0 sich im Unendlichen nieht 
regulf~r oder ausserwesentlich singular verhalt. Die Entwieklung yon 

f(Xo + i )  hi eine Summe von rationalen Funetionen ergiebt umnittelbar 

I 
diejenige yon /'(x), wenn ich statt x setze. 

- -  X o 

Unsre n~ichste Aufgabe wird nun sein, A in einer ftlr die folgenden 
Betrachtungen zweekm~ssigen Form darzustellen. 

Ich denke mir ein Quadrat  mit den Eckpunkten 

+ [ + i  
2 

(n eine ganze positive Zahl) 

construirt und durch Par'fllelen zu dell Seiten in 2 4" gleiche Quadrate 
I 

yon der Seite 2' ~ zerlegt. Ein jedes dieser kleinen Quadrate ist yon 8 

anderen umgeben, wenn es nieht mit einer SeRe an den Rand st~Ssst. Die 
Gesammtheit derjenigcn Quadrate, welehe zuyleich mit ihre~ 8 umliegenden 
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dem Gebiete A angellsren, bezeichne ich mit A,,. Es ist moglich, dass 
den Werthen n ~ I, 2, 3, . . .  anfangs gar keine solchen Quadrate ent- 
sprechen. Es muss aber einmal ein Werth yon n kommen, wofiir A, 
eine Bedeutung hat. Ja noch mehr. Jeder Punkt x yon A wird sobald 
n einen gewissen Werth iibersteigt im Innern von An liegen. Construiren 
wir namlich um x das Quadrat mit den Eckpunkten x q-~(+_ i _+ i), 
so wird auch dieses zu A geh0ren, vorausgesetzt, dass ~ hinreichend klein 
gew~hlt wird. Ftir einen hinreichend grossen Werth von n fi~llt es in 

2 das Innere des Quadrates 2 =. + i 4-i und wenn nun zugleich 2,, < z-' 
z 

so gehSrt x zu A~. 

Sobald n gross genug ist, dass A, ein wirklicher Bereich ist, so ist 
er in dem folgenden Bereich A=+, vollstandig enthalten. Betrachten wit 
n~mlich eines der Quadrate yon A,. Nach der Definition yon A, gehsren 
auch die acht umliegenden zu A. Jedes derselben zerfMlt beim nachsten 
Schritt in 4 kleinere Quadrate. Von diesen gehsren jedenfalls diejenigen 
zu A,+I, welche an das Quadrat yon A, stossen. Folglich ist das letztere 
ganz in A~+, enthalten. 

Nach diesen Vorbereitungen schreite ich zur Darstellung yon f(x). 
Ich werde eine rationale Function P,(x) bilden, wetche in A, um weniger 

als s (dem absoluten Betrage nach) yon f(.x) verschieden ist. Dann ist 

lira P,( x ) 
~l~ao 

oder 

+ E [ P . + , ( x ) -  ( s = l , 2  . . . .  ~ )  

die gesuchte Darstellung. 

Im Innern und auf der Grenze von A, (ich will hierfar im Folgen- 
den kurz ))auf,)) A, sagen, wahrend ))in)) A, im Innern von A. bedeuten 
soll) liegen keine wesentlich singularen Stellen yon f(x). Also giebt es 
eine rationale Function p(x), welche nut auf A. und  dort grade so wie 
f(z) unendlieh wird, so dass f(x) ----- /'(z) - -  p(x) sieh auf A. regular ver- 
halt. Ich kann daher f(x) durch das CAvcrI~"sche Integral darstellen 

= 
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welches im richtigen Sinne ('tber die Begrenzungcn von A,, zu erstrecken 
ist. A,+ kann ni~mlich aus mehreren getrennten Theilcn bestehen und die 
einzelnen Theile k6nnen mehrfach zusammenh~ngend sein. Das Integral 
ist far alle Werthe yon x in A, gteich f ( x )  dagegen ffir alle Werthe 
yon x ausserhalb A,, gleich Null, wie yon HERMITE in seinen Vorlesungen 
zuerst bemerkt worden ist. Ich zerlege es entsprechend den verschiedenen 
Begrenzungscurven yon A, und betrachte einen dieser Theile 

2 ~ . i J  z - - - -  x 

erstreckt aber einc Begrenzungseurve C~ yon A.. 
Nach der Definition tines complexen Integrals ist dies gleieh 

l i m '  Z ]'_(z,,,,3_ (z,,,~--z,,,_,,,), ['~=~'~ ..... ~~ 
),=~ 2~---~ Z,L ) . - - ; ~  ' \Zo.~.=Z~,,',',] 

wo z~,a, z~,~,, . . . ,  zz,~ Systeme von )t Werthen auf der Curve C,'~ sind, 
dercn Entfcrnungen 

mit wachsendcm 2 beliebig klein werden. 
Die Summe 

+ ?(z, .n 
Z,, ~ - - , q "  

( ,*= 1, 2 . . . . .  ),) 

ist eine rationale Function von x mit den Unendlichkeitsstellen z:,~, 
(# ~--i ,  2 , . . . ,  2). Ich bezeichne sie mit B(;'")(x). �9 Das Integral ist 

alsdanfi 
lim R~"~)(x). 

Ieh behaupte, dicser Ausdruck ist in der Naive jedes P unktes innerhalb 
und ausserhalb A ,  gleiehm(issi9 convergent. 

Es ist namlieh 
z,~,~ 

Z,,~,~ - -  X \ ~ '~  Z#--I '  J Z a , ~ . - - X  

Z l ~ - - I  , 
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(,*=1,~, .. ,).) 

Wenn daher f t i r  alle Werthe von z auf G~ zwischen zz_l.~ und zt,,~ und 
alle Werthe von x in der Umgebung eines Punktes x 0 der absolute 
Betrag yon 

Z - -  a~ Zlt, ~ - -  x 

e ~bsolute kleiner ist als , so ist far alle diese Werthe yon x der Betrag yon 

2~ri  

(c.") 

kleiner als r multiplicirt  mit der Lange der Begrenzungscurve C, ("), 

also kleiner als eine Grssse, welche mit ~ zugleich unendlich klein wird. 
Wahlt  man ~ hinreichend gross, so wird z, wenn e.~ zwischen z,,_1,~ und 
z,,~ liegt, beliebig wenig yon z,,~ verschieden sein. Die Frage der gleich- 
m•ssigen Convergenz von 

lim tl(~'~) ( x ) 

ist also zuriickgefi~hrt auf die folgende Frage. Giebt es eine Grosse h 
yon der Art, dass, wenn z auf der Curve C~ sich dem absoluten Betrage 
nach um weniger als h andert, die Anderung  von 

,Z - - ' ~  

fiir alle Werthe von x in einer kleinen Umgebung von xo und alle 
Werthe von z auf C~, kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene 
Grssse sei? 

x o soll nicht auf ,C~ liegen. Dann gilt dasselbe far alle Punkte einer 
hinreichend kleinen Umgebung von x 0. Mithin ist 

Acta matheniatita. 6. Imprim& 26 Septembre 1884. ~0 
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ft~r alle in Betracht kommendcn Wcrthsysteme z, x regular. 
speciellen Werth von z l[~sst sich 

f(~ + t,) 
z + h  . . . .  x 

naeh Potenzen von b entwickeln: 

Far  einen 

7"(z + 1~) 7"(z) 
z + h - - x  z - -  :,~ 

= hr x) + h~r x) + . . . .  

Der Convergenzradius dieser Entwickhmg hat far alle in Betraeht kom- 
menden Werthsysteme z, .~ eine yon Null verschiedene untere Grenze. 
Denn hn anderen F;dle g',tbe kS unter den betrachteten Werthsystemen 
eines, in dessen NMle cr bcliebig klein wfirde, w',s nicht der Fall ist. 

Es sei p diese untere Grenze und I h l < / f l  < p ,  so ist 

}-'(~ + h) 
z + h - - x  

few alle diese Werthe yon h und die betrachteten Werthe yon z und . 
reguli~r und der absolute Betrag muss eine endliche obere Grenze g 1)e- 
sitzen. Da,m ist abet n'tch einem bekannten Sqtze 

mithin 

+ h - - ~  = p , - - l h l  

also ft~r hinrelchend kleine Werthe yon Ihl belieblg klein, far alle be- 
trachteten Werthe yon z und x. Ich kann mithin ), so gross wahlen, 
dass R~'~)(x) fi'w alle Werthe yon x auf A._, und ausserhalb A . + ,  beliebig 
wenig yon 

(c,i) 

verschieden ist. Analoge Betraehtungen lnssen sieh in Bezug auf die 
�9 mdern Begrenzungseurven y o n  A. durehfi;hren. Man sieht, dass sich 
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kine rationale Function von x hcrstellen liisst, wclchk auf A._~ und ausser- 

halb A,+, um weniger als i - yon dem Gesammtintegral 

versehieden scin wird. 
Und kS ist also 

(A u ) 

Diese rationale Function bezeiehne ieh mit /t,,(x). 

I 

! 
ausserhalb A.+, < ,T 

R,(x)  wird nut  auf der Grenzc yon A,, unendlieh. Ieh will dieses 
Rksultat in einem besondkren Satze nokh kinmal zusammenfassen, um 
reich spgtkr seinkr zu bedienen. 

))Ist B ein kndlikhes aus einer endlikhen Anzahl end|ichfaeh zusammen- 
hi'mgkndcr Stt'lcke bestehendes gebiet  auf welehe|n eine im l~'brigen belie- 
bige analytiskhe Function /(x) sieh regulltr verh~It, und ist U kin von B 
getrknntks Gebiet, so giebt es eine rationale Function R(x) ,  welehe auf 
B bkliebig wenig von f(x) und auf G' belikbig wenig yon Null verschie- 
den ist.)) 

Von dkr Besehrlinkung, dass B endlieh skin soll, kann man sieh bk- 

ft'kien. Man maehe eine '!ransformatmn x = ~0 -4-~ und wghlk fi'lr x o 

einen Punkt  ausserhalb B, so geht B in kin Gebiet B' t'tber, welches 
ganz im Endlichen liegt. Ft'lr dieses bilde man die rationale Function 
R(x') und transformire dann wieder zurttck. 

Daraus erhellt, dass ikh eine rationale Function r,,(x) bildcn kann, 

welkhe ausserhalb A,+~ um weniger als i - v o n  p(x)  und auf A,,_, um 

weniger als t - yon Null verschieden ist. Denn p(x)  verhMt sieh ausserhalb 

und auf der Grenze von A.+~(x) regular. Es ist also 
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I1(~) ~-  ~ , , ( ~ ) - - p ( ~ )  + r . (x) l  < : 

und ausserhalb A,,+, IR.(x) + p ( x ) -  r.(x)i < 2_. 
I1, 

Dicse rationale Function //,,(x) q- p(x) - -  r,,(z) werde mit P.(x)  bezeichnet. 
Dann stellt 

lira P,, (x) 

odor, was dasselbe ist, 

~,(~) + X [ p . + , ( ~ ) -  v,,(~)] ,,,=,,, ...... , 
n 

die Function in ihrem ganzen Gt'dtigkeitsbereiehe dar. 
Aber dieser Entwieklung ist der Vorwurf zu machen, dass Glieder 

derselben in Punk~en unendlieh werden, in denen die.Fu'netion sieh regulgr �9 
verhidt. Urn diesem l)-belstande abzuhelfen, werde ich  an Stelle yon 
R , , ( x ) -  r,,(x) eine andere rationale Function setzen, welehe nur auf der 
Grenze yon A unendlich wird, aber auf A,_ x und ausserhalb und auf 
der Grenze yon A, abgesehn yon beliebig kleinen mit n unendlieh klein 
wcrdenden Umgebungen ihrer Unendlichkeitsstellen, beliebig genau mit 
I / , , ( x ) -  r,,(x) iabereinstimmt. Dann geht P,(a~) in eine rationale Func- 
tion tiber, welche nur an der Grenze yon .4 und an den ausserwesentlich 
singuli~ren Stellen, die auf A, liegen, unendlich wird, und zwar hier 
genau so wie f(x). 

Um diese Umformung yon R, , (x) - -r , (x)  herzustelleri, bediene ich 
reich des folgenden Satzes: 

Liegen x x und x, im Innern .ehms zusammenhttngenden Gebietes und 
ist eine rationale Function /~(x) gegeben, Welche nur in x 1 unendlich 
wird, so kann.man eine andere rationale Function bilden, welehe nur in 
x~ unendlich wird und far alle Werthe yon x ausserhalb jenes Gebietes 
beliebig genau mit  R(x) iibereinstimmt. 

Das geschieht auf folgende Weise. /~(x) hat die Form 

R ( x )  = c o + ~--~' ~, + (~. _ ~.,)--, + . . .  + ( ~ _  ~,)~. 

Nun sei a x eine Stelle so nahe an x~, dass far alle Werthe yon x ausser- 
halb des gegebcnen Bereiches 
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Ca[ ~ [ I - - - - ( ~ ,  ~aa t ' )  nt] ]a 

nur an der Stelle x = a~ unendlich und ist bei hinreichend grossem n~ 
Ca 

beliebig wenig von ( , - -x,)~ verschieden, ft'ar allc Werthe von x ausser- 

halb des gegebenen Bereiehs. Dasselbe gilt yon den fibrigen Gliedern 
yon R(x).  Ieh kann eine rationale Function herstellcn, welehe nut  in a~ 
unendlich wird und ausserhalb des gegebenen Gebietcs beliebig wenig yon 
R(x) versehieden ist. So geht man welter zu einer Stelle a~, fiir welche 

] a I - - a ~ ]  < ,~ < I 

LI. S. f. 
Da sich illiIner eine Kette von Werthen tt,, a.:, . . . ,  a, wahlen lasst, 

so dass 

l (l'a--I - -  (/.~z 1 ~ - - -  " < z <  I 
3J  - -  t f  a ] 

und schliesslich 

I a't-''c2] < ~ < I~ 

ist, so erhMt man auf diese  Welse eine rationale Function R(x),  welche 
nut  in x 2 unendlich wird und far atle Wcrthe yon x ausserhalb des 
Bereiches beliebig wenig yon R(x)  verschieden ist. Man sieht leicht ein, 
dass eine solche Umformung auch dann noeh moglieh ist, wenn x~ oder 
x~ im Unendliehen liegen. Man braucht nur eitm lineare Transformation 

l 

X' ~-~- X~ "~- X 

zu machen, dutch welche x~ und x 2 in zwei iIn Endlichen liegende Stellen 
, I 

tibe,'gehn, dann die Umwandlung yon R ( ~ )  i,, R(x ' )auszuf t ihren 

und wieder z u x  zur~'tckzutransformiren, so hat R (x o "4- ~) die erforderten 

Eigenschaften. 
k 
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Jede beliebige rationale Function kann als Summe yon rationalen 
Functionen dargestellt werden, die nur an je einer Stelle unendlich werden. 
Indem ich den obigen Satz auf diese anwende, erhalte ich das folgende 
Resultat. Wenn die s~mmtlichen Unen41ichkeitsstellen einer rationalen 
Function R(x) in p von einander getrennten zusammenhi~ngenden Gebieten 
licgen, so li~sst sich eine rationale Function bilden, welche an je einer 
beliebig~n Stelle im Innern dieser Gebiete und nur an diesen unendlich 
wird, und ausserhalb dcrselben beliebig genau mit R(x)fibereinstimmt. 

Diese Methode der Umformung werde ich uun auf R,(x) - -r , , (x )  
anwenden. Die Unendliehkeitsstellen dieser Function liegen sammtlich in 
An+l aber ausserhalb An_,. Ich betrachte tines der kleinen Quadrate yon 

der Seite i aus denen das Gebiet A n + , -  A,_, besteht. Von ihm 2 n + l  

aus. kann ich sicherlich die Grenze von A~+I erreiehen, ohne A,,_~ zu 
treffen. Dcnn die Quadrate yon An_~ k0nnen nicht tin Polygon an allen 
Sciten begrenzen, welches ganz zu A geh0rt; sondern jedes Polygon, 
welches sit an allen Seiten begrenzen, muss Quadrate enthalten, die nicht 
ganz zu A geh0rcn. Denn sonst gehorte das Polygon auch zu An_~. 
Irgend ein Thei! der Grenze von A,+I geh0rt zu einem kleinen Quadrat 

-~ o I 

yon der Seltc 2"+~ ausserhalb An+x, welches zwar noch zu A geh0rt 

und in dem grossen Quadrate mit der Seite 2 "+~ liegt, von dessen 8 
umgebenden abcr mindestens eines nicht mehr diese beidcn Forderungen 
crfiillt. Wenn ich daher alle (tie kleinen Qtiadrate, welche A,+ I von 
aussen begrenzen sammt ihren 8 umlicgendcn und das gauze Gebiet 

ausserhalb des Quadrates 2 "+! + i + i  . -  - zu A,+~ ~ A,_~ hinzunehmc und 2 
d~ls Ganze mit B,, bezeichne, so hat B,, die Eigenschaft, dass ich vo, jeder 
Stelle aus die Grenze von A erreichen kann ohne das Innere yon 3,, zu 
verlassen. 

Nun kann ieh eiue rationale Function bilden, welche nur auf der 
Grenze yon A unendlieh wird ausserhalb und auf der Grenze yon B,, 
aber beliebig wenig von R,,(x)-7 r,,(x) verschieden ist. Diese wird an 
Stelle von R , , ( x ) -  r,,(x) in tL(x) eingefilhrt. Man erhMt dadurch eine 
Function fi~(x) v o n d e r  folgenden Beschaffenheit. Auf An wird P~(x) 
grade so unendlich wie f(x). Auf A._, ist 

If(x)- < 
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Ausserhalb A,_~ und B, ist 

IL( )I 
Die iabrigen Unendlichkeitsstellen yon P,,(x) licgen auf der Grenze von A. 

~imP,(x) oder L ( x )  + ~[P, ,+,( .~)--P, , (x)]  ( n  = l ,  . . . ,  o0) 

eonvergirt gleiehmassig innerhalb und ausserhalb A und ist dort gleich 
f (x)  hier gleieh Null. In einem ausserwesentlieh singuli~rcn Punkte x o 
wird nur ein Glied der Summe unendlich. Denn ist A,n_l der erste 
Bereich in der R cihe A1, A~, . . .  auf welchem x 0 liegt, so ist ff,,,(x) die 
erste Function in der Reihe _P~(x), P~(x), . . .  welehe in x o unendlich 
wird. Alle folgenden aber werden in x 0 in derselben Weise unendlich. 
Mithin ist 

das einzige Glied der Summe, welches in x 0 unendlieh wird. 
Auf jedem eontinuirlichen Theil der Grenze von A kann m'm die 

UnendliehkeitsstelIen der Functionen _P(x) auf eine cinzige reduciren. 
Es erhellt ferner, dass diese Entwickehmgen nicht auf eindeutige 

Functionen beschrankt sind, sondern iiberhaupt ffir cinch Zweig irgend 
einer analytischen Function gelten, der sich in A regular oder ausser- 
wesentlich singular verhMt. Dcrm die Eigenschaft yon f (x) ,  keine Fort- 
setzungen fiber die Grenze von A hinaus zuzulassen, wurde gar nicht 
benutzt, sondern nut  diese, bei irgend welchen Fortsetzungen in A ein- 
deutig zu sein. 

w 2. 

Es sei A ein Gebiet, von dem nichts Anderes vorausgesetzt wird als 
dasses  zusammenhangend ist und den unendlich fernen Punkt nicht in 
seinem Innern enthiilt. Dano kann ich in der angegcbenen Weise die 
Gebiete A,, bilden. Mit Hilfe derselben werdc ieh nun eine Summe yon 
rationalen Funetionen bilden, welche nur auf der Grenze von A uneudlich 
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werden, dergestalt dass die Summe in A ilberall gleichmrLssig convergirt 
und in der Nahe jedes Punktes der Grenze von A unstetig ist. Das liefert 
eine analytische Function, welche in A sich ('lberall regular und eindeutig 
verhMt, fiber A hinaus aber nicht fortgesetzt werden kann. 

Es sei Rn(x) eine beliebige rationale Function, welche nur auf der 
Grenze von A unendlich wird. Naeh dem Obigen kann ich eine rationale 

Function R,,+l(x) bilden, welche auf A~n-1 um weniger als i - -  v o n  R,(x) 

und ausserhalb A~n um weniger als i - yon o verschieden ist. Diese 

Function wird nur in dem Gebiete A~.n--A2,_~ unendlich. Nun kann 
ich*wie oben gezeigt ist, jeden Punkt yon A~n--A~,_~ entweder mit der 

Grenze yon A oder mit dem Rande des Quadrates 2~,,+~ + ~ + i - - ver- 2 
binden ohne A2._~ zu treffen. Ieh verbinde die Unendlichkeitspunkte yon 
R.+~(x) durch Linien mit der Grenze yon A respective mit dem Rande 

des Quadrates 2 ~+1 +- ~ + i und ht~lle diese Linien in Cana.le ein, welche 2 

so schmal sind, dass sie keines der Quadrate mit der Seite i 22n+ 1 ganz  

enthalten. 
Nun kann ich, wie oben auseinandergesetzt ist, die Unendlichkeits- 

stellen yon R.+x(x) in diesen CanMen verschieben und mir eine andere 
Function Rn+~(x) bilden welche nur an der Grenze yon A unendlich wird 

und die Eigenschaft besitzt im Innern des Quadrates 2 '~+~ • 1 7 7  i ab- 2 
gesehn von dem Geblete A~ - -  A2._~ und den CanMen beliebig wenig yon 
R~+~(x) verschieden zu sein. Es lasst sich mithin erreichen, dass R.+~(x) 

I 
auf A~,_~ um weniger als ~ yon R.(x) verschieden ist und zugleieh in 

I 
einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate yon der Seite 

2 2n-F l 

welehe das Gebiet A~+~ ~ As. ausmachen, um weniger als i ,ion Null 

abweicht. Denn keines dieser kleinen Quadrate ist ganz in den CanMen 
enthalten. 

Auf ganz dieselbe Weise llksst sich eine rationale Function R.+2(x) 
I 

bilden, welche auf A~(.+1)_1 um weniger als (n + I)" von ~.+l(x) ver- 
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schieden ist und zugleieb in einem Theile eines jeden der Quadrate yon 

der Seite i welche das Gebiet A 2 < . + , + l -  A2<.+~> ausmachen, um 22(n+1)+1  

weniger als i yon i abweicht. Denn ich brauche ja nur eine 
n + l  

Function R.+2(x) zu bilden, welche auf A~<..+,__~ von R . + ~ ( x ) - -  I um 

i und in einem Theil jedes der kleinen Quadrate weniger als (n + [)~ 

um weniger als n + I  yon Null abweicht, so is P , . .+~(x) :  R.+2(x)+ I 

die gesuehte Function�9 
Auf diese Weise bilde ich eine Reihe yon Functionen 

:~.+~(x), ~,.+:(x), . . .  

welche den folgenden Bedingungen gen~gcn, i ~ Sic werden nut  auf der 
Grenze yon A unendlich. 2 ~ Es ist auf A~<.+,~>_~: 

oo 

I 

22(n+m)+1 

I~,,+:+,(~) - -  2~,,+,,,(~)1 < (+~ + +,)'~ 

In einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate yon der Seite 

uus denen A2(n+.O+l ~ A2(n+m) besteht, ist: 

IR.+:+,(x)l  < - -  
I 

(n + +n) 

I 

wenn m grade, 

dagegen I ~ . + ~ + 1 ( ~ ) - - ,  I < - -  wenn m ungrade ist. 

Der Ausdruck 

oder was dasselbe ist 

converglrt in der Nahe jeder Stelle s0, welche in _J liegt, gleichm~ssig. 
Denn sobald x 0 in A2c.+~>-1 liegt, was far einen hinreichend grossen Werth 
von m eintritt, ist: 

I [R-~+:+ , ( : ) -  ~ .+: (x) ]  + [ ~ . + : + : ( x ) -  ~7.+,.+1(+)] + . . .  

. . .  + [ : ~ . + , + ~ + l ( x ) -  ~ . + : + , ( : ) ] l  
Avta mathemattca, 6. Imprim6 81 D~cembre 1881. 31 
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oder 

kleiner a.ls: 

I I t 

(,~ + ,,,,)~ + (,~ + r,, + ~)~ + " '"  + (,~ + ,,~ + ),y 

eine GrSsse, welche bekanntlich for einen hinreichend grossen Werth yon 
m beliebig klein ist, wie gross man auch 2 wi~hlen mOge. 

Mithin stellt jener Ausdruck i n - A  eine analytische Function f(x) 
dar, welche sich in A regu!i~r verhrdt. Ausserdem hat diese Function 
die Eigenschaft in einem Theil eines jeden der kleinen Quadrate des 
Gebietes A~(,,+~)+~- Aw,+, o um nicht mehr als 

I I I 

,~+,,~ + ( , , + , , ~ +  ~)~ + ( , ~ + m + 2 )  ~ + ' ' "  

von o beziehungsweise von 
ungrade ist. 

Denn es ist daselbst 

I abzuweichen je nachdem m grade oder 

I 
< -  re. pective 

Da abel" auf A~(,,+~)+~ 

I 

(,~ + m + ~)~ -I- - . . -4-  
I 

(n+ ra+~)~' 

so folgt, das.r fiir x auf A:(.+,.)+I 

I I 

( n + m + 5 ) '  + ' ' ' '  

also aueh dass f(~) in den kleinen Quadraten des Gebietes A~(n+.,)+~- A~(,~+~) 
die genannte Eigenschaft besitzt. Nun sei a eine Stelle der Grenze von A 
(es ist nicht ausgeschlos.~en, (lass a der unendlich ferne Punkt  ski), so kann 
man beweisen, dass die Function f(~) in jeder Niihe von a, sowohl dem 
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Werth o als dem Werth I beliebig nahe kommt, dass mithin it eine 
wesentlich singullire Stelie yon f(x)  sein muss. 

Um dies zu zeigen werde um a ein kleiner Kreis geschlagen (wenn 
a-----cxv ist, so werde ein grosser Kreis um den Nullpunkt  gescillagen). 
In der auf diese Weise begrenzten Umgebung yon a mOssen ftir einen 
hinreichend grossen Werth yon ), Punkte yon A~. liegen. Ich vcrbinde 
einen dieser Punkte durch eine grade Linie mit a. Diese Strecke muss 
Punkte des Gebietes A~.+I -  A~. enthalten, denn dieses Gebiet trennt A~ 
von A, ebenso muss sie Punkte von A~.§ u. s. w. enthalten. 
Mithin fallen ftir einen hinreichend grossen Werth yon m Quadrate des 
Gebietes A~(,§ ~ A2t,+m) ganz in die Umgebung yon a, and ebenso 
ft'lr alle grSsseren Werthe yon m. In diesen Qua(lraten kommt f(x) den 
Werthen o und I beliebig nahe, sobald m hinreichend gross ist. Mithin 
kann sich f(x) in a weder regular noch ausserwesentlich singular ver- 
halten. Denn im ersten Falle wrrre der Unterschied zweier Werthe von 
f(x) in dcr Niche yon a beliebig klein, im zweiten Falle waren alle Werthe 
yon f(x) hinreichend nahc bet a beliebig gross. Alle mOglichen Fort- 
setzungen von f(x) bleiben mithin im Innern von A uml da f(x) hicr 
cindeutig ist, so ist es l'tberhaupt cindeutig, in A i'tberali regular und 
tiber A hinaus nicht fortsetzbar. 

Wenn auf irgend eine Weise eine Punktmenge definirt ist, deren 
Htiufungspunkte nicht zur definirten Punktmenge geh0ren, so giebt es 
stets eine eindeutige analytische Function, welche an diesen Punkten in 
vorgesehriebener Weise unendlich wird, and zugleieh in dem ganzen Ge- 
bietc aller Stellen sich regulii, r verhiilt, welche sich mit  jenen Punkten 
continuirlich verbinden lassen, ohne die HiiufungspuI~kte zu treffcn. 

Ich nenne dies Gebiet sammt den definirten Punkten A', nehme an, 
dass es den unendlich fernen Punkt  night enthalte (was keine wesentliche 
geschri~nkung der Allgemeinheit ist), und construire mir die Gebiete A~, 
auf die oben angegebene Weise. Da A,', ganz im hmern von A' liegt, 
so enth'Mt es nur eine endliche Anzahl  der definirten Punkte;  denn im 
andern Falle liege ein H::tufungspunkt in A'. 

Die Gesammtheit der Glieder mit  negativen Exponenten, welche den 
Punkten ausserhalb A' und .auf A" entsprechen, bezeichne ieh mit r,(x) n - - I  

Jetzt bilde ieh eine rationale Function p,(x) ,  welche nur an der Grenze 
yon A' d. h. in Haufungspunkten unendlich wird und welche auf A'~_~ 
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um weniger als I . . -- von rn(x) verschieden ist. Nach den frfheren Erorterun- 
'/'b ~ 

gen ist dies stets m(~glich. D'ann wird 

r = 

die gesuchte Function. Die Summe convergirt in A' gleichmassig, denn 
es ist in A' n - - 1  

Dass g(x) an den vorgeschriebenen Punkten in der vorgeschriebenen 
Weise unendlich wird, eindeutig ist und an den fbrigen Stellen yon A' 
sich regul~r verhalt, ist nach der Bildungsweise evident. 

Wenn jene Punktmenge im Innern des Gebietes A liegt, ihre Hauf- 
ungspunkte jedoch auf der Grenze yon A, so ist g (x ) -4 - f (x )  eine 
eindeutige analytische Function, welche an den vorgeschriebenen Punkten 
in vorgeschriebener Weise unendlich wird, an den fbrigen Punkten yon 
A sich regular verh~,lt und fiber A hinaus nicht fortsetzbar sein kann. 
Denn die Haufungspunkte der Unendlichkeitsstellen sind als solche wesent- 
lich singular, die fbrigen Stellen der Grenze yon A dagegen aus dem 
Grunde wesentlich singular, well g(x) sich daselbst regular, f(x)aber 
wesentlich singular verhalt. 


