
E N T W I C K L U N G  DER W U R Z E L N  

EINER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG 

IN SUMMEN V0N R A T I O N A L E N  FUNCTIONEN 

DER COEFFICIENTEN 

YON 

C. IiU NGE 
i n  B E R L I N .  

Nach einem von DANIEL BERNOULLI angegebenem Yerfahren wird 
die dem absoluten Betrage nach kleinste Wurzel einer algebraischen 
Gleichung auf folgende Weise aus den Coefficienten berechnet. 

Sei sn die Summe der ( - - n )  te~ Potenzen der Wurzeln, also eine ra- 
tionale Function der Coefficienten, so nahert sich der Quotient s._~ divi- 
dirt durch sn mit wachsendem n der dem absoluten Betrage nach klein- 
sten Wurzel, wenn eine solche existirt. 

Diese Methode ist im Folgenden verwendet, um auch bei variabeln 
Coefficienten die Wurzeln darzustellen. Sie ergeben sich als unendliche 
Summen von rationalen Functionen derselben. Die Gesammtheit der 
Werthsysteme der Coefficienten, ffir welche die Convergenz dieser Sum- 
men aufhSrt, besteht aus Theilen eines algebraischen Gebildes yon einer 
um wenigstens eine Einheit niedrigeren Stufe als das Gebiet der Coeffi- 
cienten, sei es nun, dass man sie als unabhangige Variable betrachtet, oder 
dass man ihnen irgend welche" Beschrankung auferlegt. Seien xl, x2, . . . ,  x. 
die Wurzeln, wie sie dutch die n Ausdrficke dargestellt sind. N~hert 
man sich einem Punkte der Convergenzgrenze, so gehen x~, x~, . . . ,  xn 
in die Wurzeln, welche diesem Punkte entsprechen, fiber. Nahert man 
sich demselben Punkte auf einem anderen Wege, so ist nicht gesagt, dass 

A~ta malhema~ica. 6. Im~r imb  18 D~Oembre 1884. 39 
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x 1, x~, . . . ,  x, in derselben Reihenfolge wie vorhin in die Wurzeln dieses 
Punktes fibergehn. Mit andern Worten beim l~berschreiten der Grenze 
kSnnen xl, x2, . . . ,  xn Sprt'mge machen. Will man den stetigen Verlauf 
der Wurzeln verfolgen, so muss man beim Uberschreiten der Grenze auf 
xl, x2, . . . ,  x. eine gewisse Substitution anwenden. Die Convergenzgrenze 
zerfMlt in eine endliche Anzahl ~'on Theilen. Jedem Theile entspricht 
eine gewisse Substitution. Um den Zusammenhang der Wurzeln fiir die 
Endpunkte eines vorgelegten Weges im Gebiete der Coefficienten zu er- 
kennen, braucht man nut die Durchschnittspunkte des Weges mit der 
Convergenzgrenze aufzusuchen. 

Fiir den Fall, dass die Coeffieienten als rationale Functionen eines 
Parameters aufgefasst werden, besteht unsre Convergenzgrenze aus Stricken 
algebraischer Curven, welche in der complexen Ebene des Parameters 
liegen. Diese geben, nachdem festgestellt ist, welche Substitution jedem 
Theile entspricht, die vollstandige Einsicht in den Zusammenhang der 
Wurzeln ft'lr die Endpunkte eines in der Ebene des Parameters vorge- 
legten Weges. Sic erlauben ohne Wciteres die RIEMAX~'sche Flache der 
Gleichung zu construiren. 

Man bemerke indessen, dass umgekehrt die RIEMAXN'sche Flache nicht 
dieselbe Einsicht in den Zusammenhang der Wurzeln gew~hrt. Sie client 
nur dazu die Vertauschungen der Wurzeln fiir geschlossene Wege erken- 
hen zu lassen, ohne dass man die Wurzel, welche einem bestimmten Punkte 
der RIEUA~-~'schen Flache entspricht, numeriseh anzugeben im Stande ist. 

Aus 
= - -  x , )  ( z  - -  . . .  - -  x , , )  

folgt dutch logarithmisehe Differenziation 

f ' ( z )  I _jr_ I "31- �9 �9 �9 - t -  I 

f t z )  = z - -  z ,  . z - -  ~--~----~ z - -  ~---~---~" 

Wenn jetzt z yon. x1, x ~ , . . . ,  x. verschieden ist, so lassen sieh beide 
Seiten dieser Gleichung nach posltiven Potenzen yon ( x - - z )  entwickeln 
und man erhMt durch Vergleichung der Coefficienten 

= - -  X ( x , -  
f ( x )  A(.~__:)~ 

(v=l~ ~, . - . ,  n) 
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Die linke Seite ist eine rationale ganzzahlige Function von z und 
den Coefficienten von f ( x ) ,  a l so  wird auch der Quotient 

Z(x~ - -  ~)-~ 
( v = l ,  2 ,  . . . ,  u )  

E (X,~  - -  Z )  - = ~ ' - 1  

eine wationale Function yon z und den Coefficienten von f(,c), welche mit 
R~.(z) bezeichnet werden mSge 

R~( z )  = x (~+.~ - , ) -~ . - ,  
= ( + , - - : )  . = , ,  ,,~ 

Z . . . . .  \X.~ - - -  z /  

Wenn z der Wurzel x~ nli, her liegt als allen t'tbrigen, so ni~hert sich 
R.~(z) nfit waehsendem ~ der GrSsse x ~ -  z. In der That bezeiehnet man 
den gr(Sssten der absoluten Betrage yon 

X t - -  Z 231 - - -  Z X t - -  Z 
- - ~  - - ~  �9 �9 . ~  - -  

X ~ - - Z  X 3 - 2 ~  X n - -  2: 

mit e, wo also x < i  ist, so ist der absolute Betrag von R~(z )  - -  (xl - -  z) 
kleiner als 

2 ( ~ -  t)~ ~. 
( x , -  ~), ~ ( (+_  i)~+, 

vorausgesetzt, dass ( n - -  I)r I ,  was bei hinreichend grossem 2 sicher 
zutrifft. 

Denke ich mir nun unter den Grsssen z, xl, x~ , . . . ,  x, nicht mehr  
bestimmte Werthe, sondern Variable und betrachte die Umgebung einer 
Stelle (z, xl, x 2 , . . . ,  x.), ft'tr welche die absoluten Betri~ge yon 

X t - -  Z X 1 - -  Z 

�9 ~ - -  Z X n - -  Z 

kleiner als. I sind, so wird, wenn die Umgebung hinreichend klein ge- 
wahlt ist, die obere Grenze der absoluten Betr~ge dieser AusdrQ6ke ftir 
alle Stellen im Innern der Umgebung kleiner als i sein. Bezeiclmen wir 
dieselbe m i t r  so wird der absolute Betrag von R~(z) - -  (x 1 - -  z) far  alle 
Stellen der Umgebung kleiner sein als 

2 ( , + -  I)~ ( x , -  z) i - ( , + -  ~)~+' 
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Man kann daher einen Werth von 2 finden, so gross, dass z WRy(z) 
far alle Stellen der Umgebung die Wurzel x~ mit vorgeschriebener Ge- 
nauigkeit darstellt. Oder mit andern Worten: In der Umgebung einer 
jeden Stelle (z, x~, x2 , . . . ,  x.), far welche x~ der Grosse z naher liegt als 
die tibrigen Wurzeln, convergirt der Ausdruck 

z + l i r a  R~.(z) 
),=or 

gleichmassig und ist gleich x~. Jeden solchen Grenzausdruck kann man 
auch in Form einer Summe schreiben: 

~ +  R~ + ( R ~ - - R ~ )  + (n~ - -  n~) + . . .  

Das ist nur eine andre Schreibweise, denn eine unendliche Summe 
bedeutet nichts Anderes als die Grenze, der  sich die Summe der ersten 2 
Glieder mit wachsendem 2 n~ihert. 

Da Rx(z) eine symmetrische Function yon xl, x ~ , . . . ,  x. ist, so liegt 
jede Stelle (z, x~, x2 , . . . ,  x.) im Innern des Bereiches der gleichmassigen 
Convergenz, ftir welche eine der Gr0ssen xl, x2 , . . . ,  x. der GrSsse z n~her 
liegt als alle i]brigen, und nur solche Stellen kSnnten der Grenze des 
Bereiches angehsren, fi~r welche zwei oder mehrere der .GrSssen x~, x 2, ..., x~, 
welche der Grt~sse z niiher liegen als die t~brigen, gleich weit yon z ent- 
fernt sind. Man kann nun zeigen, dass diese Stellen auf der Grenze des 
Bereichs liegen mgssen. Denn sei z. B. 

I x ,  - = Ix:  - = . . . =  I x o -  < Ix0+ -: . . . . .  n-~ 

so kann ich dutch eine beliebig kleine Anderung ~ von xl allein be- 
wirken, dass xl -F 3 der Stelle z nigher liegt als alle ftbrigen Wurzeln.. 

Dann wird 
z -F lim R~(z) 

convergiren und gleich x 1 -F 3 sein. 
Lasse ich nun die Anderung yon x 1 kleiner und kleiner werden, jedoch 

so, dass Ix1 q- ~ - - z  I bestltndig kleiner bleibt als Ix2--zl ,  ..., Ixn--zl,  so bleibt 

z "F lim R~(z) 
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convergent und nahert sich mehc und mehr dem Werthe x x. Dasselbe 
gil t  von x ~ , . . . ,  x~. Ich ksnnte  reich der Stelle x,, x ~ , . . . ,  x, auch in 
der Weise nahern, dass der Werth yon 

z + lira R).(z) 
),=oo 

sich dem Werthe x~ mehr und mehr naherte, oder cinem der Werthe 
x 3 , . . . ,  x~. Sind nun die Werthe x~, x 2 , . . . ,  x~ nicht alle einander gleich, 
so ist mithin 

z + lira R).(z) 
).=00 

an der Stelle (x~, x~, . . . ,  x,) unstetig. An  einer solchen Stelle hort 
daher die gleichmassige Convergenz auf. Ob damit zugleich die Con- 
vergenz aufhSrt, mag dahin gestellt bleiben. 

Wenn ferner x I - -x~  . . . . .  x, ist, so liegen in jeder Nahe Stellen 
(x~, . . . ,  x'), woftir x~, . . . ,  x: der Stelle z gleich nahe liegen, aber nicht 
sammtlich einander gleich sind, welche mithin der Convergenzgrenze an- 

geh0ren.  Das ware nicht m0glich, wenn (xx, x ~ , . . . ,  x,) im Innern des 
Bereichs der gleichmassigen Convergenz lage. 

Es convergirt jedoch 

z + lim R~(z) 
).=oo 

(wenn auch n.icht gleichmassig) und stellt den gemeinsamen Werth von 

R (z) = (x ,  - -  z)  
\x~ - -  Z/  

E( 
z,--z~).+~ 

x 1, x~, . . . ,  xa dar. 
Denn es ist 

(v=l, 2,..., n) 

Wenn daher 

(x + 

~----~ < ~  < it, (v=a+l, ..., R) 
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so folgt 

C.  R u n g e  

+ 

(sobald a > (n - -  a)sa+1). 

Die rechte Seite wird mit wachsendcm 2 bclicbig klein und zwar 
um so rascher je grSsser a ist. 

Betrachtet man z -{- R~.(z) nicht mehr als Function yon x~, x~, . . . ,  xn, 
sondern als Function der Coefficienten yon f ( x ) ,  die wir mit X~, X 2 , . . . ,  X,, 
bezeichnen wollen, so wird der Bereich der gleichmi~ssigen Convergenz yon 
allen denjenigen Stellen (X~, X ~ , . . . ,  X,) gebildet werden, ffir welche 
eine der Wurzeln von f ( x )  z nlt.her liegt als alle fibrigen. 

Icb behaupte, dass bei einem festen Werthe yon z dieser Bereich in 
dem 2n.fach ausgedehnten Gebiete der Grsssen X~, X 2, . . . ,  X, ein zu- 
sammenhangender ist, dergestalt, dass man yon jeder Stelle desselben auf 
stetigem Wege zu jeder anderen gelangen kann, ohne den Bereich zu ver- 
lassen. Ich nenne die Wurzeln des einen Coefficientensystems 

;T 1~ X 29 �9 ~ �9 ~ X~j 

geordnet nach i hrer Entfernung yon z, so dass 

und ebenso die des anderen 

t t P 

Man betrachte zuvSrderst x 1 und x;, und ftihre die von z weiter 
entfernte in "die andere fiber, ohne diese Entfernung unterwegs zu  ver- 
grSssern. Ebenso verfahre man nun nach der Reihe mit x~ und x;, mit 
x 3 und x~, u. s. f. Dadurch ist ein stetiger l~bergang yon (xl, x~ , . . . ,  xn) 
und @'1, x'~, . . . ,  x:,) zu einer dritten Stelle und daher aueh ein solcher 
zwischen den beiden Stellen hergestellt, bei welchem die Anordnung der 
Grsssen nach ihrer Entfernung yon z stets dieselbe bleibt. Da nun jedem 
stetigen Wege im Gebiete der Grsssen x 1, x~, . . . ,  x, ein stetiger Weg 
im Gebiete der Grossen X1, X2, . . . ,  X~ entsprieht, so ist auch hier der 
Ubergang bewerkstelligt. Das gilt auch noch far den Bereich aller 
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Stellon (X1, X~, . . . ,  Xn), ftir welche alle Wurzeln verschiedene Ent- 
fernung yon z besitzen, wie aus dem Obigen unmittelbar hervorgeht. Die 
hierbei ausgeschlossenen Stellen enthalten unter sich nati~rlich auch alle 
diejenigen, woffir keine Wurzel der Stelle z n~her liegt als die iibrigen. 

Wir werden ihre Gesammtheit jetzt n'~her betrachten. 
Man kann ~n die Stelle der Gleiehung Ix~ ~ z I : [ x ~ -  z I auch die 

Forder.ung setzen, da~s 

(*~ --z) + (,~--z) 
(z,~--z)--(x~--z) 

unendlieh oder rein imaginttr sei. Denn bei festem Werthe von z und 
endlichen Werthen yon xp, x~ (und auf solche allein kommt es hier an) 
ist der Ausdruck nur unendlich fiir x . =  x~; sein reeller Theil ist aber, 
wenn 

x ,~--z :u~,  + vfi,  x ~ - - z = u ~  + v j  

gesetzt wird, gleieh: 

( u , , -  u~) ~ + % , -  v~) ~ 

Diejenigen Stellen (X1, X~, . . . ,  X~), wofar zwei oder mehr Wur- 
zeln yon f(x) gleiehe Entfernung von z haben, bestehen also erstens aus 
denjenigen, wofiir zwei oder mehr Wurzeln einander gleieh sind, d. h. 
wofrw die Diseriminante versehwindet, zweitens aus denjenigen Stellen, 
wofar eine der Grossen 

Xt~ Jr X v - -  2Z 

rein imagin~r oder, was dasselbe ist, wof~r 

tiff# ~ X v  

negativist .  
Diese Grsssen sind die Wurzeln der Gleichung 

t~,~ a~. - -  ~v / J 

( . , , ,  . . . . .  :) 
~ , = p - + l ,  . . . ,  
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Als symmetrische Function yon x~, x 2, . . . ,  x, kann dieser Aus- 
druck auf die Form gebracht werden: 

G(y. x , ,  .~,, . . . ,  x,,, ~) 
D(X, ,  X,,  . . . ,  X,) = o ,  

wo G ein ganze Function yon y, X~, . . . ,  X,, z und D die Discriminante 
bedeutet. Es handelt sich darum, die Bedingung zu finden, welcher 
X1, X~, . . . ,  X~ unterliegen, damit diese Gleichung durch einen reellen 
negativen Werth yon y befriedigt werden ksnne. Zu dem Ende setze man: 

und 15se G in seinen reellen und imaginaren Theil auf 

G(y, X,,  X~, . . . ,  X., z) 

= i ~ ( u ,  v, v l ,  . . . ,  u~., ~, s) + s(~,  v, ~ ,  . . . ,  v , . ,  r, s)i, 

wo R und S ganze ganzzahlige Functionen der Argumente sind. 
Soll G----o eine reelle Wurzel habcn, so miissen die beiden Gleichun- 

gen erft~llt sein: 

R = / ~ ( u ,  o, U , , . . . ,  U~., r, s)----o, s = 8 ( u ,  o, I ; , , . . . ,  Y,n, r, s) = o; 

- -  m 

R und S ksnnen fiir beliebige Werthe von U1, ~ , . . . ,  U2,, keinen ge- 
meinsamen Theiler haben. Denn angenommen es ware der Fall, so gebe 

ich xl, x2, . . .  xn solche Werthe, dass sammtliche n. n - - I  Wurzeln yon 
2 

G negativ und von einander verschieden sin& Man sieht leicht, dass dies 
erreicht werden kann durch richtige Vertheilung von xl, x 2, . . . ,  xn auf 
der" Peripherie eines um z gezogenen Kreises. 

Nunmehr muss auch der Theiler von R und S lauter verschiedene 
negative Wurzeln haben. Andere  ich daher U1, U 2 , . . . ,  U2n auf irgend 
eine Weise hinreichend wenig, so mt~ssen die sammtlichen Wurzeln des 

gemeinsamen Theilers yon R und S negativ bieiben. 
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Denn bekanntlieh kann sieh die Anzahl  der reellen Wurzeln einer 
Gleiehung mit reellen vergnderliehen Coeffieienten nur  dadureh iindern, 

dass zwei Wurzeln  einander gleieh werden, was f(w hinreiehend kleine 

Anderungen  yon U~, U=, . . . .  ~,,  siehev nieht der Fall ist. Mithin h'atte 

alsdann fiir alle hinreiehend kleinen j~,nderungen yon l,~, U , , , . . . ,  1;~,, G 
eine negative Wurzel. Das ist abet nieht msglieh, weil ieh (r~, u: ,  . . . ,  U._,,, 

. .  

solehe beliebig kleine Anderungen geben kann, dass (tie siimmtlidlen 

Wurzeln ~ ,  m=, . . . ,  x, versehiedene Entfernung yon ,e' erlangen. 

Mithin kann die Resultante yon R und S 

. . . ,  ,., 

nieht f','w beliebige Werthe yon U~, U 2 . . . .  , U.,,, versehwinden, sondern 
ihr Versehwinden definirt in dem 2n-faeh auggedehnten Gebiete der G~s-  

sen u , ,  . . . ,  u , .  Oeb i lde  ( 2 , , - -  Stuff,, yon  w e l & e m  ,lie Con- 

vergenzgrenze ein Theil  ist. l':s ist nieht ~_ee~a-~t~ ~ , dass umgekehr t  jeder 

Stelle U~, U2, . . . ,  U2, ,  wofnr . g =  o ist, eine reelle Wurzel yon G - : o  

entsprieht. Denn es kr ja R und S einen gemeinsamen Theiler ohne 
reelle Wurzeln besitzen. Jedenfalls aber wird die Gesammtheit  der Stellen 

-r U~, U.a, . . .  , ~2,,  wof{]r G ~ o eine reelle Wurzel hat, einem monogenen 

Gebilde angehoren, wie wir sogleieh zeigen werden. Bezeiehnen wir die 

�9 Gleiehung desselben mit  f = o, so muss also g entweder gleich g oder 

ein irreduetibler Theiler yon f sein. 

Setzt man:  

( . ,  - -  z )  + (a:, - -  z )  ,o + i (:r., - - : )  und r,,+, = ,,, + ,~,,; p oder .r~ - - z : = p - - -  . 

(wo p eine reelle OrSsse bedeutet), so kann man [/~, lZ~, . . . ,  U2,, als 
ratiohale Functionen yon p ,  u~, u~, . . . .  u2,,_2 ausdrilcken. Giebt man 

hierin p,  % ,  u~, . . . ,  u.~,,_2 alle reellen Werthe, so erh~lt man alle Stellen 

/_71, U~, . . . ,  U~,, wofor G eine positive Wurzel besitzt. Diese gehoren 

daher einem mon0genen Gebilde an. Indem man an Stelle yon p,  pi  

einfrlhrt, ergiebt sich auf  dieselbe Weise, dass alle diejenigen'Stel len,  wo 

G eine negative Wurzel besitzt ebenfalls einem monogenen Gebilde an- 
gehOren. Aber  in beiden Fhllen liegt dasselbe monogene Gebilde vor, 

wie man folgendermassen einsieht. 
Acta  m a t h e m a t i e a .  6. I m p r i m 6  18 D d c e m b r e  l ~ g 4 .  4 I) 
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Sei A1, A, ,  . . . ,  A~ ein Werthsystem der Coefficienten X~, X~, . . . ,  X,,  
woffir die zwei Wurzeln x~ und x 2 und nur diese einander gleich werden: 
x I = x ~  = a .  Solange dann die Stelle (X~, X~, . . . ,  X. )  hinreichend 
nahe bei (A~, A2, . . . ,  A.)  liegt, so bleiben x~ und x 2 beliebig nahe bei 

a u n d e s  ist nach CAUCH~- 

( , , , , -  .) + ( x : -  . ) =  --' ( ( t - . ) r ' ( t )  dt 
2,~i.] f(t) ' 

i_ ; ( t  --  a)~'f'(t) dt 

die beiden Integrale iiber kleine Kreise mit dem Mittelpunkte a erstrcckt. 
Dabei muss (X~, X2, . . . ,  Xn) so nahe bei (At, A2, . . . ,  A . ) a n g e -  
nommen werden, dass x~ und x~ im Innern des Kreises, die (ibrigen Wur- 
zeln dagegen a usserhalb desselben liegen. 

Aus diesen beiden Gleichungen tlberzeugt man sich, dass die Ent- 
wicklung yon 

. , + '9- -77z .  oder (z, + ~ , - - 2 z ) *  

nach ganzen positiven Potenzen von X ~ - - A I ,  . . . ,  X . -  A, mSglich ist 
und mit den linearen Gliedern 

- -  s[~n-'(X, -- A,) + a " - ~ ( X , -  A,) + . . .  + ( X n -  A.)] 

4(a ,  - -  z) 2 f - " ( a )  

a nfi~ngt, unter f " (a )  diejenige Grssse verstanden, welche entsteht, wenn 
ich in f" (a)  X~ -= A~, X~ -~- A2, . . . ,  Xn = An setze. 

a muss dabei yon z verschiederrangenomm~n werden. Unter dieser Be- 
dingung abet li'~sst sich X , - - A , ,  nach Potenzen yon X 1 - - A 1 , . . . ,  Xn_I--A,_~ 

und ( ~ , - - ~ ;  ) ' *, + ~ , :Z~z  z (wofi'ir der Kurze halber a gesehrieben werde) ent- 

wickeln. 
Geben wir bier a positive Werthe, so liefern die reellen und imagi- 

n'<'~ren Theile yon X~, X~ . . . . .  X., ein Sttlek desjenigen Gebildes, woffir 
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G - - o  eine positive Wurzel hat, ftir negative Werthe von a dagegen er- 
halt man ein Stfick desjenigen Gebildes, woffir G =  o eine negative Wur- 
zel hat. Es erhellt daher, dass beide einem einzigen monogenen Gebilde 
angeh0ren. 

Wit  wollen nun untersuchen, auf welchc Weise man algebraisch 
die beiden Theile zu trennen im Stande ist. 

Es l~sst sieh zunachst zeigen, dass R und S auf dem Gebilde f ~ = o  
nicht iiberall einen Theiler von hoherem als dem ersten Gradc haben 
k0nnen. Nimmt man namlich wieder U1, U 2, . . . ,  ~,, so an, dass alle 
Wurzeln von G = o  negativ und yon einander verschicden sind, so miisste 

jeder Theiler von R und S auch lauter verschiedene negative Wurzeln 

haben. H~tten nun R und S ft~r beliebige Werthe von U~, U~, . . . ,  U~. 

auf ~-----o einen gemeinsamen Theiler, so mi'issten die Wurzeln desselben 
negativ bleiben, wenn UI, b~, . . . ,  U ~  sich hinreictiend wenig von jenen 
Werthen entfernen. Das ist aber nicht moglich; denn in der Nahe jcder 
Stelle (U~, . . . ,  U~,,), wo alle Wurzeln die gleiche Entfernung yon z haben, 
liegen Stellen, wo nur zwei Wurzeln gleich welt von z abliegen. 

Die Bedingung, dass R und S einen Factor yon h0herem als dem 

ersten Grade haben, kann daher nicht ffir alle Stellen von ~ ~ o erfiillt 
sein. Diese Bedingung l~isst sieh bekanntlich in die Form einer algebra- 
ischen Gleichung zwischen U~, U2, . . .  , U~, bringen. Und da ferner 

~ o irreductibel ist, so kann die Gesammtheit derjenigen Stcllen auf 

~ = o ,  wo ein Theiler hSheren Grades msglich ist, nur ein Gebilde 
( 2 n - - 2 )  t~* Stufe ausmachen. 

Wenn man von diesem absieht, so haben ffir alle iibrigen Stellen 

des Gebildes die beiden Functionen R und .S nut  einen gemeinsamen 
Theiler ersten Grades und es wird daher die gemeinsame Wurzel aus- 
gedrt~ekt werden kSnnen als rationale Function yon U~, U~, . . . ,  U.2,, r ,  s: 

q '(u1, . . . ,  r ,  s).  

Dureh die Bedingung ~ ' <  o sind nun diejenigen Stellen des monogenen 

GebHdes ~ ~---o, wo zwei Wurzeln die gleiche Entfernung von z erhalten, 
yon den ~brigen Stellen desselben Gebildes getrennt. Ander t  man z, 

so andert sich das Gebilde ~-----o. Aber wie man auch z wahle, ~--~ o 
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enthi:tlt immer das Gebilde ( 2 ~  - -  2)  t~ Stufe, auf welchem die l)iscriminante 
yon f (x)  verschwindet. Und zwar sind dies die einzigen Stellen, welehe 

allen Gebilden ~ = o  gemeinsam sind. Denn wenn x ~ ,  x.~, . . . ,  :r,, von 
einander versehieden sind, so lasst sich z immer so wahlen, dass G~---o 
keine reelle Wurzel hat. Man braueht z nut  so anzunehmen, dass weder 
zwei Wurzeln die gleiehe Entfernung yon z haben noeh zwei Wurzeln 
mit z auf derselben Graden liegen. Hat G = o  keine reelle Wurzel, so 

enth~tlt das entspreehende Gebilde c = o diese Stelle nieht. 
Besehr~nkt man die Coeffieienten auf ein monogenes Gebilde m t'r 

8tufe, ft'lr welches die Diseriminante nieht identiseh versehwindet, so wird 
in diesem Gebiete die Convergenzgrenze unter der Gesammtheit. dmjenigen 
Stellen enthalten sein, welehe das Gebilde m t~ Stufe mit g = o ,  qJ'< o 
gemein hat. Die Gesammtheit der gemeins:unen Punkte kann nun zwar 
ft~r besondere Werthe yon z ein Gebiet m ~ Stufe bilden, aber nieht far 
alle Werthe yon z. Denn in diesem Falle wt~rde naeh dem Obigen das  
Gebilde ganz in das I)iseriminantengebilde fallen, was wider die Voraus- 
setzung ist. Die Convergenzgrenze ist mithin h0ehstens yon der ( m - -  I) t~.' 
Stufe. 

Wit  haben in den voranstehenden Erorterungen immer die Gesammt- 
heit der Stellen in Betraeht gezogen, ft~r welehe irgend zwei Wurzeln 
gleieh welt von z entfernt liegen, wahrend, wie wir sahen, die Convergenz-  
grenze des Ausdruekes fCtr die Wurzel nur aus denjenigen Stellen besteht, 
woft'~r die beiden n~iehsten Wurzeln die gleiche Entfernung erhalten. Das 
hat abgesehn yon der gr5sseren 8ymmetrie den Vortheil, dass  wir zu 
gleieher Zeit aueh die Untersuehung tiber die Convergenzgrenze anderer 
Ausdrfteke erledigt haben, welehe wir jetzt far die *abri~en Wurzeln auf- 
stellen werden. 

Sei ~o ist i ( x , - - z ) ( x = - - z ) l  

kleiner als jedes andere Product je zweier der n Gr0ssen. Es wird 
daher 

- -  z)( z - -  z )  

_ _  . - -  Z )  - ) ' - 1  

(die Summe erstreckt tiber alle Combinationen von je 2 W u r z e l n ) m i t  
wachsendem J. gegen (x  1 - -  z)(x~ - -  z) convergiren. (Der obere Index 
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2 in /~)(z) soil der Anzahl tier Fact~ren in ( x , -  z)(x~ ~ z) entsprechen. 
Der Symmetrie wegen mOge fortan das was fraher R~(z)hiess ,nit ~')(z) 
bezeichnet werden.) Die Convergenzgrenze dieses Ausdruckes wird yon 
alle denjenigen Stellen gebildet, wofar die zweit-nachste und dritt-nachste 
Wurzel den gleichen Abstand yon z erhalten. 1)aher wird 

x~ = z + lira R~~)(z) 

convergiren, so lange nicht entwedqer Ix , - -  ~l=lx,  --  ~1 oder Ix~-- ~l=lx,. ~1 ist. 
Auf dieselbe Weise bilden wir Au'sdracke fi~r x3, x4, . . . ,  x,,, in- 

dem wir die Summen i~ber alle Combinationen von je drei, je vier u. s. w. 
Fact~ren erstreeken. Die Convergenzgrenze des Ausdruckes far x. besteht 
alsdann aus alle de,, Stellen, wofi~r entweder I ~ . - , - - ~ l = l x . - - ~ l  
oa ~  Ix,--~1---I~,+,-~1 i s t .  Das oben algebraisch dargestellte Gebilde 
besteht aus den Convergenzgrenzen der s~mmtlichen n Ausdr~cke. 

Wir haben also den Satz, dass yon jeder StelIe (X~, X ~ , . . . ,  X.) 
des gemeinschaftlichen Bereiches gleichmassiger Convergenz der n far die 
Wurzeln aufgestellten Ausdracke sich ein stetiger Ubergang machen lasst 
zu jeder andern Ste l le  des Bereiches, ohne seine Grcnze zu berahren. 

Die Gr0ssen E ( x , ~  z)-[ ~', E[(x~ ~ z)(x~--z)] -~, etc. aus denen die Aus- 
drt~cke /i~,')(z) zusammengesetzt sind, bilden mit abwechselndem Vorzeichen 
die Coefficienten yon x, x ~, . . . ,  in der Function 

~(x) - -  f ( ~ ) - ~  Ix - ( x ,  - ~)'] ( a = l ,  2, . . . ,  ~)  

Dies gew~hrt ein Mittel um die genannten Ausdrticke durch die 
Coefficienten von f(x) darzustellen. Setzt man n~mlich in der obigen 
Gleichung u ~ an Stelle yon x, so kann man jeden der Factoren u~--(x,~--z) ~ 
in Linear-Factoren zerlegen. Denn es ist, wenn to eine primitive 2te Ein- 
heitswurzel bezeichnet 

r  - (~,, - ~)' = ( - , ) ' + '  I I [< , , " ,  - (~,, - ~)]. (,8=1, 2, ~t) 

Mithin 

~(u~) = ( -  , ) , . + - r ( : ) - - , ~  n c t o , , , , _  ( ~ . _  ~)] = ( _  ,)'.'+'r(:)-*~r(to',,+ ~). 
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Man hat  also nichts wciter zu thun  als in 

~f(~.'~u + ~) 
t~ 

die Coeff ic ienten  yon u ~, a " ~ , . . ,  zu berechncn, um die Ausdr~'tcke dcr 

gesuchten Grosscn du tch  X~, X.,, . . . ,  X,~ zu finden. 


