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I. Dans les Comptes rendus de l'acad~mie des sciences de Berlin, 
Ann6e I864 (et dans son Trait6 des fonctions sph6riques, Tome I, pag. 
472 e. s., 2 ae Edit.) M. HEISE a dSmontr6 la proposition suivante. 

Soient A et B deux polynbmes donn6s en x, le premier du degr6 
/ ) .+  i, le second du degr6 p au plus - -  ces polynbmes 6rant d'ailleurs 
tout k fair g6n6raux et n'6tant assujettis k aucune condition, et consid6rons 
l '6quation diff6rentielle: 

(,) A ct'y dy -j-~z~ + 2B  ~ + Cy = o 

oh C est un polynbme en x du degr6 p - -  i au plus. 
Ators il existe toujours certaines d6terminations partieuli6res du poly- 

n6me C, telles que l'6quation (i) admette comme int6grale un polyn6me 
en x du degr6 n. Le nombre de ces ddterminations et des polyn6mes 
correspondants y s'616ve k 

(n .p )  = (~ + ')(~ + 2X~ + 3 ) . . .  (~ + v - ' )  
x . 2 . 3 . . . ( p - -  l) 

(n, I) = ,. 
Aeta mathemat ica .  6. Impr im6  ,5 , lanvier  1885, 4 | 
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Ce th~or/cme constitue le fondement principal de la th~orie g~nSrale des 
fonctions de LAM~ qu'on doit k M. HEINE. Dans cette th~orie la fonction 

B n'est pas indSpendante de A, car l'on a B-----i_ d_A. M. HEINE fait voir 
4 dx 

que la d~termination du polynSme C d~pend d'un systSme d'Squations 
algSbriques de degrSs sup~rieurs et que l'Squation finale qu'on obtient en 
dliminant toutes les inconnues sauf une, est au plus du degr~ (n.p). En 
outre on v~)it qu'~ chaque dStermination de C correspond un polynSme 
d5termin5 y du degr~ n. 

Mais on voit moins facilement que le degr5 de l'~quation finale d'oh 
dSpend le polyn6me C atteint effectivement le degr5 (n.p).  M. HEINE a 
lev5 cette difficult~ en faisant voir par un calcul de proche en proche 
que, m~me en soumettant les polyn6mes A et B h certaines conditions 
particuliSres, il existe effectivement (n .p)  polyn5mes du degr5 n qui 
satisfont ~ une 5quation diffdrentielle de la forme (i). 

Je me propose de dSmontrer, dans ce qui suit, la proposition suivante. 
Lorsque les racines a0, a~, a2, . . . ,  a~ de l'Squation A = o sont rSetles 

et in,gales et qu'en posant: 

(2) B a o q a~ _11_ . . .  _~_. ap 
i ~ - - a  o x - - a ~  ~ - - a p  

les quantit6s ao, a~, . . . ,  % sont positives, alors les (n.p)  d6terminations 
du polynSme C sont toutes rSelles ainsi .que les polynbmes correspondants 
y du degr6 n. Soit Yl un de ces derniers polyn6mes, les racines de 
Yl - - o  sont r6elles et in6gales et distribu6es dans les p intervalles des 
racincs de A = o. 

Le nombre des maniSres dont on pcut distribuer n quantit6s dans p 
intervalles est 6videmment 6gal k ( n . p ) - -  et j 'ajoute maintenant que les 
racines des polynSmes y repr6sentent cn efl'et routes ces distributions, en 
sorte qu'un tel polynbme est parfaitement caract6ris6 par la distyibution 
de ses n racines dans les p intervalles des racines a0, al, . . . ,  ap de 
A - - O .  

2. Soient, sur un axe oX, A0, A~, A2, . . . ,  A, les points dont 
les abscisses sont a0, al, . . . ,  ap et prenons encore, dans un quelconque 
des p intervalles d6t(~rmin6s par ces points (p. e. (Ao-A~)), n points 
X1, 2(2, . . . ,  X ,  dont les abscisses sont xl, x~, . . . ,  x,.. Cell  pos6, 
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co!lsid6rons l'expression suivante, off l'on considdre seulemcnt les valeurs 
absolues des distances des divers points: 

I (AoXx • AoX~ X A o X ~ . . .  AoX,,] '~~ 

x [A,X, x A,x.~ x A,x.~. . .  A,X,,I', 

x [A,X, x A,X~ x A,,x.~... A,y, ]  .... 

11 = x x,x. ,  x x ,x~ x x , x , . . ,  x x ,x , ,  

x x.,x~ x x . , x~ . . ,  x x,x, ,  
x x ~ x , . . ,  x x~x,, 

X X,,_~X,,. 

Cette expression est toujours positive ct s'6vanouit seulement quand 
deux des points X~, X~, . . . ,  X,, coincident ou lorsqu'un de ces points 
vient se confondre avec l'une des limites de l'intervalle (Ao-A1). En 
consid6rant les points X1, X~, . . . ,  X,, comme variables, mais rcstant 
toujours dans l'intervalle Ao-AI,  il est 6vident quc les divers facteurs 
de l'expression 1-[ restent compris entre certaines limites, ct los exposants 
%, a~, �9 . . ,  % 6rant positifs, on volt que I I  reste toujours inf6rieur i~ une 
certaine limite. Par cons6quent, pour une certaine position des points 
X1, X,2, . . . ,  X,  l'expression I I  devient maximum. 

On. pent interpr6ter cela de la mani6re suivante. Conccvons quc los 
points fixes A0, . . . ,  Ap soient des points mat6riels, la masse dc A~. 6tant ak, 
et que de m~me les points mobiles (sur oX) Xl, X~, . . . ,  X, soient des 
points mat6riels dont la masse soit 6gale k l'unit6. Alors, si deux points 
mat6riels se repoussent en raison directe de leurs masses, et en raison 
inyerse de lent.  distance, log l-[ est le potentiel, et le maximum de 1-[ 
correspond 'k une position d'6quilibre stable. 

Mais pour une position d'6quilibre, dont l'existenee r6sulte de cc qui 
pr6c6de (et qui est unique comme on le verra plus loin), on doit avoir: 

(3) '~~ + "-, + . . . +  -, + _ _ _ L _ + . . .  + 
~Ck - -  a o  a'k - -  a, 1 X k - -  a p  X k  - -  ~ I  X k ~ X k - - 1  

I I 
+ - -  I - . . . 4  ---o. 

X k  ~ ~ k - b l  X k  - -  X u  

( k = l ,  2, 3, ..., n )  
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J 'observe maintenant qu'on a d'apr6s (2): 

et en posant: 

(4) 
il vient: 

ao ~_ al _jr_ . . .  + % _ B(xk)  
x k - - a o  z k - - a l  x ~ - - a p  A(z,) 

v = ( * -  * , ) ( * -  * , ) . . .  ( * -  *,,) 

y '  I - -  I _j[_ + I "~- I _jr_ + l 
- -  , �9 , - -  , , , �9 

y X ~ X k ~ - -  a~ 1 ,C ~ . T k - - 1  ,~  - -  X l + I  ,1~ - - - -  ; ~ n  

d'o(l 

, + + , + , + . .  + , 
- -  , . o - -  - - .  

\ y I X = X , ~  X k  - -  ;t~l i~'k - - -  "]gk--1 JJ~." - -  X k - { - I  ;~'k - -  X n  

On voit done que les conditions d'6quilibre (3) reviennent '~ ce que l'ex- 
pression: 

y'__~' B 
2,a, + ~ 

on encore A y " +  2By '  s'dvanouit pour x = x,, k = I, 2, . . . ,  n.  
Le polyn6me A y " +  2By '  du degr6 n + p - - t  est done divisible 

par y et en ddsignant le quotient par ~ C on a: 

Ay" + 2By' + Cy = o. 

Le p01yn6me y du degr6 n d6fini par la relation (4) est done un de ceux 
dont l'existenee fait l 'objet de la proposition de M. HEIXE. 

I1 est clair que. s'il existait une seconde position d'dquilibre, n'importe 
que eet dquilibre ffit stable ou non, on en ddduirait aussit6t  un autre 
polyn6me y qui satisfait g une 5quation difl~rentielle telle que (I). 

3. Dans ee .qui prdeSde nous avons suppos6 que les points X,, 
X=, . . . ,  Xn dtaient renferm& dans l ' intervalle (Ao-A~).  Mais il est clair 
qu'en se dormant g priori une distribution queleonque de ees points 
dans les p intervalles, et en limitant la variabilit6 de Ces points par !a 
condition qu'ils doivent rester toujours dans les intervalles off ils se 
trouvent d'abord, on peut rdpdter mot h mot les raisonnements prdcddents 
et il existe done (n.1)) polyn6mes du degr6 n diff&ents qui satisfont g 
une dquation de la forme (I). 
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Les polyn6mes eorrespondants C sont aussi diff&ents; en effet on 
aurait autrement une  6quation .de la forme (I) dont les deux int6grales 
seraient des polynomes y~, Y2 ee qui est impossible parce qu'on e n d &  
duirait la relation absurde: 

v , v . ,  - -  v , y ,  = C'o, ,st .  e . I ,  = c'o~,st.  ( ,  ~ , o ) - ' " , ( , - -  < ) - ' " ,  . . . ( .  "" .  

Nous voyons maintenant aussi qu'en se donnant la distribution des raeines 
xt, . , . ,  ~,, dans les p intervalles il y a seulement une position d'dquilibre 
et cet 6quilibre eorrespondant au maximum du potentiel est stable. 

En effet d'apr6s les reeherehes de M. tIEIXF, le hombre des polyn6mes 
y ne peut surpasser (n.p). 

4. Consid6rons maintenant plus partieuIi6rement les fonetions de 
LaMf~, dont voiei la d6finition d'apr6s M. HEIXE. 

Soit 
r  = ( * - - ~ 0 ) ( , - - ~ , , ) . . .  ( : , - - , , , , )  

alors la fonetion de [,A~s de l'ordre p e t  du degr6 n est une fonetion 
enti6re du degrd n des quant.itds: 

A o == ~ / x - - a o ,  A 1  ~ ~ r  a l ,  . . . ~ ,4~, ~ ~ x - - a  t, 

qui satisfait i~ uric 6quation diffdrentielle de la forme: 

r  .a . ,  + ~ r  + e(.-)v o 

oh O(x) est un polyn6me en x du degr6 1 ; - -  I. 
Ces fonetions se distribuent en classes de la mani6re suivante. 
Soit r un diviseur queleonque de r alors on consid6re comme 

appartenant g la m&ne classe toutes les fonetions qui sont de la forme: 

v'r v(.) 

V(,) 6tant un polyn6me en x. Naturellement le degr6 de ~b,(x) doit 

6tee de mOme parit6 que n. 
L'6quation diff6rentielle ~ laquelle safisfait le polyn6me V(x) devient: 

d"V (~ r d,V r + r + r / ~ + ~(*) v =  o; 
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elle est de l a  forme (1). En supposant r~elkes et in4gales les quantit~s 
a0, a~, .... , ap, notre proposition devient applicable; on a en effet: 

B i r -I- i r 
= ~ ' r  ~ ' r  

I 
en sortc clue les nombres a0, a~ . . .~  ap n'ont d'autres valeurs que ~ ct 

3. Le degrd de V ~tant k, les (k.p) fonctions appartenant ~ la m~mc 
4 
classe sont done r~elles, et les racines des diverses dquations V ~-~ o se 
trouvent distributes de toutes les mani~res possibles dans les p intervalles 
des racines dc r~quation ~b(x)--~ o. 

On dolt ec dernier thSor~me ~ M. F. K~.EIN ( M a t h e m a t i s c h e  An-  
n a l e n ,  T. XVIII). La dSmonstration dc M. KLEL~" n'a rich de eommun 
avec les considerations qui pr(~cSdent, ct ne s'appliquc pas g notre pro- 
position plus gSn~rale. 

Lcyde, Novembre I884. 


