ZUR THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN

VON
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Die vorliegende Abhandlung verfolgt in ihren ersten Teilen den Zweck,
die Transformationstheorie der elliptischen Functionen im Zusammenhang
darzustellen und zu den Anwendungen auf Zahlentheorie, so weit sic mit
der Theorie der complexen Multiplication zusammenhingen, vorzubereiten,
von welchen im letzten Abschnitt ein Teil durchgefahrt ist. Ich hoffe
diesen ersten Untersuchungen weitergehende folgen lassen zu konnen. Als
der kirzeste und einfachste Weg, um zu den Grundlagen der doppelt
periodischen Functionen zu gelangen ist der von Jacosl herrithrende,
welcher von den 6-Functionen ausgeht, gewahlt, und zwar in der Weise,
dass nur von den Reihenentwickelungen, nicht von den Productdarstellungen
Gebrauch gemacht ist. Es ergeben sich zwar bekanntlich manche Sitze
leichter aus den Darstellubgen durch unendliche Producte; aber im In-
teresse einer einheitlichen Darstellung haben wir es vorgezogen nur von
den Reihenentwickelungen Gebrauch zu machen, welche allein einer Ver-
allgemeinerung fur mehrere Variable fihig sind. Uberdies hat es ein
eigentiimliches Interesse, auch die etwas tiefer liegenden Sitze bei den
#-Reihen direct aufzusuchen, worauf HEermiTE an verschiedenen Stellen
hingewiesen hat.

Was die Transformationstheorie betrifft, so ergiebt sich dieselbe als
eine notwendige Consequenz aus der Teilungsaufgabe, wenn man letztere
nach Garois'schen Principien auffasst; zugleich gelangt man so am na-
turlichsten und cinfachsten zu den verschiedenen in der Transformations-
theorie auftretenden algebraischen Gleichungen.
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Bei den zahlentheoretischen Anwendungen, welche den Gegenstand
des letzten Abschnitts bilden, haben wir es uns zum Grundsatz gemacht,
nur solche Teile aus der Theorie der quadratischen Formen vorauszusetzen,
welche zu den elementaren gerechnet werden konnen, und einige tiefer
liegende Satze, bis jetzt die Satze uber die Verhaltnisse der Classenzahlen
in den verschiedenen Ordnungen und tber die Anzahl der zu einer De-
terminante gehorigen Geschlechter, freilich nur fur negative Determinanten,
als zahlentheoretischen Ausdruck fiir gewisse algebraische Eigenschaften
der bei der complexen Multiplication auftretenden Gleichungen auf-
zufassen.

Marburg im September 1884.

I. Abschnitt.
§ 1. Die Theta-Functionen m' Ordnung.

Wir definiren als Theta-Function m** Ordnung der zwei Argumente
u, w eine Function 6(u, w) oder H(u), welche folgende Bedingungen
erfullt:

I.  6(u) hat, als Function der Variablen « aufgefasst, fur alle end-
lichen Werthe von « den Character einer ganzen rationalen Function.

II. Es ist
Ou + 1) = (— 1) 6(u)
Bu + w) = (— 1)'e ™"+ Q(u).

Der Zahlencomplex (g, k), der aus den Elementen o, 1 gebildet werden
kann, heisst die Charakteristit der 6-Function, und wird als Index an
das Zeichen 6 angehingt: [6,,(u)]. Es giebt also nur vier wesentlich
verschiedene Charakteristiken, (o, o), (o, 1), (1, 0), (1, 1), von denen die
drei ersten gerade, die letzte ungerade genannt wird. Wir betrachten hier,
um uns kiirzer ausdriicken zu konnén, % als verinderlich, @ als einen
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constanten Parameter, von dem ein positiver imagindrer Teil vorausgesetzt
wird.

Wir stellen nun die complexe Variable # in einer Ebene dar und
begrenzen in derselben, von einem beliebigen Punkt #, ausgehend, ein
Parallelogramm, dessen Ecken in den Punkten w,, u, + 1, %, + o,
u, + @ + 1 liegen, welches wir das Periodenparallelogramm nennen. Die
ganze u-Ebene lasst sich durch solche, an den Seiten angrenzende, con-
gruente Parallelogramme ausfallen, und einem Nulipunkte einer 6-Func-
tion entsprechen andere Nullpunkte an congruent liegenden Stellen in
allen diesen Parallelogrammen.

Man erhalt nun fur diese Nullpunkte zwei fundamentale Satze durch
Betrachtung der beiden tiber die Begrenzung eines Periodenparallelogramins
ausgedehnten Integrale

I I
.;ifdlog 8, 1(%), z—m.fud log 8, ()

von welchen das erste bekanntlich die Anzahl, das zweite die Summe
der u-Werte, fur welche 6, ,(») im Innern des Parallelogramms ver-
schwindet, darstellt. Die Anzahl dieser Nullwerte ergiebt sich darnach
= m und ihre Summe gleich

(1) I;m(w+1)+(M+;g)w+<N+%h>

wenn M, N ganze Zahlen sind. Nullpunkte hoherer Ordnung werden
dabei nach Massgabe ihrer Vielfachheit, mehrfach gezahlt.

1II. Eine 6-Function m* Ordnung hat also innerhalb eines Perioden-
parallelogramms m Nullpunkte, und von diesen ist einer durch die m — 1
wibrigen bestimmd.

Hat man mehrere 6-Functionen der gleichen Ordnung und Charak-
teristik, so ist jede lineare homogene Function derselben mit constanten
Coefficienten wieder eine solche Function, und darnach folgt unmittelbar
aus dem letzten Satz:

TV. Jede 8-Function von der Ordnung m und gegebener Charakteristik
ist eine lineare homogene Function mit constanten Coéfficienten von hichstens
m solchen Functionen, welche linear unabhdngig sind.
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Ferner ergiebt sich noch aus der Definition I, 1I der folgende Satz
in welchem unter der Summe mehrerer Charakteristiken (g, &), (¢, ¥), ...
die Charakteristik (g + ¢ + ..., b+ ' + ...) verstanden Ist.

V. Das Product mehrerer 6-Functionen von beliebiger Ordnung und
Charakteristik ist eine 6-Function, deren Ordnung und Charakteristik die
Summe der Ordnungen und Charakteristiken der einzelnen Factoren ist.

§ 2. Die Theta-Functionen der ersten Ordnung.

Fuar die erste Ordnung existirt nach dem Vorstehenden nur je eine
#-Function, déren Nullpunkte durch die Formel (1) vollstindig bestimint
sind. Hiernach kann man sofort zur Darstellung dieser Functionen durch
unendliche Producte tibergehen, oder man kann aus der Definition I, II
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten unendliche Reihen fiir
dieselben finden, und dadurch die wirkliche Existenz der gesuchten Func-
tionen nachweisen. Wir wahlen den letzteren Weg und- erhalten:

n

) . mio(nt LY 4 awiw(nt
() Bonlty ) = (— iy X (— pee I mlerd)
indem #ber einen von  allein abhangigen Factor, den die Definition
I, II unbestimmt lasst, so verfugt ist, dass diese Functionen alle, nebst
ihren nach # und @ genommenen Derivierten der partiellen Differential-

gleichung

%Y .3
(2) 5 = 4mi5

geniigen, und dass fur ¢ = o
1 1

() S,(u)=1, & (u)=1, 8,u)=2¢" cosmu, &, (u)= 2¢* sin 7

wird. Die Function & (u) ist eine ungerade Fumction, wihrend &8,,(u),
8,,(u), & ,(u) gerade Functionen sind.
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che diescr vier Functionen lasst sich durch jede andere ausdriicken
vermittelst der Relationen

2 o’
199, h(u + : +29m> = (— I)gh'iq’(hw")g“_‘i—- - &g+y',h+h’ (“)
(4)

Byp () = g,h(“)’ By upe(8) = (— 1)°8, ,(%).

Setzt man in diesen Formeln » = o, so erhilt man, wenn man die §Func-
tionen, in welche das Argument den Wert o hat, ohne Argument schreibt:

840 (0) = By, #%,(0) =4,
I I
1900(5) =4, 1910(5) =0
g (! o 1 -z
Yoo\ @ LTy Sl @ =e¢ ‘4,
+ 1+ e
1900<_2_'(£) =0, 810( 2 w) = —te !,
(s)
3y, (O) = gy 15‘“(0) =0
I 1
1901(5) = &, ’911<5) =,
8, G w> = 0o, 8, G w> =ie *4,
1+ w e I+ w T
801(7“) =e '8, 811(‘2_) =€ * 8.

Da die Quadrate der vier #-Functionen von der zweiten Ordnung
sind mit der Charakteristik (0, o), so kann man zwei von ihnen linear
durch die beiden andern ausdriicken und zwar wie folgt:

a () = 81,85 (u) — doo8i (%)

(6)
I 800 (u) = Foodor (u) — 81083, (u)

woraus noch, durch » = -, die Relation sich ergiebt:

N -

(7) 35 = do1 + Sho-
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Aus diesen Functionen kann man nun alle #-Functionen von beliebiger
Ordnung und Charakteristik zusaminensetzen, wie man auf Grund der
Satze des vorigen § unmittelbar durch die Abzahlung der Constanten
findet, mit Riicksicht darauf, dass eine lineare Relation zwischen geraden
und ungeraden Functionen nur dann bestehen kann, wenn der gerade
Teil fur sich und der ungerade Teil fur sich verschwindet, und dass zwei
der Functionen &, (%) nicht in constantem Verhiltniss stehen.

Bezeichnen wir mit 8,, 6, irgend zwei von den Functionen 8, ,(u)’
oder auch zwei lineare Combinationen derselben, und mit F*(6,, 6,) eine
ganze rationale und homogene Function »** Ordnung der beiden Argu-
mente 6,, 6,, so erhalten wir auf dem angegebenen Weg folgende Dar-
stellungen.

I. m=o0 (mod2), gerade Functionen

o(u) = £ (g, 8)

o (u) = 1900(u)z90,(u)F(%"H)(90, 8)

8o (u) = a.,o(u)am(u)p(%'””‘)(eo, 8,

™ () = am(u)ﬂol(u)Fe”"l)(&, 8,)
ungerade Functionen

8 (1) = Sno(1) B 0) 10 (0) 3 () " 8, 6)
6859 (u) = ﬂlo(u)iﬁlu(u)FG—"M)(00, 8,)
B (4) = du ()3, (1) F ") (6,, 6)

6 () = B0 (1) (W) FT" ) (8, 8).



Zur Theorie der elliptischen Functionen. 335

I. m=1 (mod 2), gerade Functionen

1
=(m—1)

K0 (%) = Soo(u) F? (6, 9,)‘

;—(m—-l)

850 (u) = 3 (u) F (6,, 8))

1—(m—l)

85 (u) = &,(u)F? (6,, 6,

;—(m~3)

BV (1) = 84o(u) By (0)8(u) F (B, H,).
ungerade Functionen
l(m—-—:‘])
92)?(“) == 7901(“)’910(“)’911(74)F2 (B, 6)
1—(m—S)

o (u) = 1"100(“)'910(“)‘911(“‘)1m (65, 6))

3 l(m——?})
05 (u) = oo ()80 (w) 8y, (u) F? (By, )

1
E(m--l)

P(u) = 8, (u)F (6o, 6)).

Hierdurch ist die in § 1 als Maximalzahl gefundene Anzahl der
#-Functionen als wirklich existirend nachgewiesen, oder, mit andern Worten,
es ist gezeigt, dass man stets eine §-Function m** Ordnung von gegebener
Charakteristik so bestimmen kann, dass sie in m — 1 beliebig gegebenen
Punkten eines Periodenparallelogramms verschwindet. Durch diese Null-
punkte ist dann aber auch, von einem constanten Factor abgesehen, die
#-Function ausnahmslos eindeutig bestimmt.

§ 3. Die Theta- Functionen zweiter Ordnung.

Zu den 6-Functionen der zweiten Ordnung gehdren auch die vier
Functionen 4, ,(24, 2w), und zwar ist ihre Charakteristik (o, h); man
kann sie daher, da man ihre Nullpunkte kennt, durch diec Functionen
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8, .(u) ausdriicken “und erhalt, wenn man einen von u unabhingigen
Cocfficienten durch die Bedingungen (2), (3) bestimmt, die Formeln: (Lax-
pEN'sche Transformation)

28,,(0, 20)#8,,(2u, 20) = &,,(u)* + 8, (u)?
28,,(0, 20)8,,(2u, 20) = & (u)* — & (u)’
3,,(0, 20)8,,(2u, 20) = &,(u)#,, (u)
8,,(0, 26)8,,(2u, 20) = 8,,(u)8,, (). ()

Bezeichnet man die Differentiation nach der Variablen « durch einen
Accent, so erhilt man fur # == o aus den vorstehenden Formeln:

2
10

I

289,,(0, 2@)#,(0, 2)
(2) 90(0, 20) = F4Hy

28, (0, 20)#},(0, 20) = #,8,

und hieraus:

(3> 19;1(0, 2(0) — 19;1
$00(0, 20)Pn(0, 2w)$ho(0, 20)  Josdrtho

woraus hervorgeht, dass die auf der rechten Seite stehende Function von
o ungeindert bleibt, wenn ® in 20 verwandelt wird, so dass man den
Wert derselben erhilt, wenn man w = oo, d. h. ¢ = o setzt.

Man findet so aus (3) § 2 die bekannte und wichtige Formel

(4) W, = 7y By By0-

(!) Am einfachsten leitet man zuerst mittelst (2), (3) die dritte und vierte der
Formeln (1) her. Die beiden ersten folgen dann leicht aus (6) § 2.
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Noch weitere Folgerungen lassen sich aus (1), (2) ziehen, wenn man

w durch ;—w und # darch o und ‘—i ersetzt. Man erhalt so

\/#00?901 = 7901<O, 2(!)) —— z (__ I)nq2n2

— I @ — =
Voo = /—51910<O; —> =y2¢ )3 q *
\r

-— I — =
Vot = ’91()(27 (2—0> - \ZQS zq:o(_— (1) ? o,

wodurch diese Quadratwurzeln als eindeutige Functionen von o dargestellt
sind. Man erhalt daraus noch die nach HerMiTE mit ¢ (@) und ¢(e)
zu bezeichnenden Quotienten

n n.n+1
5 L X(—g °
‘910 5 ® 9
¢(o) =\/;3—= V2 ‘0————~—
00 —Z (__ I)nq2n-
<6) n n.n+1
5 Z(—q °
1901 [ q
sy oyl ECD
Zq °

0,

Auf dieselbe Weise wie das Formelsystem (1) lasst sich auch das
folgende, der Gauss'schen Transformation entsprechende System herleiten:

o1 <07

Nig

)1900 <“1 g) = 1931(“) — 8?1(“)
Fg1 <O7 ;£> &y <“, g) = go(“) — 19?0(“.)
l()lo(o’ g ?91o<’“, 9) = 21910(“)1900(“)

8100, 5) B (1w, %) = 28, () (w).

(") HErMITE, Comptes rendus, tome LVII, 21 dée. 1863,
Acta mathematica. 6, Imprimé 2 Décembre 1884, 43
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§ 4. Die Functionen ¥, ,(nu, no) und die Function y(o).

Die Functionen 4, ,(nx, new) sind 6-Functionen 2** Ordnung, und
zwar, wenn n ungerade vorausgesetzt wird, von der Charakteristik (g, k).
Durch Beriicksichticung der Nullpunkte crhalt man fiir dieselben fol-
gende Ausdriicke:

v

8, (nu, now) = C4,(u) I,._Ilﬂn (“ + %) 811 <1¢ o %)
. )

2

-1

3, (nu, new) = (_ I)T C3,,(u) 11'117910(1& + %E) 1910(u _i_v)
b
n—1 .
= 2y 2y
'(901(7&“, nw) _ (—— I) 2 ,190](’“) I_I 7901 <u+ ;}—) 1901 <u -—;)

n—1
800(”“’ nw) = (_ I) ’ Cﬂoo<u> H11900 (u + %) 1900 <u _%>,

Te

und fur die Constante C ergiebt sich mittelst der Formel (4) § 3

v 2y
c==T] (%)
S NCCRE

n—1 ',oo o
r
Nun lasst sich aber durch die Formel (1), (7) des vorigen § leicht zeigen,

dass
II1 19()0 <ﬂl> 7910<2J> 190] <ﬂl>
1, n— n n n
2

n—1 n—1 n—1

2 o 2 2
1900 "m '901

wenigstens vom Zeichen abgeschen, ungeiindert bleibt, wenn @ durch 20
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ersetzt wird. Man kann also den Wert dieses Quotienten dadurch er-
mitteln, dass man ¢ = o setzt, und erhalt so dic Formel

v
n—1 n—1

n——l nw—1 -1
(2) II 1900<2v> <~:> :901<%J> = (__ I) S8 A Y

ll—*

Hieraus ergiebt sich, indem man in (1) das Vorzeichen wieder durch
q = o bestimmt:

n—1 n—1 n—1 n—1

— a3 o 2 - 2y 2y
(3) v du(nu, no)dy 8,0 8’ =2 7% &,(u) Hd“( )d”<n)+ u)c‘/“(r:—u>

aus welcher man die drei andern Formeln leicht ableitet.
Wir wenden die lctzte Formel auf den Fali » = 3 an, fur welchen

wir erhalten, wenn wir %, @ durch o, gw ersetzen und (4) § 3 anwenden:

— 2 3
(4) 3y = 277[19u<3’ ?)] s

wonach die dritte Wurzel aus 8, als eindeutige Function von @ dargestellt
werden kann. Man setze

! 2 9 w2
(5> 77((0) == ;§1911<— 3 (L)) = gl- z (;_ I)I.‘qd" +n
und crhalt:

(6) \/ B0 B g = \/ By = (o)

Die Function 3(w®), verschwindet, wie aus (6) hervorgeht, fir keinen
cndlichen Wert von @ mit positiv imaginarem Teil, und ist fir rein
Imaginare Werte von w reell und positiv.  Die Gleichung (3) ergicbt:

(7) w_efv(?e(o)zy((o)n_;j =1Hl811<2>.
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Man schliesst ferner aus den Formeln (2) des vorigen §, wenn man
beachtet dass

. 1900(07 o+ I) =&, 77((‘) + I) = 61_277(‘”)
1st:
2

191077((0) = 277(2‘0)

\ 2

®) Br(0) = 9(2)

o 14+ w\?
612190077((0): 77( 2 >

Fithrt man noch die drei Functionen ein:

© o) =mn), (%) =), ("5 =)

so lassen sich durch diese die Hermire'schen Functionen ¢, ¢, y folgender-
massen darstellen:

i
— B /5771(‘0)

plo) =y 7,(@)

_ ;—im(w)
Sb(w) - ¢ %(Cz))
37T z_.liﬁ’_ ) 1
2(0) = Vg(o)d(w) = € y2 Zf('f,,y( )

§ 5. Lineare Transformation.
Bedeuten «, 3, y, ¢ vier ganze Zahlen, die der Bedingung
(1) ad — fir =1
geniigen, so lassen sich die #-Functionen mit demn Modul

v+ do
(2) wlza_'_ﬂw

(") Vgl. DevEKIND: Ueber die elliptischen Modulfunctionen, Journ al f. Mathcma-
tik, Bd. 83.
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und dem Argument

) "=t
o 1 [/ + /9(0
durch solche mit dem Modul @ und dem Argumnient « ausdriicken. Man

findet in der That leicht, wenn A4 einen constanten Factor bedeutet:

8—7:!}?!“11 ,’91 L (ul , ‘”1) - Aﬂl 1 (u’ a))

b2a I
P ——03
— I . -3 4 g
e ((uy, w,) = e A8 s (4, ©)

— =y

b
YA, (e, ©)

— i1y g . =1
e~ g (uy, w) =V e

— %(a,ﬂ-ﬂ;)

— i U NS )
g ’9oo(u1’ wl) = """ 14+5+0, 1—//-—;‘(”7 w)’

und durch Anwendung der Formel (4) § 3 erhalt man eine Bestimmung
von A% Is soll hier nur

®) A* = (— 1 o o)’

angefihrt werden. Aus der ersten der Formeln (4) folgt dann dic Trans-
formation der »-Function:

(6) 7 L) = € i+ A (@),
worin A eine nach dem Modul 24 bestimmte Zahl ist, wenn wir fest-
setzen, dass f3 positiv sei, und die Quadratwurzel mit positiv recllem Teil
zu nehmen ist. Fir den besonderen Fall 8= o ergiebt sich direct:

i el

(7) P+ 1) = P y(0);  glo+ ) =" g(o),

und ausserdem hat man, wiec man aus der Annahme eines rein imaginiren
@ schliesst:

(8) 2= &) = i (w).

w
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Durch wiederholte Anwendung der beiden letzten Formeln lasst sich die
allgemeine Formel (6) ableiten. Ist A bestimmt, so ist auch 4 bckannt

nach der Formel
i

(9) A=— ieT V— t{a + fo),

und den besonderen Fallen (7), (8) entsprechend ergiebt sich:

i

L &, o 4 1)=¢e'8,,(u, o)

=i

S, o + 1)=r¢e*#,(u, o)
"}01(u’ o + I): ’900(“? ‘”)

8,0, o + 1)=&, (u, o).

1L, ¢ (Y S e — T, 0)
~H w — 1
¢’ 810((_1;’ —(_u—>= V:‘Eﬁm(u’ w)
_rig
e ° 1901<:l_u, r—:{)—l): V—iwﬂlo(u’ o)
_—m‘u“ I
e “ 1900(%’ :(;—>: \—‘7“’000(“7 w)

Vergleicht man (9) mit (5), so folgt:

A=fr+ af + yo + 1 (mod 2)

oder:
(10) pA=a + ¢ (mod 2).

Dic Zahl A, die von den vier der Bedingung (1) geniigenden ganzen
Zahlen abhangig ist, wird nun mittelst der speciellen Transformationen
(7), (8) durch ein recurrentes Verfahren bestimmt. Zunichst erkennt man
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leicht aus (7), dass die beiden Verbindungen aA—y, fA— ¢ nur von
den beiden relativen Primzahlen «, 8 abhingig sind, und demnach setzen
wir mit Ricksicht auf (10)

(11) pA— 0 —a = —2(a, P),

worin (a, ) eine von « und f abhangige nach dem Modul 12 bestimmte

N

Zahl ist. Da die gleichzeitige Anderung der Vorzeichen von a, 8, r, ¢
den Wert von A nicht andert, so folgt aus (11)

(12) (—a, — ) =—(a, B); (1, o) = 1.

Da die beiden Functionen

r+ o [ 7 — dw
77(0: +ﬂ(:)>’ 7(,Ja + /?5)

far rein imaginire w conjugirt imaginar sind, so schliesst man aus (6)

und (11), (12):

(13) @ A=—(—a, H=(a, —f) (mod 12).

Vertauscht man in (6) a, 8, r, ¢ mit —f, a, — 6, y und bezeichnet
den diesein Zahlencomplex entsprechenden Wert von A mit X' so ergiebt
die Anwendung von (8)

(14) F=1F 3 (mod 24),

wenn das obere Zeichen fir ein positives, das untere fur ein negatives «
genommen und S positiv vorausgesetst wird.

Macht man in der Gleichung (11) dieselbe Vertauschung, so ergiebt
sich nach (14), wenn mit |a| der absolute Wert von a bezeichnet wird:

(15) ah—7 4+ f— 3|a|=2(4, @) (nod 24),

und aus (11) und (15)

(16) A=0{2(8, @) — B + 3]a|} + rl2(a, f) — o (mod 22),

wodurch die Bestimmung von A vollstandig auf die des Symbols (a, )
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zuriickgefithrt ist.  Fuar die Berechnung dicses Symbols ergiebt sich
aber, wenn man in (6) @ durch @ 4 1 ersetzt und (7), (8) und (11)
anwendet:

(@, f)=(a, f) (mod 12), wenn o =a (modf)
(17)

(a, 1)=(0, 1)=0 (mod 12),
und wenn man A ans (11) und (15) eliminirt:

(18) 2a(2, f) + 28(3, &) =1 + o’ + 7 — 3| a|pB (mod 24),

wodurch dasselbe vollig bestimmt ist.
Nimmt man in (18) a und /3 ungerade und positiv an, und vergleicht
diese Formel mit der aus dem Reciprocititsgesetz der quadratischen Reste

folgenden

(10) 2a<%> +26(8) =@+ (8 + 1) (mod 8),

so leitet man daraus her

=0 (mod 4)

(20) «a

(%, f) +<§> —ﬁ-; :

+ s @+ (4) ==+

2

und hieraus schliesst man durch Anwendung des Algorithmus vom grossten
gemeinschaftlicher Teiler

(21) (a, =ttt <;> (mod 4)

eine Formel, die wegen (13) und (17) auch fur negative und gerade a
giiltig bleibt.

Hiernach ergiebt sich ohne Schwierigkeiten das Verhalten von (a, f)
zu dem Modul 4 auch fur ein gerades 8 aus der Formel (18) und des-
gleichen fur den Modul 3, wodurch das Symbol (a, ) nach dem Modul
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12, worauf es allein ankommt, fir alle Falle bestimmt ist. Wir stellen
hier das vollstandige Formelsystem tibersichtlich zusaminen,

0, )=0, (1, o)=1 (mod 12)
(—a f=—(a, f) (mod 12)
(&) — ) =(a, f).(mod 12)
(—a —f=—(a, §) (mod 12)
(2, H=a (mod 3), B=o (mod 3)

(22) (, =0 (mod3),  p= 1 (mod 3)

(«, f) A+ <%> (mod 4), pg=1 (mod2), >0

(@, fl=a (mod4), f=o (mod8)

(4, =—a (mod 4), =4 (mod8)
(4, /=0 (mod 4), f=2 (mod8), >0
(@, /=2 (mod 4), B=6 (mod8), >0

2=0{2(8, ) — B + 3lal} + rl2(a, f—a) (mod 24)

Das Symbol (a, ) ist von Depekinp in die Theorie eingefuhrt (RipyMany’s
gesammelte Werke, Erliuterungen zu No. XXVII und Journal far
Mathematik, Bd. 83, S. 265). Das vollstindige Formelsystem (22)
welches ich mit seiner Zustimmung hier aufnehme, verdanke ich einer
brieflichen Mitteilung. Das Symbol ist in der Transformationstheorie der
elliptischen Functionen kaum zu entbehren und umfasst alle verwandten
specielleren Untersuchungen. So ergeben sich sehr leicht aus den Formeln
(10) § 4 die HermiTe'schen Transformationsformeln firr die Functionen
¢(w), ¢ (@), y(w), von denen hier nur die folgenden den speciellen Trans-

Acta mathematica. 6, Imprimé 8 Décembre 1884. 44
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formationen (7), (8) entsprechenden angefithrt sein mdgen, aus welchen die
tibrigen durch wiederholte Anwendung folgen.

pot =) n(—L) =y 5o

(23 me+tn= ) m(—f-,,)—v—zmm()

(0 + 1) = egm(w), m(—i\ = y—iwn,(o).

¢lo—+ 1) = ’fEZ; ¢<—

(24) pot= = ¢(—5) =)

¢ (w)
to+ )= HD, (L) = (o)

Wenn man die Formeln (4) fur die lincare Transformation auf (2)
§ 4 anwendet, so ergiebt sich die allgemeinere Formel, in welcher a,
irgend zwei relative Primzahlen sind:

n—1 -1
(25) > 2 I]1900<2u(a + ﬂw)) 10<2v(a:ﬁw)> 19M<2y(a : ﬂ,,,))
n2—1 ﬂ(a+ﬁw)” —1 n—-l n—l ﬁ__l
=(— I) e’ " 1900 1910 ?901 .

Ebenso kann man durch Verbindung mit der linearen Transformation
aus (7) § 4 die allgemeine Transformationsformel fur

c + d(u>
7 a + bw
herleiten, wenn a, 0, ¢, d ganze Zahlen ohnc gemeinsamen Teiler sind,
die der Bedingung ad — bc = n genigen. Wihlt man namlich die ganzen

Zahlen z, y so dass
a = za + yc
(26)

p=axb 4 yd
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ohne gemeinsamen Teiler sind,(') und y, ¢ so dass
ad — fr =1
ist, so lasst sich die Transformation
(a, b
¢, d)
in folgender Weise zusammensetzen
‘a, b ad — by, —y\/1, o\/a, B
7 e a)=(Goza TGS
c, d cd — dy, ®/\O, n/\y, 0,
Wenn nun A, X' die oben festgesetztc Bedeutung haben fir die beiden
linearen Transformationen

a, /9> ‘ad — by, ——-y>
(r, o) (c&-——dr, x
so folgt unter der Voraussetzung eines positiven # und y

1(552) 1(w)

n—3
2

(28)
n—1 i , N n2— -
(=T eﬁ(numemp(aww)—a—l \/a, ¥ bw ‘[,11’911(”(“: ﬂw))
b

wo die Quadratwurzel mit positivem reellem Teil zu nehinen ist.

(') Dass ein solches Zahlensystem #, y immer existirt, ist leicht einzusehen ; denn
ist p irgend eine in'm aufgehende Primzahl, so kann man zunichst die beiden Zahlen
xp, Yp so wihlen, dass ax, + cyp, bz, + dy, nicht beide durch p teilbar sind, und wenn
man dann ®=2p, Y=Y (mod p); 2=2,, Y=gy (wod p’), ... setzt, fir alle in n auf-
gehenden Primzahlen p, p', ... so geniigen diese Werte der gestellten Forderung (Vel.
KonigsBERGER, Ellipt. Functionen, 11, S. 93).
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II. Abschnitt.
§ 6. Die elliptischen Functioren.

Die Quotienten zweier ©-Functionen gleicher Ordnung sind doppelt
periodische Functionen, und es ergiebt sich sehr leicht aus den Sitzen des
§ 1, dass sich alle eindeutigen dboppelt periodischen Functionen, welche im
Innern cines Periodenparallelogramms in eciner endlichen Anzahl von
Punkten unendlich in endlicher Ordnung werden, als solche Quotienten
darstellen lassen; und da die Differentialquotienten von doppelt peri-
odischen Functionen wieder ebensolche Functionen sind, so kann man auf
Grund der oben nachgewiesenen algebraischen Beziehungen zwischen den
@-Functionen algebraische Differentialgleichungen fur die doppelt perio-
dischen Functionen erhalten. Wir betrachten als die einfachsten von diesen
Functionen die folgenden:

Z&) '911('"')

T8, 3,

. 001 lylo(u)

) /5 B0
2 = '_?i! Iyoo(u)

o I,OO ﬂon(u).

Dic Ableitungen dieser Functionen nach u sind doppelt periodische Func-
tionen, deren Zahler und Nenner #-Functionen zweiter Ordnung sind, die
sich daher nach § 2 darstellen lassen. Man findet so durch Nullsetzen
der Argumente fur die Zahler dieser Ableitungen die Ausdrucke

1911('”)1901(“) — (“)l?u(“) = 7719311900(“)1910(“>
(2) Fo(0) S (w) — 8p, ()& (u) = — 7oy 1 () I ()

’%0(“)1901 (“) — 1%1(“)1900(“) = 71“9}0’911(“)'910(“)'
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Setzt man daher
_ ,_ Sa 2 ,e
k—-l930> k—;ﬁ;; E 4+ k=1
(3)

VE=g¢(0), V& =4¢(o) ke = x (@),
so dass
(4) 2 4yt =1, k=1
wird, und ferner

(5) e, = 2K, oK = iK', v = 2Ku,

so erhilt man far die Functionen z, y, z das System von Differential-
gleichungen

dx
o ¥
dy
(6) % = —2Z
d.
:—i% = —k’zy
mit den Nebenbedingungen, dass
(7) fir v=0 : z=0,y=1,2=1

sei; und dies System ist also durch die Ausdricke (1) vollstindig integrirt.
x, Yy, # heissen die elliptischen Grundfunctionen und k der Modul. Als
Functionen von v und % werden sie mit

x = sin am (v, )
(8) y=cosam (v, k)
2= A am (v, k)

bezeichnet. Da durch die Nebenbedingungen (7) die Losungen der Diffe-
rentialgleichungen (6) véllig und- .eindeutig bestimmt sind, so folgt, dass,
wenn zwei verschiedene Werte von @, @ und o,, zu demselben Werte
von k* fithren, die Functionen

3, ., ® und &, ,(u, o)
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wenn
o0, w)u = & (0, w,)u,

ist, fur dieselben Werte von u verschwinden, und dass in Folge dessen
o und o, in der Verbindung stehen

2y + dw N
(9) O =0T 2 ad — 4fr =1,

wenn a, 3, 7, ¢ ganze Zahlen sind, oder, mit andern Worten, dass die
Gleichung
¢(0) = ¢(o,)

die Gleichung (9) zur notwendigen TFolge hat.() Es folgt aber auch
umgekehrt aus der lincaren Transformation der @-Functionen (§ 5 (4))
dass k’ immer denselben Wert erhalt, sobald w durch , ersetzt wird.
Allgemeiner ergiebt sich aus den erwahnten Formeln, dass, wenn @ durch
irgend cinen Ausdruck

7 + dw .
(r0) ¥ fa’ ad— fr =1

ersetzt wird, £* immer in einen der 6 Werte

y 1 1 Kt E?
(1) S T
itbergeht, und dass auch umgekehrt, sobald ¢(w,)* cinem dieser 6 Werte
gleich wird, o, ein Ausdruck von der Form (10) sein muss. Kine sym-
metrische Function der 6 Grossen (11) hat also die Eigenschaft, unge-
andert zu bleiben, wenn fir o eine der Substitutionen (10), die wir in

itblicher Weise durch
(%)
7, 9

bezeichnen, darin ausgefithrt wird. Jede solche syminetrische Function

(") Vgl. DeperisDp, Journal f. Mathematik, Bd. 83, 8. 266.
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ist aber rational ausdrickbar durch die Coéfficienten der rationalen Func-
tion 6% Grades:

E—mE—k)(e—D)(t—p) (e +5) (e + 1)

= &' — 36 4 A& — B 4 A48 — 35+ 1

zwischen denen die Relation besteht (aus & = 1)

24— B =5
. (I__k2k’2)3
4 =6—"—gm

Hiernach konnen wir alle diese symmetrischen Functionen rational aus-
dritcken durch die eine

. _ (1 — &? /2y8
(12) J(w) = 28——W—

welche die absolute Invariante des Systems doppelt periodischer Functionen
genannt wird.
Nennen wir zwei Zahlen w, w, dguivalent wenn

_ 7+ do
“ a4+ fo’

ad — By =1

ist far- ganzzahlige «, g, r, 4, so hat die Function j(®) nach dem obigen
die fundamentale Eigenschaft, dass sie fiir dquivalente Werte von o und
nur fir solche denselben Wert erhdlt. (")

Ausser dieser absoluten Invariante fithren wir (nach WEIERSTRASS,
vgl. die von H. A. Scuwarz herausgegebenen Formeln und Lehrsitze zum
Gebrauch der elliptischen Functionen) noch zwei andere einwertige Fune-

(") Die von DEDERIND . ¢. eingefiihrte Valenz, val (@) ist nach dicser Bezeichnung

r .. . .
7 64] ; dieselbe Bedeutung hat das von KLEIN in seincy Untersuchungen benutzte Zeichen J

(Mathematische Annalen, Bd. XIV, 8. 112).
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tionen g¢,, g, ein, die wir die Invarianten schlechtweg nennen, und dic
als eindeutige Functionen von w folgendermassen definirt sind:

_&I—k’k"_li/?
9273 T 3Va’

_ AR ) \[—27.64
9 = 27 k*k® T 2.27

(13)

und daher der Bedingung geniigen

(14) g — 2792 = 16.

Die Grundformeln fir die lineare Transformation dieser Functionen er-
geben sich mittelst der Formeln (24) § 5:

2mi

(15) g0+ 1) =¢ ° g (o),
gyl + 1) = — g,(w)

(16)

§ 7. Der Modul und die Invariante als unabhingige Variable.

Whahrend in den bisherigen Betrachtungen der Modul %* und die
Invariante j(w) als Functionen von o betrachtet wurden, wollen wir
jetzt umgekehrt das Periodenverhaltniss @ als Function der ersteren unter-
suchen. Am vollstandigsten geschieht dies vermittelst der Darstellung
durch hypergeometrische Reihen. Da diese Darstellungen aber fur unsern
Zweck nicht unbedingt erforderlich sind, so wollen wir hier nicht auf
dieselben eingehen. Dagegen ist es notwendig, die Differentialgleichungen
zwischen @ und j aufzustellen, die man sehr leicht aus der partiellen
Differentialgleichung (§ 2 (2))

Y o8
(1) I = 4Ty,
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ableiten kann. Wenn man die letate Gleichung (2) § 6 nach u differen-
tiirt und dann « = o setat, so folgt nach (1):

(2) dk* = — dk'* = 7id kK do,
woraus durch einfache Rechnung folgt:

dj = 3% 2°gdg, = 3°. 2°g,dy,,
(3) dj

i 7i2% 3% V2 (o) do.

Stellen wir also die complexe Variable %* in einer Ebene dar, so
findet fur die Function @ eine Verzweigung nur statt in den drei Punkten

k* = o, B =1, k* = oo,

und die verschiedenen Werte, welche w fiir emnen und denselben Wert
von k* erhilt, sind alle in der Form enthalten

27 + 0w R
(4) %+ 2f0’ ad — 4ffy = 1.

Desgleichen folgt aus (3), dass @ als Function von j betrachtet nur in

den Punkten
7 = 00, J = o, J = 27.64

verzweigt ist, und dass alle Werte, deren o fur dasselbe 5 fahig ist, in
der Form

7 + 0w .
(5) PRy ad — fr =1

enthalten sind.
Nun folgt aus (6) § 6

(©) v =f da
VI — 21 — k*z?)

wodurch » als Function von 2, wenn auch nicht cindeutig, dargestellt

Acta mathematica. 6, Imprimé 18 Décembre 1884. 45
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ist. Fir v=Hh. w=- hat 2 den Wert 1 und fir v=h F il(’",

[SHRC]

(1 + @) den Wert 1:, und darnach ergiebt sich aus (6)

SR

1

K= [ L
J ot =21 — k)

0

(7) ,

r

dx

/ V(1T — &)1 __/,-Tzﬁ'

1

In (7) sind die Integrationswege und dic Vorzeichen der Wurzeln dadurch
vollig bestimmt, dass man in der w-Ebene, etwa den Seiten des Perioden-

. 1o, 1
parallelogramms parallel von o bis - und von 5 bis 5(1 + ) geht, und

[ SR

die zugehorigen Werte =z, y.= \1T—2%, # =\t —kz* immer aus den
Gleichungen (1) § 6 bestimnt.

Nimmt man o rein hnaginir an, so sind ¢ (), ¢ () reell und mithin
vky K positive cchte Britche; und wenn » aunf recllem Wege von o bis
I . . . . , .
> geht, so bleiben die vier Functionen #, (i), 8,(u), 3, (u), 8, () reell
und positiv; denn keine derselben geht auf diesem Wege durch Null, und

a8 . 5. T . . . .
Hior Hor Ky Hy (5) = 4, sind positiv. (Beziiglich #,, zeigt dies die Reihe

unmittelbar, und fir die andern Functionen folgt das Gleiche aus den
positiven Werten von (%, (#.) ks bleiben also nach § 6 (1), (6) auch
die Variablen x, y, z reell und positiv. und keine derselben hat auf dem
Wege cin Maximum oder Minimum.

Hierdurch ist der Integrationsweg fiir K (langs der recllen Axe mit
positivem  Werte der Quadeatwurzel) bestimmt. Beachtet man ferner

. . . . . . I
dass nach § 2 (4) fin ein rein imaginires » die Functionen 7900<u —i—;),
1 ’ I I .. . .
%5, (u- + > ), O (n —+ 5) reell, & (e« 4 5> rein imaginir bleiben, so erkennt

L1 . .
man, dasg, wilirend « von - bis 500+ ) geht, (parallel der imaginiren

1
2
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Axc) e,z reell, y rein imaginir bleiben; und auch auf diesem Wege findet
fir keine dieser Functionen ein Maximum oder Minimum statt. Man hat
also auch in dem Integral ¢K’ den Integratiousweg von 1 bis 1:% lings
der reellen Ase zu nehmen und zwar mit solchem Zeichen der Quadrat-
wurzel, dass K’ positiv wird, (T — = -—iy»" — 1 und \o° — 1, \ 1 — k%"
positiv.)

Wenn nun die Variable %% in ihrer Ebene den Punkt 1 (mit Aus-
schluss des Punktes o) in positivemn Sinne umkreist, so umkreisen in der
r-Ebene die Punkte + 1:4 resp. die Punkte + 1 in negativem Sinne;
und daraus crkennt man, indem man dic Integrationswege stetig andert,
dass bei diesem Vorgang

K, iK' in K4+ 2K, (K

itbergehien. Wenn der Punkt &% den Punkt o (mit Ausschluss des Punktes 1)
in positivem  Sinne umkreist, so geht in der e-Ebene der Punkt 1:k in
negativem Sinme nach — 1:4 und umgekehrt.  Hicraus ergiebt sich
ebenso, dass hierbei

I, ¢ in K 2K+ K

iibergehen. Wenn wir alto @ als Function von /£* auffussen. so wird
beitm Umkreisenn des Puuktes 1 und o

. o .
w In —— und In 2
1 4+ 2w +

itbergelien.  Da nun alle Substitutionen

sich aus den beiden

zusammensetzen lassen, so zeigt sich also, dass e, als Function von L*
aufgefasst, durch stetige Anderung fur cinen und denselben Wert von &*
in der That alle Werte von der Form (4) anzunehmen fahig ist.
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Lassen wir ferner &% auf reellem Wege nach 1 —A? gehen, so erhalt
J den Ausgangswert wieder, wahrend £ und iK' itbergchen in

1

L

1
/ da / ds
JNT—a— K’ VT — o)1 — )

1

d. h. in K, iK, wic man aus der Substitution 1 —k’x® = &%z} erkennt;
demnach geht @ in — 1: 0 tuber. Fithrt man endlich durch einen halben
positiven Umlauf um den Punkt 1 £® in 1:%k* uber, so geht 1:4 durch
einen halben negativen Umlauf nach dem Punkt %, j erhalt seinen ur-
spriinglichen Wert wieder, und es geht K, ¢K' iiber in

’

1
2 4 de :
,) 1';‘/ \/(I ——w’)(\%‘— l)

&

&

/l. de

. \/([ —m’)(l —
if ___L._‘_:,
) Vezaig=

mit positivemm Wert der Quadratwurzel. Die Substitution x = kz, zcigt
aber, dass diese beiden Werte gleich

k(K + iK), kK

sind, und dass also @ in w:(1 + o) Ubergegangen ist. Hieraus schliesst
man nun, dass es in der j-Ebene Kreiswege gicbt, durch welche

. w
und in ——
0] 14w

@ in

itbergefithrt wird, und da alle Substitutionen

o
7 6/

< 0, 1) (1, 1)
b
— 1,0 o, 1

?

aus den beiden
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zusammengesetzt werden konnen, so folgt wie oben, dass fir einen und
denselben Wert ; die Function w wirklich aller Werte (5) fahig ist.

Hieraus ergeben sich nun auf Grund des Satzes der Functionentheorie,
dass eine einwertige Function einer Veranderlichen, welche ttberall den
Charukter einer algebraischen Function hat, notwendig cine rationale
Function sein muss, die folgenden speciellen Theoreme:

Wenn eine Function von ), als Function von £* aufgefasst, aberall
cincn algebraischen Charakter besitzt und

1° durch die beiden Substitutionen

w

T T 2
1 + 2w @ +

ungeindert Dbleibt, so ist sie eine rationale Function von &%
2° durch die Substitutionen

1

- w + 1
ungeindert bleibt, so ist sie cine rationale Function von Jj;
3° durch die beiden Substitutionen

— 1
“a o 4 1

ihr Zeichen andert, so ist sic das Product von g, mit ciner rationalen
Function von j;
4° durch — 1: ungeandert bleibt, durch @ + 1 den Factor

i

27

[

e ¥ oder e?

anpimmt, so ist sie das Prodidct von g, oder g mit ciner rationalen
Function von j;
5° durch die Substitutionen — 1:0, w + 1 bezichlich die Factoren

2mi 25

oder — 1, —e?

anupitmnt, so ist sie das Product von g,¢, oder von gjg, mit ciner ratio-
nalen Function von j.
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III. Abschnitt.

§ 8. Das Additionstheorem.

“in Product mehrerer #-Functionen von der Forin

(1) G, + v)A,. (0 + VO, (0 + V)

ist eine @-I'unction von « unter der Voraussetzung

v+ Vv 4+ v 4+ ... =0 (mod 1, w),

und zwar ist Ordnung und Charakteristik derselben gleich der Summe
der Ordnungen und Charakteristiken der einzelnen Factoren.  Man kann
daher das Product (1) als ganze rationale Function der #, ,(u) ausdritcken,
so zwar, dass diese Ausdriicke noch von den Variablen v, v/, ¢, ... abhingen.
Diese Ausdritcke erhalt nan aus den Nullpunkten des Productes (1).
Dies ist die allgemeinste Form des Additionstheorems der 6-Functionen,
aus welchem das Additionstheorem fur die elliptischen Functionen folgt.
Die einfachsten und wichtigsten unter diesen Formeln sind die folgenden

Ho180, (10 4 0) 85, (20 — ©) = 55, (0) %5, () — #7085, ()
S0 800(1 F V)80 (16 — V) = F4o(8)F06(0) 4, (1) Fy1 (V) — 8, (20)8,,(0)%y0(00) 8,0 0)
Sttt - 080 (s — v) = §,4(1),6(0) 8y (1) 01 (0) — H,1(26)8,,(0) o {10) B0()
Hoo 101 (1 + V)1 (10 — v) = &5, (00)13 () Fop(0) 310(V) - S0, (0)8,1(0) S o (1) 16(21)s

aus welchen man durch Division die drei Grundformeln des Additions
theorems der elliptischen Functionen erhalt:

(2)

sinamucosamv Aamv + cosamu Aam usinamv

sinam (¢ + v) = St — -
( - ) 1 — k*siuamu® sin am v*

cosamu cosamy F sinamu Aamusinam v Aamv
I — k%*sinam «®sin am v*

(3) cosam (u+v) =

AamuAamv T A'sinamu cosam & sinam v cos am v
I — k®sinawm n* sin am v*

Aam (v 1 v) =
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§ 9. DMudtiplication der etliptischen Functionen.

Dic Function

8, »(nu)

ist, wenn n eine ganze Zahl ist, eine 6-Function der Variablen % von der
Ordnung »°, und ihre Charakteristik ist bei ungeradem n (g, k) bei ge-

radem n (o, o).

Iis lassen sich daher alle diese Functionen nach §

I, I rational durch die Functionen #,,(«) ausdriicken, und wir wollen

diesen Ausdriicken im Hinblick auf die elliptischen Functionen dic fol.
gende Gestalt geben:

I. n=o0 (mod 2)

= Moo (a0, (a0) (2 ) 9, ( u) Z a, 8, () 8, (u)t ?":”"

DI o (7111\
v

Dy
10

m[

I dyo(nt) = 9, Z l) 90 (1) By, () ﬂ‘"j

Vo

0,

E

~

[ l/
2 2 0“
Ay Do (mtt) = 1‘}00 2.. (’, Sy, () By, (20)"

oy
v
]

4 10

s o,
-
”00

79:,‘1219,,,(1111) = & Z (7,7‘/,,(u)”z?n,(\u)"i“g”l‘_,_’.

0, = n? e
5

Il n=1 (mod 2)

n?
'901

792:"1 9

19"1

7901

-«
'8, (nu)y = &, (u) %11«,19,,(u)?"ﬂm(u)"?“"“?“
0

d 2
¢
?yoo

'7 10

2
Iyq ;

v
. 2y
wlnw) = 9,,(u) le),#,,(11)?"790,(1()"2' 12, oo
0, w1
2

2 9, 9()
B () — Zc:‘},,(u S (a0 P

’910
v

S (1) = 8y, () Zl(l,o‘)n(u)?“ﬂ‘,,(u)”’_'—?’#""

2y
0, ,_T 10
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oder indem man die elliptischen Functionen «, y, z (§ 6) einfahrt:

IIl. n=o0 (mod 2)

'9001915 ! 1911(nu) Z A . 1'2
2 = rrr2.a, r? = ryzA(x*, k7). a. = n
o Fp(u)" y2A( ) 0

'901 1o (nu) . « 9y 2 7.2
1’10 19o|(u)n2 - va'/r’ - B(T .k )' ])0 =1
I Jeo(nm) s, RIRT:
oo 1901(u)ﬂ2 - ZC.,'T . (/(I a )‘ o=
2 1901(7“1) e 5
n?—1 v .
P 1901(16)7:'2: Z(],;Tz = ])(m?’ 1'2)’ flo = L.

IV. n=1 (mod 2)

0900!93:_1 ﬂl](’"'u)
’910 80](?1) = T'ZJI I'

n? v

I Folnu) . 2 2

Ho W =y ba” = ."/B(-T , k ), ])0 = 1

o1 Joo(mar) Zp o 7(7(;)”2 L.‘l) o
= 20(r?, , =

Ho0 Hor ()™

2y Bo1(nu) <
9" l———z L 2 LI = 1.
B ()" 2dx D(r?, k%), d, =1
Da von den vier Functionen 4, (nu), & ,(nu), 1900(nu), 8,,(nu) nicht zwei
far denselben Wert von « \erqchwmden, so sind die vier Functionen
A, B, C, D ohne gemeinschaftlichen Teiler. Fur die elliptischen Func-
tionen ergeben sich daraus die folgenden Multiplicationsformeln.

n=o0 (mod 2) n=1 (mod 2)
sinam (nv) = “-'gz‘x(“)’ )’ sinam (nv) = a:bfi((;’))
(1) cos am (nv) = ﬁéx:; , (2) cosam (nv) = 1’;(&’:))
Aam (n’U) (x,) Aam (n;)) — fg_((_:’;)) .

l)(:r’)
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Das Additionstheorem liefert zur Berechnung der Functionen 4, B,
C, D Recursionsformeln, die sich mit Rucksicht auf die in I bis IV an-
gegebenen Werte A (o), B(o), C(0), D(o) leicht ergeben

A?n = 2Aan OnDn

B,, = B:D} — x*y*2*A.C?, n=o0 (mod 2)

= y’B: D} — 2’ A.C], n=1 (mod 2)

(3) C,, = C: D2 — k'2*y*2 AL B?, n=o0 (mod 2)
= 2’C1 D} — I'x*y* A2 B, n=1 (mod 2)

D,, = Dt — Kxy'2* AL, n=o0 (mod 2)

= D, — k*z*4}, n=1 (mod 2)

A2n+1 == y‘zz?AnDanJrlOn—{»l + An+11)n+1(Jn Bn? n=0 (mOd 2)
= An])an+10n+1 + y2z2A11+ll)rz+l(/,n I))u’ n=1 (mOd 2)
(4‘) B211+1 = ‘Dlz]);1+lBrlBlz+l - xQZaAnA1I+1(J'1|(/er+1‘

— Y £y .2,.2,,2
aln+l - (’n(/nJ.-anDer - 1" X 3/ AnAn+l Bn Bn+1’

- 2 2 .2,,4,.2,,2 42 42
D2n+1 — ‘DnDn+l — k' Yz An‘4

a+1 -

Aus diesen Formeln schliesst man, dass die Coéfficienten a,, 0, ¢,, d,
ganze rationale Functionen von k£ sind mit ganzzahligen Coéfficienten,
und zwar hochstens vom Grade y; denn in den ersten Fallen n = 1,
n = 2 haben diese Eigenschaften statt, und aus (3) und (4) folgen die-
selben unter der Voraussetzung dass sie fir » und % 4 1 richtig sind,
fur 2% und 2n 4 1.

Zwischen den Functionen 4, B, C, D bestehen die Relationen

D? = B + 2% A® = O 4 k2%’ A°, n=o0 (mod 2)
()
D = 2’4+ y’B* = k’z’A’ + 2°CY, n=1 (mod 2),

Acta mathematica. 6. Imprimé 20 Décembre 1884, 46
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ferner wenn % ungerade ist:

(6) A(z”) = (— ‘),%l<ﬁ>ng—13<g_’2>

nl o\ -1 22
= =07 (Var) ely)
21 - I
= (—1) " (Vka)" _1D<m"=>7
wie man nach § 2 (4) findet, wenn man in II u ersetzt durch u —l—;,

(] I @
+_ 1+_+_‘
Utz Wr;T3

§ 10. Teilung der elliptischen Functionen durch 2
und die Potenzen von 2.

Die Teilungsaufgabe, d. h. die Berechnung von
u

. w U
sin am —, cosam —, Aam—
n n n

aus den als bekannt vorausgesetzten Werten von sinamu, cosamu, A amu,
besteht in der Auflosung der Gleichungen (1), (2) § 9 in Bezichung auf
x, y, 2. Diese Aufaabe erfordert cinc andere Behandlung fiir ein gerades
und fiir ein ungerades n. Wir behandeln zunichst die Teilung durch
2 (") wofur, wenn

. v v v
& = sinam_, y = cosam_, zzAam—Z

gesetzt wird, sich die Gleichungen ergeben:

e 22yz
sinamv = ——5—
2,3
Ly —a's
(1) cosamo = ~—5—
] 2,,2,,%
2? — ke
Aamv = y

1 — k'z* ]

(*) ABEL, Oeuvres éd. Syrow I, 8. 292.
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von denen die beiden letzten Gleichungen zweiten Grades fur z? sind,
die aber nur eime gemeinschaftliche Wurzel haben; denn die Wurzeln der

ersteren sind
2

. v . v 2
sinam sinam (- + K
die der letzteren

2

. v . v .
sinam — 8ln am (5 + K + zK’)

2

Man findet nun leicht:

I +cosamv=:2—yz—, 1 +Aamv==—2—z,—-
1 — Ek*z* 1 — k*at
(2)
1-——cosamv=—2—%——zz’——, 1——Aamv=M
T — k2t 1 — k2
und daraus
— A
/1 —cosamuv __1\/1 — Aamv
o [+ Aamy “ kY 1+ cosamv
. Aamv 4 cosamw N Aamv + cosamv
y= 1+ Aamv 7= I + cosamv

Jedem dieser drei Wurzelzeichen kann das doppelte Vorzeichen beigelegt
werden; aber es besteht zwischen denselben nach der ersten Gleichung (1)
noch eine Relation, durch welche eines der drei Zeichen durch die beiden
andern bestimmt ist. Die so erhaltenen vier Wertsysteme haben die Be-
deutung:

sinam -, cosam -, Aam?>

2 2 2
sin am (g + 2K), cos am (g -+ 2K), Aam(Z + 2K)
sin am (2 + 2iK’), €08 am (2 + 2iK’>, Aam(%’ + 2iK’>

sinam (— 4+ 2K + 2iK’>, cos am (— + 2K+ 2iI(’>, Aam g+2K+2iK')a

2

<
<

N
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Es ergiebt sich hieraus, dass man die Teilungsaufgabe fur beliebige Po-
tenzen von 2 durch eine Kette von Quadratwurzeln auflssen kann, und
wenn man daher die Teilung durch ungerade Zahlen als gelost voraus-
setzt, so erfordert die Teilung durch beliebige gerade Zahlen nur noch
das Ausziehen von Quadratwurzeln. Wir beschaftigen uns daher im
Folgenden nur noch mit der Teilung durch ungerade Zahlen.

§ 11. Teilung durch eine ungerade Zahl.

Setzt man

. v v. v
Z = slnam-, ¥ = COSAam-, 2= Aam-,
(13 * n n

so ergeben sich zur Bestimmung dieser Grossen aus § o (2) die Glei-
chungen:
D(z*)sinamv — zd(x’) = o

(2) D(z?) cosamv — yB(z®) = o

D(2*) Aamv — 2C(x*) = o,

deren jede in Bezug auf die Unbekannte x, resp. y, 2 vom Grade n* ist.
Durch die letzten dieser Gleichungen kann aber, falls man nicht nur
sinamv sondern auch cosamv und A amo zu den gegebenen Grissen rechnet,
Y, 2 rational durch die Unbekamnte x ausgedriickt werden, (') so dass man
fir die drei Unbekannten z, y, ¢ nur n® verschiedene Wertsysteme erhalt,
welche die folgende Bedeutung haben:

— & vy 4K +£LK'>
z, , = sinam (ﬁ + py
) v 4uK + 4piK
(3) Y,y = cOSEAM (1‘% L —
K 1K’
Z;L,,u’ e Aaln <$L + 4L_-.t1;_4_'liz__),

("} Auf der Benutzung dieses Umstandes beruht der Fortschritt, den JACOBI gegeu
iiber der ersten ABEL'schen Liosung des Teilungsproblems gemacht hat. ABEL, Oeuvres
éd. Syrow I, 8. 204. JacoBl, gesammelte Werke, 8. 243, 403.
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worin g, ' je ein vollstindiges Restsystem (mnod z) durchlaufen. Rechnet
man nun die Grossen

K 4 qK'
4*—# -:'ﬂiz—"y co

(4) sinam s amﬂ‘l‘%i&ﬁ", Aam ‘1#__%‘8_’_,

deren Bestimmung Gegenstand des nichsten Paragraphen sein wird, zu
den bekannten Grossen, so kann man in Folge des Additionstheorems
jede der Wurzeln #z, , durch jede andere rational ausdricken. Wenn aber

Ty = F, 0 (@0,0)
ist, so ergiebt sich aus der Bedeutung der Wurzeln (3)

(RTINS F;z,;z’ (xv, v') = F/u+v,p’+V' (x0,0)?
und also

Fp,#'Fv,v'(x) = FV,V'F#:#'(J;)'

Die Gleichung vom Grade #? deren Wurzeln die x, , sind, ist also (nach
Adjunction von sinamwv, cosamv, Aamv und der Grossen (4)) eine
ABrr'sche Gleichung und daher algebraisch auflosbar. (ABEL, Oeuvres
éd. Syrow. I, S. 132.)

§ 12. Die Teilung der Perioden.
Die noch zu losende Aufgabe besteht nun in der algebraischen Be-
stimmung der Grossen

o 4K + 44iK’
(1) Ty, = SINAM =——— ——

oder in der Teilung der Perioden. Diese Grossen sind die Wurzeln der

Gleichung

(2) 24 (z*) = o

und die beiden anderen

4uK + 4 1K"
n bl

K 7 'KI
Yo, = COSAM = Aan#=t 40t
n
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konnen durch diese rational ausgedriickt werden durch die Gleichungen

__D(=") _ D(=")
(3) y—m’ Z"—G(zz)

Aus den Wurzeln der Gleichung A4 (x*) = o lassen sich ferner die Wurzeln

der Gleichungen B(z?) = o, C(z?) = o, D(z’) = o nach den Formeln
(6) § 9 rational bestimmen, deren Bedeutung ist:

sinam(‘w + DK + 4uiK , sinam(‘w + 1K + (4 + 13K

n n

4pK + (4 + 1)K
3
"

sinam

und hiernach sind durch Auflosung der Gleichung A(x*) = o, welcher
alle Functionen von der Form

2

. 2uK 4 207K\ ?
L% == <SInam2_/_l_,._.*-__’ll_’L__>

n

geniigen, die sammtlichen Grossen

. K 1K'\ ?
(sinam 249K

bestimmt, wenn g, g irgend ganze Zahlen sind.

§ 13. Die Galois’sche Gruppe und die jirreductibeln Factoren
7!
der Teilungsgleichung.

Die Grossen z, , sind algebraische Functionen von k*, welche mit
Ausnahme der Werte o, 1 fur alle endlichen Werte von A? endlich und
stetig sind. Durch einen positiven Umlauf von %* um einen dieser sin-

guliren Punkte geht nach § 7

z,, Tuber in resp. M Ty,

12y 2 2 2n+-p

Also geht beim Durchlaufen irgend eines Kreisweges

. 3 —
Loy M Tappag, ayutin's ad — Affy =1
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tiber, oder auch, da die Zahlen u, ' nur nach dem Modul » bestimmt
sind
Ly, n Lot ', rpton’ s ad — ﬂTE L (mOd n)’

und es lasst sich der Weg so bestimmen, dass die vier Zahlen a, 3, y, ¢
irgend welche der Bedingung

(1) a0 — Br=1 (mod n)

gentigende Werte haben.
Wenn daher eine rationale Function von k* und den Wurzeln .o, .
die Eigenschaft hat, durch alle Substitutionen

(2) (a0 e a)?
ap 4+ By e+ ou

die wieder mit

o

7, 8/

bezeichnet sein sollen, ungeiandert zu bleiben, so ist sie (nach § 7) rational
durch %* ausdriickbar, und umngekehrt hat jede rational durch £* aus-
druckbare Function diese Eigenschaft. Der Inbegriff der Substitutionen (2)
bildet also die Gavoissche Gruppe der Teilungsgleichung A(2x®) = o.

Es ist dies aber nur die sogenannte Monodromie-Grruppe, d. h. es ist
nur dann die Gruppe der Gleichung, wenn als Rationalititsbereich der
Inbegriff aller rationalen Functionen von k? betrachtet wird. Es bleiben
aber noch die beiden Fragen zu beantworten:

1. Welche Zahlenirrationalitaten missen adjungirt werden, damit
die. Monodromiegruppe die wirkliche Gruppe der Gleichung sei..

2. Welches ist die Gruppe der Gleichung, wenn itberhaupt irratio-
nale Zahlen nicht adjungirt werden.

Zur Beantwortung dieser beiden Fragen bemerken wir zunichst Fol-
gendes:

1°. Nach dem Additions- und Multiplicationstheorem kann man alle
z, , ausdriicken durch die beiden

. 4K . 41K
wl’o;‘Slnam;—, Lo, 1 =SlnﬂmT
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und zwar rational durch %* und rationale Zahlen. Wenn man in diesen
Ausdriicken x, , durch =, o, d. h. K durch AK ersetzt, so geht z, , Uber
in 2, .

2°. Aus den Entwickelungen

1
- 1+ +q+ ..
vk =4 1+ 29+ 2¢" + ...

N -

1\? 2mi
v v+ = T(?v-{-l)
4K_I_Z(—I)q( 2)6

7 - Z\/k Y 4miv

z(_ I)qufe n

2 9imi
1) 2)'"(2,,4_1)

v+§

42K 1 i(— 1)”_q( e”
n

4Awiv

z(‘-_ 1)"q'ﬂe n

1\, 4(v+3)
. i L (+3) =
sinamﬁg:—l—.z;(—l)q 1
n ’L\/k 4 v v7+—1::
2(—1Yyg

folgt zunachst, dass ¢ in eine Reihe nach steigenden Potenzen von

ki
16

entwickelbar ist, deren Coé&fficienten ganze Zahlen sind, und deren erstes
Glied £?:16 den Coefficienten 1 hat. Daraus folgt dann weiter, dass

% 81ln am 4K
n
sich in eine Reihe nach steigenden Potenzen von
Ve
16
mit rationalen Zahlencoéfficienten entwickeln lasst. Endlich lasst sich

.. 4K
¢slnam —
n
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in ‘eine Reihe nach steigenden Potenzen von k*:16 entwickeln, deren
Coefficienten ausser rationalen Zahlen noch die »* Einheitswurzel

2mi

o
enthalten.

3. Wenn nun eine rationale Function der Wurzeln z, ., deren
Cosfficienten rationale Functionen von %? und rationalen Zahlen sind,
einer rationalen Function r von E* gleich ist, so geniigt r (als Function
der Wurzeln x, ) jedenfalls einer algebraischen Gleichung, welche rational
von k* und rationalen Zahlen abhangt, und kann daher durch Multiplication
mit einer ganzen rationalen Function von k* mit rationalen Zahlcoéfficienten
in eime ganze Function von k* verwandelt werden. Wir konnen also auch
annehmen, dass 1 bereits eine ganze rationale Function von k* sei. Mit
Anwendung von 1. ergiebt sich also daraus eine Gleichung von der Form
(3) (ﬁ</nt’, sin am4n—l(, sinam %I—(—\) =,
worin @ eine rationale Kunction seiner Argumente mit rationalen Zahl
coéfficienten, » eine ganze rationale Function von k* mit vorlaufig noch
unbestimmten Zahlcoéfficienten bedeutet. Da nun die Substitution

—1. o0

o %)
zur Monodromiegruppe gehort, so bleibt die Gleichung (3) richtig, wenn
in derselben die Vorzeichen von

sinam %, sinam X

n »
zugleich geindert werden; und daher zerfallt die Gleichung (3) in zwei
andere

(4) ¢, =, ?, = o,
so dass die Summen der Exponenten von
sinam 4=, sinam 22
n n

in der ersten gerade, in der zweiten ungerade Zahlen sind.

Acta mathematica. 6. Imprimé 8 Janvier 1885, 47
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Nun lasst sich aber in- Folge von (2) dic Function @, in eine Po-
tenzreihe entwickeln nach steigenden Potenzen von \k*': 16, deren Cosf-
ficienten ausser rationalen Zahlen nur »'* Einheitswurzeln enthalten, und
daher kann auch die Function r keine anderen irrationalen Zahlen ent-
halten. Derselbe Schluss ist auch dann noch anwendbar, wenn die Function
® in ihren Cocfficienten n'® Einheitswurzeln enthalt. Damit ist die erste
der oben gestellten Fragen dahin zu beantworten:

Die Monodromiegruppe ist die wahre Gruppe der Gleichung, wenn n*“
Einheitswurzeln adjungirt werden.

4. Um die zweite Frage zu beantworten, miissen wir in (4) » mit
rationalen Coéfficienten behaftet annehmen. Unter dieser Voraussetzung
bleiben aber die  beiden Gleichungen (4) bestehen, wenn die Einheitswurzel

2z

e", die in den Entwickelungen vorkommt, durch eine beliebige andere
e™ ersetzt wird, wenn wir A zu = relativ prim voraussetzen. (Wegen
der Irreductibilitait der Gleichung, welcher die primitiven #** Einheits-
wurzeln geniigen.) Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass in allen

rationalen Gleichungen zwischen den Wurzeln r, . die Substitution
</‘l’ O>
o, 1

ausgefihrt werdén kann. Da man aber aus dieser Substitution und der
Substitution (2) alle Substitutionen von der Form

1 4 a, b
) o o) = ()
ap + b’y ep + dy c, d

bl

in welchen ad — ¢ zn n relativ prim ist, (wiirde ad — &c einen Teiler
mit # gemein haben, so wirden die Ausdrucke ap + by, cp 4 dp' nicht
im Stande sein, alle Zahlenpaare p, ;¢ (mod ») darzustellen und (35) warde
nicht die Bedeutung einer Substitution haben) zusammensetzen kann, so
folgt, dass die Galois'sche Gruppe der Teilungsgleichung alle Substitutionen
von der Form (5) enthdlt.

5. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Garois'sche Gruppe der
Teilungsgleichung keine anderen als die durch (5) dargestellten Substitu-
tionen enthalt. Nach' dem Additions- und Multiplicationstheorem ist, wenn:
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[ und ¢ rationale Functionen bedeuten (welche £* und rationale Zahlen
enthalten)

(6> x/t+'/, w4y f(xﬂ»#" Z, “')

(7) ;l;ln[t, mp T ¢ (Iﬂv”').

Auf diese Gleichungen kann man jede Substitution der Gruppe anwenden.
Wenn nun durch irgend eine dieser Substitutionen (1, o) in (a, ¢); (o, 1)
in (b, d) ubergeht, dann geht wegen (7) (s, 0) in.(pa, pc), (0, ) in
(1'b, p'd) uber, und wegen (6) (n, p) in (ap + by', cp + dp'); also sind
alle Substitutionen der Gruppe in der Form (5) enthalten, und der In-
begriff aller Substitutionen (5) ist die Galois'sche Gruvve der Teilungs-
gleichung. (')

6. Durch die Substitutionen (5) bleibt der grosste gemeinschaftliche
Teiler der beiden Indices g, p/ und # stets crhalten und daraus folgt,
was auch leicht direct einzusehen ist, dass die Teilungsgleichung in ratio-
nale Factoren zerfallt, in der Weise, dass alle diejenigen Wurzeln x, .,
in welchen g, ¢ einen und denselben grossten gemeinschaftlichen Teiler
mit 7 haben, einer besonderen rationalen Gleichung gentigen. Diejenige
unter diesen Gleichungen, fiir welche g, p/, n ohne gemeinsamen Teiler
sind, wollen wir die eigentliche Teilungsgleichung fur den Divisor » nennen.
Die anderen z,, sind zugleich Wurzeln von niedrigeren Teilungsglei-
chungen. Um den Grad der eigentlichen Teilungsgleichung zu bestimmen,
hat man nur die Anzahl derjenigen Paare nach n incongruenter Zahlen
sty £ zu bestitnmen, fir welche n, g, # ohne gemecinsamen Teiler sind.
Bezeichnen wir diesen Grad fiir den Augenblick mit y(n), so ergiebt
sich zunichst, wenn m, n relativ prim sind:

y(mn) = y(m)y(n),

(") Die Monodromiegruppe der Teilungsgleichung ist von (. JORPAN untersucht,
welcher auch den in No. § behandelten Teil der Frage, nach der algebraischen Gruppe
zuerst erledigt hat. (Traité des substitutions, S. 342.) Die vollstindige Gavrols sche Gruppe
der Teilungsgleichung ist zuerst von SyLow auf cinem von dem unsrigen verschiedenen
Weg bestimmt worden, (Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania,
1871.) Derselben Frage ist endlich eine Arbeit von KRONECKER in den Monatsberichten
der Berliner Akademie vom 19 Juni 1875 gewidmet.
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und wenn m eine Potenz einer Primzahl p ist:

woraus allgemein folgt:

®) r(m) = w1 (1 —3) = ¢ (0 (),

wenn

©) ¢(n) =nJ[(1 —)

die Anzahl der Zahlclassen (nod n) bedeutet welche zu n teilerfremde
Zahlen enthalten, und

(10) gb(n):nH(x -}—;—’)

ist, worin p jedesmal die saimmtlichen in # enthaltenen Primzahlen durch-
lauft.

7. Die Garois'sche Gruppe der eigentlichen Teilungsgleichung ist
genau dieselbe wie die oben bestimmte der uneigentlichen; denn sie be-
steht aus denjenigen Substitutionen der letsteren, welche (1, ¢) verandern,
wenn g, p, n ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Dies thut aber jede
dieser Substitutionen (mit Ausnahme der identischen); denn die Substitution

a, b
(c, d )
verandert (1, o), (o, 1) in (a, ¢, (b, d).
Die Anzahl der Substitutionen dieser Gruppe ist

ng (n)’g ().

8. Die eigentliche Teilungsgleichung ist irreductibel in dem Gebiet der
rationalen Functionen vor k*. Denn man kann selbst in der Monodromie-
gruppe eine Substitution finden, welche eine beliebige Wurzel (g, u') der
eigentlichen Teilungsgleichung in eine beliebige andere (v, »') uberfiihrt.
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Denn wenn p, ' und ebenso v, v ohne gemeinsamen Teiler mit » ge-
geben sind, so kann man immer die Zahlen «, 3, y, ¢ den Congruenzen

ap + P =v

e+ op =y (mmod n)

a0 — fr =1

entsprechend bestimmen. (Es gentigt, (p, z¢) = (1, 0) anzunchmen, wobei
die Moglichkeit dieser Congruenzen sofort in dic Augen springt.)

§ 14. Zuriickfithrung der Teilungsgleichung auf Transformations
gleichungen.,

Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung lassen sich in fol-
gender Weise in Reihern anordnen. Man wihle nach Belicben eine der
Wurzeln

. A K i K .
= §inam (4’;14—‘1~~> == sinam & .

€X
\ 112 1

Ty, My

Unter den Wurzeln kommen auch die sammtlichen ¢ (n) Grossen
(R,)) sinam (s&))

vor, welche, wenn s cin vollstandiges System incongruenter zu n teiler-
fremder Zahlen durchlauft, alle von einander verschieden sind. Das
System (R;) wollen wir die erste Reihe der Wurzeln nennen. Ist nun
sinam &, in (R,) nicht enthalten, so bilden die ¢(n) Grossen

(R,) sinam (s&,),

welche sowohl von einander als von den Grossen der Reihe (B,)) ver-
schieden sind, eine zweite Reihe; und auf diese Weise kann man fort-
fahren, bis die simmtlichen ¢(n)¢(n) Wurzeln in ¢(n) Reihen von je
¢(n) Gliedern verteilt sind.

Diese Einteilung in Reihen ist von der Willkirlichkeit in der An-
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nahme iber &£, £,, ... unabhingig; denn es ist dic notwendige und
hinreichende Bedingung -dafiir, dass zwei Wurzeln

sinam & T 4 K + 4prild ) gin am P2 ¥ 408 + 4
n n
derselben Reihe angehoren
(1) ' — ' = o-(mod n);

denn erstens wenn v = sp, v' = s (mod n), so ist diec Bedingung (1) erfullt;
und zweitens da p, g keinen Teiler mit » gemein haben, so lassen sich
ganze Zahlen «, 5 so bestimmen, dass

ap — B =1 (mod n)
und daraus folgt mittels (1)
v=(va —v3in, v = (va — V3 (modn).

Die Congruenz (1) bleibt aber erhalten, wenn auf die beiden Wurzeln
(g, ) und (v, v) gleichzeitig eine lineare Substitution angewandt wird,
so dass dic Reiken mnicht verdndert sondern nur wunter einander vertauscht
werden durch die Substitutionen der Gruppe der Teilunysgleichuny.

Nach dem Multiplicationstheorem lisst sich jede Wurzel der Teilungs-
gleichung rational (in Bezug auf %* und rationale Zahlen) durch jede
andere derselben Reihe ausdriicken, Es sei namlich

(2) sinam (sv) = f,(sinam ¢);
dann ergiebt sich, wenn sinam (s#) dic Wurzeln ciner Reihe sind:
(3) sinam (ss'¥) = £.f,(sinam &) = f, f,(sinam 2),

woraus man mit Hualfe des schon oben benutzten ABeL'schen Satzes
schliesst:

Wenn wman die symmetrischen* Functionen der Wurzeln einer Reihe als
bekannt voraussetzt, so sind die Wurzeln dieser Reihe selbst durch Wurzel-
ziehen zu bestimmen.

Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Reihe lassen sich
rational darstellen durch eine dieser Wurzeln vermittelst eines Ausdrucks,
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der sich nicht #ndert, wenn diese eine Wurzel durch eine beliebige andere
derselben Reihe ersetzt wird. Jeder solche Ausdruck hat daher nur ¢(n)
verschiedene Werte und ist also die Wurzel einer rationalen Gleichung
vom Grade

¢(n) =v,

welche wir eine zum Transformationsgrad » (oder kurz zu ) gehorige
Transformationsgleichung nennen wolien.

Jede Transformationsgleichung ist entweder irreductibel, oder sie ist eine
Potenz einer irreductibeln Gleichung; denn da die Gruppe der Teilungs-
gleichung transitiv ist, so giebt es in derselben auch Substitutionen, welche
dic Wurzeln einer Reihe in die Wurzeln einer belicbigen anderen Reihe,
und also eine Wurzel einer Transformationsgleichung in eine beliébige
anderc (berfithren. Sind also mchrere Wurzeln einer Transformations-
gleichung einander gleich, so zerfallen die saimmtlichen Wurzeln derselben
in" Gruppen von gleich vielen unter einander gleichen. Sind aber die
Waurzeln einer Transformationsgleichung von einander verschieden, so
erhilt man dic Gavois'sche Gruppe derselben, indem man die Substitu-
tionen der Gruppe der Teilungsgleichung anwendet; diese Gruppe ist aber
nach dem eben Bewnerkten auch transitiv, und folglich die Transformations-
gleichung irreductibel.

(Diese Sitze bleiben bestehen, wenn man die Gruppe der Teilungs-
gleichung auf die Monodromiegruppe beschrankt, d. h. wenn man den
Inbegriff aller rationalen Functionen von %’ als Rationalitatsbereich be-
trachtet.)

Durch die Wurzeln einer beliebigen irreductibeln Transformationsgleichung
sind die entsprechenden Wurzeln aller Transformationsgleichungen rational
darstellbar.

Sind namlich =, =, ..., =, die Wurzeln einer irreductibeln, ¥°,
sy, ..., ¥, die einer beliebigen Transformatjonsgleichung, so gehoren

die Summen

¥, 4+ ¥, k... 4 ¥ =g

¥imi +¥m +...4+¥71 =a
(4)

q,‘l 12)]‘.'——1 + 4-'272.;—1 + e + q".ﬂt—l = a’v“-—A
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zum Rationalitatsbereich. Setzt man alsc
PVr)=F—m)a—rm)...(x—=x)
()

P
e

— D7) + 7O+ A PO, (),

771

so folgt:

(5) L d)’(‘;{]) = (1)0(771) + (pl(rl) + ...+ a, wv—l(ﬂ'l)»

worin @(r;) von Null verschieden ist.

§ 15. Besondere Transformationsgleichungen.

Die einfachsten Functionen, welche zur Bildung von Transformations-
gleichungen benutzt werden konnen, sind, wenn @ eine rationale Function
bedeutet, Producte von der Form

(1) 1{-[4 d(sinams@). (")

Diese .Function bleibt offenbar ungeandert, wenn s statt der Werte
1, 2, ..., »— 1 ein anderes Restsystem (mod n) durchlauft, und also
auch wenn £, durch hQ ersetzt wird, falls & zu n teilerfremd ist. Die
Functionen sinam s, sind aber paarweise gleich und entgegengesetzt, und

wenn s die Zahlen 1, 2, 3, ..., é(n— 1) durchlauft, so haben die Zahlen

sh, vom Vorzeichen abgesehen, dieselben Zahlen als absolut kleinste Reste.
Wenn daker ®(x) eine gerade Funetion von x ist, so ist auch das Product

(2) IL d(sinam sQ)

Wurzel einer Transformationsgleichung.

(') Functionen dieser Art sind auch dann Wurzeln von Trapsformationsgleichungen,
wenn s nur die zu 7 teilerfremden Zahlen der Reihe I bis » — I durchliuft. Solche
Transformationsgleichungen sind bis jetzt noch wenig oder nicht untersucht.
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Ist aber @(x) eine ungerade Function und

(3) II(e) = I;S]_:I@(sin amsQ),

1, —

2

so ist in Folge eines zahlentheoretischen Satzes
h
(4) I (e) = () TT(2)();

also bleibt die Function II(£) nicht ungeindert, sondern kann ihr Vor-
zeichen andern, wenn die Wurzel sinam £, durch eine andere Wurzel
derselben Reihe ersetzt wird. Diese Vorzeichenanderung ist nur dann
(fur alle Werte von %) ausgeschlossen, wenn % eine Quadratzahl ist, und
unter dieser Voraussetzung, aber auch nur unter dieser, ist auch diese
Function Wurzel einer Transformationsgleichung. In anderen Fillen gilt
dasselbe erst von dem Quadrat dieser Function.
Wir wollen ins Besondere die folgenden Functionen betrachten:

fI A a,m(sg)g’ Y cosam (s.Q)"" ﬁ 1 ,
um €0s am (s£) L Aam(s2) s Aam(s®) cosam(sQ)
(s) 1
=t : 2
Kk sin am (s ,
(&) I,:Il cosam(s2) A am(sQ)
' T2

die nach § 12 in der Form (2) darstellbar sind, von welchen die drei

(") Vgl. iiber diesen Satz: ScHERING und KRONECKER Monatsberichte der Ber-
liner Akademie v. 22" Juni 1876, ferner den ganz elementaren Beweis von SCHERING
in den Acta mathematica I. Der Satz selbst lautet: Sind %, n relative Primzahlen,
die letstere ungerade, und ist 4 die Anzahl derjenigen unter den Zahlen

n—1
—h
2

hy 2h, 30, ~.

9

deren absolut kleinster Rest (mod ) negativ ist, so ist

=)

Acta mathematica. 6. Imprimé 9 Janvier 1883, 48
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ersten allgemein, die letate falls # eine Quadratzahl ist (sonst deren
Quadrat), Wurzeln von 'Transformationsgleichungen sind.
Nimmt man, was erlaubt ist, in

0 4uK + 4uiK
n

{t, ¢ nicht nur ohne gemeinschaftlichen Teiler mit %, sondern itberhaupt
relativ prim an, und ersetzt die elliptischen Functionen durch ihre Aus-
dricke in den #-Functionen, so kann man die Formeln (25) § 5 an-
wenden, und erhalt far die vier Functionen (5) die Ausdriicke:

a

n’—1 n—1 a2—1 =a—1 n’—1 n—1 nZ2—1

(6> (— I>8—22_Pgo’ (_ 1) * 2—2_P30, ("" I)T2 B, ('_ I) ’

wenn zur Abkurzung gesetzt ist:

. ptre
(7) @=T
nl u. (g (u)
Puo 002 = 8 ) H ’900(28‘”>
T2
s (at: )"2—1 :
—_— a n'w o
P8, = 6 II l19,0(.’28(0)
8
( ) nt z—iﬂ'([zi-/l'(u)”—?_—l : -
P, 8, =e° " le‘}m(zsw)
—
1L, =
' "__1 1“ (4 ,,,)..___ M
Pn’?(w) == e° H ﬂ“(ZSw)

1,2

woraus also zu schliessen, dass P3,, P, P3, P}, und, falls » ein
Quadrat, auch P§, Wurzeln von Transformationsgleichungen sind. Das-
selbe folgt aber auch aus

cos am(s P, f
<9) P, H Aa,m(s.Q) P_oo o H Aam (s9)
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fur diese beiden Quotienten, und aus

(10) (— 1>"2;1 &z )n 1 P, P}, _ fIsin am(s2) A am(sQ)

n—1 P
\/kk’ = cos am(s&)

fir das Quadrat dicser letsteren Grosse, und falls # ein Quadrat ist, far
diese selbst.

Nun ergiebt sich aber noch aus der Multiplication, indem man in
der letzten Formel 1V § 9 u = 25 setzt und das Product tber alle s

von 1 bis I—(n— 1) nimmt:
2

2 : Aam (s Q)
gl
(11) Foo = H , Dsinam ns9%)’

und hieraus schliesst man, dass auch P Wurzel einer Transformations-
gleichung ist. Dies lehrt nichts neues wenn n durch 3 teilbar ist; ist
aber # nicht durch 3 teilbar, also n*=1 (mod 3) so folgt daraus un-
mittelbar durch Zusammenhalten mit dem vorigen Satz, und mit Rick-
sicht auf (9), (11), dass auch Py, P,, P,, P? und falls » ein Quadrat
ist, auch P;, die Wurzeln von Transformationsgleichungen sind.

§ 16. Zweite Darstellung der Wurzeln der Transformat@'ohs-
gleichungen.

Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung sind charakterisirt
durch zwei nach dem Modul % bestimmte Zahlen p, g, welche mit »
keinen Teiler gemein haben, und die auch unter einander relativ prim
vorausgesetzt werden konnen. Es kommt nun darauf an, die verschicdenen
Reihen, die, wie wir oben gesehen haben, durch eine Gleichung ¢(n)*"
Grades bestimmt sind, durch Zahlen zu charakterisiren.

Aus der Definition der Reihen geht hervor, dass der grosste gemein-
schaftliche Teiler d von g und # fur alle Wurzeln einer Reihe derselbe
ist. Sei also

(1) yo=dy, n = ad,
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worin @ und d als positiv vorausgesetzt sind, und den grdssten gemein-
schaftlichen Teiler e haben mogen, dessen Quadrat also in # aufgeht.
Da nun y relativ prim zu a ist, so kann man die Zahlen ¢ und z so
bestimmen, dass

(2) p=az + c,

worin ¢ jedoch nur nach dem Modul @ bestimmt ist, und z B. durch
eine beliebige Potenz von 2, oder, wenn « nicht durch 3 teilbar ist,
durch eine beliebige Potenz von 3 teilbar angenommen werden kann.
Aus der Bedingung (1) § 14 folgt nun, dass zwei Wurzeln der eigent-
lichen Teilungsgleichung dann wund nur dann derselben. Reike angehoren
wenn in

p=ax+cy
(3)

po=dy
die drei Zahlen a, d, c, letztere modulo a, denselben Wert haben. Da
sty £y n ohne gemeinsamen Teiler sind, so muss ¢ relativ prim zu e sein

und kann daher nur
a
e ()

verschiedene Werte annehmen. Jeder dieser Zahlenwerte ist aber auch
zulassig, und fithrt bei passender Bestimmung von z, y zu einem eine
Reihe bestimmenden Zahlenpaar p, ', woraus sich ergiebt

> Sele) = ¢(n) (),

wenn die Summe sich auf alle Divisoren @ von » erstreckt. In jeder
Reihe giebt es wenigstens eine Wurzel, fur welche p=d (mod x) ist, so
dass y = 1 gesetzt werden kann. Wir wihlen also als reprisentirendes
Glied der Reihe ein solches aus, fir welches

g =ax -+ ¢

(4) v =,

(') Diese Gleichung lisst sich leicht auch direct beweisen. (Vgl. DepExiND, Modul-
Sunctionen, 1, c. S, 288.)
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so dass g, g relativ prim sind. Wenn wir nun zwei Zahlen v, v’ so
bestimmen, dass

(3) W — oy =1

wird, so konnen wir nach § 5 die zusammengesetzte Transformation bilden

a, O —ay, I 1, O\ /u, t
©) (o=, J)E a0
, d/ —cv +dv, —2/\0, n/ \y, v

und die Anwendung der dortigen Formel (28) ergiebt

¢ + dow
—1 L,
i ———%(n/.+l.) _7/‘< a

7(w)
Behufs einfacherer Berechnung von nA 4+ A kann man
p=o0, V' =o, c¢=o0 (mod 8)

annehmen und erhalt (§ 3)

nA 4+ X = 2a<%,) — a(d + 1) (mod 8)
(8) =ac (mod 3), n=+ 1 (mod 3)

=—a' — z (mod 3), n=0 (mod 3);

die beiden letsteren Fille lassen sich auch so zusammenfassen:

wd + X =@ + a')(n® — 1) 4 ned (mod 3).

Setzen wir also:

%Ti [(z4ay’ }n2—1)+ ncd]

so folgt
¢ 4+ dw'
a—l 77( )
— o(*); v _\ @ /
(IO) Pu = P(]l')l ? vd 7(w)

worin, falls % nicht durch 3 teilbar ist, c¢=o0 (mod 24) angenommen
werden kann, wodurch p = 1 wird. Ist # eine Quadratzahl, in welchem
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Falle allein die Bestimmung des Vorzeichens in (10) von Interesse ist, so
ist auch d:e eine Quadratzahl und mithin ist

(1) (5)= (=) =)

Auf demselben Wege lcitet man aus den drei letzten Formeln (1) § 4
die Gleichungen her:

loN
a—1 ’}uo<o’ et i )
3 —n--1 1)“1)(0 3 //A o a /
V2 - =t (—,> vd -
3 7 "__ //" Iyo(l
vEK 2
+ dw
w—1 > » a-t , ’71 N O, ¢ )
(12> kTav;"“l P, P, :lT(/i 7 a /
. :/k_k—n:_l VAN A
g 2
° d
n—1 ) a—1 7‘10‘ R e+« g)
]vlT g — n—-1 Pn 1)411 v (M — a
v2 = ! o)V d d -
vEkE 2 i o1

Aus (10) und (12) ergiebt sich aber:

—~ a1 (@)™
BBy = 0" E

¢ + do\?
A-5)

=)

_ ry a /.
(I 3) —i)zo - S0((0)‘271

, <9_+ dw)2

P?n . 4 a A

Py glop

Aus diesen Ausdriicken kann auch die Wurzel gezogen werden, und
durch Anwendung der Hermire'schen Formeln fir die lineare Trans-
formation der Functionen ¢, ¢, y lassen sich die Vorzeichen bestimmen:
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n—1

TR = 0=
7(=57)
()
(1) = (3) =g
/()
?];_:(%) ¢-<«(:>" -0

Aus (13) ergiebt sich, dass auch die v Functionen

(15) J (c + dg)

a

(worin ¢ an keine Congruenz gebunden zu werden braucht) Wurzeln
einer Transformationsgleichung sind, dic wir die Invariadhtengleichung nennen
wollen.

Dass alle die. hier betrachteten Transformationsgleichungen ver-
schiedene Wurzeln haben und mithin irreductibel sind, ergiebt sich sehr
einfach aus dem Verhalten der Wurzeln fur ¢ = o.

" Die Invariantengleichung hat die Eigenschaft, dass ihre Coéfficienten
alle ganze rationale Functionen von j(w) sind. Denn ersetzt man o durch

o+1 und —1:w, so geht j(rnw) iber in j(nw) und j(%’); und da

auch letzteres eine Wurzel der (irreductibeln) Invariantengleichung ist,
so konnen sich die Coéfficienten derselben durch diese beiden Substitu-
tionen nicht andern und sind daher (nach § 7) rationale Functionen von
J(w). Da ferner keine der Grossen (15) fur einen endlichen Wert von
J(@) unendlich wird so sind sie auch ganze Functionen von j (wenn der
Cosfficient der hochsten Potenz der Unbekannten = 1 ist).

Wir werden ausser der Invariantengleichung noch diejenigen Trans-

(') Die Transformationsgleichung fiir P,, ist zuerst von SCHLAFLI untersucht
(Jourpal fir Mathematik, Bd. 72, 8. 368).

Die Function P, : P, fithrt auf die JacoBr'sche Modulargleichung. Die Be-
stimmung der Vorzeichen in diesen Formeln fiihren wir hier nicht weiter aus, da wir
keinen Gebrauch von denselben machen werden.
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formationsgleichungen betrachten, deren Wurzeln Potenzen von P, sind. (')
Diese Gleichungen sind nicht alle nur von j(w) abh'fmgig, sondern zum
Teil auch von g, und g,. Die Form dieser Abhingigkeit ergiebt sich
leicht aus den Satzen des § 7. Wir heben hier nur diejenigen Falle
hervor, in" welchen die Cocfficienten rationale Functionen von j werden,
die man ebenso wie oben findet, indem man @ in w41 und in —1:
verwandelt. Nennen wir diese Art von Transformationsgleichungen in-
variante Multiplicatorgleichungen, so haben wir die folgenden Satze.
Es sind Wurzeln von invarianten Multiplicatorgleichungen:

P fur jedes ungerade »
P n=1 (mod 4)
Py, n=1 (mod 6)
(16) P n=1 (mod 12)
P n eine ungerade Quadratzahl
P, n eine weder durch 2 noch durch 3 teilbare
Quadratzahl.

Da P, fur einen endlichen Wert von ® weder Null noch un-
endlich wird, so sind die Coéfficienten der invarianten Multiplicator-
gleichung ganze rationale Functionen von j und der letate "derselben ist
von j unabhingig; oder mit andern Worten: es ist sowohl P, als 1: P,
eine ganze algebraische Function von j.(*) Aus dem Schluss des”§ 14
geht hervor, dass die in (16) zusammengestellten Potenzen von P, ra-

tional durch
.fc + de
()
ausgedriickt werden konnen, und zwar als ganze rationale Functionen,

hochstens vom Grade v — 1. Die Coéfficienten dieser Ausdriicke sind
rationale Functionen von %? mit rationalen Zahlencosfficienten, und die

(*) Gleichungen dieser Art sind von F. KrEN (l. ¢.) und KieperT (Journal fir
Mathematik, Bd. 87, 88, 95) untersucht.

(*) Nach Analogie der Zahlentheorie whirde eine solche algebraische Fuuction als
eine Kinheit zu begzeichnen sein.
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Veranderung von @ in @ + 1 und — 1:w zeigt, dass dieselben rational
von j(w) abhangen. Dass auch in der Darstellung durch j(w) nur ra-
tionale Zahlencoéfficienten vorkommen, ergiebt sich leicht daraus, dass j(w)
nach aufsteigenden Potenzen von £* mit rationalen Coéfficienten ent-
wickelbar ist.

§ 17. Die Invariantengleichung.

Die Wurzeln der Invariantengleichung sind, wie wir oben gesehen
haben, die Grossen
P <c + dw>
7 a .

Da nun, wenn a, b, ¢, d vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinsamen
Teiler sind, deren Determinante ad — bec = n ist, eine Substitution

(’1) /‘?‘
i 3)
mit der Determinante ad — fy = 1 so bestimmt werden kann, dass

e =0

bl 7

so folgt, dass die sammtlichen Grdssen

/(¢ + dw
j<a,+ bm)

wurzeln der Invariantengleichung sind, dass unter diesen aber nur » von
einander verschiedene sich finden.
Es sei nun

(1) F,(v, u)

diejenige ganze rationale Function der beiden Variablen u, v vom Grade

(') Vel. Devekinp, Modulfunctionen, § 7, 1. c.
Acta mathematica. 6, lmprimé 15 Janvier 1885, 49
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¢(n) =y in Bezug auf », in welcher die hochste Potenz v* den Coéffici-
enten (1) hat, welche far

. fec+ do
(2) = j{w), v=7 (a n bw>
verschwindet, und v, v,, ..., v, seien die Wurzeln der Gleichung
(3) F,[v, j(o)] = o.

Ist ' zu n relativ prim so ist ¢(n)d(n’) = ¢ (nn’) und das Product
(4) F,.(v, v)F, (v, v,) ... F.(v, v)

vom Grade ¢ (nn) hangt als symmetrische Function der Wurzeln von (3)
rational von j{w) ab. Zugleich verschwindet dieses Product far

V= ] (7%)7
und daher ist dasselbe, wenn man wieder j(w) durch u ersetat, identisch
mit
(5) Frm'(v7 u)

(mit Ricksicht auf die Irreductibilitat der letzteren Function). Hiernach
kann man die Losung der aligemeinen Gleichung F,(v, #) = o auf den
Fall zuriickfuhren, wo # eine Primzahlpotenz ist.

Betrachten wir ferner die Gleichung

Fra(v, uy=0

vom Grade vy == p"~*(p + 1), worin p eine Primzahl ist, deren Wurzeln
Pyy ¥y ».0y 0, selen. Das Product

(6) P = F,(v, 0,)F,(v, v,)... F(v, v)
ist in Beaug anf v vom Grade p"*(p 4 1)’ und verschwindet for
. YA . [
= s 1)l == =i L P = =
(7) t = j(w) ]<P ) 7 (p )

Es muss daher P durch F,*(v, u) teilbar sein.
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Ist ferner

-2
®) u=j(w) v =il pf:f’—‘f)’

so verschwindet F,(v, v,) auch fur

. W
(9) v=i(;)
und da ¢ in (8) p verschiedene Werte haben kann, so ist P teilbar durch
[For—2(v, w)).
Die Vergleichung der Grade giebt alsdann

(10) Fzlv, u) = P, v)Fy0, ) - - By, v),
Y [Fea(v, )"

Fir 7 = 2 tritt an Stelle dieser Gleichung die folgende:

FP('U’ vl)-FP('Ua va) voet 1"?(1), vP+l) .

(v — u)erl

(10') Fulv, u) =

Da die drei Functionen

(11) 7 (2w), f@)’ j<l '*2"‘”)

durch die beiden Substitutionen @ 4 1, — 1: fir @ nur in einander
tibergehen, so sind die symmetrischen Functionen dieser Grossen rationale
Functionen von j(w), woraus hervorgeht, dass auch fur den Transformna-
tionsgrad 2 die Grossen (11) die Wurzeln einer Invariantengleichung sind.
Die Formeln (10), (10) sind darnach auch auf den Fall p = 2 anwendbar,
und es ergiebt sich durch die obige Schlussweise, dass auch fiir ein
gerades n eine Invariantengleichung ¢(n)*® Grades besteht, deren eine
Wurzel j(nw) ist. Da nun nach § 5 (27) jede Substitution mit der De-
terminante n

a, b

( c, d)
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durch Vcrmittclung lincurer Substitutionen aus
(1, o»)
Oj V(Y

abgeleitet werden kann, so folgt, dass die sammtlichen Functionen

./c 4 dw)
J (w + bw

derselben Gleichung geniigen. Diese Functionen werden daher durch die
¢(n) verschiedenen Functionen

/e + do

()
erschopft und zugleich folgt hieraus auch fur diesen Fall die Irreductibilitdt
der Invariantengleichung.

Die Function F,(v, u) ist symmetrisch in Bezug auf u und v. Denn
aus der identischen Gleichung

F,[j(no), j(@)] = o

folgt, indem man w durch w:n ersetzt:

e ()] -

und es ergiebt sich also aus der Irreductibilitat, dass F,(x, v) durch
F,(v, u) teilbar sein muss. Da man die beiden unabhingigen Variablen
vertauschen kann, so folgt dasselbe umgekehrt, und daraus ergiebt sich

(12) F.(u, v) = + F, (v, u).

Darin ist aber (ausser fiir # = 1) nur das obere Zeichen zulissig,
da sonst F, (v, %) fur v = u verschwinden wiirde, was der Irreductibilitat
wiederspricht.

Wir schliessen hier noch den Beweis eines wichtigen Satzes tuber die
Zahlencoéfficienten der Invariantenglcichung an unter der Voraussetzung,
dass der Transformationsgrad » eine Primzahl sei.

Die Invariante lasst sich nach ihrer Definition (§ 6) in eine nachs
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aufsteigenden Potenzen von ¢ fortschreitende Reilie entwickeln von der
Form

(13) J(0) =g + aq’ +ag' +..) =g Lag

worin dic Coéfficienten a, ganze Zahlen sind (a, = 1, a, = 744) und in
eine shnliche Reihe lasst sich jede Potenz von ,j(w) entwickeln. Es
ergiebt sich ins Besondere durch Anwendung des polynomischen Lehr-
satzes und des fur jedes a giltigen Frrmart’schen Satzes

¢ = ¢ (mod p):

(14) Jo) =g Lag + pg P X by

worin die b, ebenfalls ganze Zahlen sind. Und aus (13) erhalt man

(15) /(pw) = TN N
0,
Setzt man also

/(w) = U, ./(Pw) =,
so folgt

§
(16) u — v = pgw—*)UZ b.q™,
und wenn ¢, andere ganze Zahlen sind:
5
(17) (w— ") — v) = " W — we” — we =y '—mgﬂ’_”oz aq.

Es lasst sich aber nach (12) die Invariantengleichung in die Form setzen

res

(18) (e — ") — ) = UZC,.’_,‘L’F o
P

worin die ¢, die zu bestimmenden Zahlencoéfficienten sind, welche der

Bedingung
(19) cl',s == Cs, r? (fp,p = 0

geniigen (letzteres weil in der Entwicklung (17) die Potenz ¢7****” nicht
vorkommt).
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Zur Bestimmung der Coéfficienten c¢,, kann man hiernach die Glei-
chungen (18) auch so schreiben:

(o)  —v)w—1) =F T +ow) + T o a0
PO, T— y P—

Hierin setzt man nun dic aus (13), (15) sich ergebenden Entwickelungen
von v'w' + v'u’, w'v' nach Potenzen von ¢ ein, welche mit den Anfangs-
gliedern

gD, gD
und mit dem Cosfficienten 1 beginnen. Auf der rechten Seite von (20)
Eommen aber nicht zwei Glieder mit demselben Anfang der Entwicklung vor,
denn aus

wEts=1p + ¢

folgt s=s" (mod p) und mithin, da in (20) s<p ist, s=¢, r =7
Wenn man daher die Coéfficienten derselben Potenzen von ¢ auf beiden
Seiten der Gleichung (20) einander gleich setzt, so erhilt man eine Reihe
linearer Gleichungen, deren jede folgende nur eine neue Unbekannte ¢, ,
mit dem Cosfficienten 1 enthalt, so dass alle diese Coéfficienten sich als
ganze durch p teilbare Zahlen ergeben.

Es hat also die Invariantengleichung die Form

(21) (u — v?)(u? — v) = p;):;a,., O

worin die «,, den Bedingungen a,,=g¢,, @,,= O genigende ganze
Zahlen sind.

Hieraus ergiebt sich noch mittelst der zu Anfang dieses Paragraphen
gegebenen Darstellung der Invariantengleichung far einen zusammen-
gesetzten Transformationsgrad ((4) und (10)), dass auch im allgemeinen
Fall die Coéfficienten der Invariantengleichung ganze Zahlen sind.
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IV. Abschnitt.

§ 18. Die complexe Multiplication.

Die Multiplicationstheorie der elliptischen Functionen haben wir in
§ 9 auf den Satz gegriindet dass

(1) 8, (1, )

fur ein gamzzahliges - @-Functionen von x und @ sind. Ahnliche Be-
trachtungen werden sich immer dann durchfithren lassen, wenn g und
po Perioden der Function §(u, ) sind. Damit dies aber stattfinde, ist
notwendig und hinreichend, dass vier ganze Zahlen @, b, ¢, d sich so
bestimmen lassen, dass

pr =a+ bo

2
) po = ¢ + do

und dies ist, so lange @ wvariabel ist, nur moglich fir b = o, ¢ = o, also
fir ein ganzzahliges p. Ausserdem aber konnen die Bedingungen (2)
auch dann erfullt werden, wenn @ einer Gleichung zweiten Grades mit
ganzzahligen Coéfficienten und negativer Determinante gentgt:

(3) o(e + bo) = ¢ + do.

In diesem Fall wird 4 eine complexe Zahl von der Form M + Ny—7,
worin % eine ganze positive, M, N rationale Zahlen sind, deren letate
nicht verschwindet. Diese Art der Multiplication heisst aus diesem Grunde
die complexe Multiplication. Die Werte welche in diesem Falle der Modul
k oder die Invariante j(w) annehmen, sind algebraische Zahlen, welche
mit den quadratischen Formen von negativer Determinante im innigsten
Zusammenhang stehen. Die Existenz solcher singulirer Moduln ist zuerst
von ABEL erkannt, der auch bereits den Satz ausgesprochen hat, dass
dieselben durch Wurzelziehen aus dem Gebiete der rationalen Zahlen ab-
gelcitet werden konnen (Arer, Oeuvres, éd. Syrow I, S. 377 u. folg., 426).
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Dic vollstindige Theorie der singularen Moduln ist sodann von KRONECKER
in einer langeren Reihe ausgezeichneter Untersuchungen begriindet worden,
die in den Monatsberichten der Berliner Akademie(*) verdffentlicht
sind. Auch die Untersuchungen von DEpEkIxD iiber die elliptischen
Modulfunctionen zielen auf eine Anwendung auf die complexe Multi-
plication, welche durch die Einfithrung der Valenz (die sich von der ab-
soluten Invariante j(w) nur durch einen rationalen Zahlenfactor unter-
scheidet) eine sehr elegante Gestalt annimmt. Im Folgenden soll eine
Anwendung der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf
die Ableitung eciniger Satze aus der Theorie der complexen Multiplication
gemacht werden, wobei nur der elementare Teil der Theorie der qua-
dratischen Formen vorausgesetzt werden soll, wahrend andere Satze aus
dieser Theorie, die von Gauss und Diricuner durch tiefer liegende Hilfs-
mittel bewiesen sind, aus der complexen Multiplication selbst hergeleitet
werden sollen.

Aus den am Eingang dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen
(Formel (3)) ergiebt sich, dass diejenigen Werte von w, fur welche die
complexe Multiplication statt hat, imaginare Wurzeln von Gleichungen .
zweiten Grades mit rationalen Coéfficienten sind, und zwar diejenigen,
deren imaginirer Teil positiv ist.

Auch das Umgekehrte ist der Fall, denn es sei

(4) Ao’ + Bo + C = o0

eine solche Gleichung, in welcher 4, B, (' ganze Zahlen ohne gemein-
samen Teiler sind und

(5) 44C— B = A

sei positiv; so kann man hieraus in mannigfaltiger Weise Gleichungen
von der Form (3) herleiten, indem man setzt

(6) b = Az, a — d = Br, ¢ =— Cr, a+4d=y.
Hieraus folgt
(7) 2a=19y + Bz, b= Ar, ¢ = — Cr, 2d = y — Br,

(") 29 Oct. 1857, 26 Juni 1862, 22 Januar 1863, 1 Dec. 1870, 19 Juli 1875,
16 Apr. 1877, 2 Febr. 1880, 7 Dec. 1882. '
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und man kann tber die ganzen Zahlen z, y so verfigen, dassa, b, ¢, d
ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Es ist dann

(8) 4(ad — be) = 4n = y* + A’

und z, y konnen keinen andern gemeinsamen Teiler haben als 2. Setzt
man wmgekehrt fir z, y irgend zwei der Bedingung (8) geniigende Zahlen
ohne gemeinschaftlichen Teiler, so erhialt man aus (7) vier Zahlen a, b, ¢, d
mit der Determinante #, welche keinen Teiler gemein haben. Dassclbe
‘gilt auch noch fur ein ungerades », wenn x, y den gréssten gemein-
samen Teiler 2 haben.

Unter diesen Voraussetzungen ist aber

(9) J () = j(w).

und es geniigt daher dieser Wert von j der Gleichung

(10) F,(u, ) = o.

Wenn umgekehrt » = j(w) eine Wurzel der Gleichung (10) ist, so folgt
daraus nach § 16 eine Gleichung von der Form (g), woraus wieder dic
Gleichungen (7) und (8) folgen. (Vgl. § 6.

Der quadratischen Gleichung (4) entspricht eine primitive quadratische
Form erster oder zweiter Art, je nachdem B gerade oder ungerade, also
A =0 oder =— 1 (mod 4) ist:

(11) (A, 'B, 0) oder (24, B, 20)

von der Determinante ——iA oder — A; und umgekehrt entspricht jeder

primitiven quadratischen Form von negativer Determinante eine Gleichung
von der Form (4), also ein Wert von « und von j(®), fur welchen
complexe Multiplication stattfindet.

Ersetzt man eine Form (11) durch eine aquivalente Form, so geht
auch o in eine aquivalente Zahl tiber, und j(@) bleibt ungeindert. Ein
solcher singularer  Wert von j{w) entspricht also nicht nur eciner Form,
sondern einer ganzen Formenclasse. Dagegen entsprechen nicht dquivalenten
Formen immer verschiedene Werte von j(w).

Adcta mathematica. 6. Imprimé 20 Janvier 1885. 50
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Wir konnen daher passend die Zahl j(w) als [nvariante der durch
(11) reprisentivten Formenclasse oder kurz als Classeninvariante bezeichnen.

Die Classeninvarianten sind ganze algebraische Zahlen. Als Wurzeln
von Gleichungen (10) sind sie zunachst algebraische Zahlen. Der Grad
der Gleichung (10) wird bestimmt aus

(12) Fljo), j(o) = H[/(w) — (6 _{:1(@‘_} ],

indem man o unendlich, 4 = o werden lasst. (Vgl. § 16.) Es ergiebt
sich hieraus leicht fur den Grad u von F,(u, u) falls » kein Quadrat ist

~d
(13) p=22 Tele)
und falls » ein Quadrat ist
- o . .
(14) /1222;9”0)%*,@(\“)-

Iy

Der Cosfficient der hochsten Potenz von w in IV, (u, «) wird durch dassclbe
Verfahren bestimmt, und ergiebt sich, wenn » kein Quadrat ist, = + 1.
Da man nun iber x, y in (8) stets so verfugen kann, dass # kein Quadrat
wird, (') und da, wie frither bewiesen, die Coéfficienten in I, (v, u) ganze
Zahlen sind, so folgt dass die Classeninvarianten ganze algebraische Zahlen
sind. (Depexixp, Suppl. XI zur dritten Auflage von Dmucurer’s Voi-
lesungen iiber Zahlentheorie, § 160 ff.)

Wir bezeichnen nun daz Product

v — /()

ausgedehnt tber alle zu einer bestimmten negativen Determinante — n
gehorigen Invarianten eigentlich primitiver Classen mit

I, (u),

() Ist 2z B, «® + Ay* = * cin Quadrat und p cine in % aber nicht in # und
folglich auch nicht in y aufgehende Primzahl und £ relativ prim zu p, so ist (x + &p)* + Ayt
durch p, aber nicht durch p* teilbar und also gewiss kein Quadrat, und man kann iiher

¢ noch so verfigen, dass @ + &p und y relativ prim sind.
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ind  dasselbe Product, erstreckt wber alle zur Determinante — n ge-
wrigen Invarianten uneigentlich primitiver Classen it

H,(u).
(H, existirt natarlich nur dann wenn n= — 1 (mod 4)). H,, H, sind

ganze rationale Functionen der unbestiinmten Grosse w, deren Grade L, I
gleich den Classenzahlen der Formen erster und zweiter Art von der
Determinante — » sind. Der Hauptsatz, dessen Nachweis zu fithren ist,
besteht darin, dass die Functionen H,, H, vationale Cocfficienten haben,
woraus schon von selbst folgt, duss diese Codfficienten, als ganze al-
gebraische Zahlen, auch ganze rationale Zahlen sind.
Zunichst ist leicht cinzusehen, dass der Satz richtig ist far I, und
H;; denn far diese beiden Fille hat man beziehungsweise
1

(15) wz—;; und @ = — 1 —~,

und folglich (nach § 6 (15). (16)) g,(@) = 0O resp. g,(w) = 0; also st

(16) Hu) —u—27.63,  H(u)=u.

1

~Wir nehmen nun an, es sei unser Satz als richtig erwiesen fir H, so
lange m < n,-und fur H, so lange m < 4n—— 1, und zeigen dass er
auch gilt far H, und H,

Wenn die Gleichung (10) I',(«, «) = o irgend cine Classeninvariante

n—1°

r N . . .
zur Wurzel hat, so genigen derselben, wie die” Gleichungen (7), (8)
zeigen alle zu derselben Determinante und derselben Art gehorigen Classen-
invarianten. Die Gleichung (8) ist aber erfullt fur

‘ A = 4n, Y = O, r= +1

(17)
A = 4n — 1. y =1, r=+1,

und alle andern Werte von A, fir welche (8) noch befriedigt werden
kann, sind kleiner als diese. s ist daher I, (u, u) teilbar durch I, (u),
H,_,(#) und ausserdem nur noch durch solche Functionen H,(u), H,(«),
deren Indices kleiner sind als #, resp. 4n — 1, und die daher nach Vor-
aussetzung rationale Coéfficienten haben.
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Daraus folgt also, dass das Product
(18) H, (u)Hy, _(u,

rationale Coéfficienten hat. (Man erhalt namlich dies Product, indem
man I, (¢, u) von mehrfachen Factoren und von solchen Teilern befreit,
die es mit niedrigeren Functionen H,(u), H,(u«) gemein hat.)

Es ist nun ferner

4(gn — 1) =y + (gn— 1)2*

lisbar (y = o, & == + 2,

4l4n — 1) = y° + qua’

nicht l6sbar. (Denn aus letzterer Gleichung wiirde folgen yn(4 — %)=y’ 4 4.
Es konnte also wegen der positiven rechten Seite x nur = + 1 sein;
dies ist aber nicht moglich, weil #° + 4 nicht durch 3 teilbar sein kann.)
Hieraus folgt, dass

F,_(u, u)

durch Hj, ,(u) teilbar, dagegen zu H, (%) relativ prim ist. Und daraus
ergiebt sich, dass auch H, () und H;,_ (%) rationale Coéfficienten haben.
Die Gleichungen H, (u) = o, H, («) = o wollen wir die zur Determinante
— m gehorige Classengleichung erster und zweiter Art nennen.

§ 19. Uber die Beziechungen zwischen den Classeninvariunten
der verschiedenen Ordnungen.

A) Classeninvarianten erster und zweiter Art.
Es seien
(1) H,(u) = o, (2) H,(u)=o0

die zur Determinante — m (welche =1 (inod 4) vorausgesetzt ist) gechérigen
Classengleichungen erster und zweiter Art und w = j(w) eine Wurzel
der ersteren. Dann ist

(3) Ao® + 2Bw + C = o, B*— AC = — m =1 (mod 4),
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und man kann B und € ungerade voraussetzen, was zur Folge hat, dass
A durch 4 teilbar ist. Die cubische Invariantengleichung
(4) F(v, u) = o
hat zu Wurzeln

(3) v=j(zo).

\

[SEE
SN
N
=
9+

~
S

und wenn
17 I+ @
(6) 0 =20, —. L

gesetzt wird, so hat man respective:

1 , .
"= 20w, ~dw?4+ Do 4+ C=o, Det: B — AC = — m, zweite Art
4
’ L 24 ¥ ’ 2 N o _
(7) w =3 . 4Aa) 2 + AB(U -+- (= 0, Det: 4(B* — AC) = — 4m
;1 + w

v 44w’ y(B—dj0' + (d—2B+4 () =o.

2
Det : 4(1)"" — 4'1(,') = —4m
Es ist also nur die erste der drei Grossen (5) zugleich Wurzel der Glei-

chung (2), und dieselbe kann daher rational durch j(w) ausgedriickt
werden. Es sei dieser Ausdruck

(8) v = R(u)

Ersetzt man hierin « durch die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (1), so
ergeben sich daraus die sammtlichen Wurzeln v = /(o) der Gleichung (2).
Denn ist v = j(w’) eine beliebige Classeninvariante zweiter Art und

(9) Aw'* + Bo' + C == o, B — 440 = — m =1 (mod 4)

und sind wieder B, € als ungerade vorausgesetzt, so xst/<5w) eine zuy
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Determinaute — m gehorige Classeninvariante erster Art, weil o = o':2
~Ny e s .
der Gleichung geniigt:

4Aw? 4+ 2Bow 4+ C =0

Es fragt sich nun, ob unter den so erhaltenen Werten von v derselbe
mehrmals vorkommen kann.

Um dies zu entscheiden, bemerken wir, dass die Werte von u, welche
nach (8) denselben Wert von » hervorbringen, simmtlich der Gleichung
(1) und der Gleichung (4) genitgen miussen, und dass daher hochstens je
drei dieser Werte einander gleich sein konnen.

Ist nun /(o) irgend einer der Werte v, in welchem o' ciner Glei-
chung (9) gentgt, so sind die drei Wurzeln der Gleichung (4)

s

(10) t = j(20), j(%), < —ol__l,)’

= \ =

und man hat nach (g9) die Gleichungen:

© = 20, Aw® 4 2Bw + 40 =0
(r1) w:—;w’, 44Aw® 4+ 2Bo + C =0
1 4+ o 9 , X
0 ="T"0 4o + 2(B—24)0 + (A4 — L+ 0) =0,
welche alle die Determinante — m haben. Wenn nun
(r2) —it=1 (mod 8),

so ist A gerade, und unter den drei den Gleichungen (11) entsprechenden
quadratischen Formen

(13) (4, B, 4C), (44, B, (), (44, B— 24, A — DB+ ()

ist nur die mittlere eigentlich primitiv. Daher geniigt von den drei
Grossen (10) nur die mittlere der Gleichung (1) und die Grossen (8)
sind alle unter einander verschieden. Daher ist in diesem Falle

(14) o= h.
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Wenn aber
(15) —m =75 (mod 8),

so ist A ungerade, und die quadratischen Formen (13} sind alle drei
cigentlich primitiv. Wenn daher die drei Grossen (10) von cinander
verschieden sind, so ergeben je drei der Grossen w nach (8) denselben
Wert von », und es folgt:

-
(16) o=k
3
Es handelt sich also nur noch um die IFrage, ob unter den drei
Grrossen (10) gleiche vorkommen, oder ob zwei der Zahlen

, I + o
2

[ S

(I 7) 2,

dquivalent sein konnen. Nehmen wir etwa an. es sei

2y + o
2wy =240 7 Y G = 1.
20 + /‘f(’)/ y e (7] /?/ 1
so folgt wegen (9)
2ff = Ar, — 27 = ('r, A — 0 = Br, 4a+4+ 0 =1y

16 = y* 4+ mr’.

worin x und y gerade sind. Dies ist aber nur méghch wenn m = 3 ist,
was in der That eine Ausnahme bildet, da in dicsem Fall~

(18) h=17 =1.

In diesem Falle sind die drei Grossen (17) aquivalent, und zu demsclben
Retultat kommt man, wenn man von der Annahme der Aquivalenz
zweier anderer unter den Zahlen (17) ausgeht.

Da sich bei dieser Untersuchung ergeben hat, dass die Classen-
invarianten der zweiten Art rational durch die der ersten Art ausdriick-
bar sind, so werden wir uns in der Folge auf die Betrachtung der Classen-
invarianten und Classengleichungen erster Art beschrinken, auch ohne
dies immer ausdriicklich hervorzuheben.
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B) Ls sei p eine beliebige (gerade oder ungerade) Primzahl und

(1) m = pw’,
(2) H,,(u) = o. (3) H,(v)=0o0
dic zu den Determinanten — m, — m' gehorigen Classengleichungen erster

Art. Ls sei # = j(w) eine beliechige Wurzel der ervsteren und
(4) Aw® + 2Bow + C = o, AC — B = m = p'm’

und A4 durch p nicht teilbar angenommen, was stets zulissig ist. Die
Invariantengleichung

(5) F (u, ©) = o
hat zu Wurzeln
© T P (- R R
Setz man nun
o = po, = te,

P
so geniigt @’ beziehungsweise den Gleichungen
Ao’ + 2Bpw’ + Cp* = o
Ap*e” + 2(B — Ae)pw’ + (Ac* — 2Be + C) = o.

Diese Gleichungen haben die Determinante — p’m und sind alle
primitiv, ausser wenn Ac® — 2Bc + (' durch p teilbar ist. Dies findet
aber nur fir cinen einzigen Wert von c statt, den man aus der Congruenz

Ac — B=o0 (mod p)
erhalt: denn es ist

A(Ac® — 2Bc + C) = (Ac — B)* + m,
und es ist fur diesen Ac¢? — 2Bc + C durch p? teilbar.  Dieser eine Wert
von @' geniigt daher der Gleichung

9 B — Ae Ae? — 2B (‘
(8> Aw'” + 2 n Lo’ + ’ 1‘;? + L 0,
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deren Determinante — m’ ist. Daraus ergiebt sich also, dass die beiden
Gleichungen (3) und (5) eine und nur eine Wurzel gemeinschaftlich haben,
welche sich rational durch w ausdriicken ldsst:

(9) v = R(u).

Ist zweitens v = j(0') eine beliebige Wurzel der Gleichung (3) und
(10) Aw'? + 2Bo’ + C = o, AC — B* = n/,

und A4 wieder unteilbar durch p, so geniigt @ = pe’ der Gleichung
(11) Aw® 4+ 2Bpw + Cp® = o,

welche primitiv ist und zur Determinante —m = — p®m’ gehort. Esist
also j(w) einc Wurzel von (2), aus welcher man nach (9) j(w') erhilt.
Daraus ergiebt sich also, dass durch (9) alle Wurzeln der Gleichung (3)
dargestellt werden, wenn man fiur u alle Wurzeln der Gleichung (1)
setzt. Man hat nun genau wie oben zu untersuchen, wie viele unter
den Ausdriicken (9) denselben Wert v ergeben. Die verschiedenen Werte
von u, welche dies leisten, miissen zugleich den beiden Gleichungen (2)
und (5) geniigen. Die Werte von u aber, welche fiur v = j(w’) der
Gleichung (5) geniigen sind

(12) J(po’), J'('"'; c),

und wenn man

w + ¢
p

(13) 0 = pw’,
setzt, so gelten fiir dicse Werte von o beziehlich die Gleichungen

(14) Aw® + 2Bpw + Cp’ = o
14
Ap’ew® + 2(B— Ac)pw + (Ac* — 2Bc + C) = o,

welche sammtlich die Determinante — m haben. Unter den Grossen (12)
werden also diejenigen der Gleichung (2) geniigen, fur welche die ent-
sprechende Gleichung (14) primitiv ist. Dabei sind drei Falle zu unter-
scheiden:

Acta mathematica. 6, Imprimé 22 Janvier 1885, ol
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a) Wenn p in m’ aufgeht, so kommt unter den Gleichungen (14)
nur eine nicht primitive vor, namlich diejenige, fiir welche

Ac — B=o (mod p).

b) Wenn —m’ quadratischer Rest von p ist, so sind zwei der
(tleichungen (14) nicht primitiv, namlich diejenigen fur welche

Ac— B=+ ,—w (mod p).

¢) Wenn — m’ Nichtrest von p ist, so sind simmtliche Gleichungen
(14) primitiv.
d) Fir p = 2 sind die beiden aus der Congruenz

dc— B=+ y—w (mod 2)

gefolgerten Werte von ¢ mit einander identisch und folglich ist fur
» = 2 immer eine unter den Gleichungen (14) nicht primitiv.

Nehmen wir also vorlaufig an, was wir gleich weiter untersuchen
werden, dass unter den Grossen (13) nicht zwel dquivalente sind, so er-
halten wir, wenn wir mit %, &' die Grade der Gleichungen (2), (3) be-
zeichnen, das folgende Resultat

o= ply falls m'=o0 (modp) oder p =2

’

59+

(15) L -

=
|
~
—
~
=
~
-
o

h=(p+ 1)l » (’—p-m’)

Es handelt sich also noch darum, ob unter den Grossen (13) nach Aus-
schluss der wegen a), b) oder d) wegfallenden zwei iquivalente vorkommen
konnen.

a) Sei also zunichst

=1

p g+ fpa’ 20—

W +c 7+ opo . ﬂ)’
Ape”® + (2 + fpc — op*)w’ + ac —p = 0,
so muss wegen (10)

(16) pfp = Az, a 4+ fpc — op® = 2Br, ac —yp = Cr
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sein, und wenn man also
a— fpc + op* = 2y
setzt, so folgt
(17) y' + mz® = p’

Hierin ist aber wegen (16) z und folglich auch y durch p teilbar,
und (17) kann mur fur m' = 1 befriedigt werden (da x nicht = o sein
kann). Ist aber m = 1, so ist y =0, 2 = + p

a= + pB, f=+4, ry=+ BeF C, op = F B + Ac,
und es sind also fur m' = 1, po’ und (@ + . ¢):p dquivalent, wenn ¢ aus
der Congruenz Ac — B=o0 (mod p) bestimmt wird (gilt auch fur p = 2).
p) Es seien sodann

o + ¢ o + ¢
’

4 ry

aquivalent, also
o' +c  gp+ ol + <)
P ap+ P +0)

woraus wie oben folgt:
B = Az, apc + fec’ — yp® — op¢’ = Cu

(18) ap + fc + ¢’ — op = 2Bx

ap — fic + fc’ + op = 2y
(19) Y’ + m'zt = p’
Aus (18) ergiebt sich
(20) CUx = fec/, dr=p, 2Br=f(c + ¢) (mod p).
Ist nun x nicht durch p teilbar, so folgt hieraus

C= Acc

(21) 2B=A(c + ¢) (mod p).

A c—c) = —qm’
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Die letztere Congruenz ist aber nur dann mdglich, wenn entweder
durch p teilbar, und dann ist ¢ = ¢, oder wenn — m’ quadratischer
Rest von p ist, und dann ist

Ac — B=y—w, A — B=—\—w (mod p).

Diese beiden Werte von ¢ sind aber in Folge von b) von dem System
(12) oder (13) ohnehin auszuschliessen. Fur p = 2 ergiebt sich ohne
Weiteres nach der zweiten Congruenz (21) ¢=¢ (mod 2).

Es bleibt also nur tbrig, dass in (18), (19), (20) x durch p teilbar
sel und folglich nach (19) m' =1, y =0, x = + p. Daun folgt aber

a = + (B— A¢), rp = F (de — Be — Bd' + C)
B =+ pd, 6 = F (B— Ac).

Es ergiebt sich also aus der Congruenz

(22) Acc’ — Be — B¢’ 4+ C=o0 (mod p)

zu jedem ¢ ein ¢’ (und umgekehrt), ausser wenn 4c— B=o0 (mod p) (in
welchem Falle die Congruenz (22) unmoglich ist). Dieser Fall ist aber
bereits unter ) erledigt. Die beiden nach (22) bestimmten Werte von
¢, ¢ sind nur dann einander gleich, wenn

(dc — B)* = — m' (mod p),

was aber nach b) ausgeschlossen ist. Das Ergebniss dieser Betrachtung
ist also, dass unter den Gtdssen (13) (nach Ausschluss der wegen a), b), d).
auszuschlicssenden) nur dann 4quivalente vorkommen, wenn m’ = 1 ist,
und dass in diesem Falle je zwei derselben aquivalent sind. Die Formeln
(15) sind also richtig, ausser fiur m’ = 1, und in diesem Falle treten an
deren Stelle die folgenden:

h=FW far

S
I

(23) h=

—

ke
|

G

!

T
+

!

=

+

=3
N
@‘l h3
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Hierdurch sind fir den Fall negativer Decterminanten die Verhaltnisse
der Classenzahlen abgeleitet fiir solche Determinanten, die in quadratischem
Verhaltniss stehen.  (Vgl. Diricuver-Depekixp, Vorl. dber Zahlentheorie,
§ 100.)

§ 20. Hilfssdatze aus der Theorie der algebraischen Functionen.

Behufs einer weiteren Anwendung auf die complexe Multiplication
schalte ich hier die Beweise einiger einfacher algebraischer Lehrsatze cin,
wobei ich mich beztuglich der Terminologie und allgemeinen Voraus-
setzungen auf die ersten Paragraphen der von DEDEKIND und mir ge-
meinsam verfassten Theorie der algebraischen Functionen (Journal fur
Mathematik, Bd. 92, S. 181) berufen kann, ohne jedoch aus jener
Theorie selbst etwas vorauszusetzen.

1°. Es sei v eine ganze algebraische Function von u, definirt durch
die irreductible Gleichung

(1) Fo, u)=v 4+ av '+ v+ ... +a=0

in welcher die «,, a,, ..., @, ganze rationale Functionen von u sind.
Jede ganze Function M des durch (1) bestimmten Korpers algebraischer
Functionen ist dann in der Form darstellbar

_$v,
(2) M=

worin ¢ eine ganze rationale Function von v und w ist. Der Beweis
dieser Behauptung ergiebt sich aus Folgendem. Beziehen wir das Zeichen

2 auf die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (1), so ist nach be-
kannten Sitzen

v—1
v v
—_— LkELy—~ —_—
2 Ty = Csks=o 2=

’U‘/ vv+ 1 y
Zﬁm=—%’ Zﬁm=%—%

(3)
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und allgemein, wenn £y

einc ganze rationale Function von w.
Nun kann man immer, wenn «, a,, ... (ganze oder gebrochenc)
rationale Functionen von # bedeuten

v—1 Y2
T oV + a1v + ...+ u
(4) M= o]

setzen und aus (3) erhalt wan zur Bestimmung der o, 2, ..., 2,4
(5) TM=oa, ZoM=—aa,+a, X0M=a/(c—a)—a,a +a,.

Da nun die M, oM, Xv°M, ... als ganze algebraische und zugleich
rationale Functionen von.w auch ganze rationale Functionen von u sind,
so folgt dasselbe fur die Cosfficienten a,, a,, a, ... Ww. z b, w.

Auf Grund dieses Satzes kann man also auch setzen

—_ 5',11 2 __ ¢2 3 __ ‘r/'s
(©) M=pty Y=vly M=ruy

worin die ¢, ¢,, ¢,, ... ganze rationale Functionen von # und v sind.
2°.  Es sei die Function (1) in zwel Factoren zerlegt

(7) F(v, u) = F,(v)Fy(v)
W) =@w—v)o—20)... (v—2)=0 4+ " + ...+ a
Fy(v) = (v — Vy1)0 —Vpp9) . - (v —,) = v 4 ﬂlvblﬂl 4+t B

Auf Grund von (6) kann man dann, wenn v einen der Werte v;, v,, ..., ¥;
hat, setzen:

NP S VC S N 7 N
Fl('U)Fg(’U) FI(TJ)F‘)(’U) Fl(v)Fg(’U)

Setz man nun
F,(v))Fy(vy) ... Fy(v,) = P,.
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8o ist P zunichst eine ganze rationale Function der a, #; und da (durch
Ausfibrung der Division F:F)) die f, ganz und rational durch die o, und
a, bestimmbar sind, so kann P auch als ganze rationale Function der @, und
a, also auch als ganze rationale Function von w, «,, a», ..., a, dar-
gestellt werden. Ebenso schliesst man, dass das Product

P, = F,(v,)... Fy(v;)
als symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung

F(v) _

v-—u,

ganz und rational durch v;, a, @, ausgedriickt werden kann. Wenn also
¢ (v), 0,(v), ¢,(v), ... ganze rationale Functionen von u, v, a,, %, ..., a;
bedeuten, so hat man fiar v = o, v, ..., 7,

@  m=20 . gp_ el o 60
PIy(») PP (v) PR (v)
Die Functionen ¢ konnen vermittelst: der Gleichung F, = o in die

Form gesetzt werden

(IO) ¢ = P! 4 cﬁ”v"“Q 4o 4Py,

worin die ¢, ¢, ..., ¢, ganze rationale Functionen von u, a5, a,, ..., ,
sind. Aus (9) und (10) erhalt man aber (mit Ritcksicht anf (3)) die
ither vy, v,, ..., v, crstreckten Summen:

() EM=%, ITw=%, Tw-%
~, -, .

und es geniigen daher die Werte M,, M,, ..., M, einer Gleichung A*"
Grades

(12) oM+ M o M+ =0,

in welcher die Coéfficienten r,, yy, ..., y1 ganze rationale Functionen von
U, a, @, .., a, sind, und y, eine Potenz von P. Die Zahlenco&fficienten
in allen hier vorkemmenden Functionen sind rationale Zahlen, wenn sie
es in der urspriinglich gegebenen Gleichung (1) sind.
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Wenn nun fiir einen speciellen Wert %, von w« dic 2 Werte v,, ., ..., 1,

einander gleich, = v, werden, wahrend v,,,, ¥,4s, ..., v, Von v, verschie-
den sind, so wird P und folglich y, far # = u, nicht verschwinden, und
die zu v == v,, v,, ..., v, gehorigen Werte der ganzen Function M, (die

gleich oder verschieden sein konnen) werden durch cine Gleichung 2
Grades bestimmt, deren Cocfficienten rationale Functionen von u, v, sind.
Ist ins Besondere v, = u,,
tionale I'unctionen von u,.

so sind die Cocfficienten dieser Gleichung ra-

§ 21. Zerfillung der Classengleichung in Factoren.

Wir beschliessen diese Betrachtungen mit dem Beweise des schonen
von KroxrckiR entdeckten Satzes, dass die Classengleichung H_ (#) nach
Adjunction der Quadratwurzeln aus den in m aufgehenden Primzahlen
in Factoren zerlegt werden kann, deren jeder die zu einem Geschlecht ge-
horigen Classeninvarianten zu Wurzeln hat. Is wird sich daraus zugleich
ein neuer Beweis des zahlentheoretischen Satzes ergeben, dass in jedem
der mdglichen Geschlechter eine gleich grosse Anzahl von Classen ent-
halten ist.

1°. Ls sel n eine ungerade Quadratzakl > 1, und

(1) F,(v, u) =0
die zu n gehorige Invariantengleichung. Die Wurzeln derselben sind,
wenn « = j(w) gesetzt wird

(2) v = }(M>

a

(auch wenn w variabel ist), ad = »n, und ¢ mdge =o (mod 8) angenom-
men werden.

Nach der Schlussbetrachtung der § 16 kénnen die Functionen
ar + dw )
oo (1)
(3) M= (5)i"T e\

7(w)

rational durch u, v ausgedriickt werden, und zwar mit rationalen Zahlen-
coéfficienten.
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2°.  Wir wollen nun in (1) fir « eine zur Determinante — m ge-
horige Classeninvariante, d. h. irgend eine Wurzel der Classengleichung

(4) H,(u) = o
setzen, also w ciner Gleichung unterwerfen
(5) Aw® 4+ 2Bw + C = o, AC — B* = m,

und wollen darin, was stets erlaubt ist, 4 positiv und relativ prim zu
2m und zu n voraussetzen. Es ist zu untersuchen, welche von den
Werten (2) gleich » werden. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass
die ganzen Zahlen a, B, r, ¢ sich so bestimmen lassen, dass

7

. d . A
(6) ¢ 4+ w_[—{—ow ao‘—,rzl.

a  a+ fe’

Die- Vergleichung von (5) und (6) liefert aber, wenn z, y ganze
Zahlen okne gemeinsamen Teiler sind, deren erste positiv genominen werden
kann, (da a, j, ;, ¢ gleichzeitig mit entgegengesetztem Zeichen genommen
werden konnen, ohne dass (6) sich #ndert)

&) df = Az, ¢f—ad = Bxr +y
7

do = Bxr —y, ca — ay = Cr,
und daraus
(8) n =y 4+ mza.

Aus unserer Annahme tuber 4 folgt aber
(9) d=1, a=n,

und so konnen fur jedes der Gleichung (8) geniigende Wertpaar z, y
(ohne gemeinsamen Teiler) a, 3, 7, ¢ und ¢, und zwar letateres eindeutig
nach dem Modul #, durch die Gleichungen (7) bestimmt werden.

Es lasst sich auch leicht einsehen, dass zwei verschiedene Losungen
der Gleichung (8) nicht zu demselben ¢ fihren konnen; denn durch a,
B: 1y 6, ¢ sind nach (7) die beiden Zahlen x, y vollig bestimmt, z als

Acta mathematica. 6. Imprimé 24 Janvier 1885. 52
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der grosste gemeinschaftliche Teiler von 8, a + ¢f — #d, ca — ny, und

die Annahme einer Gleichung

7y + dw . 7Y + odw
a+ﬂ(u_ ¢ + fo

fuhrt, wenn der interesselose Fall m = 1 ausgeschlossen wird, zu a= +a
B=+p, r=x7, =27

Die Anzahl der Werte v, die nach dieser Annahme = u werden,
ist also ebenso gross wie die Anzahl der eigentlichen Losungen der
Gleichung (8), wobei z positiv angenommen werden kann, y aber, wenn
es nicht verschwindet, mit beiden Zeichen genommen werden muss.

3°. Die Werte von M, welche zu den gleich » werdenden Wurzeln
v gehoren, sind nach § 20 Wurzeln ciner Gleichung

(10) (M, u) = o,

welche rational von u und rationalen Zahlen abhingt, deren Grad (in
Bezug auf M) gleich der Anzahl der eigentlichen Losungen der Gleichung
(8) ist. Diese Werte von M konnen aber in Folge der Gleichung (6)
nach § 5 (6) leicht bestimmt werden, und es ergiebt sich, wenn 2 die
dort (§ 5 (16)) angegebene Bedeutung hat, nach (3), (5), (7)

xi{A—3) 3
(11) M=c¢ ' (Viesm—1),

worin die Quadratwurzel mit positivem reellem Teil zu nehmen ist. (In
diesem Ausdruck ist von der speciellen Wahl der Classeninvariante » nur
die Zahl A abhingig.)

Es ist nun von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob unter den Werten
(11) solche sind, welche diesclbe 8% Potenz haben. Dazu wire erforder-
lich, dass fiir zwei verschiedenc Paare z, y; «’, ¥ von Losungen der
Gleichung (8)

(i i — y)'* = (i ym — )"

oder, wenn p eine zwolfte Einheitswurzel bedeutet

(r2) v+ xx'm — iym (zy — yx’) = pn.
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Ist nun
a) p = + 1, so folgt hieraus sofort

r o=, Y=y, p =1

J—1 £ 43 . . . .
b) p=+ z<#‘—’—) erweist sich sofort als unmoglich, da in (12)

2
der reelle Teil auf der rechten Seite irrational, auf der linken
rational wire.

— 1 + 20\3

¢) p=+ =

— I — . .
’ ’ p o . .
+ > » ym(yr’ — xy’) = £ ny3, was unmdglich ist,

da » ungerade vorausgesetzt war; es bleibt also noch
d) p=+14 at'm+yy =o0 \myr—ary)=+n

Dies ist also nur dann méglich, wenn m ¢in Quadrat und (m in = ent-
halten ist. Aus der letzten Gleichung crgiebt sich aber noch durch
Quadriren, mit Benutzung der Gleichungen

'+ gyt = n, T N = TR rr'm 4 gy = o:
no=m(x* 4+ 2'%,
woraus hervorgeht, dass » auch durch m teilbar sein muss, und

112

Y=t m, Y=t eym, 2=

Unter dieser Voraussetzung wird aber in Folge vom (7):
(Ac — D)z =y
(d¢ — B)yx' =y

(mod n),

woraus, wenn %, &' ganze Zahlen bedeuten
AC _— B e ]l: \,‘E’ AC, _— I), — ll', \;l:
k— k& =o (mod 84)

’

- 1 n
k= + x, Ke'=% (mod —
\ \ m .

(k — kyaz' = + ’—TLE o) ('nxod —q:>

m \ \m
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und da x, 2’ relativ prim zu % sein missen, so folgi

k=L <mod 84 J;>.
\m
Hiernach ist nun

c+w Ac—B+iym _k+1

4"
\'m

i An

d+w  Ac— B + z\z_ E 4+
n An o 41

vm

und folglich ist M = M.
Hieraus ergiebt sich also, dass fiir keinen der Gleichung (4) geniigenden
Wert von w zwei der vier Functionen

P, w), O(— M, u), oM, w), O(—iM, u)

zugleich verschwinden kionnen.
4°.  Wir zerlegen nun die als gegeben vorausgesetzte Zahl m in zwel
Factoren

(13) m o= m'm”,

so dass m” ungerade und durch kein Quadrat teilbar ist und setzen

(14 m by
(15) ViZ\m — Y = 20ym’ + ym”
(16) n = mx® + y* = (4m’ + m")’,

und haben unter dieser Voraussetzung A in der Formel (11) zu bestimmen
(wobei zur Vereinfachung B gerade angenommen werden kann). Eine
einfache Rechnung ergiebt

41 w1
(17) M= ——(—%) (Z 2 2 \,"W + ) 2 \/m,"> .

Setzt man den so gefundenen Wert von M in &(+ M, u) ein, so muss
fur jede- Wurzel der Gleichung H,(u) = o

O(M, u)y=o0 oder @&(— M, u)=o0
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sein. Fur keinen dieser Werte von wu konnen aber diese beiden Glei-
chungen zugleich bestehen (nach 3°). Sucht man also den grossten ge-
meinschaftlichen Teiler ¥ (M, ») von H,(x) und &(M, u), so ist dieser
relativ prim zu ¥'(— M, u).

Ist nun m' kein Quadrat und wm” > 1, so sind ym’, \m” beide irra-
tional und M &andert (nach (17)) sein Zeichen, wenn \m’, ym”, gleich-
zeitig die entgegengesetzten Werte erhalten. Da nun H,(u) rationale
Cosfficienten hat, so ist es nicht nur durch. ¥ (M, u), sondern auch durch
¥(— M, w), und also auch durch das Product beider teilbar. Da tiber-
dies fur jede Wurzel von H,,(u)==o0 eine der beiden Functionen ¥'(+ M, u)
verschwinden muss, so ist

(18) o, (u) = ¥ M, )¥(— M, )

und es folgt, dass unter den simmtlichen zur Determinante — m gehirigen
eigentlich primitiven Formenclassen jeder der beiden Charactere

¥ )=

gleich oft vorkommd.
Ist m' ein Quadrat, also nach der Voraussetzung tber m” die grosste
in m aufgehende Quadratzahl, und m =m" =3 (mnod 4) so ist

m''+1

(20) i’ oym

rational, und dieser Schluss ist nicht mehr anwendbar. In der That ist
in diesem Falle fur alle Formen der Determinante — m

2 (&)= @)=

In diesem Falle sind alle Charactere in der From

(22) &

enthalten, und die Zerlegung (18) geniigt, um alle Geschlechter zu trennen.
Die Factorenzerfallung (18) gilt fur jede Zerlegung von m in zwei
Factoren m’, m”, wenn

"m=1 (mod 4), m=2, 6 (mod 8), m = 4 (mod 16)
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weil im ersten und letzten dieser Falle, auch wenn m’ ein Quadrat ist,
die Grosse (20) irrational ist, und in den beiden andern-m’ tuberhaupt
kein Quadrat sein kann.

Da in diesen vier Iallen resp. die Charactere

(_- I);—(A—l)’ (- J);—(;i—l)+;—(.l'-'——l)’ (__ 1)5 y ’ (_ I)
sich aus den Characteren von der Form (22) zusammensetzen lassen, so
geniigt die Zerfallung (18) zur vollstandigen Trennung aller Geschlechter.
Dagegen reicht fur die Falle m = 12 (mod 16), m=o0 (mod 8) die Formel
(17) nicht aus, um alle Geschlechter von einander zu trennen.

Man leitet daher auf dem gleichen Wege aus der Annahme

X == 2, yo=m —m", m' =0 (mod 4)

(23)

no=(m 4+ m")? V2ivim — Y = I\m + ym”

die Formel her:

L A1 _mHl e
ey M= (=GN A) =0T )

m”

welche fiur den Fall m= 12 (mod 16) dasselbe leistet, wie die Formel
(17) in der ubrigen Fallen (wobei auch die Annahme m” = 1 zu be-
riicksichtigen ist).

Ist endlich m =0 (mnod 8), so setze man, indem man unter S* die
grosste in m aufgehende Quadratzahl versteht

m = S*P.
Ist dann P=2 oder =6 (inod 8) so ist stets

A—1 A= A7—1
S+

L £y
(—1)? 8 (T))=1. (_1>8<T)):I
und- mit Hilfe dieser Relationen konnen alle Charactere auf eine der
beiden Formen
lA T 14\
(r—n_> ’ (—1) <m)

zuriickgefithrt werden. Da m’ in dicsen Fillen niemals ein Quadrat ist,
so -gentigen die Formeln (17), (24) zur vollstindigen Trennung der Ge-
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schlechter und gestatten die fritheren Schliisse. Um aber fiur den Fall
m=0 (mod 8) eine stets ausreichende Formel zu erhalten, nehme man

1 1 2
x =1, g/:zm'__m", n:(z—lm’—{—m’) '

(25)
N I, — —
\/w vm — Y = 57»\/m' + \/m',
woraus sich ergiebt

Fd w41
5 =

mom T S
(26) M=(—1fe (2) GEENCE V)

m’ 2

o

Nachdem die Zerlegung nach den Characteren (mi\ vermittelst der Formel

(17) erledigt ist, handelt es sich nur noch um die Unterscheidung der
~dargestellten Zahlen 4 nach dem Modul 8. Dazu gentigt es, in (26) m” = 1,
m’ = m zu getzen, wodurch sie in den vier Fallen die folgende Form
annimmt:

M:(-—I)?r—:i (%i\ﬂ-i- I)“ A=1 (mod 8)
V2 :
M:.(_I)?‘\‘/;i<§iva+ ) =M, A=3 (mod8)
2
(7) oM L—-—I-i—% I, — 3 ” i ds
—(— = (ivm+ 1) =M",  A=5 (mod§)
\r
M= (1) ‘j;i (Givm+ 1) =M",  4=7 (mod8).

Die vier Werte von M gehen in einander tber durch die Vertauschungen

M, V2, 1, Vm
M, —yz, —i, —ym
M, —yz, i, Ym
Mz, —d, —m.

(28)

Ist nun ¥(M, u) wie oben der grdsste gemeinschaftliche Teiler von
H.(u) und @(M, u), so folgt aus 3° dass die vier Functionen (M, w),
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VM, w), F(M", w), ¥(M", u) zu einander relativ prim sind, und
wenn die Vertauschungen (28) zulassig sind, so schliesst man wie oben

(29) H,(w) =M, v)¥(M', uy ¥(M", w) ' (M, u),
woraus also folgt, duss jeder der vier Falle
A=1, A =3, A=z35, A=7 (mod 8)

in gleich vielen Formenclassen der Determinante — m vorkommt.

Die Vertauschungen (28) sind aber nur dann nicht alle zulassig,
wenn m ein Quadrat oder das doppelte eines Quadrats ist. Im ersten
Fall ist nur die Vertauschung (M, M”), im zweiten die (M, M’) zu-
lassig, und in diesen Fillen kommen auch in der That nur die Charactere
vor

Ad=1,5 resp. A=1, 3 (mod8),

und zwar wieder jeder derselben in gleich vielen Classen.

Da die Invarianten zweier entgegengesetzter Classen conjugirt ima-
ginar, die der ambigen Classen reell sind, und da ferner zwei entgegen-
gesetzte Classen zu demselben Geschlecht gehoren, so haben alle die hier
gefundenen Teilgleichungen reelle oder conjugirt imaginire Wurzeln und
folglich muss —71 aus den Coéfficienten derselben sich fortheben.




