
ZUR T H E O R I E  DER ELLIPTI 'SCHEN FUNCTIONEN 

YON 

tI. WEBER 
in  M A R B U R G .  

Die vorliegende Abhandlung verfolgt in ihren ersten Tcilen den Zwcck, 
die Transformationstheorie der elliptischen Functionen im Zusammenhang 
darzustellen und zu den Anwendungen auf Zahlentheorie, so welt sic mit 
der Theorie der cornplexen Multiplication zusammenhangen, vorzubereiten, 
von welchen im letzten Abschnitt ein Tell durchgefilhrt ist. Ich hoffe 
diesen ersten Untersuchungen weitergehende folgen lassen zu k5nnen. Als 
der kiirzeste und einfachste Weg, um zu den Grundlagen der doppelt 
periodischen Functionen zu gelangen ist der yon JACOBI hcrri]hrende, 
welcher yon den 8-Functionen ausgeht, gewghlt, und zwar in der Weise, 
dass nur von den Reihenentwickelungen, nicht yon den Productdarstellungen 
Gebrauch gemacht ist. Es ergeben sich zwar bekanntlich manche S~tze 
leiehter aus den Darstellu-ngen durch unendliche Producte; aber im In- 
teresse einer einheitlichen Darstellung haben wir es vorgezogcn nur von 
den Reihenentwickelungen Gebrauch zu machen, welche allein einer Ver- 
allgemeinerung far mehrere Variable fghig sind. 0~berdies hat es ein 
eigentiimliches Interesse, auch die etwas tiefer liegenden Si'ttze bei den 
8-Reihen direct aufzusuchen, worauf HERMITE an verschiedenen Stellen 
hingewiesen hat. 

Was die Transformationstheorie betrifft, so ergiebt sich dieselbe als 
eine notwendige Consequenz aus der Teilungsaufgabe, wenn man letztere 
nach GALoIs'schen Principien auffasst; zugleich gelangt man so am na- 
tt~rlichsten und einfachsten zu den verschiedenen in der Transformations- 
theorie auftretenden algebraischen Gleichungen. 

Acta raathemativa. 6. Imprim6 29 l~lovembre 1884. 4~ 



330 H. Weber, 

Bei den zahlentheoretischen Anwendungen, welche den Gegenstand 
des letzten Abschnitts bilden, haben w i r e s  uns zum Grundsatz gemacht, 
nur solche Teile aus der Theorie der quadratisehen Formen vorauszusetzen, 
welche zu den elementaren gerechnet werden ksnnen, und einige tiefer 
liegende Satze, bis jetzt die S~tze tiber die VerhMtnisse der Classenzahlen 
in den verschiedenen Ordnungen und fiber die Anzahl der zu einer De- 
terminante gehSrigen Geschlechter, freilich nur for negative Determinanten, 
als zahlentheoretischen Ausdruck fi'lr gewisse algebra4sche Eigenschaften 
der bei der complexen Multiplication auftretenden Gleiehungen auf- 
zufassen. 

Marburg im September I884. 

I. A b s c h n i t t .  

w 1. Die Theta-Functionen "n~ ter Ordn~tng. 

Wir definiren als Theta-Function m t~* Ordnung der zwei Argumente 
u, to eine Function O(u, to) oder 8(u), welche folgende Bedingungen 
erfi'dlt: 

I. O(u) hat, als Function der Variablen u aufgefasst, ffir alle end- 
lichen Werthe von u den Character einer ganzen rationalen Function. 

II. Es ist 

O(u + ,) = ( - -  ,)gO(u) 

~(u + ~ ) =  ( - -  ,)"e-~"~'*'~ 

Der Zahlencomplex (g, h), der aus den Elementen o, i gebildet werden 
kann, heisst die Charakteristik der O-Function, und wird als Index an 
das Zeichen 0 angehangt: [0,.h(u)]. Es. giebt also nur vier wesentlich 
verschiedene Charakteristiken, (o, o), (o, I), (I, o), (I, ~), yon denen die 
drei ersten gerade, die letzte ungerade genannt wird. Wir betrachten hier, 
mn uns kflrzer ausdrflcken zu konnen, u als veranderlich, to als einen 
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constanten Parameter, yon dem ein positiver imagindrer Tell vorausgesetzt 
wlrd. 

Wir stellen nun die complexe Variable u in einer Ebene dar und 
begrenzen in derselben, yon einem beliebigen Punkt u o ausgehend, ein 
Paratlelogramm, dessen Ecken in den Punkten Uo, u o -]-I ,  u o + co, 
u 0 + w + x liegen, welches wir das Periodenparallelogramm nennen. Die 
ganze u-Ebe~m lasst sich durch solche, an den Seiten angrenzende, con- 
gruente Parallelogramme ausftlllen, und einem Nullpunkte einer 0-Func- 
tion entsprechen andere Nullpunkte an congruent liegenden Stellen in 
allen diesen Parallelogrammen. 

Man erhi~lt nun ft~r diese Nullpunkte zwei fundamentale S~tze dutch 
Betrachtung der beiden fiber die Begrenzung eines Periodenparallelogramms 
ausgedehnten Integrale 

I d 

von welchen das erste bekanntlich die Anzahl, das zweite die Summe 
der u-Werte, far welche 8g.h(u) im Innern des Parallelogramms ver- 
schwindet, darstellt. Die Anzahl dieser Nullwerte ergiebt sich darnach 
--~ m und ihre Summe gleich 

(i) 

wenn M, N ganze Zahlen sind. Nullpunkte hSherer 0rdnung werden 
dabei nach Massgabe ihrer Vielfachheit, mehrfach gezi~hlt. 

lII. Eine O-Function m 'er Ordnung hat also innerhalb e~nes Perioden. 

parallelogramms m Nullpunkte, und yon diesen ist einer durch die m ~ x 

i~brigen bestimmt. 

Hat man mehrere 0-Functionen der gleichen 0rdnung und Charak- 
teristik, so ist jede lineare homogene Function derselben mit constanten 
Coefficienten wieder eine solche Function, und darnach folgt unmittelbar 
aus dem letzten Satz: 

IV. Jede "O-Function yon der Ordnung m und gegebener Charakteristik 

ist eine lineare homogene Function mit constanten Co~fficienten yon hO'chstens 

m .solchvn Functionen, welche linear unabhangig sind. 
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Ferner ergiebt sieh noch aus der Definition I, II der folgende Satz 
in welchem unter der Summe mehrercr Charakteristiken (g, h), (g', h'), . . .  
dic Charakteristik (g + g' + . . . ,  h + h' + . . . )  verstanden ist. 

V. Das Product mehrerer O-Functionen yon beliebiger Ordnang und 
Uharakteristik ist eine O-Function, deren Orcb~ung uad Charakteristik die 
Samme der Ordmmgen und Charakteristiken der einzelnen Factoren ist. 

w 2. D i e  Theta-~'unctio'~ten de v ersten OJ'dnu,nfl. 

F(ir die erste Ordnung existirt nach dem Vorstehenden nur je eine 
0-Function, deren Nullpunkte durch die Formel (I) vollstandig bestimmt 
sind. Hiernach kann man sofort zur Darstellung dieser Functionen dutch 
unendliche Producte (~bergehen, oder man kann aus der Definition I, II 
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten unendliche Reihen ffir 
dieselben finden, und dadurch die wirkliche Existenz der gesuchten Func- 
tionen nachweisen. Wir wahlen den letzteren Weg und erhalten: 

(I) o~,,,(., o . ) =  (--i)'," ~ ( - -  ~)"e ~~ 

indem fiber einen von eo allein abhangigeIJ Factor, den die Definition 
I, II unbestimmt lasst, so verfOgt ist, dass diese Functionen alle, nebst 
ihren nach u und eo genommenen Derivierten der partiellen Differential- 
gleichung 

(2 )  ~u--~ = 4 m  

gentigen, und dass ft'lr q = o 

1 1 

(3) ~oo(U) = ~, ~o,('~)= ', O~o(U) = :q' eo~,,-u, ,~,,(~,) = :q" ~i~.~, 

wird. Die Function Ol~(u ) ist eine ungerade Function, wi~hrend 0o~ 

0o1 (u), 01o (u) gerade _Functionen sind. 
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Jede dieser vier Functionen lasst sich dutch jede andere ausdrticken 
vermittelst der Relationen 

= ' 0,§ h+h' (U) 

(4) 
o.~.~(~) = o~,h( . ) ,  o~,h+,(~) = ( - -  , ) % , h ( . ) .  

Setzt man in diesen Formeln u = o, so erhlilt man, wenn man die 0-Func, 

tionen, in welche das Argument  den Weft  o hat, ohne Argument  schreibt: 

(5) 

Ooo (0) = Ooo, O~o (o) = ~lO 

000(~)  = Oo1, o , 0 ( ~ )  = o  

000 ~o ---~ e 4 01o, ~o = e 40o  ~ 

0~176 - - 2 - -  : ~  O ~ o ~ T )  : - -  ie ? 0o~ 

o01 (0) = o01, ~ , .  (o) = o 

0ol ca ~ o ,  011 r = i e  4 0Ol 

O l \ T /  ~ e * 01o, 0 1 1 \ T /  = e ~ 0oo" 

Da die Quadrate der vier 0-Functionen v o n d e r  zweiten Ordnung 

sind mit der Charakteristik (o, o), so kann man zwei von ihnen linear 
durch die beiden andern ausdrticken und zwar wie folgt: 

(6) 

2 2 2 oolo.o(~) = o,~.o~,(~) ( . )  
2 2 2 $ 2 

bQOi000(~)  = 0 0 O 0 o I ( U ) - -  ~ 1 0 0 1 1 ( U )  

I die ReIation sich ergiebt: woraus noch, durch u ~ - ,  
2 

(7) Oo'o = ,~:~ + O:o. 
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Aus diesen Functionen kann man nun alle 0-Functionen von beliebiger 
Ordnung und Charakteristik zusamlnensetzen, wie man auf Grund der 
Si~tze des vorigen w unmittelbar dutch die Abzahlung der Constanten 
findet, mit Rficksicht darauf, dass eine lineare Relation zwischen geraden 
und ungeraden Functionen nut dann bestehen kann, wenn der gerade 
Tell ft~r sich und der ungerade Tell fth' sich verschwindet, und dass zwei 
der Functionen Oa, h(u) nicht in constantem VerhMtniss stehen. 

Bezeichnen wir mit 0o, 01 irgend zwei von den Functionen ~g,h(u) 2, 
oder auch zwei lineare Combinationen derselben, und mit F~(Oo, 01)eine 
ganze rationale und homogene Function ut~ Ordnung der beiden Argu- 
mente 0o, 0~, so erhalten wir auf dem angegebenen Weg folgende Dar- 
stellungen: 

I. m -- o (mod 2), gerade Functionen 

aoZ'(u) = F (1") (0o, 01) 

ao~,(.) = ~oo(.)~o,( . )F (~''-') (Oo, o,) 

a~:,(.) = Ooo(.)~,o(U)V(~'-')(Oo, o,) 

~(17'(U) = 010(~.$)~01(~)&~ "~(~-ta-1) (O0, 01) 

ungerade Functionen 

ao~'(u) = ~o.(U)~o,(U)~lo(U)~,l(u)F (~-'-2)(0o, 01) 

a;';'(~) = alo(U)~l,( .)F (~''-1) (~o, ~1) 

a~;"(~) = ~01(.)~11(.)V (~'-~)(o0, 01) 

~r'(-)  = ~oo( . )~ . ( . )F(~'-O (Oo, ol). 
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II. m--~ I (rood 2), gerade Functionen 

1 

o'o~'>(u) = Ooo(~ , )F~"- ' (Oo ,  O,)" 

I On---l) 
'*011~(m>[u'~\ , = '~O,(U) F ( 0 0 )  OI) 

1 ~-(m--l) 
a,;'>(u) = Olo(u)F"  (0o, 0,) 

I 

e,;',(u) _- ,9oo(U),~o,(,,)~,o(u)F ~(~ (oo, o,). 

ungerade Functionen 

1 
-On--3) 

0(o'~'(~/) ~--- *9o,(U)tglo(U)tg,,(u)F ~ (Oo, O,) 

l 
~ ( m - 3 )  . 

a~',(u) = Ooo(U)O,o(~)o,,(;)F (Oo, o,) 
1 

Oi~o'>(u) = #oo(U)~o~(U)O,l(U)E ~(m-~)(oo, o,) 
1 . _ ~(m--1) 

e,7>(u) = O , ( u ) F  (Oo, o,). 

Hicrdurch ist die in w i als Maximalzahl gefundcne Anzahl der 
O-Functionen als wirklich existirend nachgewiesen, oder, mit andern Worten, 
es isr gezeigt, (lass man stets eine O-Function m t~' Oi-dnung yon gegebener 
Charakteristik so bestimmen kann, dass sie in m - - I  beliebig gegebenen 
Punkten eines Periodenparallelogramms verschwindet. Durch diese N u l l  
punkte ist dann aber auch, yon einem constanten Factor abgcsehen, die 
O-Function ausnahmslos eindeutig bestimmt. 

3. Die Theta-~-~enctlonen .zweit~, Ordnung. 

Zu den O-Functionen der zweiten Ordnung gehsren auch die vier 
Functionen ~gg, h(2u, 2to), und zwar ist ihrc Charakteristik (o, h); man 
kann sie daher, da man ihre Nullpunkte kennt, dutch die Functionen 



336 II. Weber. 

,gg, h(u) ausdrt 'mken "und erhMt, wcnn  m a n  einen yon .. unabhrmgigen  

Coefficienten d u r c h  die B e d i n g u n g e n  (2), ( 3 ) b e s t i m m t ,  die F o r m e l n :  (LAN- 
r)Ex'sche Trans fo rma t ion )  

2bqlo(O, 20.))1~100(2~ , 2 0 ) ) =  bqlO(~g) 2 -Jr- bqll(U) 2 

:%(0, :~),~,0(~u, ~0,)= ,~,o(U)'--,~,,(~): 
(1) 

%(0, :~o),9o1(~u, : , , , )= ,9oo(U),9o,(~,) 

,~o1(o, ~)011(~u, :~) = ~,0(u)~,,(,). (') 

Bezeichnet  m a n  die Different iat ion nach  der  Var iab len  u d u t c h  einen 

Accent ,  so e rhMt  m a n  for  u = o aus den vors t ehenden  F o r m e l n :  

und  h ie raus :  

(3) 

~,~1o(O, :o,),%0(o, ~,o)= ~o 

,%1(o, 20,) ' = ,%0,90, 

2/~t01(0 , ")l'O)'l~lil(O , 9 0 ) ) =  ~tlOIPJ;l 

o;1(o, 2,o) 0;1 
boo(O, 2,0)0o1(o, 2,o)Olo(O, 2,0)- a~,Oo,O,o 

woraus  he rvorgeh t ,  dass die a u f  der  reeh ten  Seite s tehende  Func t i on  von 

to u n g e a n d e r t  b le ib t ,  wenn  to in 2to v e r w a n d e l t  wird ,  so dass m a n  dell 

W e r t  derse lben e rha l t ,  wenn  m a n  w = c-x3, d. h. q-----o setzt. 

Man finder so aus (3) w 2 die bekann te  und  wicht igc  Fo rme l  

(4) ,gh = ~OooOo, O,o. 

(1) Am einfachsten leitet man zuerst miltelst (2): (3) die dritte und vierte der 
Formeln (1) her. Die beiden ersten folgen dann leieht aus (6) w 2. 
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Noch weitere Folgerungen ]assen sich aus (~), (5) ziehen, wenn man 
I 

w dm'ch -eo und u durch o und i ersetzt. Man erhalt so 
2 4 

~/eOOOO1 = ~9o1(0, 20)) = ~ ( - -  I) 'q :n~ 

%/010001 : 'r ' = ~ 2 q8 ( - -  q )  2 ' 

wodureh diese Quadratwurzeln als eindeutige Funetionen von w dargestellt 
sind. Man erh~lt daraus noch die nach HERMrrE mit f ( w )  und r 
zu bezeichnenden Quotienten 

(6) 

n . n + l  

f(o,) = 0 ,o_  ~Tq~ : 

n . n + l  n 

0~(-- q) ' �9 (') 
n n. n + l  

Auf dieselbe Weise wie das Formelsystem ( i ) l a s s t  sich auch das 
folgende, der GAuss'schen Transformation entsprechende System herleiten: 

(7) 

= O~oo(U) - -  O ~ o ( U )  

(l) HERMITE,, Comptes  rendus ,  tome LVII~ 21 dgc. 1863. 
A c t a  m a t h e m a t i e a .  6, Imprim6 2 D~cembre 1884. 43 
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w 4. D i e  l~unc t ionen  ~g,~(nu~ n~) u n d  d ie  Y u n e t t o n  ~(~o). 

Die Functionen ~g,h('m~, nro) sind 0-Functionen ~ter Ordnung, und 
zwar, wenn n ungerade vorausgesetzt wird, yon der Charakteristik (g, h). 
Durch Ber('lcksichtigung der Nullpunkte erhMt man fi~r dieselben fol- 
gende Ausdrr~cke: 

v 

, 9~( , . , ,  n,,,) = c r  _ , ,, + ~ ,9~ ~, - - -  
] , - -  

2 

(i) 

n- -1  

r ,,,,)= ( :  ~)~ 
1 , - -  

2 

n - - 1  2Y" - -  " ~  

,~o~(,~u, ~o,) = ( - -  i)  ~ c',%,(u) o-,'~o, u . +  ~ ,~o, 
'2 

v 

2 y  2 y  

2 

und for die Constante C ergiebt sich mittelst der Formel (4) w 3 

( J  - -  _~  

2 p  2 y  

l ,  T 

Nun lasst sich aber durch die Formel (,), (7) des vorlgen w leicht zeigen, 
class 

2 

n--1 n - - 1  n - - I  

wenigstens vom Zeichen abgesehen, ungeandert bleibt, wenn oJ dutch :to 
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ersetzt wird. Man kann also den Wer t  dieses Quotienten dadurch cr- 

mitteln, dass man q = o setzt, und erhidt so die Formel 

(2) 
"- '  "- '  " - '  

a-:j-- 2V ~10 - ~01 - -  = ~ I 8 i~Oo- ~10- ~012 
1 , - -  2 

Hieraus ergiebt sieh, indem man in (t) das Vorzeiehen wieder dureh 
q = o bestimmt: 

v 

(3 )  ~r '/~to) bQ0g 1~12 OQ01" = 2 ~ -  ~11( 'g )  H ~ 1 1 ( - ) 1 9 1 1 ( -  -4- ii, ~11 u 
, , - I  \ n / \ n , ,  

2 

aus welcher man die drei andern Formeln leicht ableitet. 

Wi t  wenden die lctzte Formel  auf den Fall  n = 3 an, ffw wclchen 
I 

wir erhalten, wenn wit  u, to durch o, - to ersetzen und (4) w 3 anwenden:  
3 

(4 )  3~,3 # ~  = 2zr # , ,  , , 

wonach die dritte Wurzel arts ~9;~ als eindeutigc Function yon to dargestellt  
werden kann. Man setze 

(s) v( to)  r  , = r (--~ 

und crhMt: 

(6) 

Die Iunc t mn  ~/(to), verschwindet, wie arts (6) hcrvorgeht,  fro' keincu 

cndlichcn Wcrt  yon to mit  positiv imagini~rem Teil, und ist ffw rein 

imaginare Wcrte yon to reel1 und positiv. Die Gleichung (3) ergicbt: 

(7) 
1, n--__._~, 
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Man schliesst ferner aus den Formeln (2) des vorigen w wenn man 
beaehtet dass 

~oo(O, ,~ + ~) = ~o,, ~(~  + ~ ) =  e '~(0~)  
ist: 

(8) 001T~ ((/)) = ~ ( ~ ) 2  

e~:~oo,~(,o) = ,~ 

Ffdlrt man noch die drei Functionen ein: 

so lassen sich durch dicse die HmcMlTE'Schen Functionen ~, ~, Z folgcnder- 
massen darstellen: 

~(o)) = e ~ -~1(,o) 

~ ( ~ ) =  e~r ~(~') 

wi 
z ( . , )  = r162 = ~ ~-~ ~(,o) 

w 5. L i n e a r e  Trans fo~ 'mat ion .  

Bedeuten a, f ,  •, d vier ganze Zahlen, die der Bedingung 

(,)  ~ o - -  fir = ' 

genagcn, so lasscn sich die a-Functionen mit dcm Modul 

r+&o (2) o~ ,=  + ~  

(1) Ygl. DEVEmNg: Ueber die ellil;tischen Modulfanctionen, J o u r n a l  f. Mathema-  

tik~ Bd. 83. 
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und dem Argument  

3,11 

(.3) u ,  - ~ + ~,o 

durch solehe mit dem Modul co und dem Argument  a ausdrficken. 
finder in der Tha t  leieht, wenn A einen eonstantcn Factor bedeutet: 

Man 

(4) 
e-Ui""",tgl0(,.1, o ) , ) =  v'e a~ .... ( . ,  O) 

- -  ,-rlft'a ~q ~ ~,)-- 1 e -  - ~u;- 

e-."a ..... ,9oo(U,, % ) =  i'~+,'--~ae i(~"+~"'Aa,+,~+,~, ,_,~_,(u, ~o), 

u n d  dutch Anwendung der Formel (4) w 3 erhalt man eine Besti,nmung 
yon A 2. Es soll hies nur  

(s) 

angefi:lhrt werden. Aus der er.aten der Formeln (4) folgt dann die Trans- 
formation des r/-Funetion: 

(6) + 

worin ), eine naeh dem Modul _2 4 bestimmte Zahl ist, wenn wir fest- 
setzen, dass fl positiv sei, und die Quadratwurzel mit  positiv reellem Teil 
zu nehmen ist. Far  den besonderen Fall j9 = o ergiebt sieh direet: 

(7) v(~ + ,) = e~v(~);  ,~(,,, + r) - -  S ,~ ( ,,, ), 

und ausserdem hat man, wie man aus der Annahnle eines ,'ein imagin~u'en 
o) sehliesst: 

(s) 
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Durch wiederholte Anwendung der beiden letzten Formeln lasst sich die 
allgemeine Formel (6) ableiten. Ist ), bestimmt, so ist auch A bekannt 
nach der Formel 

nix 

(9) A = - -  i e  ' v - -  i ( a  + fl,o), 

und den besondcren Failer, (7), (8) entspreehend ergiebt sich: 

;r,i 
I. ,9,,(u, r + x ) = e '  O,,(u, co) 

/5/10(,, , ( 3 ) +  I ) = e  ~- ~10(//, fO) 

I~OI(U, O)"4-  I ) =  

1900(lg, O)"JV I ) " -  

~oo(~, ~,) 

~o,(,, ~,). 

~ i t t  2 f 

- ( ' l ~  - -  I 

II, e " "Jl, \ , o '  (J) i V -  i~,'J,,(u, ,,)) 

~ i t t  ~ 

1"910 r ir ~9ol(U, ~0) 

~"r '(7o ,o )  
-- q2 ~ 1 

e '~ bq o , 

( - ' )  ,i- ,oo(,,, o /  e '~ r  ~' i,o 

Vergleieht man (9) mit (5), so folgt: 

a -  fir + ~fl + r~ + ,  (rood z) 
oder: 

(io) D, it ~- ~ -F d (rood 2). 

Die Zahl 2, die von den vier der Bedingung ( i ) g e n ~ g e n d e n  ganzen 
Zahlen abhangig ist, wird nun mittelst der speciellen Transformafionen 
(7), (8) durch ein reeurrentes Verfahren bestimmt. Zunachst erkennt man 
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leicht aus (7), dass die beiden Verbindungen a 2 - - ~ ' ,  /~), ~ 3 nur yon 
den beiden relativen Primzahlen a, fl abh~ngig sind, und demnaeh setzen 
wir mit Ri]cksi~ht auf ( ,o) 

(,1) ~ , ~ _ , ~ _ ~ - _ _ _  ~(~, ~), 

worin (a, /~) eine von a und fl abhttngige naeh dem Modul I2 bestimmte 
Zahl ist. Da die gleiehzeitige Anderung tier Vorzeichen yon a, /~, ~', 
den Wert yon 2 nicht andert, so folgt aus (1I) 

Da die beiden Functionen 

§ 

+ ~,o j 

I, O ) =  I. 

\ , - -a  +fl to/  

fa r  rein imaginare to eonjugirt imaginar sind, so schliesst man aus (6) 
und (I , ) ,  ( ,2):  

( '3)  (a, f l ) - - - - ( - - a ,  / 9 ) ~ ( a , - - / ~ )  (mod 12). 

Vertauseht man in (6) a, fl, T, '~ mit - - /~ ,  a, - - d ,  ~- und bezeiehnet 
den diesem Zahleneomplex entspreehenden Weft  yon ). mit 2' so ergiebt 
die Anwendung yon (8) 

(i4) a'_---~ ~ 3 (rood 24), 

wenn das obere Zeichen far  ein positives, das untere filr ein negatives a 
genommen und /~ positiv vorausgesetzt wird. 

Madht man in der Gleiehung ( I , )  dieselbe Vertausehung, so ergiebt 
sieh naeh (I4), wenn mit I~1 der absolute Wert yon ~ bezeiehnet wird: 

(is) ~ a - - r  + f l - -  3 1 ~ 1 - 2 ~ ,  ~) (,nod 24), 

und aus ( , , )  und ( '5)  

(,6) Z=#{2(fl, =)- - f l  + 3l=l} + rl=(~, P)--=} (rood 24), 

wodurch die Bestimmung yon 2 vollsffmdig auf die des Symbols (a, /~) 
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zur~'mkgefOhrt ist. Fi'~r die Berechnung dieses Symbols ergiebt sich 
aber, wenn man in (6) to durch to + 1 ersetzt und (7), (8) und (I1) 
anwendet: 

(17) 
(=', 8)=(a,  8) (mod 12), wenn 

(or, ]) ~-~ (0, i) ~ 0 (,,,od i2) ,  

a '  __= a (,nod fl) 

,rod wenn man 2 aus ( ,I)  und (15) eliminirt: 

(~s) 2~(0{, 8) .31_ 28(8  , 0{)__~I Jr- 0{ 2 -~ 8 2 -  31~18 (,nod 24) , 

wodurch dasselbe v/511ig bestimmt ist. 
Nimmt man in (I8) a und fl ungerade und positiv an, und vergleicht 

diese Forlnel mit der aus dem Reciprocitatsgesetz der quadratischen Reste 
fo]genden 

(19) 20{ ~(a) JI-" 2g ~z(t~) ~ (6--~ 1)( 8 21-I)(IlIOCI 8), 

so leitet man daraus her 

(20) 0{[(6, 8)"31-(~) ~-4-I I { (~> t2-1-I I - -  = o ( m o d  4)  z + 8 (8, 0{) + 

land hieraus schliesst man durch Anwendung des Algorithmus vom grOssten 
gemeinschaftlicher Teller 

(2I) (or, fl)-=P +I2 (~) (mod 4) 

eine Formel, die wegen (i3) und (I7) auch ftir negative und gerade a 
gialtig bleibt. 

Hiernach ergiebt sich ohne Schwierigkeiten das Verhalten yon (a, fl) 
zu dem Modul 4 auch far ein gerades fl aus de)" Formel (i8) und des- 
gleichen far den Modul 3, wodurch das Symbol (a, fl) nach dem Modul 
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I2, worauf es allein ankommt, for alle F~lle bestimmt ist. 
hier das vollst~ndige Formelsystem obersichtlich zusammen. 
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Wit stellen 

(22 )  

(0, I)----O, ( I ,  0)------I (lllod I2)  

( - - a ,  /9)_------(~, 19) (,nod I2) 

({2, - - f l )  ~ ({2, fl).(,nod i2) 

( - -  {2, --19) ~ - -  ({2, 19) ( lnod I2) 

(~,/9) - = (moa s), /9_-- o (,nod 3) 

(=, /9)___0 (,nod 3), /9~_ _+_ , (rood 3) 

/9) ='• + '  (~) (,nod 4), . / 9 ~ '  (= 
2 

(=,/9) - {2 (rood 4)7 

(a,/9) -- - -  = (,nod 4), 

({2, /9) ~ o (,nod 4), 

(=,/9) ~_ = (mod 4), 

a =  a{=(/9, = ) - - / 9  + 31=1} + r{ =(=, /9) - -  =I (,noa =4). 

(,nod 2), /9 > o 

/ 9 -  o (rood 8) 

/9~ 4 (mod 8) 

/ 9 -  ~ (rood 8), /9> o 

/ 9 = 6  (rood8), / 9 > o  

Das Symbol (a, 19) ist von DEDE.KIND in die Theoric eingefahrt (RIEMA.','X'S 
g e s a m m e l t e  Werke ,  Erlhutcrungen zu No. XXVII und J o u r n a l  for  
Ma thema t ik ,  Bd. 83, S. 265). Das vollstandige Formelsystem (22) 
welches ich mit seiner Zustimmung hier aufnehmc, vcrdanke ich tinct 
brieflichen Mitteilung. Das Symbol ist in der Transformationstheoric der 
elliptischen Functionen kaum zu entbchrcn und umfasst alle vcrwandtcn 
specielleren Untersuchungen. So ergeben sich sehr leicht aus dell Formcln 
( I o ) w  4 die HER~ITE'schen Transformationsformeln fiir die FunctioneT, 
F(to), Sb{,to), Z(to), von denen hier nur die folgenden den speciellen 'l'rnns- 

Aeta  mathFmatica.  6. lmprim6 • Ddcembre 1884. 41 
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formationen (7), (8) entsprechenden angeftlhrt sein mSgen, aus welchen die 
iibrigen dutch wiederholte Anwendung folgen. 

71(O) + 1) = e-Xry,(oJ), 

(23) rA(oJ --[- I) ----- ~a(o)), 

ni 

~a(O 71- I) = em712(r 

= V - - - F -  ~ , o  ) 

ilr 

r + I) = .yr 
r r - -  = / , ( o , )  

(24) r "q l- I ) =  I ( I )  

X ((.O ..[ - i) __= ,,~2,((0 ) ( I )  
o r z - - 7 o  = z ( ~  

Wenn man die Formeln (4) f(ir die lineare Transformation auf (2) 
w 4 anwendet, so ergiebt sich die allgemeinere Formel, in welcher a, fl 
irgend zwei relative Primzahlen find: 

1 1 , 9 o o  {-  - -  ,91o - '9o,  - 
1, n--1 \ ~, ~ 9/, 

2 

n~--i ~__~.6~(a+fl.)n'nl n--I  n--I n--I  

= ( - - I )  8 e 0o: 0: :  O d .  

Ebenso kann man durch Verbindung mit der linearen Transformation 
aus (7) w 4 die allgemeine Transformationsformel ft~r 

a + b~,/ 

herleiten, wenn a, b, c, d ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teller sind, 
die der Bedingung a d - -  bc = n gentigen. Wiihlt man namlieh die ganzen 
Zahlen ~, y so dass 

= x a  + yc 
(~6) 

['3 ~ xb + yd 
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ohne gemeinsamen Teller sind,(~) und l', d so dass 

ist, so l~sst sich die Transformation 

in folgender Weise zusammensetzen 

Wenn nun 2, ,t' die oben festgesetztc Bedeutung  haben ftir die 
linearen Transformutionen 

a,  ( a ~ - -  b~', - -  

so folgt unter der Voraussetzung eines positiven fl und y 

n - - 3  

c + (to 

v 

_-- ( ~  i)- z- er~(,~+~ ~ e ~,,(~+~-)--r a +~ bw " 101~ 1 k/2v(a" n + flo~) 
L - -  

2 

wo die Quadratwurzel mit  positivem reellem Teil zu nehmen ist. 
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beiden 

(x) ])ass ein solches Zahlensystem x,  y immer existirt, ist lcicht einzusehen; denn 

ist p irgend eine in n aufgehende Primzahl: so kann man zun~chst die beiden Zahlen 
�9 p, yp so wghlen~ dass ax T + cyp, bx, p "Jr dyp nicht beide durch ~o teilbar sind, und wenn 
man dann x---~p, y - - y p  (mod]~); x--xp,~ y - - y f  (mod2')~ . . .  setz~ fiir alle in n auf- 

gehenden Primzahlen p ,  p ' ,  . . .  so gentigea diese Werte der gestollten Forderung (Vgl, 

KONmSB~,ROgn~ Ellil)t. Fu~ctionen, II~ S. 93). 
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II .  A b s c h n i t t .  

w 6. D i e  elliptischen Fanc t ionen .  

Die Quotienten zweier b)-Functionen gleicher Ordnung sind doppelt 
periodische Functionen, und es ergiebt sich sehr leicht aus den Satzen des 
w i, dass sich alle eindeutigen doppelt pcriodischcn Functionen, welche im 
Innern eines Periodenparallelogramms in einer cndlichen Anzahl yon 
Punkten unendlich in endlicher Ordnung werden, als solche Quotienten 
darstellen lassen; und da die Diffcrentialquotienten yon doppelt peri- 
odischen Functionen wieder ebensolchc Functionen sind, so kann man auf 
Grund tier oben nachgewiesenen algebraischen Beziehungen zwischen den 
0-Functioncn algebraische Differentialgleichungen ftir die doppelt perio- 
dischen Functionen erhalten. Wir bctrachten als die einfachsten yon diesen 
? t unctlonen die folgenden: 

0oo ,~,,(u) X - -  

0,o ,L,(u) 

~'o1 0, o(~,) 
( ' )  Y - -  ~,o ,~o,(~) 

'L, 0oo(u) 

Die Ableitungen dieser Functionen nach u sind doppelt periodische Func- 
tionen, deren Zahler und Nenner 8-Functionen zweiter Ordnung sind' die 
sich &her  nach w 2 darstellen Iassen. Man findet so dutch Nullsctzen 
der Argumente fi~r die Z~hler dieser Ableitungen die AusdrQcke 

(2) 

~ 0 0 ( U ) ~ o l  (~ , )  - -  ~ ; l ( ~ ) ~ 0 0 ( u )  = - -  ~ 0 ~ , , ( u ) # , 0 ( u ) .  
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Setzt man daher 

~oo 
(3) ~/~-- ~(~,),  ~ = r  
so dass 

k* + k ' ~ _  I 

12 "-i-'~7 i/kk = Z ( , o ) ,  
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(4) 

wird, und ferner 

(5) ~ o  = 2K,  t o K ~  iK', v ~ 2Ku,  

so erhMt man fflr die Functionen x, y, z das System von Differential- 
gleichungen 

d~ 
- -  yz 

dv 

dy 
(6) d~ - -  zx 

d z  
- -  k~xy 

dv 

mit den Nebenbedingungen, dass 

(7) ffir v ~ o  : x ~ o ,  y ~  I, z =  I 

sei; und dies System ist also durch die Ausdr~cke (i) vollsti~ndig integrirt. 
x,  y ,  z heissen die elliptisch~ Grundfunctionen und k der Modul. Als 
Functionen von v und k werden sie mit  

x ~ s i n  a m  (v, k) 

(s) y ~ cos am (v, k) 

= a am (v, k) 

bezeichnet, l)a durch die Nebenbedingungen (7) die Losungen der Diffe- 
rentialgleichungen (6) v6llig und  .eindeutig bestimmt sind, so folgt, dass, 
wenn zwei verschiedene Werte von to, to und to~, zu demselben Werte 
yon k ~ fahren, die Functionen 

#g,n(u, to) und 8~,h(u,, eo~) 
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wenn 
o oo(o, t o ) .  = O o(O, 

ist, ffir dieselben Werte yon u verschwinden, und dass in Folge dessen 
to und tox in der Verbindung stehen 

27 + 3oJ (9) to, = a a -  4fir = 5, 
a + 2fl~' 

wenn a, fl, r, 3 ganze Zahlen sind, oder, ,nit andern Wortcn, dass die 
Gleichung 

die Gleichung (9) zur notwendigcn Folge hat.(') Es folgt abet auch 
mngekehrt aus der linearen Transformation der ,9-Functionen (w 5 (4)) 
dass k 2 immer denselben Weft erhalt, sobald to durch to~ ersetzt wird. 
Allgemeiner ergiebt sich aus den erwi~hnten Formeln, dass, wenn to dutch 
irgend einen Ausdruck 

(IO) 7 dr- 30) 

ersetzt wird, k 2 immer in einen dcr 6 Werte 

5 I k 2 k '2 (I 5) k ~, k '2 , ~., ~ '  k,.~, k~ 

fibergeht, und dass auch umgekehrt, sobald ~(w,) 8 einem dieser 6 Werte 
gleich wird, to, ein Ausdruck v o n d e r  Form (to) sein muss. Eine sym- 
metrische Function der 6 Gro~sen (I5) hat also die Eigenschaft, unge- 
andert zu bleiben, wenn ft'lr to einc der Substitutionen (lo), die wir in 
ftblichcr Weise durch 

T, 

bezeichnen, darin ausgeft'd~rt wird. Jede solche symmetrische Function 

(') Vgl. DgDV.KIND~ J o u r n a l  f. M a t h e m a t i k ,  Bd. 83~ S. 266. 
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ist abet rational ausdriickbar durch die Coefficienten der rationalen Func- 
tion 6 ~ Grades: 

= ~ e . ~ 3 ~ 5 +  A~' - -B~  3 +  A~ ~ - 3 ~ +  t 

zwisehen denen die Relation besteht (aus $ = I) 

2 A - - B - - - - - 5  

A ---- 6 - - ( I  ~ kflk'~) 3 
p k  '~ 

Hiernach ksnnen wir alle diese symmetrischen Functionen rational aus- 
driacken dur~h die eine 

( I 2 )  j (OJ)  = 2 8!I - k~'~)s 
k'k'" 

welche die absolute lnvariante des Systems doppelt periodischer Funetionen 
genannt wird. 

Nennen wir zwei Zahlen w,  to I aquivalent wenn 

ist fiir-ganzzahlige a, /~, ~-, o~, so hat die Funct ionj(oJ)nach dem obigen 
die fundamentale Eigenschaft, dass sie fi~r (iquivalente IVerte yon to und 

nur fiir solche denselben Wef t  erh(ilt. (1) 

Ausser dieser absoluten Invariante fohren wir (nach WEIERSTRASS, 
vgl. die yon H. A. Senwauz herausgegebenen Formeln und Lehrsatze zum 

Gebrauch der elliptischen Fanctionen) noch zwei andere einwertige Func- 

(t) Die yon DEDgKISD I. e. eingeflihrte Valenz, val (w) ist naeh dieser Bezeiclmung 
I 

�9 dieselbe Bedeutung hat das yon KI.mN iu seiuc:~ Untersuchungen benutzte Zeichea J 
27.643 

( M a t h e m a t i s c h e  Annaleu~ Bd. X[V~ S. I12). 
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tionen g~, & ein, die wir die Invarianten schlechtweg nennen, und die 
als eindeutige Functionen von co folgendermassen definirt sind: 

( '3) 
3 ~k-~ 3 

4 '(2 + k2k"Xk '' - -  k ~) _ v3 - -  a 7 . 6 4  

ga ~ 27 k,k,~ 2 .27  ' 

lind daher der Bedifigung geniigen 

(I4) 9 ~ - -  279~ = I6. 

Die Grundformeln fiir die lineare Transformation dieser Functionen er- 
geben sich mittelst der Formeln (24) w 5: 

( , 5 )  

2,-r/ 
.qd,,, + ,)  = e ~ v , ( ' , ' ) ,  

ffa((.O -Jr- I )  = - -  ffa(O.)) 

(I6~ 

= 

I 

w 7. D e r  M o d ' u l  u n d  d i e  I n v a r i a n t e  a l s  u n a b h d n g i g e  Va~,iable.  

W~hrend in den bisherigen Betraehtungen der Modul k ~ und  die 
Invariante ](eo) als Functionen von co betrachtet wurden, wollen wit 
jetzt umgekehrt das PeriodenverhMtniss w als Function der ersteren untei ~- 
suchen. Am vollstandigsten geschieht dies vermittelst der Darstellung 
durch hypergeometrische Reihen. Da diesc Darstelhmgen aber fQr unsern 
Zweck nicht unbedingt erforderlich sind, so wollen wir hier nieht auf 
dieselben eingehen. Dagegen ist es notwendig, die Differentialgleichungen 
zwischen r und ] aufzustellen, die man sehr leicht aus der partiellen 
Differentialgleiehung (w 2 (2)) 

( I )  O t l . ' -  4"--t~eo 
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ableiten kann. Wenn man die letzte Gleichung (2) w 6 nach u differen- 
flirt und dann u = o setzt, so folgt nach (I): 

(~) d k  ~ = ~ d k '  ~ = ~bg~o k ~ k ' ~ d t o ,  

woraus durch einfache Rechnung folgt: 

(3) 

dj = 34. 22#~dg2 = 3 r 2"~g~dga, 

g"-ga 
~i~ ~. 3 ~. ~:7,~ (to)'dto. 

Stellen wir also die complexe Variable k 2 in einer Ebene dar, so 
findet fiir die Function to eine Verzweigung nur statt in den drei Punkten 

k 2 = O~ k ~ = I ,  k ~ = ~ ,  

und die verschiedenen Werte, welche to for emen und dcnselben Weft  
yon k ~ erhldt, sind allc in dcr Form enthalten 

27 + &o 
( 4 )  a + 25,0' = a - -  4~r = ~. 

Desgleichen folgt aus (3), (lass to als Function yon j bctrachtet nur in 
den Punkten 

] = cxg, j = o, j = 27 .64  

verzwcigt ist, und dass alle Werte, deren to ftar dasselbe j f'ahig ist, in 
der Form 

r + & o  
(5) ,~ + .~ ,~ ,  

enthalten sind. 
Nun folgt aus (6) w 6 

(6) 
(x - -  . ' ) ( I  - -  k ' z ' )  

o 

wodurch v als Function yon z, wenn auch nicht eindeutig. <largestellt 
Atta mathematiea. B. Imprlm6 18 D~eembre 1884. 45 



�9 ~ 5 4  I1 .  W e b e r  

ist. I 
Fnr  v =  k .  ~r hat x den Wer t  ~ und fi'~r v = / t  q - i K ' ,  

2 

I 
,, = - ( ~  Jr-r den Wer t  ~:/, ,  m~d darnaeh ergiebt sieh aus (6) 

2 

(7) 

1 

0 

1 
).: 

' (1,~ 

iK" = i ( I - -  ,~ =)( I - -  /c'~,'r'z)" 

1 

In (7) sind die Integrationswege und die Vorzeiehen der Wurzeln dadureh 
v~llig bestim~nt, dass man ill der ,M';bene. etwa den Seiten des Perioden- 

_ 1 1 
parallelogramms parallel yon o bis i und yon - bis - ( i  q-oJ)geht,  und 

2 2 2 

die zugehSrigen Werte :~,?1-=~--~", , ~  -k~a ' '  immer aus den 
Gleiehungen (I) w 6 best innnt. 

Nimmt man (o rein imagin'ar an, so .4nd f(-o)), ~,(~o) reell und mithin 
~:~., ~/7-' positive eehte Brt't(:he; und wenn u. auf reellem Wege yon o b]s 
I 

geht, so bleiben die vier Funetionen ,900(~,:), ,~0(~,), ,~0~(u), ,9~,(~)reell 

nnd positiv; denn keine derselben geht auf diesem Wege dureh Null, und 

,900, ,9,0, ,90~. ,9,, (~) = ,gao sind po2itiv. (Beznglieh ,900 zeigt dies die Reihe 

unmittelhar,  lind fnr die andern Funetionen folgt das Gleiehe aus den 
positive,, Werten yon ~ .  ~/7.'.) l':s bleiben also naeh w 6 (I), (6) aueh 
die Variablen :r, //, ,~' reell und positiv, mid keine derselben hat auf dem 
Wege ein 5lqximum oder 51inimmn. 

Hierdureh ist der Integrationsweg far  K (langs der reellen Axe mit 
positivem Werte der Q.uadratwurzel) bestimmt. Beaehtet man ferner 

( 't class naeh w e (4) fnr ein rein imaginares u die Funetionen ,900 '~r Jr-? , 

( ( ') ,9o~ ~t q- -~'), , ~  ,t q-- )') reell, '}io (~' n t- ; rein imaginlir bleiben, so erkennt 

I I 
man, dass, wi~hrend t, van - Iris - ( I  -t- (o) geht, (parallel der imaginaren 

" 2 2 
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Axe) ~:r, z reell, y rein im~lgin;ar bleiben; und aueh auf diesem Wege findet 
" ~ 

i'('lr keine dieser l;unetmnen ein M~lximum oder Minimum statt. Man trot 
also aueh in dem Integral  i K '  den Integratimlsweg yon I bis I : k  l:ings 
der reellen Axe zu nehmen und zwar mit solehetu Zeichen der Quadrat- 
wurzel, dass K'  positiv wird. (~ I - - , r  ~ i ~ , e " . - -  I l i n d  ~:g ' - ' - -  I ,  ~ 1 - -  k'-'d.:" 

positiV.) 
Weun nun die Variable k-' in ihrer Ebcne den Punkt  I (mit Aus- 

schluss des Punktes o) in positivem Simm umkreist, so Umkreisen in der 
x-Ebene die Punkte 4-_ i:/c resp. die Punktc  +_ J in negativem Silme; 
und daraus erkennt man, indem mqn die Inte,,grationswcge stetig ~indert, 
dass bei diesem Vorgang 

K ,  iK '  in K + 2iK' ,  iK '  

fzbergehen. Wenn der Punkt  k ~ den l 'unkt  o (mit .\usschluss des 1)tmktes l) 
in positivem Sinne umkreist, so geht in th.~r .~:-l'bene der Pul,kt l : k  in 
negativem Sinne reich - - I : k  un!.l umgekehrt, t l lcraus ergiebt sieh 
ebenso, dass hierbei 

K,  iK" in K ,  2 K + iK" 

t'd~ergehen. \Venn wir also w als Function yon k" aUffaSSCll. SO wird 
beim Umkreisen des Punktes x und o 

(..0 ill r - und in r + 

*tbergehen. l)a nun alle Substitutionen 

sidl aus dell beiden 

'~l, 2i{t" / 

2~', a /  

zusammensetzen lassen, so zeigt sieh also, d~tss r als Function von k = 
aufgefasst, dutch st.etige ~nde rung  fi:tr einen und denselben W e r t  y o n  k ~ 

in der That  alle Werte yon der Form (4) anzunelunen f~.hig ist. 
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Lassen wir ferner k ~" attf reellem Wege nach I - - k  = gehen, so el'hiilt 
j dcn Ausgangswert wicdcr, wi~hrend .{ und iK' fibcrgehen in 

1 
1 /? 

�9 ~ / : ( I  - -  Z ' ) ( I  - -  k ' : t x = )  ' ~ j ( l  - -  Z r ) ( I  - -  k'~ta~ ~) 
0 1 

d. h. in K', iK, wie man aus der Substitution I ~k2x~=k'~x~ erkennt; 
demnach geht to in - -  i : to  ober. Fohrt  man endlich durch einen halben 
positiven Umlauf  um den Punkt  i k 2 in I :k  ~ ober, so geht i : k  dureh 
einen halben negativen Umlauf  nach dem Punkt  k, j erhalt seinen ur- 
spri'mglichen Wert  wieder, u n d e s  geht K, iK' iiber in 

k 1 

dx dx ~ - +  - - - - ,  
t). - -  :r X z 

1 

i f  dz (")' 
k 

mit positivem Wert  der Quadratwurzel. Die Substitution x = kx~ zcigt 
aber, dass diese beiden Werte gleich 

k(K + iK'), kiK' 

sind, und dass also to in to:(1 + to) ribergegangen ist. Hieraus schlicsst 
man nun, dass es in der j -Ebene Kreiswege giebt, durch welche 

- - -  I t o  
to in und in 

t o  I + t o  

obergef0hrt  wird, und da alle Substitutionen 

aus den beidel~ (_o, :) 
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zusammcngesctzt wcrdcn ksnnen, so folgt wie oben, dass fiir cinch und 

denselbcn Wcrt  j die Function co wirklich aller Wertc (5) fahig ist. 
Hieraus ergcben sich nun auf  Grund des Satzes der Functioncntheoric, 

dass eine einwertige Function einer Veranderlichen, welchc t'tberall den 

Charakter einer :dgebraischen Function hat, notwendig cinc rationale 

Function sein muss, die folgenden speciellen Theoreme:  
Wenn eine Function von r als Function von k ~ aufgcfasst, fibcrall 

cincn algcbraischen Charaktcr  besitzt und 

I ~ dutch die beiden Substitutionen 

(o 

I -1"- 2 ( o  
~ o +  2 

ungcrtndert blcibt, so ist sic eine rationale Functi(,n von k~; 

2 ~ durch die Substitutionen 

I 

o ~ q - I  

ungeandert  bleibt, so ist sic cine rationale Function Voll J'; 

3 ~ dutch  die bciden Substitutionen 

- -  ! 

- - - - ~  r -~- I 
C~ 

ihr Zeichen ','mdcrt, so ist sic das l ' roduct  von g~ mit ciner rationalen 
Function yon j ;  

4 ~ (lurch ~ I :to ungeandert  bleibt, durch to + I dun Factor 

2rrd 2r : i  

e a oder e ~- 

annimmt,  so ist sic das Prodfict von g, odor g~ n,it eincr rationalcn 

Function von j ;  

5 ~ durch die Substitutionen ~ l : t o ,  to-4- t bezichlich dic Factorcn 

2 ~ i  '2 ;':i 

- -  I ~ - -  e - T  o d c r  ~ I ,  ~ e T 

annimmt,  so ist sic das Product  von g.,g~ oder yon g~g~ mit ciner ratio- 

nalen Function yon j .  



358 ti. Weber. 

I I I .  A b s c h n i t t .  

w 8. D a s  Addi t io)~stheocem.  

l~m l ) rodue t  m e h v e r e r  O-I ;unetmnen yon der  F o r m  

(i) <.,,(,, + v)~e:,. ,,.(,, + v,)O.,.~,,..(,, + ~") . . .  

ist eine (-/-Function yon  a u n t e r  de r  Vovausse tzung  

V -Jl- U' -1"- U" "-t- " ""  ~ O ( lnod  I,  {o), 

und  zwar  ist O r d n u n g  u n d  C h a r a k t e r i s t i k  devselben gle ich  der  S u m m e  

der  O r d n u n g e n  u n d  C h a r a k t e r i s t i k c n  dec e inze lnen  Fnetoven. 31an ka)m 

d a h e r  das P r o d u c t  (I) uls g~nze ra t iona le  Fu n c t i o n  der  ,9,. , ,( ,)  ausdri~eken,  

so zwar ,  dass diese Ausdrt 'mke noch von den Var iab len  v, v', v",.. ,  abhi tugen.  

Diese Ausdr i 'mke e rhMt  m a n  nus den N u l l p u n k t e n  des P roduv tes  ( i) .  

Dies ist die a l l g e m e i n s t e  F o r m  des Addilionstheorems der  O-Funet ionen,  

aus  w e l e h e m  das  A d d i t i o n s t h e o r e m  fi',r die e l l ip t i sehen F u n c t i o n e n  folgt .  

Die e in faehs ten  u n d  wieh t igs t en  u n t e r  diesen F o r m e l n  s ind (lie fo lgenden  

e~le0,(,, + v)e0l(,, - -  ~,) = , ~ , ( , , ) < , ( , , ) -  ,~,(,;)e~,(,,) 

aoOeOleOO(~ + V)eo~( , , - -  v) = eoo(U)eoo(,)eo,(,,),~o,(~) - -  el,(,,)e,,(~),~,o(,,)<o(,,) (a) 
#10,~0,<0(,, + v)eol(U - -  ~) = <0( , , )<o(V)~0 , ( , , ) ,~o , (4 -  ,9.(,,)#,,(v)e00(,,)~o0(~) 

/~00b~10/~,l('~' + V)/~01(i~/J - -  V ) =  /~0,(l')ell(~.')f)q00(/))/910(~' ) "{-- /~101(~')/5111(~')/~100(")/.910(/~1):I 

aus  we lchen  m a n  d u r c h  Divis ion  die drei  G r u n d f o r m e l n  des Addi t ions .  

t h e o r e m s  der  e l l ip t i schen  F u n c t i o n e n  e r h a l t :  

s in a m  (t~ 4- v) --= sin am u e~ am v A a m v  + e o s a u t u  A a m . s i u a m v  
I - -  k" s i u  a m  u '~ s i n  a m  v ~ 

(s)  cos am (u + v) ~--- cos urn u cos amy u sin am u / k  am u sin am v A ant v 
- -  I - -  k ~ s i n  a m  u'-' sin [tlrl V ~ 

A am u A am v -T I: I s i l t  a m  u COs ,q,m it sin'am v cos am v 
A a l n  ( v  _+ v )  ~ I - - -  k" silt am 7t ~ sin a m  v ~ 
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w 9. ~a l t i p l i ca t ion  dei' elliptische~ Fu~ctio~e~,. 

Die Function 

ist, wenn n eine ganze Zahl ist, eine 0-Function der Variablen u von der 
Ordnung n 2, und ihre Charakteristik ist bei ungeradem n (g, h) bei ge- 
radem n (o, o). Es lassen sich daher alle diese Functionen nach w 2 
I, II rational durch die F~mctionen Og.h(U) ausdr~'acken, und wir wollen 
diesen Ausdracken im Hinb|ick auf die elliptisehen Funetionen die fol- 
gende Gestalt geben: 

I. n ~ o  (rood2) 
00 D~LO D~O L 

'2  

o ? ~ '2'J ,9o,,~,o(.,,) = ,9,o 1,~,~,,(.F,~,,," ' "~- '~ '~~ 

Z ~2y 
o~ " O00 

,~,,, ,~oo (.,~) = ,~oo , ..~'~'l (,,)- ,9,,, (,,) ''-~-" ~,.= 
o, ~.-  f l lo 

.% 
,~ , , ,9 , , , ( , . , )  = ,~o, . - .  4 , ~ , ,  ( , , 7 , ~ , , ,  ( , , F  --~ ooo 

2, 
I1 n = I  (rood2) 

E 
2 

" . . . .  ' ,~,o(,,,~) ,~,o"(,,) ~ b.,~,,(,,F',~o,(,,)'-'-~"~ 
2 

n'2--1 

o, ~L - ~  '~;, 
2 

y 
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oder indem man die el l ipt ischen Funct ionen x, y, z (w 6) einft/hrt:  

I lL n _ o  (mod 2) 

�9 ,)~2--1 v 
&,o'5ol ,%,(nu) __ .c. ,r~,a,x~ " --__ x!IzA(x= k=). a o =-= n 

,9,0 ,Yol ( ~ ) " :  ' 

Olo 0o~ (u) "= 

Oo~ O0o(,- , )  _ X c,. ~'~ = c ( . ' ,  ~-~), Co = 
)~00 7901 ( U )  n~" 

..=_, Oo,(n,,) Zd..x~'~ = 1)(x' ,  k=), d,, = I. 
')JOl aO 1 (,r - -  

IV .  n -  I ( rood  2) 

0 ..~-1 ,%1(-.~) oo-o, . , -  ; r Z ~ , S "  = .rA(.rL Z:'), (,o = n 
Olo 0o10')"" 

010 O~01('~t) "~" - -  Iv ~ = .  ~ I 

oa: eoo(,~,o X ~..,. 
Ooo ,%~(,0 " ~  - - z  = zC( : rL  k ' ) ,  eo = i 

9 . , _ I  0ol  ( n u )  _ _  
~ Oo,(.,)"" E:d,~."~ = D( .~ ' ,  k=), do = ~. 

Da yon den vier Funct ionen ,9,,(nu), 0,0(nu ), ,9oo(nU), #o,(nu) nicht zwei 
far  denselben Wer t  yon u verschwinden,  so sind die vier Funct ionen 
A ,  B ,  C, D ohne gemeinschaft l ichen Teiler. Far  die ell iptischen Func- 
t ionen ergeben sich daraus die folgenden Mult ipl icat ionsformeln.  

n_= o (mod 2) n ~ I  (rood 2) 

sin am (nv) - -  zyzA (z ' )  
D(z ' )  ' 

(,) ~ o ~ m  (.v) ~r - -  D ( x ' )  ' ( 2 )  

~a .m (nv) - -  C(~') 
D(~') '  

sin am (nv) --- xA ( z ' )  
D(z')  

cos am (nv) - -  YB(z~) 
D(z ' )  

A a m  (n , , )  - -  ~ C ( ~ ' )  D(:~') 
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Das Additionstheorem liefert zur Berechnung der Functionen A, B, 
C, D Recursionsformeln, die sich mit Rrmksieht auf die in I b i s  IV an- 
gegebenen Werte A(o), B(o), C(o), D(o). leicht ergeben 

A2.  = 2 A . B .  C.D, ,  

~ ~ x y z A . C . ,  n - - o  B~,~ = B;~D,, ~ : 2 ~ 2̀ 2̀ (rood 2) 

`2 2 2 _. 2 ~ 2 A ` 2  / ' ~ 2  y B . D .  , n - -  I (rood2) ~ Y5 ~ .a l l  n t e  n 

(3) C:. - -  " ` 2  `2 " ` 2  (rood 2) = 9 ~ ' r ' f f  Z" " a n ~ , , '  n ~ _ o  

~.',~ ~ .2 2̀ 2 2̀ ~ ( m o d 2 )  = z % D , , - - k x y A , , B , , ,  n = - I  

= ~ k x y z A , , ,  n ~ o  (rood2) 

u x ~ . ,  n_=I  (mod2) 

A`2.+~ --= y ~ z 2 A . D . B . + ~ C . + I  + A, ,+1D.+1(A,B, , ,  n _ ~  o (mod 2) 

`2 o 't 
= A, ,D , ,B , ,§  + y z 'A , ,41D, ,+~G.B, , ,  n ~  I (mod 2) 

(4) B`2,,+1 D,,D,,+~B,,B,,+~ _2 ~ A 6' ' ~ ~/J Z .Z']. n n + l  n ( - / n + l  ' 

v ~ 2 2 `2 C~.+1 = 6.,C.+~D.D.+I - -  k x y A . A , , + ~ B , , B . + I ,  

2 2 2 4 '2 2 2 2 
D 2 , , + l  = D , , D , , + I  - -  k .9, ?/ Z A . A , , + , .  

Aus diesen Formeln sehliesst man, dass die Coeffieienten a~, b~, G. d,~ 
ganze rationale Funetionen von k̀ 2 sind mit ganzzahligen Coeffieienten, 
und zwar h0ehstens vom Grade v; denn in den ersten Fallen n = I, 
n = 2 haben diese Eigensehaften statt, und aus (3) und (4) folgen die- 
selben unter der Voraussetzung dass sie ft'lr n und n + I riehtig sind, 
ffir 2n  und 2 n +  i. 

Zwisehen den Funetionen A, B, C, D bestehen die Relationen 

D ~ = B "~ + x2y2z~A~, = 6'~ + tcxyza,~ 2 ~ ~-~  n = o  (rood 2) 
(5) 

D ~ = x 2 A  ~ + y 2 B 2  = k 2 x ~ A 2 + z 2 C  ~, n ~ - I  (mode) ,  
Aeta mathemat ica .  6. I m p r i m t ~  20  D 6 c e m b r e  1 8 8 &  46 
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ferner  wenn  n ungerade  ist: 

(6) 

H .  W e b e r .  

n--1 n'---1 
A x,) = ( _  , " 7 . )  

n ~ l /  / ~  \n.z__ 1 [ Z2 \ 

n--1 

x ) . ' - I D (  ' 

I 
wie man  nach w 2 (4) finder, wenn man  in II  u ersetzt durch  u J r - 2 '  

I (0 

u +  2, u + ? +  2. 

w 10. T e i l a n f f  d e r  e U i p t i s c h e n  l ~ u n c t i o n e n  d u r c h  2 

,and  d i e  P o t e n z e n  y o n  2. 

Die Te i lungsaufgabe ,  d. h. die Berechnung  von 

U q~ ~4 
sin am - ,  cos am - ,  A am - 

aus den als bekann t  vorausgesetz ten  W e r t e n  von sin am u, cos am u,  A am u, 

besteht  in der  AuflOsung der  Gleichungen ( t) ,  (5) w 9 in Beziehung a u f  

x,  y ,  z. Diese A u f g a b e  er forder t  einc andere  Behand lung  fr~r ein gerades  

und fiir ein ungerades  n. Wi r  behandeln  zunachst  die Te ihmg  durch 

2 (t) wofar ,  wenn 

V V 
x = sin am ~,  y = cos am - ,  z ----- /x am - 

2 2 2 

gesetzt  wird, sich die Gle ichungen e rgeben :  

sin am v - -  2zyz 
I - -  k2~  4 

y s - - ~ l Z l  

(I)  cosamv- - - -  x - - k ' z "  

A a m v  ~ - - - l - - k ' z  ' 

( t )  ABEL,  O e u v r e s  dd. SYLOW I ,  S.  292. 
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von denen die beiden letzten Gleichungen zweiten Grades ftir x ~ sind, 
die aber  nur eine gemeinschaftliche Wurzel haben; denn die Wurzeln der 
ersteren sind 

sinamV ~ (2 K) ~ z ' sin am -J- 

die der letzteren 

sinamV ~ (2 )" 2 ' sin a m  -4- K "4- iK" �9 

Man finder nun leicht: 

(2) 

und daraus 

I - -  COS a m  v ~-~ 

2y* 

2~8 s 

T - -  k 2 x  4 

I - -  c o s  a m  v 
= ; + 

i "4- ~ . a m v  = -  - -  
2 Z  2 

I - -  k * ~  ' 

2k~z~y I 

I - -  k S z  ' 
I - -  ~ a m v  ~--- 

| _ _  

_ _  I r  - -  A a m v  

- - k  I 4-  c o s  a m y  

V / F / k  a m  v + c o s  a m  v . / s  a m  v 4-  c o s  a m  v 
/ - L  

y ~ - - -  Z ~  V I 4-  A a m v  ' I -I" c o s a m v  

Jedem dieser drei Wurzelzeichen kann das doppelte Vorzeichen beigelegt 
werden; abet es besteht zwischen denselben nach der ersten Gleichung (I) 
noch eine Relation, durch welche eines der drei Zeichen durch die beiden 
andern bestimmt ist. Die so erhaltenen vier Wertsysteme haben die Be- 
deutung: 

s i n  a m  v v v - ,  c o s  a m -  , A a m -  
2 2 2 

cosam( +  ) 
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Es ergiebt  sich hieraus, dass man die Te i lungsaufgabe  ffir beliebige Po- 

tenzeu yon 2 d u r e h  eine Ket/e von Quadratwurzeln auflSsen kann,  und  

wenn m a n  daher  die Te i lung  dureh  ungerade  Zahlen als gelss t  voraus- 

setzt, so e r forder t  die Te i lung  durch  beliebige gerade  Zahlen n u r  noeh 

das Ausziehen yon Quadra twurze ln .  Wir  bescht~ftigen uns daher  im 

Folgenden nur  noch mi t  der  Te i lung  dureh  ungerade  Zahlen. 

w 11. T e r  d a r c h  e i n e  u n g e r a d e  Z a h l .  

Setzt man 

l~ V .  V 

x ~- sin am - ,  y ~ cos am - ,  z ~ i ~Ill - 

so ergeben sich zur  Bes t i m m ung  dieser Gr~ssen aus w 9 (2) die Glei- 

chungen:  
D ( ~  ~) ~in a,n ~ - -  x ~ ( ~  ~) = o 

( : )  D ( ~  ~) c o s a m  v - -  y B ( x  ~) = o 

n ( x  ~) A a m v - -  z C ( x  ~) - -  o, 

deren jede  in Bezug au f  die U nbekann t e  x, resp. y,  z vom Grade  n 2 ist. 

Durch  die letzten dieser Gle ichungen kann aber,  /~dls man nicht n u t  

sin am v sondern auch cos am v und A am v zu den gegebenen Gr6ssen rechnet, 

y ,  z rational dutch die Unbekannte x ausgedriickt werden,(~) so dass m a n  

for  die drei Unbekann ten  x,  y,  z n u r  n ~ verschiedene Wer t sys t eme  erhMt, 

welche die folgende Bedeu tung  haben:  

,,, ~ / ,  

(~) Auf der Benutzung dieses Umstandes beruht der Fortsehritt~ den 5ACOBI gegen 
fiber der ersten ABEL'schen LiSsung des Teilungsproblems gemaeht hat. ABEL~ Oeuvre.~ 
dd. SYLow I~ S. 294. JAcoBI~ gesammel te  Werke: 8. 243~ 403. 
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worin p, p' je ein vollsti~ndiges Restsystem (rood n) durchlaufen. Rechnet 
man nun die Grsssen 

(4) sin am 4/~K + 4,u'iK' cos am 4/~K + 4z'i1~ A am 4/~K + 4,u'iK' 

deren Bestimmung Gegenstand des n'~chsten Paragraphen sein wird, zu 
den bekannten Gr5ssen, so kann man in Folge des Additionstheorems 
jede der Wurzeln x~,z, dutch  jede andere rational ausdrficken. Wenn abet 

ist, so ergiebt sieh aus der Bedeutung der Wurzeln (3) 

= o), 
und also 

Die Gleichung vom Grade n ~, deren Wurzeln die x~.s, sind, ist also (nach 
Adjunction yon sinamv, cosamv, A a m v  und der Grossen (4))eine 
ABEL'sche Gleichung und daher algebraisch aufl6sbar. (AB~r~, Oeuvres  
ed. SYLOW. I, S. I32. ) 

w 12. D i e  T e i l u n g  der  Per ioden .  

Die noch zu losende Aufgabe besteht nun in der algebraischen Be. 
stimmung der Grsssen 

(I) xz, t,, = sinam 4zK + 4p'iK' 

oder in der Teilung der _Perioden. Diese Grsssen sind die Wurzeln der 
Gleichung 

= o  

und die beiden anderen 

yz, ~, --~ cos am 4/~K + 4fL'iK '~ z~,,~,. --~ A am. 4~tK + 4/~t'iK' 
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kSnnen dutch diese rational ausgedrt~ckt werden durch die Gleichungen 

D(x 2) D(x ~) 
( 3 )  y - z = " 

Aus den Wurzeln tier Gleichung A ( x  ~) =- o lassen sich ferner die Wurzeln 
der Gleichungen B ( x  ~) = o ,  C(x ~) = o ,  D ( x  ~) = o  nach den Formeln 
(6) w 9 rational bestimmen, deren Bedeutung ist: 

sin am (4/* + I ) K + 4u'iK' , sin am (4/~ + l) K + (4// + 1)iK' 

sin am 4/~K + (4#' + ~) iK',  

und hiernach sind durch Aufl0sung der Gleichung A ( x  ~) -----o, welcher 
alle Functionen v o n d e r  Form 

x : = = ( s i n a m 2 p K ~ 2 g i K ' )  2 

geniigen, die si~mmtlichen Grsssen 

(sin am l~K 4-n_~'iK') 2 

bestimmt, wenn /L, /1' irgcnd gauze Zahlcn sind. 

w 13. D i e  Gtdois ' sche G r a p p e  u n d  die  i r reduc t ibe lu  ~ 'actoren 
der  Te i l ungsg l e i chung .  

Die Gr(~ssen x,,,,, sind algebraische Functionen yon k 2, welche mit  
Ausrlahme der Werte o, i fi~r Mle _endlichen Werte  yon k 2 endlich u n d  
stetig sind. Durch einen positiven Umlauf  yon k 2 um einen dieser sin- 

guli~rcn Punkte  geht nach w 7 

x1~,~, tiber in x~,2~+~, resp. in x~+2~,,,~,. 

Also geht beim Durchlaufen irgend eines Kreisweges 

x~,~, in x,~,+~,,2r~,+~,, a $ -  4fit ~- I 
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fiber, oder auch, da die Zahlen [~, #" nut  nach dem Modul n best immt 
sind 

xi~,,, in x~.~+~lz,rl,+~,~. , ad --- ~T ~ t (mod n), 

und es lasst sich der Weg so bestimmen, dass die vier Zahlen a, fl, ~', 3 
irgend welche der Bedingung 

(i) �9 ~ 3 -  fir ~ I (rood n) 

genflgende Werte ha,ben. 
Wenn daher eine rationale Function yon k s und den Wurzeln .x~.,, 

die Eigenschaft hat, durch alle Substitutionen 

(2) 
~z + fl,,;> ri~+~,~' 

die wieder mit  

~', 3) 

bezeichnet sein sollen, ungeandert zu bleiben, so ist sie (nach w 7) rational 
durch k 2 ausdrt'mkbar, und umgekehr t  hat jede rational durch k 2 aus- 
drockbare Function diese Eigenschaft. Der Inbegrif f  der Substitutionen (2) 
bildet also die GALOlS'SChe Gruppe der Teilungsgleichung A ( x  s) ~ o. 

Es ist dies aber nur die sogenannte Monodromie-Grl~ppe, d. h. es ist 
nur dann die Gruppe der Gleichung, wenn als Rationalitittsbereich der 
Inbegriff aller rationalen Functionen von k s betrachtet wird. Es bleiben 
aber noch die beiden Fragen zu beantworten: 

I. Welche Zahlenirrationalitaten mt'lssen adjungirt  werden, dami~ 
d ie  Monodromiegruppe die wirklichc Gruppe der Gleichung sei. 

2. Welches ist die Gruppe der Gleichung, wenn t'tberhaupt irratio- 
hale Zahlen nicht adjungirt  werden. 

Zur Beantwortung dieser beiden Fragen bemerken wit zunachst Fol- 
gendes: 

I ~ Nach dem Additions- und Multiplicationstheorem kann man alle 
x,,,,, ausdriicken dutch die beiden 

4iK' 4K ---~ sin am - -  xl.0 ---~ s i n a m - - ,  x..~ 
?l, ?~ 
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und zwar rationM dureh k 2 und rationale Zahlen. Wenn man in diesen 

Ausdrt~cken xl, 0 dutch x~,0, d. h. K durch 2K ersetzt, so geht x~,,~, fiber 

in x~z,~,. 
2 ~ Aus den Entwickelungen 

1 q~ q~ q~- x +  + + . . .  
4k-  = I "1- 2~ + 2~ 4 + . . .  

s i n  a m  4 / s  = x 

v [ 1 \ 2  2rci  

Z ( - -  I)Vq ('+~) e -z(2"+') 
47rip v 

Z ( - -  I)~q "e " 

sin am 42K I 
n i~k 

[ 1 \-z 2 l w i  
'~ i v +  - - /  - - ( 2 v + l )  

]E( - -  x)~q ~ ~ / e  " 
4~t,'riv t, 

Z ( - -  1) '~"e " 

sin am 4iK' i 
4v 

folgt zun~chst, dass q in eine Reihe nach steigenden Potenzen von 

k ~  

16 

entwickelbar ist, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, und deren erstes 
Glied kS: I6 den Coefficienten I hat. Daraus folgt dann welter, dass 

i sin am 4iK' 

sich in eine Reihe nach steigenden Potenzen yon 

mit  rationalen Zahlenco~fficienten entwickeln li~sst. Endlich lasst sich 

4K 
i sin am 

7b 
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in e ine  Reihe naeh steigenden Potenzen yon k~: i6  entwickeln, deren 
Coefficienten ausser rationalen Zahlen noch die n t~ Einheitswurzel 

2 ~  
# n  

enthalten. 
3. Wenn nun eine rationale Function dec Wurzeln xs,~,., deren 

Coefficienten rationale Functionen von k 2 und rationalen Zahlen sind, 
einer rationalen Fanction r yon k 2 gleich ist, so genfigt r (als Function 
der Wurzeln x,,,,,,) jedenfalls einer algebraischen Gleichung, welche rational 
von k 2 und rationalcn Zahlen abhi~ngt, und kann daher dutch Multiplication 

mit einer ganzen rationalen Functzon yon k ~ m~:t rationalen Zahlcogfficienten 

in eine ganze Function von k 2 verwandelt werden, w i r  kSnnen also auch 
annehmen, dass r bereits e ine  ganze rationale Function von k ~ sei. Mit 
Anwendung yon I. ergiebt sich also daraus eine Gleichung yon der Form 

(3) ~(k  ~, s inam 4K, s inam 4 i ~ )  = r,  
n n 

worin 4~ eine rationale Function seiner Argumente mit rationalen Zahl- 
eo~ffieienten, r eine ganze rationale Function yon k 2 mit  vorl~ufig noeh 
unbestimmtcn Zahleo~fficienten bedeutet. Da nun die Substitution 

('o: _o) 
zur Monodromiegruppe geh~)rt, so bleibt die Glcichung (3) richtig, wenn 
ir~ derselben die Vorzeichen yon 

, 4 i K '  sin am 4K sin am - - - -  
~. 

zugleich geandert werden; und da.her zerfallt die Gleichung (3) in zwei 
andere 

(4) ~,  = r ,  $2 = o, 

So dass die Summen der Exponenten von 

sin am 4 K  sin am 41__~ 
gb 

in der ersten gerade, in der zweiten ungerade Zahlen sin& 
Acta mathematiea. 6. Impr im6  8 Jang le r  188S. 47 
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Nun l'~sst sich abe r  in  Folgc yon (2) die Function r in eine Po, 
tenzreihe entwickeln nach stcigenden Potenzen yon (k'~: [6, deren Co~f- 
ficienten ausser rat{onalen Zahlen nur n t~ Einheitswurzeln enthalten, und 
daher kann auch die Function r keine anderen irrationalen Zahlen ent- 
halten. Derselbe Schluss ist auch dann noch anwendbar, wenn die Function 
~P in ihren Co(ffficienten n t~ Einheitswurzcln enth~lt. Damit ist dig er,~te 
der oben gestellten Fragen dahin zu beantworten: 

Die Monodromiegruppe ist die wahre Gruppe der Gleichung, u'enn n '~ 

Einheitswurzeln adjungirt wevden. 
4. Um die zweite Frage zu beantworten, mi'lssen wir in (4) r mit 

rationalen Co~fficienten behaftet annehmen. Untcr dieser Voraussetzung 
bleiben aber d i e  beiden Gleichungen (4) bestehen, wenn die Einheitswurzel 

? r : i  

e'-7, die in den Entwickehmgen vorkommt, durch eine beliebige nndere 
2 n'i). 

e " ersetzt wird, wenn wir ), zu n relativ prim voraussetzen. (Wegen 
der Irreductibilit'at der Gleichung, welcher die primitiven n t~" Einheits- 
wurzeln gent'lgen.) Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass in allen 
rationalen Gleichungen zwischen den Wurzeln x.,,.,~, die Substitution 

:) 
ausgeffihrt werd&n kann. Da man aber aus dieser Substitution und der 
Substitution (2) alle Substitutionen yon der Form 

(5) a,~ + b/l'~ c/~ + dl~' c, d 

in welchen a d - - b c  zu n relativ prim ist, (wfirde a d - - b c  einen Teller 
1nit n gemein haben,  so wfirden die AusdrueKe a# + b#', c# + d#' nicht 
ira Stande aein, alle Zahlenpaare #,/~'  (rood n) darzustellen und (5) wi~rde 
nicht die Bedeutung einer Substitution haben) zusammensetzen kann, so 
folgt, dass die Galois'sche Gruppe der Teilungsgleichung alle Substitutionen 

yon der ~orm (5) enth(~lt. 
5. Es bleibt noch zu zeigen, dass die GALols'sche Gruppe der 

Teilungsgleichung keine anderen als die durch (5) dargestellten Substitu- 
tionen enthMt. Nach: dcm Additions- und Multiolicationstheorem ist, ~venn: 
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f u n d  T rationale Funetionen bedeuten (welche k ~ und rationale Zahlen 
enthalten) 

(6) G+,,,~'+~' = f(G,, ' ,  x~,~,) 

(7) x ....... ' = r (G,:*')" 

Auf diese Gleichungen kann man jede Substitution der Gruppe anwenden. 
Wenn nun durch irgend eine dieser Substitutionen (i, o) in (a, c); (% t) 
in (b, d) i',bergeht, dann geht wegen (7) (#, o) in'.(#a, /~c), (o, # ' ) i , ,  
(/,'b, #'d) fiber, und wegen (6) (#, #') it, (a# + bz,', c/, + d#'); also sind 
alle Substitutionen der Gruppe in der Form (5) enthalten, und der In- 
begriff aller Substitutionen (5) ist die Galois'sche Grttv~Je der Teilutl.qs. 
gleichung. ( ~) 

6. Dutch die Substitutionen (5) bleibt der grSsste gemeinschaftliche 
Teiler der beiden Indices #, #' und n stets erhalten und daraus folgt, 
was auch leicht direct einzusehen ist, dass die Teiiungsglcichung in ratio- 
nale Factoren zerf~llt, in der Weise, dass alle diejenigen Wurzeln x,,..:,,, 
in welchen #, #' einen und denselben grOssten gemeinschaftlichen Teller 
mit n haben, einer besonderen rationalen Gleichung geniigen. Diejenige 
unter diesen Gleichungen, fi'lr welche /~, #', n ohne gemeinsamen Teller 
sind, wollen wit die eige;~tliche Teihtnysgleichu'~g ft'lr den Divisor n nennen. 
Die anderen x,,:~, sind zugleich Wurzeln yon niedrigeren Teilungsglei- 
chungen. Um den Grad der eigentlichen Teilungsgleichung zu bestimmen, 
hat man nut die Anzahl derjenigen Paare nach n incongruenter Zahlen 
/~, #' zu bestimmen, fi'w welche n, #, #' ohne gemcinsamen Teller sind. 
Bezeichnen wit diesen Grad ftir den Augenbliek mit z(n),  so ergiebt 
sich zuni~chst, wenn m, n relativ prim sind: 

z( , , . , )  = z ( m ) z ( n ) ,  

(l) Die Monodromiegruppc der Teilungsgleichung ist yon C. JORDAN untersucht, 

welcher auch den in No. 5 behandelten Tell der Frage, nach der algebraischen Gruppe 
zuerst erledigt hat. (Traitd des substitutions. S. 342.) Die vollstiindige GALOItS sche Gruppe 
der Teilungsgleichung ist zuerst yon SYLOW auf cintra yon dcm unsrigen verschiedenen 
Weg bestimmt worden. ( F o r h a n d l i n g e r  i V i d e n s k a b s - S e l s k a b e t  i Chris t . iania ,  
187I. ) Derselben Frageist  endlich eine Arbeit yon KaONECK~Rin den M o n a t s b e r i c h t e n  

der  B e r l i n e r  A k a d e m i e  yore 19 Juni 1875 gewidmet. 
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und wenn m eine Potenz einer Primzahl p ist: 

( ') ~t(~n) = m ~ I - - ?  , 

woraus alIgemein folgt: 

(8) ( ') z ( n )  --~ n ' I I  ' = f f (n)r  

wenn 

(9) 
( i) 

~( . )  = " I I  ~ - ;  

die Anzahl der Zahlclassen (mod n) bedeutet welche zu n teilerfremde 
Zahlen enthalten, und 

( I0)  r = " H ( I - J f - ~ )  

ist, worin iv jedesmal die sitmmtliehen in n enthaltenen Primzahlen dureh- 
l~uft. 

7. Die GxLoIs'sche Gruppe der eigentlichen Teilungsgleichung ist 
genau dieselbe wie die oben bestimmte der uneigentlichen; denn sie be- 
steht aus denjenigen Substitutionen der letzteren, welche (/J,/~') verltndern, 
wenn #, p', n ohne gemeinschaftlichen Teller sind. Dies thut aber jede 
dieser Substitutionen (mit Ausnahme der identisehen); denn die Substitution 

verttndert (I, o), (o, I) in (a, c), (b, d). 
Die Anzahl der Substitutionen dieser Gruppe ist 

.~(.)'r 

8. Die eigentliche Teilungsgleichung ist irreductibel in dem Gebiet der 
rationalen Functionen von kL Denn man kann selbst in der Monodromie- 
gruppe eine Substitution finden, welehe eine beliebige Wurzel (/~, p ' )de r  
eigentliehen Teilungsgleiehung in eine beliebige andere (~, u') t~berft~hrt.. 
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Denn wenn p, #' urid ebenso ~, v' ohne gemeinsamen Teiler mit ~, ge- 
geben sind, so kann man immer die Zahlen a, fl, r, d den Congruenzen 

1"1~ + Jl -t' = ~' (I,,od n) 

=a--fir= , 

entsprechend bestimmen. (Es gent'tgt, (#, p') = (t, o) anzunehmen, wobei 
die Msgliehkeit dieser Congruenzen sofort in die Augen springt.) 

1t. Zttri~clzf i ' thrt tng d e r  Te i l t t n tgsg le i ch t tng  art/" T t .ans format io , t t ,q  
gleivhtt~tge~t. 

Die Wurzeln der elgentlidlen Tcilungsgleichung lassen sieh in fol- 
gender Weise in Reihen anordnen. Man wahle nach Belieben eine der 
Wurzeln 

t .  i .  (4/J.,K + 4[.tl~l'~ '} ~1 :/)','*,, 2( " -- BI'I a, l l l  = Sil l  g i l l  �9 
\ 7b 

Unter den Wurzehl kommen auch die sannntliehetl v(n) GrSssen 

(R,) sin am (s~2,) 

vor, welche, wenn s ein vollst~,ndiges System incongruenter zu n teiler- 
fremder Zahlen durchl~tuft, alle yon einander versehieden sind. Das 
System (R,) wollen wir die erste Reihe der Wurzehl nennen. Ist nun 
sinamt2~ in (R~) nieht enthalterl, so bilden die F(n) Grossen 

(I~) sin am (s~22), 

writhe sowohl von einander als yon den Grsssen der Reihc (R,) ver- 
schieden sind, eine zweite Reihe; und auf diese Weise kann man fort- 
fahren, bis die s~mI,,tliehen ~ (n ) r  Wurzeln in q,(rt) Reihen von je 
~(n) Gliedern verteilt sin& 

Diese Einteilung in Reihen ist yon der Willkt~rlichkei~ in der An- 
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nahme ('lber ~2~, .~2~, . . .  unabhrmgig; denn es ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung daf t i r ,  class zwei Wurzeln 

sin am 4FK + 4l"iK' 4uK + 4,)iK' sill aI l l  
?b Ib 

derselben Reihe angeh0ren 

(~) l J - -  >#'-o-(mod ,,); 

denn erstens wenn ,~ _=. ~'/,, ,/_=__ 67" (rood n), so ist die Bedingung (I) erfiillt;  
und zweitens da #,  F' keinen Teller mit n gemein haben, so lassen sich 
ganze Zahlen a, ~ so bestimmen, dass 

q # - - [ ~ # ' - -  I (mo0n) 

und daraus fo!gt mittels (1) 

,~ - (,,= - , / f l ) / , ,  ~, - (,~= - , ; f l ) / , '  ( , n o d  ,,). 

Die Congruenz (i) bleibt abet erhalten, wenn auf die beiden Wurzeln 
.(I~, #') und (v, u') gleichzeitig eine lineare Substitution angewandt wird, 
so dass die Reiben nicht verandert sonderu nur unter einander vertauscht 

werden dutch die Subsli/utionen der Grappe der Teilu~gsgleichung. 

Naeh dem Multiplicationstheorem liisst sich jede Wurzel der Teilungs- 
glcichung rational (in Bezug auf k ~ und rationale Zah len )du t ch  jude 
andere derselben Reihe ausdri'mken, Es sei n~amlich 

( : )  ~ .  a , .  (,,.,,) = f , (~i , ,  a m  ' 9 ;  

dann ergiebt sieh, wenn sin am(s~2) die Wurzeln ciner Reihe sind: 

(3) sin am (ss't2) = s  ~g) -----/;,l;(sin am t2), 

woraus man mit Hrdfe des sehon oben benutzten AunL'schen Satzes 
schliesst: 

Wenn man die symmetrischen'Functionen der Warzelu einer Reihe als 

bekannt voraussetzt, so sind die Wurzeln dieser Reihe selbst dutch Wurzel- 

ziehen zu bestimmen. 
Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Reihe lassen sich 

rational darstellen durch eine dieser Wurzeln vermittelst eines Ausdrucks, 
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der sich nicht ~ndert, wenn diese eine Wurzel durch eine beliebige andere 
derselben Reihe ersetzt wird. Jeder solche Ausdruck hat daher nur ~b(n) 
verschiedene \~Verte und ist also die Wurzel einer rationalen Gleichung 
yore Grade 

r  = 

welehe wir eine zum Transformationsgrad n (oder kurz zu n)gehorig'e 
Tt"cmsformationsflleichun 9 nennen wollen. 

Jede Transformationsgleichunq ist entweder irreductibel, oder sie ist eine 
Potenz einer irreductibeln Gleichung; denn da die Gruppe der Teilungs- 
gleichung transitiv ist, so giebt es in derselben auch Substitutionen, welche 
(lie Wurzeln einer Reihe in die Wurzeln einer beliebigen anderen Reihe, 
und also eine Wurzel einer Transformationsgleichung in eine belidbige 
andere ~berffihren. Sind also mehrere WurzMn einer Trans(orrnations- 
gleiehung einander gleich, so zerfallen die si~mmtiichen Wurzeln derselben 
in" Gruppen yon gleich vielen unter einander gleichen. Sind abet die 
Wurzeln einer Tr:msformationsgleichung yon einander verschieden, so 
erhMt man die GALois'sche Gruppe derselben, indem man die Substitu- 
tionen der Gruppe der Teilurigsgleiehung anwendet; diese Gruppe ist aber 
nach dem eben Bemerkten auch transltiv, und folqlich die Transformations- 
gleichung irreductibel. 

(Diese S~tze bleiben bestehen, wenn man die Gruppe der Teilungs- 
gleichung auf die Monodromiegruppe beschrankt, d. h. wenn man den 
Inbegriff aller rationalen Functionen von k ~ als Rationaliti~tsbereieh be- 
trachtet.) 

Dutch die Wurzeln einer belieboen irreductibeln Transformationsgleichung 
sind die entsprechenden Wurzeln aller Transfwmationsgleichungen rational 
darstellbar. 

Sind ni~mlich ,-,~, ,,%, . . . ,  r~ die Wurzeln einer irreductibeln, q"~, 
q " ~ , . . . ,  q"~ die einer beliebigen Transformat~onsgleichung, so geh0ren 
die Summen 

q"~ + q"~ F . . .  + ~t" --'--aO 

q"1~rl + q~'.~,':~ + . . .  + q",~, - - a l  

q",~:-' + q"~-~ + . . .  + q,r - ' =  a , : ~  
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zum Rationalitlttsbereich. Setzt man also 

7 : : - -  77, t 

so folgt: 

( S )  ~])'1(])'(7~'1) : (~0(PO(~*~'~])"-~'-(ll  (~l (7: '~ l ) - -~  - " " "  "-~-- a v - 1  ( ~ v - - l ( ~ ' l ) '  

worin r yon Null  verschieden ist. 

w 15. B e s o n d e r e  T~ .ans format ionsg le ivhungen .  

Die einfachsten Functionen, welche zur Bildung von Transfo~'mations- 
gleichungen benu~zt werden konnen, sind, wenn $ e i n e  rationale Function 

bedeutet,  Producte yon der Form 

H r ( I )  1 . . . .  1 

Diese F u n c t i o n  blcibt offenbar ungeandert ,  wenn s statt der Werte  

I, 2, . . . ,  n - - ~  ein anderes Restsystem (mod n) durchlauft ,  und also 
auch wcnn g2~ durch h~, ersetzt wird, falls h zu n tcilerfremd ist. Die 

Functionen sin am s~2, sind abet  paarweise gleich und entgegengesetzt, und  

i (n ~ I) durchlauft ,  so haben die Zahlen wenn s die Zahlen I, : ,  3 . . . .  , 

sh, vom Vorzeichen abgesehen, dieselben Zahlen als absolut kleinste Reste. 
Wenn daher ~(x)  eine gerade _Function yon .~ ist, so ist auch das Proar~ct 

71---1 1 , - -  2 

Wurzel e#ler Transformationsgleichung. 

(~) Functionen dieser Art sind auch dann Wurzelu yon Transformatlousgleichungen, 

wenn s nur die zu n teilerfremden Zahlen der Reihe ! bis n ~ I durchlt~uft. Solche 

Transformationsgleichungen sind bis jetzt noeh wenlg oder nicht untersucht. 
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Ist aber r eine ungerade Function und 
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(3) = 1)  
r t - - I  

1 , - -  
2 

so ist in Folge eines zahlentheoretischen Satzes 

(4) 

also bleibt die Function 1-[(~(2,) nicht ungei~ndert, sondern kann ihr Vor- 
zeichen andern, wenn die Wurzel sin am~2~ durch eine andere Wurzel 
derselben geihe ersetzt wird. Diesc Vorzeichenanderung ist nur dann 
(far alle Werte -con h) ausgeschlossen, wenn ~ eine (2aadratzahl ist, und 
unter dieser Voraussetzung, aber auch nur unter dieser, ist auch dicse 
Function Wurzel einer Transformationsgleichung. In anderen Fallen gilt 
dasselbe erst yon den3 Quadrat dieser Function. 

Wir wollen ins Besondere die folgenden Functionen betrachten: 

(5) 

~ A am(sJ2) ~ 1LI c ~  a m  ( s~2 )  ~" 

1, - -  l ,  - -  
2 2 

n-1 A am(s.Q) cos a m ( . ~ ) '  
2 

.-____11 , sin am ( s ~ 2 ) '  

(kk') ~ 1 niI .  1 cos am (s~) A am (s.q) 
2 

die nach w i2 in der Form (2) darstellbar sind, yon welchen die drei 

(1) Vgl. tiber diesen Satz: SCHERING und KRONECKER M o n a t s b e r i c h t e  der  Be t -  
l i ne r  k k a d e m i e  v. 22 te~ Juni I876 ~ ferner den ganz elementaren Beweis yon ScrtErt[NO 
in den Ae ta  m a t h e m a t i c a  I. Der "Satz selbst lautet: Siud h, n relative Primzahlen, 
die letztere ungerade, und ist ,a die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 

~ - -  I 
h, 2h~ 3h . . . .  , - - - - h  

2 

deren absolut kleinster Rest (mod n) uegativ ist~ so ist 

( - -  iy '  = 

Acta mathematica. 6, I m p r t m ~  9 J a n v i e r  1885. 4 8  
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ersten allgemein, (lie letzte falls n - e i n e  Quadratzahl ist (sonst deren 
Quadrat), Wurzeln yon Transformationsgleichungen sind. 

Nimmt man, was erlaubt ist, in 

= 4IlK + 4l,'iK' 
Ib 

/~, #' nicht nur ohne gemeinschaftlichen Tejler mit n, sondern liberhaupt 
relativ prim an, und ersetzt die elliptischen Functionen durch ihre Aus- 
driicke in den ~9-Functionen, so kann man die Formeln ( 2 5 ) w  5 an- 
wenden, und erhMt ft'lr die vier Functionei1 (5) die Ausdrfmke: 

n'2--1 n - - 1  n2--1  n - - 1  n z - - I  7z--1 n2 - -1  

- 7  .3 (6) ( - -  I )  8 2 2 PgO, ( - -  1) 8 2 ~3,0, ( - - I )  8 2 '2 ~OOl, ( - - I )  8 "P?I 

wenn zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(7) 

n - - I  7, i , , n=--I s 

P,,oOoT = e :' 0oo(2 ,7o) 
l , J  2 

(s) 

n --._~l m , , n 2--1 f i  

V,o,~,: = e >" (~+:"~ ,9,o(2Sa,) 
t t - -I  

1 , - -  
2 

n--l ,-ri , n:--' f i  
Po~Oo? =- e ~-'<''+'''~ ,90~(2s~,) 

n - - |  
l ,  - -  '2 

.Pl,~(O.~) - ' ~  = e >'' <=+" ~ H o,,(2s~), 
n - - |  

2 

Woraus also zu schliessen, dass t~oo, 1~o, Pao,, I~n, und, falls n ein 
Quadral, auch P~, Wurzeln von Transformationsgleichungen sin& Das- 
selbe folgt aber auch aus 

(9) P,o cos am(s~) P . . . .  n t 
Poo --  n Aam(sQ) ' Poo Aam (s$2) 
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fiir diese beiden Quoticntcn, und aus 

:3 , - \  ,,-a P,, P~ f i  
(lO) (-- I)  s kV2)  n - - 1 -  1 1  

~,/kk' 2 

sin am (s.Q) A am (s.9) 
cos ~m (sg) 
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fiir das Quadrat dieser letzteren Grsssc, und falls n ein Quadrat ist, ffir 
diesc selbst. 

Nun ergiebt sich aber noch aus der Multiplication, indem man in 
der lctzten Formel IV w 9 u = 2s(o sctzt und das Product fiber alle s 

yon x bis I - ( n - - i )  n immt:  
o 

A (s,2) "~ a m  

o0 ~ D(sin am s.Q~) ' 
f t - - 1  

2 

und hieraus schliesst man, dass auch Po'~ Wurzel einer Transformations- 
gleichung ist. Dies lehrt nichts neues wenn n durch 3 teiibar ist; ist 
abet n nieht dutch 3 tcilbar, also n ~ -  I (rood 3) so folgt daraus un- 
mittelbar dutch Zusammenhalten mit  dem vorigen Satz, und mit  Rt~ck- 
sicht auf (9), (~ I), dass auch P00, P,o, Po,, P~, und falls n ein Quadrat 
ist, auch Pn die Wurzeln von Transformationsgleichungcn sin& 

w 16. Z w e t t e  D a r s t e l l u n g  d e r  W u r z e l n  d e r  T r a n s f o r m a t i o n s -  

g l e i c h u n g e n .  

Dic Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung sind charakterisirt 
durch zwei nach dem Modul n bestimmte Zahlen /,, /,', welche mit  n 
keinen Teller gemein haben, und die auch unter einander relativ prim 
vorausgesctzt werden ksnnen. Es k0mmt nun darauf an, die verschicdenen 
Reihen,  die, wie wir oben geschen haben, durch eine Gleichung r  t~n 
Grades bestimmt sind, durch Zahlen zu charakterisiren. 

Aus der Definition der Reihen geht hervor, dass der gr6sste gemein- 
schaftliche Teiler d yon #' und n fi;lr alle Wurzeln einer Reihe derselbe 
ist. Sei also 

( x ) l*' ~ dy ,  n ~- ad ,  
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worin a und d als positiv vorausgesetzt sind, und den grOssten gemein- 
schaftliehen Teiler e haben mSgen, dessen Quadrat also in n aufgeht. 
Da nun y relativ prim zu a ist, so kann man die Zahlen c und x so 
bestimmen, dass 

(2) /~ = ax + cy, 

worin c jedoch nur nach dem Modul a bestimmt ist, und z. B. durch 
eine beliebige Potenz von 2, oder, wenn a nicht durch 3 teilbar ist, 
durch eine beliebige Potenz yon 3 teilbar angenommen werden kann. 
Aus der Bedingung (I) w 14 folgt nun, dass zwei Wurzeln der eigent- 

lichen Teilungsgleichung dann und nur dann derselben Reihe angeh6ren 

wenn in 
(3) = ax  + cy 

kt' ---- dy 

die drei Zahlen a, d, e, letztere modulo a, denselben Wert haben. Da 
/~, #', n ohne gemeinsamen Teller sind, so muss c relativ pr im zu e sein 
und kann daher nur 

-a ~,(e) 
e 

verschiedene Werte annehmen. Jeder dieser Zahlenwerte ist aber auch 
zul~ssig, und fiihrt bei passender Bestimmung von x, y zu einem eine 
Reihe bestimmenden Zahlenpaar ~t, ft', woraus sich ergiebt 

= r  

wenn die Summe sich auf alle Divisoren a v o n  n erstreckt. In jeder 
Reihe giebt es wenigstens eine Wurzel, ft~r welche  p ---= d (rood n) ist ,  so 
dass y---- i gesetzt werden kann. Wir  wahlen also als reprasentirendes 
Glied der Reihe ein solches aus, fiir welches 

(4) p -~  ax  -b  c 

I~' ----- d, 

(L) Diese Gleichuug liisst sich leicht auch direct, beweisen. (Vgl. DEDEKIND~ Modu~- 
functioneu, 1. e. S. 288.) 
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so dass [~, lz' relativ prim sind. Wenn wit  nun zwei Zahlen v, u' so 
bestimmen, dass 

(5) l i P ' - -  ~ '  = I 

wird, so k0nnen wir nach w 5 die zusammengesetzte Transformation bilden 

(o, o) ( _ o;, , ) (o  o)(,,, 
c, d, - - c ' / + d ~ ,  - - x  , n. u, u/  

und die Anwendung der dortigen Formel (28) ergiebt 

( c + d o ~ )  

( 7 )  t)11 = i ' 2  e . . . .  
rj(~o) 

Behufs einfacherer Berechnung yon n2 Jr-2' kann man 

,it ~ O~ P ' ~ O ~  

annehmen und erhalt (w 5) 

n2q-  2' _= 2a 

c =- o ( ,nod 8) 

a(d q- i) (,nod 8) 

(8) ~ ac (mod 3), n _~ -I- I (,nod 3) 

~ au' - -  x (rood 3), n ~ o (mod 3); 

dic beiden Ietzteren Falle lassen sicn auch so zusammenfassen: 

n2 -t- A'=_ (x "-t- a~')(n ~ I) -I- ned (mod 3). 

Setzen wir also: 

2rri [(x+av" )(n2--1)Tncd] 

(9) p = e  ~ 

so folgt 

(io) 

worin, falls n 
werden kann, wodurch p---- I wird. 

.-1 (C+-adr~ 

/911 ----- p ~_2 ) i - V  /-~ u ', , ; (~) 

nicht durch 3 teilbar ist, c =  o (rood 24) angenommen 
Ist n e i n e  Quadratzahl, in welchem 
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Falle allein die Bestimmung des Vorzeichens in (lo) von Interesse ist, so 
ist auch d : e  eine Quadratzahl und mithin ist 

(x,) (,,) :o- + 
? = \ ~ - i  " 

g_uf demselben W ege leitct man aus den drei letzten Formeln (I) w 4 
die Gleichungen her: 

c + dto\ 
a - -  1 ('#o o O~ - - - -  

%2 ,~ _ _  , , -1  k y - ' /  #oo 
v k k '  ~ 

(i 2) 
c + dto] 

n--] a--!  I~lo 0.~ 

k V 2 ~/kk --7"-~-2 i "'- ~,2 0,,. 

- - ~  . . . . .  l /)nl):",L i~f- ,  (/t_~ a, / k'  ~ ~,,2 , , _ ~ -  ~,d 
a , ~  \[~'/  #o 1 V kk  ~ -  

Aus (,o) und (,2) ergiebt sich abet: 

~,=,,-.1p~ ~ Z(o>) ~" 
,12 oo ~ P - . ~ .  , z l ~ )  

( ,3) 
, , ,  
P~o r (r 

p ~  q~( ,o ) ~ 

Aus diesen Ausdrclcken kann auch die Wurzel gezogen werden, und 
durch Anwendung der HEaMITE'schen Formeln ftir die lineare Trans- 
formation der Functionen ~, r Z lassen sich die Vorzeichen bestimmen: 
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2.( ~o)" 
~-  ~ Poo P V2 = - -  
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(,4) 

(r + d,o) 
P,o F - 

.oo= 

.0  
Po-~= ~ r 

Aus (t3) ergiebt sich, dass auch die ~ Functionen 

(worin c an keine Congruenz gebunden zu werden bram ht) Wurzcln 
r a " * * ~ " einer Fr nsformatlonsglexchung sind, die wit die Invar~antenglewhu~g nennen 

wollen. 

r " O "  ~ Dass alle die,  hier betrachteten rransformatlons~lemhungen ver- 

schiedene Wurzeln haben und mithin irreductibel sind, ergiebt sich sehr 

einfach aus dem Verhal ten der Wurzeln for q----o. 

Die Invariantengleichung hat die Eigenschafl,  dass ihre Co~fficienten 

alle ganze rationale Fanctionen yon / ( to )  sind. Denn ersetzt man eo durch 

t o + ,  und - - x - o ) ,  so geht j(no)) aber inj(n~o) und ~ ~ ; und da 

aueh letzteres eine Wurzel der ( i r reduet ibeln)Invariantengleiehung ist, 
so k~snnen sieh die Co~ffieienten derselben dureh diese beiden Substitu- 
tionen nieht andern und sind daher (naeh w 7) rationale Funetionen yon 
j(eo). Da ferner keine der Gr~ssen (I5) far  einen endliehen Wef t  von 

j(oJ) unendlich wird so sind sie auch ganze Functionen yon j (wenn der 

Coefficient der hochsten Potenz der Unbekannten ~- t i s t ) .  

Wit  werden ausser der Invariantengleiehung noch d ie jenigen Trans- 

(') Die Transformationsglelchung ftir Poo ist zuerst yon SCHLAFLI untersucht 
(Journal ftir Mathematik~ Bd. 72 , S. 368). 

Die Function P,o:Poo fiihrt auf die JAcoBt'sche Modulargleichung. Die Be- 
stimmung der Vorzeichen in diesen Formeln ftihren wir bier nicht weiter aus~ da wir 
keinen (Jcbrauch von denselben machen werden. 
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formationsgleichungen betrachten, deren Wurzeln Potenzen yon P~1 sind. (1) 
Diese Gleiehungen sind nicht alle n u t  von ](to) abhi~ngig, sondern zum 
Tell auch von g2 und g~. Die Form dieser Abhlingigkeit ergiebt sich 
leicht aus den Slitzen des w 7. Wit  heben hier nur diejenigen Falle 
hervor, i n  welchen die Cofifficienten rationale Functionen von j werden, 
die man ebenso wie oben finder, indem man to in to-4- I und i n -  i : t o  
verwandelt. Nennen wir diese Art von Transformationsgleichungen in- 
variante Multiplicatorgleichungen, so haben wir die folgenden Siitze. 

Es sind Wurzeln yon invarianten Multiplicatorgleichungen: 

(16) 

PlY far  jedes ungerade n 

n = I (mod 4) 

n - -  I (rood 6) 

n = I  ( m o d I : )  

n e i n e  ungerade Quadratzahl 

n e i n e  weder dureh 2 noeh durch 3 teilbare 
Quadratzahl. 

Da Pll  fiir einen endlichen Wert  yon to weder Null noch un- 
endlich wird, so sind die Cofifficienten der mvarianten Multiplicator- 
gleichung ganze rationale Functionen von j und der letzte "derselben ist 
yon j unabhlingig; oder mit  andern Worten:  es ist sowohl PI~ als I :PI~ 
eine ganze algebraische Function von j.(~) Aus dem Schluss des ~ w 14 
geht hervor, dass die in. (i 6) zusammengestellten PotenzerL von P1~ ra- 
tional durch 

ausgedrt~ckt werden k/~nnen, und zwar als ganze rationale Functionen, 
h0chstens vom Grade ~ -  i. Die Cofifficienten dieser Ausdriicke sind 
rationale Functionen von k 2 mit rationalen Zahlencogfficienten, und die 

(1) Gleichungen dieser Art sind yon F. KLmN (1. 0.) und Ktr.PrRT (Journal fiir 
Mathematik, Bd. 87, 88, 95) untersucht. 

(~) Nach Analogie der Zahlentheorie wllrde eine solche algebralsche Function als 
elne Eirheit zu bezeichnen sein. 
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Veranderung yon to in to + I ,und - -  I :to zeigt, dass dieselben rational 
von j ( t o )  abhltngen. Dass auch in der Darstel lung durch j ( to)  nur ra- 

tionale Zahlendogfficienten vorkommen, ergiebt sich leicht daraus, dass j ( to)  
nach aufsteigenden Potenzen von k s mit  rationalen Coefficienten ent- 
wickelbar ist. 

w 17. D i e  l n v a r i a n t e n g l e i c h u n g .  

Die Wurzeln der Invariantengleiehung sind, wie wir oben gesehen 
haben, die Grossen 

Da nun, wenn a, b ,  c, d vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinsamcn 
Teller sind, deren Determinante a d - - b c - =  n ist, eine Substitution 

mit der Determinante a S ~  fit = I s(r bestimmt werden kann, dass 

~, dl \ r ,  ~ ~', d' '(~) 

so folgt, dass die sammtlichen Grsssen 

vvurzeln der Invariantengleiehung sind, dass unter diesen aber nur u von 
einander verschiedene sieh finden. 

Es sei nun 

( I )  / ~  (V, U) 

diejenige ganze rationale Function der beiden Variablen u, v vom Grade 

(t) Vgl, DEDEKIND, Modul fmwt ionen ,  ~, 7, |. c. 

Acta rnathematica. 6, I, mprim6 1.5 Janvier 188& 49 
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r  in Bezug auf v, in welcher die h0chste Potenz v ~ den Coeffici- 
enten (I) hat, welche ft~r 

(~) ,, - _ / ( , , , ) ,  v = i -; u b,o: 

verschwindet, und v,, z,~, . . . ,  v, seien die Wurzeln der Gleichung 

(3) r . [ v ,  j ( , , , ) ]  = o. 

1st n' zu n relativ prim so ist 5b (n ) r  r und das Product 

(~) F..(v, v,)E~.(v, ~,~)...F..(v, v~) 

vom Grade r hangt als symmetrische Function der Wurzeln von (3) 
rational yon ,/(co) ab. Zugleich verschwindet dieses Product f~'~r 

�9 ' O )  

und dahcr ist dasselbe, wenn man wieder j(oJ) dureh u ersetzt, identisch 
mit 

(5) F~,(v, u) 

(mit Rt'lcksicht auf die Irreductib.ilitr~t der letzteren Function). Hiernach 
kann man die Lssung der allgemeinen Gleichung Fn(v, u ) ~  o auf den 
Fall zuriackfiihren, w o n  eine Primzahlpotenz ist. 

Betrachten wir ferner die Gleichurrg 

rp,~_,(v, u) = o 

vom Grade ~ - - p ' - ~ ( p  + x), worin p eine Primzahl ist, deren Wurzeln 

v~, v.~, . . . ,  v, seien. Das Product 

(6) v - - ~ ' p ( , , ,  ~,,)F,(v, , ,~) . . .  F,,(,,, ,,,) 

ist in Bezug auf v vom Grade p,,-2(p + i)~ und versehwindet ffir 

(7) u - - j ( o , ) ,  ~ , - - 9  , v - - - ]  " .  

Es muss daher P durch Fp,.(v, u) teilbar sein. 
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Da die drei Functionen 

(,,) i(;), 

dutch die beiden Substitutionen 09 + I, - - I  :09 for /o nut  in einander 
iibergehen, so sind die symmetrischen Functionen dieser Grbssen rationale 
Functionen von i(to), woraus hervorgeht, das.~ auch fflr den Transforma- 
tionsgrad ~ die Gtbssen (I t) die Wurzeln einer Invariantengleichung sind. 
Die Formeln (~o), (to') sind darnach auch auf den Fall p = 2 anwendbar, 
und  es ergiebt sich dutch die obige Schlussweise, dass auch ffir ein 
gerades n e i n e  Invariantengleichung r  ~" Grades besteht, deren eine 
Wurzel j(na~) ist. Da nun nach w 5 (27) jede Substitution mit der De- 
terminante n 

(;: 

:/pn-~c + ~), 
(8) u = - / ( ~ ) ,  .~, = ,k ~_-~- 

so verschwindet F?(v, v,) auch far 

Iol 

und da c in ( 8 ) p  versehiedene Werte haben kann, so ist P teilbat dutch 

[F,.-~(v, u)?. 

Die Vergleichung der Grade giebt alsdann 

' ( u) f, ,(v, v , )G(v ,  v , ) . . . G ( v ,  '~) (I o)  /,,~. ~.v, = 
[F n_~(v, ,,)!" 

Fi~r = = 2 tritt an Stelle dieser Gleichung die folgende: 

( ,o ')  F,,(v, u) = F,(v, , ,)~;(,, ,  ~,) . . .  ~;(o, ~,+,) 
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(lurch Vermittclur, g lhmarer Substitutioncn aus 

(1: O) 
O~ l~J 

abgeleitet werden kamJ, so folgt, dass die sitmmtlichen Functionen 

derselben Gleichuhg gent'lgen. 
r verschiedenen Functionen 

+ bco/ 

Diese Functionen werden daher durch die 

erschOpft und zugleich folgt hieraus auch far diesen Fall die Irreductibilit(zt 
der Invariantengleichung. 

Die Function F. (v, u) ist symmetrisch in Bezug auf u und v. Denn 
aus der identischen Gleichung 

F , , [ j ( , t o ) ,  ) , ( ~ ) ]  = o 

folgt, indem man to durch to:n ersetzt: 

= o ,  

und es ergiebt sich also aus der Irreductibilitat, dass F,,(u, v)durch 
Fn(v, u) teilbar sein muss. Da man die beiden unabhangigen Variablen 
vertauschen kann, so folgt dasselbe umgekehrt, und daraus ergiebt sich 

(,2) s,,(., v ) =  +_ S.(v, ,,). 

Darin ist aber (ausser ft'tr ~ =- i) nur das obere Zeichen zulassig, 
da sonst ~;,(v, u) for v-----u verschwinden w0rde, was der Irreductibilit'at 
wiederspricht. 

Wir schliessen hier noch den Beweis eines wichtigen Satzes ober die 
ZahlencoCfficienten tier Invariantengleichung an unter der Voraussetzung, 
dass der Transformationsgrad n eine Primzahl sei. 

Die Invariante lasst sich nach ihrer Definition (w 6) in eine nach, 
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aufstcigenden Poterlzen von q fortschrcitende Rcihc entwickcln yon der 
ForlIl 

(~ 3) j ( t o )  = q-.2(~ + a~q.~ + a.~q" + . . . )  ~- q - ' ~ Z a ,  q"', 
O, 

worin die Coefficienten a, ganze  Z a h l e n  sind (a 0 = i, tt 1 = 744) und in 
eine ahnliche Reihe lasst sich jcde Potenz yon j ( to)entwickeln .  Es 
ergiebt sich ins Besondere durch Anwendm~g des polynomischen Lehr- 
satzes und des fiir jedes a gt'dtigen Fn1~MAT'schen Satzes 

a" - -  a (rood p): 

( '4) j ( , o ) "  - -  q -""~ .a ,q"~"  -4 - P~I - ' (~ ' - ' )~b / l " '  
0 ,  zo 0 ,  

worin die b, ebenfalls ganze Zahlen sind. Und a u s  ( 1 3 )  erhMt man 

s 

--2p 2sp / ( p o , )  = q Z , , , q  . 
0 , ~  

(,5) 

Setzt man Mso 

so folgt 

( I6)  

: ( . , )  = , , ,  j(~o,o) = v,  

u p - -  v ~ pc1-2(z'-~) ~.. b,q"", 

und w e n n  c, andere  ganze  Zahlen  sind: 

(t 7) ( u -  r p -  v) ---- v "4-' + a "~' - -  a"c" 
s 

Es li~sst sich aber nach (x2) die Invariantengleichung in {lie Form set zen 

(~8) 

worin  die: c,.,, 

Bedingung 

(~9)  

r , s  

(, , ,-  v~) ( , ," - -  .)  = ~.{,.,,~,' , :  
O. 1, 

die zu bestimmenden Zahlenco~fficientcn sind, welchc dcr 

genagen (letzteres well in der Entwicklung (I7) die Potenz q-2(p~+,,) nicht 
vorkommt). 
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Zur Bestimmung der Co~fficienten c~,, kann man hiernach die Glei- 
chungen (~8) auch so schreiben: 

(~o) 
r & $ 

- -  -~- v" " ~[. ~ , u ' v ' .  ( u - - v ' ) ( ~ "  v) Z Z c,,,( u + v'u') + 
0~p  0 ~ r - - 1  0 ~ p - - 1  

ttierin setzt man nun die a u s  (i 3), (I 5)sich ergebenden Entwickelungen 
von v " u ' A - v ' u  '', u'v' n ach Potenzen yon q ein, welche mit den Anfangs- 
gliedern 

q-~(,.p+s) q--~s(p+~) 

und mit dem Coefficienten I beginnen. A u f  der rechten Seite yon (20) 
kommen aber n~ht z~vei Glieder mit demselben Anfang der Entwicklung vor, 

denn aus 
,~p + s = r'p' + s' 

folgt s=~s ' (modp) und mithin, da in (20) s < p  ist, s-----s', r = r'. 
Wenn man daher die Coefficienten derselben Potenzen yon q auf beiden 
Seiten der Gleichung (20) einander gleich seizt, so erhalt man eine Reihe 
linearer Gleichungen, deren jede folgende nur eine neue Unbekannte cr,, 
mit dem Coefficienten I enthMt, so dass alle diese Coefficienten sich als 
ganze durch p teilbare Zahlen ergeben. 

Es hat also die Invariantengleichung die Form 

(21) 
I' I $ 

(u - -  v')(u" - -  v) = p E a, . v' u' 
O~ p 

worin die at,, den Bedingungen at., = a,,r; ap, p = o genOgende ganze 
Zahlen sind. 

Hieraus ergiebt sich noch mittelst der zu Anfang dieses Paragraphen 
gegebenen Darstellung der Invariantengleichung ft'lr einen zusammen- 
gesetzten Transformationsgrad ((4) und (~o)), dass auch im allgemeinen 
Fall die Co~fficienten der Invariantengleichung ganze Zahlen s i ~ .  
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IV. &bschni t t .  

w 18. D i e  compleace Mul t ip l i ca t ion .  

Die Multiplicationstheorie der elliptischen Funetionen haben wir in 
w 9 auf den Satz gegri'mdet dass 

,,(itu, to) 

ftir ein ganzzahliges It 0-Functionen von It und to sind. _~hnliche Be- 
trachtungen werden sich immer dann durchft'lhren lassen, Wenn It und 
Itto Perioden der Function O(u, to) sind. Damit dies aber stattfinde, ist 
notwendig und hinreichend, dass vier ganze Zahlen a, b, c, d sich so 
bestimmen lassen, dass 

(:) It ~-- a -4- b to  

Itto ---- c + dto 

und dies ist, so lange to variabel ist, nur mSglich far  b = o, c = o, also 
ftir ein ganzzahliges It. Ausserdem aber ksnnen die Bedingungen (2) 
auch dann erfiallt werden, wenn to einer Gleichung zweiten Grades mit 
ganzzahligen Coefficienfen und negativer Determinante gen~gt: 

(3) to(a q- bto) = c -4- dto. 

In diesem Fall wird # eine eomplexe Zahl yon der Form M - f - N ~ / - - n ,  
worin n eine ganze positive, M, N rationale Zahlen sind, deren letzte 
nieht ver~hwindet. Diese Art  der Multiplication heisst aus diesem Grunde 
die complexe Multiplication. Die Werte welehe in diesem Falle der Modul 
k oder die Invariante j( to) annehmen, sind algebraische Zahlen, welche 
mit den quadratisehen Formen yon negativer Determinante im innigsten 
Zusammenhang stehen. Die Existenz solcher singuldrer Moduln ist zuerst 
yon ABEL erkannt, der auch bereits den Satz ausgesprochen hat, dass 
dieselben durch Wurzelziehen aus dem Gebiete der rationalen Zahlen ab- 
geleitet werden k0nnen (APEL, Oeuvres ,  6d. SYLOW I, S. 377 u. folg., 4~6). 
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Die vollstandige Theorie der singul:iren Moduln ist sodann yon K~O.~ECXER 
in einer l~ngeren Reihe ausgezeichnetcr Untersuchungen begrandet women, 
die in den Mona- t sber ich ten  der  B e r l i n e r  Akademie(~)  verOffentlicht 
sin& Auch die Untersuchungen yon DEDF.KIN'D aber die elliptischen 
Modulfunctionen zielen auf eine Anwendung auf die complexe Multi- 
plication, welche dutch die Einff~hrung der Valenz (die sich yon der ab- 
soluten Invariante /(to) nur durch einen rationalen Zahlenfactor unter- 
seheidet) eine sehr elegante Gestalt annimmt. Im Folgenden sell eine 
Anwendung der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf 
die Ableitung einiger S~tze aus der Theorie der complexen Multiplication 
gemacht werden, wobei nur der e l e m e n t a r e  Tell der Theorie der qua- 
dratischen Formen vorausgesetzt werden sell, w~hrend andere S~tze aus 
dieser Theorie, die yon GAuss und Dimcm:E'r durch tiefer liegende Hilfs- 
mittel bewiesen sind, aus der complexen Multiplication selbst hergeleitet 
werden sollen. 

Aus den am Eingang dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen 
(Formel (3)) ergiebt sieh, dass diejenigen Werte yon to, fctr welche die 
complexe Multiplication start hat, imagin'are Wurzeln yon Gleichungen. 
zweiten Grades mit rationalen Co~fficienten sin& und zwar diejenigen, 
deren imagin~rer Tell positivist. 

Auch das Umgekehrte ist der Fall, denn es sei 

(4) Ato 2 +  Bto + C = o  

eine solehe Gleiehung, in weleher A, B, (7 ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Teller sind und 

(5) 4 A C - -  B ~ = A 

sei positiv; so kann mart hiera.us in mannigfaltiger Weise Gleiehungen 
yon der Form (3) herleiten, indem man setzt 

(6) b ~--- A x ,  a - - d =  B z ,  c • - -  C x ,  a -4- d = y .  

Hieraus folgt 

(7)  ~ a  = 71 + B ~ ,  b = A . r ,  t ~ = - -  6:~r, ~ d  = y ~ B x ,  

(') 29 Oct. I857 , 26 Juni I862, 22 Januar 1863, I Dee. x87o ~ I9 Juli I875 ~ 
16 Apr. x877 , 2 Febr. I88o~ 7 Dee. I882. 
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und man kann fiber die ganzen Zahlen x, y so verfagen, dass a, b, c, d 
ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sin& Es ist dann 

(8) 4(ad ~ b c )  = 4n -----y2 nu A.~2, 

und x, y konnen keinen andern gemeinsamen Teller haben als 2. Setzt 
man umgekehrt far z, y irgend zwei der Bedingung (8) genfigende Zahlen 
ohne gemeinschaftliclwn Teller, so erhlilt man aus (7) vier Zahlen a, b, c', d 
mit der Determinante n, welehe keinen Teller gemein haben. Dasselbe 

g i l t  aueh noeh far ein ungerades n, wenn x, y den grossten gemein- 
samen Teller 2 haben. 

Unter diesen Voraussetzungen ist aber 

(9) J = ./(to)" 

und es genfigt daher dieser Wert von j der Gleichung 

( , o )  F . ( u  , u) = o. 

Wenn umgekehrt u = j ( t o )  eine Wurzel der G~leiehung (,o) ist, so folgt 
daraus nach w I6 eine Gleichung yon der Form (9), woraus wieder die 
Gleiehungen (7) und (8) folgen. (Vgl. w 6.) 

Der quadratischen Gleichung (4) entspricht eine primitive quadratische 
Form erster oder zweiter Art, jc nachdem B gerade oder ungerade, also 
A ~ o  oder ___-- I (mod4) ist: 

(I I) (A,  ~B, C) oder (2~1, J~, 2C) 

yon der Determinante - -  i A oder - -  A ; und umgekehrt entspricht jeder 
4 

primitiven quadratischen Form von negativer Determinante eine Gleichung 
yon der Form (4), also ein Wert yon to und ,on ?'(co), fiir welchen 
complexe Multiplication stattfindet. 

Ersetzt man eine Form (i i) durch eine i~quivalente Form, so geht 
auch to in eine aquivalente Zahl. fiber, und j(to) bleibt ungeandert. Ein 
soleher singuli~rer'Wert yon j(to) entsprieht also nieht nur einer Form, 
sondern einer ganzen Formenclasse. Dagegen entsprechen nicht dquivalenten 
Fro'men immer verschiedene ]Verte von jito) 

Aeta mathematica. 6. Imprim6 20 Janvier 1885. 50 
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Wir kOnnen daher pnssend die Zahl i(to) als b~vorimzte der dutch 
/ ~ ~)reprasentirten 1;or,menclasse oder kurz a ls Ulasseninvariante l)ezeichnen. 

Die Classeninvarianten sind [im~ze algebraische Zohle~. Als Wurzeln 
yon Gleichungen (~o) sind sic zun~chst algebraische Zahlen. I)er Grad 
der Gleichung (to) wird bestimmt aus 

, ,  n [  c; § F [.i(to), i(,o)] = i ( t o ) - - /  ~ ; - ,  - , j ,  

indem man to unendlich, q = o werden lasst. (Vgl. w i6.) Es ergiebt 
sich hieraus leicht far  den Grad /~ yon F,,(u, ~r falls ~ kein Quadrat ist 

d _ _  

mid falls ~ eil~ Quadrat ist 

(14)  # = ~ : _ .  - ~ - ~ e ~  + ,~-~,,). 
e J ' 

Der Coefficient der liochsten Potenz yon u ill I';,(U, U) wird durch dasnelbe 
Verfahren bestimmt, und ergiebt sieh, wenn J~ k&n Quadrat ist, = 3-_ I. 
l)a man nun id)er x . . q  in (8) stets so verfi~gen kann, dass n kein Quadrat 
wird,( ')  und da. wie fr~,her bewiesen, die Co0fficienten in l:,(v, u)ganze 
Zahlen sind, so folgt dass die Classeninvarianten 9a'~ze algebraische Zahlen 
sin& (D~':D~KIXD, Suppl. XI zur dritten Auflage von Dn:ICULE'r's Vo~- 

lesuwen ~ber Zahlentheorie, w i6o  ft.) 
Wi t  bezeichnen mln das Product 

H i , , -  i(,,,)i, 
ausgedehnt i'd~er alle zu einer bestimmten negativen I)eterminante - -  91 
geh0rigen lnvarianten eigentlich primitiver Cla~sen mit 

11.(tr 

( ')  Is t  z. B. ,e, ~ + A~I~ = J~ ein Quadrat und 1' eine in a~ aber nicht in * und 

folglich auch nicht in y aufgehendc Primzahl und ~ rclativ prim zu p~ so ist (x + @ ) ~ +  )ky~ 

dureh p ,  aber nicht dutch p~ teilbar und also gewiss kein Quadrat, und man kann iiher 

noch so verfagen; dass x + Sp und 3! relativ prim sin& 
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md dasselbe Product, erstreckt i'lbcr alle zur D e t e r m i n a n t e - - n  gc- 
l{Srigen Invarianten uneigentlieh primitiver Classen mit 

H;;(.). 

(H:, existirt nat~'wlich nut  dann wenn n = -  I (nmd 4)). tI,,, II;, sind 
ganze rationale Functionen der unbestimmten Grosse u, deren Grade h, h' 
gleieh den Classenzahlen der Formen erster und zweiter Art yon der 
Determinante - - n  sind. Der ttauptsatz, dessen Naehweis zu fiihren ist, 
besteht darin, dass die Funetionen H,,, H:, rationale Co(fffieienten haben, 
woraus sehon yon selbst folgt, dass diese Coeffieier~ten, als ganze al- 
gebraische Zahlen, aueh ganze rationale Zahlen sind. 

Zunaehst ist leieht einzusehen, dass der Satz richtig ist far II, und 
H:',; denn frlr diese beiden Fitlle hat man beziehungsweise 

1 I 

( I ~ }  ( 0  - -  und (o -- - -  I - - - ,  
(O (O 

und folglieh (naeh w 6 ( '5),  (16)) & ( o ) ) =  6 resp. &(w)  ----- o; also ist 

(I6) I t a ( u )  = u -  2 7 .  6 4 ,  H ; ( u )  = u.  

�9 Wit  nehmen nun an, es sei unser Satz als riehtig erwiesen fi'lr H,, so 
lange m < n , . u n d  fnr H,', so lan)e m < 4 n - - I ,  und zeigen dass er 
aueh gilt fiir II= und H~,,_~. 

Wenn die Gleichung (io) T,,(u, u ) =  o irgend eine Classeninvariante 
zur Wurzel hat, so gent~gen dcrselben, wie dig  Gleiehungen (7), (8) 
zeigen alle zu derselben Determinante und derselben Art geh0rigen Classen- 
invarianten. Die Gleichung (8) ist aber erfallt  fi'tr 

A = 4n, y = o, x---- _+_ I 
(I7) 

A = 4 n -  I .  ,~/ = I ,  J:  ~--- __q'__ I ,  

und alle andern Werte von A,  f(ir welche (8) noch befriedigt werden 
kann, sind kleiner als dies< Es ist daher I,',,(u, u) teilbar dureh H,,(u), 
H~,,_~(u) und ausserdem nut  noch dutch solehe Funetiofien It,,(u), Hk(u),  
deren Indices kleiner sind als n, resp. 4 n -  r, und die daher nach V~of 
aussetzung rationale Co0.fficienten haben. 
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I)araus folgt also, dass das Product 

(,8) H,,!u)H'~,,_,(u) 

rationale Co~fficientcn hat. (Man erhalt ni~mlich dies Product, indcm 
man 1,~,(~, u) von mehrfachen Factoren und von solehcn :l'eilcrn befreit, 
die es ,,,it n~edrigeren Functionen H.,(u),  H; ( , , )  gemein hat.) 

Es ,st nun ferner 

4 ( 4 " - -  ' ) =~ y,2 _.[_ (4'*,--- ' ) .c~ 

Idsbar (y = o, x =: __-h 2), 

4 ( 4 n -  ')  y2 jr_ 4nx" 

nicht lo'sbar. (Denn aus letztercr  Gleichung wiirdc folgen 4 n ( 4 - - x 2 ) = y * ' + 4  �9 
Es k0nntc also wegen der posit,yen rechten Seite x nur ~ - •  x sein; 
dies ,st abe," nicht moglich, well y:  -t- 4 nicht durch 3 teilbar sein kann.) 
Hieraus f*olgt, dass 

durch HL_,(u  ) teilbar, dagegen zu H,,(u) relativ prim ,st. Und daraus 
ergiebt sich, dass auch H,,(u) und H~,,_l(U) rationale Coefficienten haben. 
Die Gleichungen H,,(~t) = o, H:,,(u) = o wollen wir die zur Determinantc 

m geh0rige Classengleichung erster und zweiter Art  nennen. 

w 19. g'be~' die  B e z i e h a n g e n  zw.ische~t a e n  Ciasse,~ti~tvariante'Jt 
der  ve~'schiedenen O r d n u n g e n .  

A) Classenbwarianten erster und zweiter Art. 
E s  seien 

( , )  H . , ( u )  = o, (2) H ; , ( . )  = o 

(-lie zur Determinante - -  m (welche ----- I ( I n o d  4) vorausgesetzt ,st) gchOrigen 
Classengleichungen erster und zweiter Art  und u = / ( t o )  einc Wurzel 
der ersteren. Dann ,st 

(3)  .a to  ~ + 2Ba~  -Jr- G' - - o ,  B ~ ~ A(.,' ~ ----,- m ~- I ( r o o d  4) ,  
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trod man kalm B trod 
A dureh 4 teilbar ist. 

(4) 

hat zu Wurzeln 

( s )  , J ( ~ . ' . ) .  " " '  - -  , ( , . : ) ,  

l i n d  w e n n  

(6) ,,, , +o,  to '  ~ 20)~  - - ,  
2 2 

gesetzt wird, st) hat man respective: 

t o ' - - 2 t o ,  [ A t o ' ~ +  B t o ' + U = o ,  
4 
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C ungerade voraussetzen, was zur Folge hat, dass 
Die cubische hlwtriantengleichtmg 

1,.~(v, . )  = o 

.[ '1 + t,> 
,: ~ I, 

Det :  B 2 -  A C  = ~ m,  zwei te  A r t  

I 

(7 )  ' to  ~ - t o ,  
2 

4Ato '~ + aBw'  + 6 ' =  o, Det :  4 ( B :  ~ A U )  = --  4m 

I - 4 - ( o  r 
tO - -  

2 
4Ato '~ -Jr- 4 (13 --- A ) to ' + ( A - -  21~ -31- C )  --- O. 

Det :  4 ( B ' o - - A C )  = - - 4 m  

Es ist also nur die erste der drei Gr0ssen (5) zugleich Wurzel der Glei- 
ehung (2), und dieselbe kann daher rat ional  din'oh . / ' ( to)ausgedrftckt 
~_verden. Es sei dieser Ausdruek 

( s )  , = n ( , , ) .  

Ersetzt man hierin u dureh die s'ammtlichen Wurzeln tier Gleichung (r), so 
ergeben sich daraus die sammtlichen Wurzeln v =/ ' ( to ' )  der Gleichung (2). 
Denn ist v = j ( t o ' )  eine beliebige Classeninvariante zweiter Art  und 

(9) Ato '~ + B t o '  + U - - o ,  B ~ - 4 A r  m.~ I (rood4) 

l],][~d sind ~vieder B~ ~ als t|x]gerade vor~L~sgesf~tz~ so i~t j ' /~o)  r) eil|(~ gut 
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l)eterminaute - - m  gehSrige Classeninvariante erster Art, well w = w':2 
der Gleiehung gent~gt: 

4 A w  "~ -[- 2 B w  -t- C' = o 

Es fr~gt sieh nun, ob unter den so erhaltenen Werten von v derselbe 
mehrmals vorkommen kann. 

Uln dies zu elltseheiden, bemerken wit, dass die Werte yon u, welehe 
naeh (8) denselben Weft  yon v hervorbringen, s'ammtlich der Gleiehung 
(I) und der Gleiehung (4) genagen mnssen, und dass daher h0ehstens je 
drei dieser Werte einander gleieh sein k;Snnen. 

Ist nun j(w')  irgend einer der Werte v, in welehem w' einer Glei- 
ehung (9) genngt,  so sind die drei Wurzeln der Gleiehung (4) 

�9 / \ ~ ( 0  I af'(Of --~ l'~ 
( I O )  i( j ' ( 2  (0 ' ) ,  ] ~ - - ~ _ ) ,  = / ~ -~- - - . ! ,  

und man hat naeh (9) die Gleichungen: 

~ = 2~'~ Ao) ~ + 2 B w  + 4 C = o  

I w'.  4Ao~" --[- 2 B w  + C -~ o 

(19 = - -  
I -11- gO ~ 

2 
4A(o ~ n t- 2 ( B - -  2 A ) w  -[- ( A - - I ]  Jr- C) = o, 

welehe alle die Determinante ~ m haben. Wenn nun 

- - . m = I  (mod8), 

so ist A gerade, und unter den drei den Gleichungen (I I) entspreehenden 

quadratisehen Formen 

(i3) (A, B, 4C), (4A, B, C), (4A, B m  2A, A -  B ' +  C) 

ist nur die mittlere eigentlieh primitiv. Daher gent'lgt yon den drci 
GrOssen (IO) nur die mittlere der Gleichung ( I ) u n d  die Grossen (8) 
sind alle unter einander versehieden. Daher ist in diesem Falle 

(~4) h ' =  h. 
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- - m = 5  (mealS), 

so ist. A ungerade , und (lie qu'ldratisehen Formen (I3} sind alle drei 
eigentlieh primitiv. Wenn daher die drei Grs~sen (IO) yon ein'mder 
versehieden sind, go ergeben je drei der Gr0ssen ~t naeh (8) denselben 
Wert yon r, und es folgt: 

(~6)  h.' = ! I i .  
3 

E s  handelt sieh also nur noeh um die Frage, ob unter den drei 
GriSssen (IO) gleiehe vorkommen, oder ob zwei der Zahlen 

I I -[- O)' 
(17)  2o/, -0)'. 

2 2 

~tquivalent sein k0nnen. Nehmen wir etwa an, es sei 

so folgt wegen (9) 

2 0 /  - -  2~" q- dee' 

2 a + fi~d ' 

2/~ = A z ,  - -  2 F = (" .r ,  4 ~ - - 3 ~  B,r, 4~x + 3 = y  

I6 = y= -4- ~ll:r ~-. 

worin x und y gerade sind. Dies ist aber nur m6gneh wenn m ~ 3 ist, 
was in der That eine kusnahme bildet, da in diesem Fail- 

(18)  h = h '  = I ,  

In diesem Falle sind die drei Gr0ssen (I7) gquivalent, und zu demselben 
Re~ultat kommt man, welm man yon dee Annahme der Aqllivalenz 
zweier anderer unter den Zahlen (~7) ausgeht. 

Da sieh bei dieser Untersuehung ergeben hat, dass die Classen- 
invarianten der zweiten Art rational dutch die der ersten Art ausdr~lek- 
bar sind, go werden wir uns in der Folge auf die Betraehtung der CNssen- 
invarianten und Classengleiehungen evster Art besehranken, aueh ohne 
dies immer ausdr{~ektich hervorzuheben. 
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B) Es sei p eine beliebige (gerade oder ungerade) Primzahl und 

(1) ,,, = p~,, ' ,  

(2 )  l t , , ( u )  --=- o .  ( 3 )  H , . . ( v )  = o 

die zu den Determinanten - - m ,  - -  m'  geh0rigen Classengleiehungen erster 
Art. Es sei u, = / ( w )  eine beliebige Wurzel der evsteren und 

(4) Aw: + 2Bo~ + C =  o, A C - - B  ~--- m = l ) , m '  

und A dureh p nieht teilbar nngenommen, was stets zuliissig ist. Die 
Invariantengleichung 

(5) G ( , , ,  , )  = o 

hat zu Wurzeln 

.(~o + ,',). 
(6) v = ./(p,o), . ] \ - - ~ ,  

Setz man mm 
to q-  c 

t o '  ~ p t o ~  - - ,  
P 

( , ~ = 0 ,  1. ~ . . . . .  p -1) 

so geniigt o/ beziehung.~weise den Gleichungen 

(7) 

A~o '~ + 2Bp,o' + Cp: = o 

Ap~,, '~ + ~ ( B - -  A~)~,,,' + (Ac ~ -  ~1~ + e) = o. 

Diese Gleiehungen haben die Determinante - - p 2 m  und sind alle 
primitiv, ausser wenn Ac ~ 2Bc "4- C dutch p teilbar ist. Dies findet 
abet 1mr ft/r einen einzigen Wert  yon c statt, den man aus der Congrnenz 

A c  - -  B - -  o (rood p) 
erh~lt: denn es ist 

A(Ac 2 - -  2Be + C) ~ ( A c - -  B) ~ + .m, 

und es ist far diesen Ac ~ -  2Bc + C dutch 17 teilbar. 
yon to' geniigt daher der Gleiehung 

B - -  A c  ,,Ic '~ - -  2 / / , "  + C 
(8) A , , ,  '~- + 2 ~, o,'  + ~ 

Dieser eine Wert  
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deren Determinante - - m '  ist. Daraus ergiebt sieh also, dass die beiden 
Gleichungen (3) und (5) eine und nur eine BZurzel gemeinschaftlich haben, 

welche sich rational durch u ausdr~cken ldsst: 

(9) v ---~ R(u) .  

Ist zweitens v = j (w')  eine beliebige Wurzel der Gleiehung (3) und 

(io) Aoo'"- + 2Beo' + C ---- o, A C - -  B 2 = m', 

und A wieder unteilbar dureh p, so genr, gt to = peo' der Gleiehung 

(ii) A,o ~ + 2Bpo, + @~ = o, 

welche primitiv ist und zur Determinante ~ m  = - - p 2 m '  gehSrt. Es ist 
also j ( w )  einc Wurzel von (2), aus welcher man nach (9)j(w')  erhMt. 
Daraus ergiebt sich also, dass durch (9) alle Wurzeln der Gleichung (3) 
dargestellt werden, wenn man far u aUe Wurzeln der Gleichung (i) 
setzt. Man hat nun genau wie oben zu untersuchen, wie vide unter 
den Ausdrficken (9) denselben Weft v ergeben. Die verschiedenen Werte 
VOll U, welche dies leisten, miissen zugleich den beiden Gleichungen (2) 
und (5) gent',gen. DiG Werte yon u aber, welehe filr v = j ( o ) ' ) d e r  
Gleiehung (5) genagen sind 

�9 ~ , . / '~o' + c \  

und wenn man 

(I  3) oJ = p w ' ,  
tO' -I- (~ 

P 

setzt, so gelten ffir diese Werte von o) beziehlieh die Gleichungen 

A o, ' + 2 Bt~o) + @ 2 =  o 

Ap'oJ 2 + 2 ( B - -  Ac)pw + (Ac 2 ~  2Bc + C) = o, 

welche s~mmtlich die Determinante - - m  haben. Unter den Grsssen (I2) 
werden also diejenigen der Gleichung (2) genfigen, far welche die ent- 
sprechende Gleichung (I4) primit ivist .  Dabei sind drei Falle zu unter- 
scheiden: 

Acta mathemat ica .  6. Impr im~  22 J a n v i e r  1885. 51 
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a) Wenn p in m' aufgeht, so kommt unter den Gleichungen (t4) 
nut  eine nicht primitive vor, ni~mlich diejenige, ffir welche 

A c  m B _~ o (rood p). 

b) Wenn - - m '  quadratischer Rest von p ist, so sind zwei der 
Gleichu•gen (I4) nieht primitiv, ni~mlich diejenigen fflr welche 

_ m' (mod p). A c - - B = _ + ~ , - -  

c) Wenn - - m '  Nichtrest von p ist, so sind si~mmtliehe Gleichungen 
(i 4) primitiv. 

d) Ffar p = 2 sind die beiden aus der Congruenz 

A c  - -  B =_ +_ v ~ -  m' (mod2) 

~efolaerten Werte von c mit einander identisch und folglieh ist fi;r 
p ~ 2 immer eine unter den Gleichungen (.I4) nicht primitiv. 

Nehmen wir also vorliiufig an, was wit  gleich welter untersuchen 
werden, dass unter den GrOssen (i3) nicht zwei iiquivalente sind, so er- 
halten wit, wenn wit mit  h, h" die Grade der Gleichungen (2), (3) be- 
zeiehnen, das folgende Resultat  

h = p h '  falls m'----o (modp) oder p---- 2 

( , s )  h , =  ( p - -  ,)1,, ,, = + ,  

(-.% 
h - - - - ( p +  I)h'  ), = - - i .  \ _p / 

Es handelt  sieh also noeh d'trum, ob unter den GrSssen (i 3) naeh Aus- 
schluss der wegen a), b) odor d) wegfallenden zwei itquivalente vorkommen 
ksnnen. 

a) Sei also zun~iehst 

ro '+c  r + 3 p d  
19 a. + fl~mo" a d  - -  lqT = i 

flpo,"- + (~ + f l p c -  ap ~),o' + a c - -  rP = o, 

so m ss wegen Oo)  

(,6) tip = A x ,  a + fipc - - 3 p  ~ ----- 2B.r, ac - -  rP = Ca'. 
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sein, und  wenn man also 

- - f l p c  + @ '  = 2y  

setzt, so folgt  

(17) 

403 

y2 + m,x~ .=  p~. 

Hierin ist abe t  wegen ( i6 )  x und folglich auch y dutch p tcilbar, 
(I7) kann nur ffir m'----- i befr iedigt  werdcn (da x nicht ~ o sein 

woraus wie oben folgt:  

fi = A x ,  

(I8) 

( i9)  

Aus (I8) ergiebt  sich 

(2o)  C'x - flcc', 

*o '+c  ~o'+c" 

a,' + c = r P  + 3 ( d  + c') 
_p a/~ + fl(o; + c') ' 

~1~c + flcc' - -  rp  "~ - -  @ c '  = c:c 

a p + f l c + f l C ' - - @ =  2Bx 

ap- - f l c  + flc" + @ =  2,j 

y" + m'x" = p'~ 

A x  --  fl, 2Bx  = fl(c + c') 

Ist nun  x nicht  durch  p teilbar, so folgt  hierau,~ 

C =_ Acc" 

(2i )  2 U ~ A ( c  + c') 

A ~(c - -  c') ~ ~ - -  4m' 

(modp) .  

(rood p). 

aquivalent ,  also 

und 

kann). Ist aber  m' = i, so ist y = o, x = _+ 1~ 

a = +__ p B ,  fl = -4- A ,  7" = + Bc -~ 6", 3p ~- -~ B + Ac,  

und es sind also far  m ' =  i, ~vo)' und  (to' + . c ) : p  aquivalcnt ,  wenn c aus 
d e r  Congruenz Ac  B -= o (rood p) bes t immt u:ird (gilt auch ff~r p----2). 

fl) Es seien sodann 
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Die letztere Congruenz ist abet nu t  dann ln0glich, wcnn entweder m' 
durch p teilbar, und dann ist c = c', oder wcnn ~ m' quadratischcr 
Rest yon p ist, und dann ist 

A c  ~ B = V - -  m ' ,  Ac" ~ B = - -  ~,/-- m' (rood p). 

Diese beiden Werte von c sind aber in Folge von b) yon dem System 
(i2) oder (i3) ohnehin auszuschliessen. Ft'~r p = 2 ergiebt sich ohnc 
Weiteres nach der zweiten Congruenz (2~) c - c '  (,nod 2). 

Es bleibt also nur t'tbrig, d'tss in (I8), (I9), ( 2 0 ) x  durct! 1) tcUbar 
sei und folglich nach (19) m ' =  I, y = o, x - = - + p .  Dann folgt abcr 

a = + ( B  - -  A t ' ) ,  rl)  = +- ( A c e '  - -  B c  - -  B e '  4-  C)  

f l  = + _ p A ,  ---- -~ ( B -  A c ) .  

Es ergiebt sich also aus der Congruenz 

A c c '  - -  B c  ~ B c '  + C = o (rood p) 

zu jedem c e in  c' (und umgekehrt), ausser wenn A c -  B =_ o (rood p ) ( i n  
welchem Falle die Congruenz (22) unmt~glich ist). Dieser Fall  ist aber 
bereits unter a) erledigt. Die beiden nach (22) bestimmten Werte yon 
c, c' sind nur dann einander gleich, wenn 

( A c  - -  B )  ~ - -  ~ m '  (mod p), 

was aber nach b) ausgeschlossen ist. Das Ergebniss dieser Betrachtung 
ist also, dass unter den Gt0ssen (~ 3) (nach Ausschluss der wegen a), b), d). 
auszuschliessenden) nur dann aquivalente vorkommen, wenn m ' ~  I i s t ,  
und dass in diesem Falle j e  z w e i  derselben aquivalent sind. Die Formeln 
(I 5) sind also richtig, ausser ftir m ' - -  r, und in diesem Falle treten an 
deren Stelle die folgenden: 

h = h '  far  p----- 2 

/23/ I '2 + ,  

§ ,h ,  - -  - ' 
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Hierdurch sind ft'~r den Fall negativer Determinanten die VerhMtnisse 
der Classenzahlen abgeleitet fftr solche Determinanten, (tie in quadratischcm 
VerhMtniss stehen. (Vgl. DIRICItLET-DEDEKIND, Vorl. iiber Zahlentheorie, 

w ioo.) 

w 20. H i i ] ' s s d t z e  a a s  de,i. T h e o i ' i e  d e r  a l g e b r a i s c h e n  _Fanct io l~e~ .  

Bchufs einer weiteren Anwendung auf die complexe Multiplication 
schalte ich hier die Beweise einiger einfacher algebraischer Lehrs'~tze tin, 
wobei ich reich bez~glich der Terminologie und allgemeinen Voraus- 
setzungen auf die ersten Paragraphen der yon DEDEKISD und mir ge- 
meinsam verfassten Theorie der algebraischen Ftmct ionen ( J o u r n a l  ffir 
M a t h e m a t i k ,  Bd. 9: ,  S. i8 i )  berufen kann, ohne jedoch aus jener 
Theorie selbst etwas vorauszusetzen. 

i ~ Es sei v eine gauze algebraische Function yon re, dcfinirt dutch 
die irreductible Gleichung 

(1) F ( v ,  u )  = v '~ + a S  -~ + a :v  '~-'" + . + a.~ -= o 

in welcher die al, a.2, . . . ,  a~ gauze rationale Functioncn yon a sind. 
Jedc gauze Function M des durch (I) bestimmten Korpcrs algebraischer 
Functionen ist dann in der Form darstellbar 

r ~) 
(2) ~ I - -  f ' ( , )  

worin r eine ganze rationale Function von v und u ist. Der Bcweis 
dieser Behauptung ergiebt sich aus Folgendem. Beziehen wir das Zeichcn 

]~ auf die sl~mmtlichen Wurzeln der Gleichung (i), so ist nach be- 
kannten Satzen 

(3) 

k v--1 

F ' ( v )  ~ O, (o<kK.~- -~)  F'(v) 

V'; V~+ I 

F ' ( v )  ~ a~ - -  a.~, . . .  
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und allgemein, wenn k ~ ,~ 

H. Weber. 

V 

eine ganze rationale Function yon u. 

Nun kann man immer, w e n n  Gt 0~ Gt 1~ . . .  

rationale Functionen von u bedeuten 

(ganze oder gebrochene) 

v - - I  ~--2 

(4) M = ' ~  +,.~v + . . . + , ~ _ ,  F'(v) 

setzen und aus (3) erhMt man zur Best immung der a0, a,, . . . ,  a~_~ 

(5) Z- l l - -~ao,  ~ , v ~ l ~ - - - a o a , - 4 - a l ,  Z v ~ M = a o ( a ~ - - a ~ ) - - a ,  a l+a.~,  ... 

Da nun die ~.,M, ~_.vM, ~_,v~M, . . .  als ganze algebraische und zuglcich 

rationale Functionen v o n . u  auch ganze rationale Functionen yon u sind, 

so folgt dasselbe f~ar die Coefficienten a0, a,,  ~2, . . .  w.  z. b. w. 

Auf  Grund dieses Sgtzes kann man also auch setzen 

(6) M - -  r M 7 -  r ~ / ? =  r 
F ' (~ ) '  F ' ( , ) '  F'(v) ' " ' "  

worin die r r Ca, " . .  ganze rationale Functionen von u und v sind. 

2 ~ Es sei die Function (i)  in zwei Factoren zerlegt 

(7) F(v, ~)=  F,(v)~(v) 

(8) 
~ ; ( v )  = ( v - - v , ) ( v - - v . ~ ) . .  ( v - - v 3  = v:̀  + ~ , r  + . . .  + ~:̀  

I'�89 ~-- ( V - - V ) . + I ) ( V - - V ) , + 2 ) . . . ( V - - V : , ) ~ -  V ~'-?" + fllV v-~--1 + . . .  "31- fly--:'." 

Auf Grund von (6) kann man dann, wenn v einen der Werte vl, v3, . . . ,  v~ 

hat, setzen: 

M - -  r _M' - -  r M3  = r 
Y, (v )F~(v) '  Yl(v) F~(,,)' Y l ( V ) E d v ) '  

8etz man nun 
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so ist P zun~chst eine ganze rationale Funct ion der q,, flA und da (dureh 
Ausfiihrung der Division F : F , )  die fl: ganz und rational durch die a, und 

a, best immbar sind, so kann P auch als ganze rationale Function der a, und 

a,, also aueh als ganze rationale Function yon u, a,, a.,, . . . ,  a~. dar- 
gestellt werden. Ebenso schliesst man, dass alas ~'roduct 

P, = 

a,ls symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 

F,(v) 
- -  - -  O 

ganz und rational durch v,, a,, a, ausgedrtickt werden kann. Wenn also 

r 9%(v), 7.~(v), . . .  ganze rationale Funetionen ,'on u, ,~, ~ ,  ~2, . . . ,  a) 
bedeuten, so hat man ft'~r v----v, ,  v~, . . . ,  v~. 

(9) M -  9 , @ )  M 2 - -  g,~(v) M . ~  ~ . / v )  
PF'I(v)' P F ; ( v ) '  P F ; ( v ) '  " " " 

Die Funetionen 9r ksnnen vermittelst  der Gleichung 1;'~ -----o in die 
Form gesetzt werden 

•f k) 
= c(t 'v + + . . .  + . _ , ,  

woriil die c(o *), c , ,  ~') . . , .  c~)~ganze rationale Functionen yon u, ao, a,, ..., a~. 
sind. Aus (9) und (Io) erlmlt ,nan abet  (mit Rt',cksicht auf (3 ) )d i e  

i iber  vl, v~, . . . ,  v~. erstreckten Surnmen: 

C(1) C(~) C(8) 

( i  ~) E M  = -p- ,  E M  ~ = -~ - ,  E M  3 = - i f ,  . . . .  

und es geniigen dahei" die Werte M~, M~ . . . .  , 3I~. einer Gleiehung )7" 
Grades 

(i 2) 7o M~" + ' T ,  M~-I + �9 �9 �9 + T~,-, M + T~ = o, 

i n  welcher die Co~ffieienten 7o, T,, . . . ,  7~ ganze rationale Functionen yon 
u, a,,  a~, . . . ,  as sind, und 7o eine Potenz yon P. Die Zahleneo~fficienten 
in allen hier vorkommenden Functionen sind rationale ZaMen, wenn sie 
es in der urspr0nglich gegebenen Gleichung (i) sind. 
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Wenn nun for  einen speeiellen Wer t  uo yon u (lie), Werte v~, ~'~, . . . .  v~. 

einander gleich, ----v0 werden, wi~hrend v).+~, v~.+:, . . . ,  v,, yon vo verschie- 
den sind, so wird P und folglich y0 far  u ~ u0 nicht verschwinden, und 
die zu v ~---Vl, v2, . . . ,  v~. geh0rigen Werte der ganzen Function M,  (die 
gleich oder versehieden sein k0nnen) werden durch eine Gleichung )to. 

Grades bestimmt, deren Co(ffficienten rationale Functionen yon u0, v o sind. 

Ist ins Besondere v o = uo, so sind die Co(ffficienten dieser Gleichung ra- 

tionale Functionen yon u 0. 

w 21. Zerfdllung der Classengleichung in Factoren. 

Wir  beschliessen diese Betrachtungen mit dem Beweise des sch/snen 

yon KUOX}'.CKER entdeckten Satzes, dass die Classengleichung Hm(u) nach 
Adjunetion der Quadratwurzeln aus den in m aufgehenden Primzahlen 

in Faetoren zerlegt werden kann, deren jeder die zu einem Geschlecht ge- 
hSrigen Classeninvarianten zu Wurzeln hat. Es wird sich daraus zugleich 

ein neuer Beweis des zahlentheoretischen Satzes ergeben, dass in jedem 

der msglichen Geschlechter eine gleich g~osse Anzahl yon Classen ent- 
hal ten ist. 

x ~ Es sei n eine ungerade Qaadratzahl > x, und 

(,) = o 

die zu n gehOrige Invariantengleiehung. Die Wurzeln derselben sind, 

wenn u = ](to) gesetzt wird 

(auch wenn to variabel ist), ad = n, und c mOge - - o  (mod 8) angenom- 
l n e n  werden. 

Nach der Schlussbetrachtung der w x6 ksnnen die Functionen 

(3) 3 1 =  i -r /2 

rational dureh u, v ausgedriiekt werden, und zwar mit rationalen Zahlen- 
eoeffieienten. 
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2 ~ . Wir wollen nun in (I) ffir u eine zur Determinante - - m  ge- 
h(~rige Classeninvariante, d. h. irgend eine Wurzel der Classengleichung 

(4) H . , ( u )  ==- o 

setzen, also to ciner Gleichung unterwerfen 

(5) A o-'2 -t- ~ B t o  -t- C = "0, A C - - - B  2 = m ,  

und wollen darin, was stets er laubt  ist, A positiv und relativ prim zu 
2m und zu n voraussetzen. Es ist zu untersuchen, welchc von den 
Werten  (2) gleich u werden. Dazu ist notwendig und hinrcichend, dass 
die ganzen Zahlen a, /~, F, 3 sich so bestimmen lassen, dass 

(6) c + d~o "s + &o 
T - -  ~ + ~ , o '  a 3  - -  f i r  = " 

Die-Vergle ichung yon (5) und (6) liefert aber, wenn x, y ganze 
Zahlen ohne  g e m e i n s a m e n  T e l l e r  sind, deren erste positiv genommen wcrden 
kann, (da a ,  f l ,  F, 3 gleichzeitig mit entgegengesetztein Zeichen genommen 
werden k0nnen, ohne dass (6) sich andert) 

(7) 
d a  - ~  B x  - -  y ,  

und &raus  

c f l - - a ( ~ - - - - -  B x  --k Y 

ca  - -  a F ~ -  Cx, 

(8) n = y~ + mx ~. 

Aus unserer Annahme i:lber A folgt aber 

(9) d---~ I, a : n ,  

und so k0nnen ftir jedes der Gleichung (8) geni~gende Wertpaar  x, y 
(ohne gemeinsamen Teller) a,  ~, F, (~ und c, und zwar letzteres eindeutig 
nach dem Modul n, dutch die Gleichungen (7) best immt werden. 

Es lasst sich auch  leicht einsehen, dass zwei verschiedene L0sungen 
der Gleichung (8) nicht zu demselben c fQhren k0nnen; denn durch a, 
fl, / ,  3, c sind nach (7) die beiden Zahlen x, y vSllig bestimmt, x als 

A c t a  raathemat ica .  6. Imprim~ 24 Janvier  1885. 52 
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der grOsste gcmeinschaftliche Teller yon /~, a - 4 - c / ~ -  ~3, c a -  n 7 ,  und 
die Annahme einer Gleichung 

fi]hrt, wenn der interesselose Fall m----I ausgeschlossen wird, zu a ~ +__a" 

f l =  •  r =  -+r', ~ =  + o~. 
Die Anzahl der Werte v, die nach dieser Annahme ----u werden, 

ist also ebenso gross wie die Anzahl der eigentlichen Lssungen der 
Gleichung (8), wohei x positiv angenommen werden kann, y aber, wenn 
es nicht verschwindet, mit beiden Zeichen genommen werden muss. 

5% Die Werte von M, welche zu den gleich u werdenden Wurzeln 
v geh0ren, sind nach w 2o Wurzeln ciner Gleichung 

(~o) r  u) = o, 

welche rational von u und rationalen Zahlen abhangt, deren Grad (in 
Bezug auf M) gleich der Anzahl der eigentlichen Losungen der Gleichung 
(8) ist. Diese Werte von M konnen aber in Folge der Gleichung. (6) 
nach w 5 (6) leicht bestimmt werden, und es ergiebt sich, wenn 2 die 
dort (w 5 (i6)) angegebene Bcdeutung hat, nach (5), (5), (7) 

,'riO.--3 ) 

(~ ~) M = ~-' (~ ' i= , r~-  ?i) 3, 

worin die Quadratwurzel mit positivem reellem Tei! zu nehmen ist. (In 
diesem Ausdruck ist von der speciellen Wahl der Classeninvariante u nur 
die Zahl 2 abhangig.) 

Es" ist nun von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob unter den Werten 
(i i) solche sind, welche diesclbe 8 t' Potenz haben. Dazu ware erforder- 
lich, dass for zwei verschiedene Paare x, y; x', y' yon L0sungen der 
Gleichung (8) 

oder, wenn p eine zwolfte Einheitswurzel bedeutet 

(I 2) Y ! f  Jr" x x ' m  - -  i v ' m ( x y '  - -  y x ' )  = p n .  
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Ist null 

a) p = + I, so folgt  hieraus sofort 

X ~--- d :t, Y ~ , 7 ,  /9 I 

+ i (  - I  +- i ' 3 ' i  erweist sich sofort als unmOglich, da in b) (, 2 )  /9 
- -  \ 2 / 

der reelle Teil auf  der reehten Seite irrational,  auf  der l inken 

rational ware. 

c) ,o=-  + - - t  _ + i ~  _ , i _ , ~ m ( y x  - -  xy ' )  = + 3n  ~ 3, was unm0glieh ist, 
- -  2 

d a n  ungerade vorausgesetzt  war; es bleibt also noeh 

d) p = • i ;  x:c'm + y.q' = o, ~ , , ,~(y.r ; ' - - . ry ' )  = + ~;. 

Dies ist also nu t  dam~ moglieh,  wenn m ein Quadrat  und ~ g  in n ent- 

halten ist. Aus der let zten Gleiehung ergiebt  sieh aber noeh du tch  

Quadriren,  mi t  Benutzung  der Gleichungen 

:C211t' "Jr-.q'J ~ Jr,, ;l': Bt ff :=: I i ,  

. t  2 \  . - - , ;  (:,? + ,~ ;, 

. r . ;  m + y,q . . . .  O: 

woraus hervorgeht ,  dass n auch durch  m tei lbar sein muss, und 

y - -  + X 'vm,  y' = q- X~m, x" + z':--=--- ---  'D'b 

Unter dieser Voraussetzung wird aber in Folge vom (7): 

(Ac - -  B ) x  =_ y 

( A c '  - -  B )  z '  - -  y '  
( rood , ) ,  

woraus, wenn k, k' ganze Zahlen bedeuten 

A c - -  B = kvm--, A c ' - -  B = k'~.m-- 

k - -  k' = o (rood 8 A )  

__ "' k ' r '  (mod  

( : - -  ~ -  0 l l l o d  ~ 
'Db 
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und da x, x' relativ prim zu n sein miissen, so folgt~ 

Hiernach ist nun 

k ~ k '  (mod 8A '~).  

c + ~o A c - - B  + i~,m k + i 

n A n  
A - -  - 

m 

c' + r A c ' - -  B + i v m  k' + i 

?/, �9 A 1 l  

und folglich ist M----M' .  

? b  

,4 
v m  

Hieraus ergiebt sich also, dass fiir keinen der Gleichung (4)geniigenden 
Weft yon u zwei der vier Functionen 

;P(M, u), r  u), q~(iM, u), r  u) 

zugleich verschwinden k6nnen. 
4 ~ Wir zerlegen nun die als gegeben vorausgesetzte Zahl m in zwei 

Factoren 

(I 3) ~1~ ~ m',tl~", 

so dass m" ungerade und durch k~in Quadrat teilbar ist und setzen 

(I 4) X = 4, y = 4 m ' - - m "  

(15) ~ i x ~ - - y  --  2 i v ~  6- ~m~ 

(~ 6) n = rex' + y~ = (4m' + m") ~, 

und haben unter dieser Voraussetzung 2 in der Formel (i i) zu bestimmen 
(wobei zur Vereinfaehung B gerade angenommen werden kann). Eine 
einfaehe Rechnung ergiebt 

i "''+' i "''~--1 V~') 3 - 

(17) M ~ - - -  ~ 2~,m'-k- �9 

Setzt man den so gefundenen Weft yon M in ~(-t-M, u) ein, so muss 
ft~r jede. Wurzel der Gleiehung H, , , (u )=  o 

~(M, u ) =  o oder O ( - - M ,  u) : o  
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sein. Ftir keinen dieser Werte yon u ksnnen aber diese beiden Glei- 
chungen zugleich bestehen (nach 3~ Sucht man also den gr6ssten ge- 
meinsehaftlichen Teiler r u) yon H~(u) und (P(2~[, u), so ist dieser 
relativ prim zu q , ' ( - -M,  u). 

- -  m'--' beide irra- Ist nun m' kein Qaadrat und m " >  I, so sind vm', ~, 
tional und _3/ hndert (nach (I7)) sein Zeichen, wenn ~m--;, ~/m '-~, gleich- 
zeitig die entgegengesetzten Werte erhalten. Da nun tim(u) rationale 
Coefficienten hat, so ist es nicht nur  durch, q"(M, u), sondern aueh durch 
q " ( - - M ,  u), und also auch durch das Product  beider teilbar. Da iiber- 
dies for jede Wurzel von H , ~ ( u ) :  o eine der beiden Functionen q"( •  u) 
verschwinden muss, so ist 

(18) H,,,(u) ~- r  u ) r  ~,) 

und es folgt, dass unler den sdmmtlichen zur Determinanle - - m  gehdrigen 
eigentlich primitiven Formenclassen jeder der beiden Charactere 

( " 3  = \ , , /  + x 

gleich oft vorkommt. 
Ist m' ein Quadrat, also nach der Voraussetzung fiber m" die grOsste 

in m aufgehende Quadratzahl, und m ~ m " =  3 (mod 4) so ist 

m " + l  

(20) i 

rational, und dieser Schluss ist nicht mehr anwendbar. In der That ist 
in diesem Falle fiir alle Formen der Determinante - - m  

~ ~ I .  
\m / 

In diesem Falle sind alle Charactere in der From 

enthalten, und die Zerlegung (18) genfigt, um alle Geschlechter zu trefinen. 
Die FactorenzerfMlung (i8) gil t  ffir jede Zerlegung yon m in zwei 

Factoren m', m"~ wenn 

m ~ I  (mod4),  m=--2, 6 (mod8),  m-----4 (1nod,6) 
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weil im ersten und letzten dieser Ffillc, auch wenn m' ein Quadrat ist, 
die Gr(~sse (so) irrational ist, und in den bciden andern-m'  t'lberhaupt 
kein Quadrat sein kann. 

Da in diesen vier Fi~llen resp. die Charaetere 

. +<+,_,,+ ~_<.,+._,> s )-<.~-,> (___ ,)}<"-'>, ( - + )  , ( - ,  j , ( -  ,+ 

sich aus den Characteren yon der Form (22) zusammensetzen lassen, so 
geniigt die Zerfi~llung (I8) zur vollst~ndigen Trennung aller Geschlechter. 
Dagegen reicht for die FMle m = ~2 (mod ,6), m----o (rood 8) die Formel 
(I7) nieht aus, um alle Geschlechter yon einander zu trennen. 

Man leitet daher auf dem gleichen Wegc aus dcr Annahme 

x =:= 2, y =  m ' - - m " ,  m ' ~ o  (mod4)  

die Formel her: 

( 2 4 )  2If  ( - - i  ( - -  i )  + i :~ = 2 ----- ~+ m "-b i X+" 

welehe fnr den Fall m m t2 (mod +6) dasselbe leistet, wie die Formel 
(I7) in der Obrigen FMlen (wobei auch die Ann'lhme m " - - i  zu be- 
rt'xeksiehtigen ist). 

Ist endlieh m----o (rood 8), so setze man, indem man unter S 2 die 
gr/}sste in m aufgehende Quadratzahl versteht 

m = S ~  

Ist dann P = 2  oder _~6 (rood8) so ist st~ts 

+4--| +4~--1 .1~'--1 
( _ , ) =  + T  = ,. ( - - , )  = i 

u n d  mit HiKe dieser Relationen k0nnen alle Charaetere auf eine der 
beiden Formen 

.4-- 1 

zuri~ekgefOhrt, werden. Da m' in diesen Fallen niemals ein Quadrat ist, 
so genngcn die Formeln (~7), (=4) zur vollstatdigen Trennung der Ge- 



Zur  Theorie der elliptischen Functionen.  415  
/ 

schlechter und gestatten die froheren Schliisse. Um aber for den Fall 
m~--o (rood 8) eine stets ausreichende Formel zu erhalten, nehme man 

(25) 
I t !  

4 

, m  I ~ - -  

~/ix r - -  y = ~ uVm' + v'm", 

woraus sich ergiebt 

�9 m " '  + 1 m " - - I  3 

(26) M =  ( - -  I )  8 r 4 ! " 2~r ' dr- . 

(I7) erledigt ist, handelt es sich nut  noch um die Unterseheidung der 
dargestellten Zahlen A naeh dem Modul 8. Dazu gentlgt es, in (26) m " =  I, 
m ' =  m zu setzen, wodureh sie in den vier F~llen die folgende Form 
annimmt: 

(27) 

m ( _ ).~ 
M =  ( - -  ~)v ~ - i  x i v , ,  + 

V2 2 

3 I =  ( - -  ~)~ - -  ~ - ~  i v a n +  ~ = M' ,  

~=(__,)~--~+i_ ir =M", 

j]// = (___ I )  8 I "t'=~ i r  "d i- I = M " ' )  
4~ 

A =  I (rood 8) 

A--=3 (mod 8) 

A = 5  (mod 8) 

A - -  7 (rood 8). 

Die vier Werte yon M gehen in einander tiber durch die Vertauschungen 

M, ~/?-, i, ~/m 

M', --r - -~ ,  - - r  

M", - -  r ~, CK 
dg'", r - - / ,  - -  r 

Ist nun IF(M, u) wie oben der grSsste gemelnschaftHche Teller yon 
~o dass die vier Functionen q~(M, u), II_(u'} und @(M, u), so folgt aus o 
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~'(M', u), ~'(M", u), q@~'"; u) zu einander relativ prim sind, und 
wenn die Vertauschungen (28) zulhssig sind, so schtiesst man wie oben 

(29) H..(u)-~- q"(3I, u) q"(M', u)q"(M", u) q"(M'", u), 

woraus Mso folgt, dass jeder der vier FMle 

A ~ I ,  A -- 3, A -- 5, A ~ 7 (mod 8) 

in gleich vielen Formenelassen der Determinante - - m  vorkommt. 
Die Vertausehungen (28) sind aber nur dann nieht alle zul~ssig, 

wenn m ein Quadrat oder das doppelte eines Quadrats ist. Im ersten 
Fall ist nut die Vertausehung (M, 31"), im zweiten die (M, M') zu- 
l~ssig, und in diesen FNl.en kommen aueh in der That nut die Charaetere 
V O r  

A--=I, 5 resp. A_= I. 3 (rood8), 

und zwar wieder jeder derselben in gleieh vielen Classen. 
Da die Invarianten zweier entgegengesetzter Classen eonjugirt ima- 

ginttr, die der ambigen Classen reell sind, und da ferner zwei entgegen- 
gesetzte Classen zu demselben Gesehleeht geh6ren, so haben alle die bier 
gefundenen Teilgleichungen reelle oder conjugirt imaginiire Wurzeln und 
folglieh muss ~ /~ i  aus den Co~ffieienten derselben sieh fortheben. 


