
SUR UN TH]~0REME DE M. FUCHS 

PAR 

H. POINOARt~ 
~ P A R I S .  

Les 6quations diff6rentielles lin6aires jouissent d'une propri6t6 remar- 
quable: Les points singuliers sont les m(hnes pour routes les int6grales. 
C'est ainsi que pour les 6quations dont les coefficients sont des polyn6mes 
entiers en x, les points singuliers sont les valeurs de x qui annulent 
le premier coefficient. C'est sur cette circonstance qu'est fondde la m6- 
thode d'int6gration de ces 6quations par les fonctions zdtafuchsiennes. 

Les 6quations non lin6aires ne jouissent pas, du moins en g6n~.ral, 
de la m~me propridt6. Ainsi l 'dquation tr6s simple 

,rdx + ydy = o 

a pour intdgrale gdndrale: 

~~ "O" ~ c 6tant une constante dinted, ration. Et les points singuliers x = _4-_ c, 
d6pendent de cette constante et ne sont par cons6quent pas les m~mes 
pour toutes les int6grales. 

On est ainsi conduit k rechercher s'il existe, en dehors des 6quations 
lin6aires, d'autres classes d'6quations diffdrentielles dont toutes les int6- 
grales particuli6res aient les mdmes points singuliers. C'est ce probl6me 
que M. FUCHS a tr6s 616gamment r6solu dans un m6moire intitul6e 
Ueber Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzweoungspunkte be- 
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sitzen et ins6r6 aux S i t z u n g s b e r i c h t e  de l'Aead6mie de Berlin. (Sdanee 
du 26 Juin I884.) 

Je rappelle succinctement les notations employ6es par le savant 
g6om6tre de Berlin et les r6sultats qu'il a obtenus. 

M. Fuc~ts considSre une dquation du I ~ ordre: 

(A) l:(z. . ,I ,  ? f ) =  o 

dy 
oh z est la variable ind6pendante et .~f la d6rivde ~ - e t  dont le premier 

membre est une polyn6me entier en ?! et en .~1', ayant pout" coefficients 
des fonetions quelconques de z. 

Si l'on eonsid~re un instant z eomme une eonstante, l'~quation (A) 
devient une relation alg6brique entre y e t  y'. On appelle p le genre de 
eette relation. 

L'dquation 

(C) D ( z ,  )s) = o 

est celle clue l'.on obtient en 61iminant y' entre l'6quation (A) et la 
suivante: 

~V 
(B)  = o. 

M. Fcetls arrive d'abord h u n  %sultat gdnSral qu'il @nonce ainsi: 
Die nothwendigen und hinreiehenden Bedingungen darer, dass 

die Integrale der Gleiehung (A) feste, sleh nieht mit den ~_nderungen 
der Anfangswerthe stetig versehiebende Verzweigungspunkte besitzen, 
sind die folgenden: 

I. Die Gleichung (A) hat die Form: 

(F) y"~ + • , y ' ' - '  + r + . . .  4- r = o 

worin r r . . . ,  r ganze rationale Functionen yon y mit yon z 
abhangigen Coeffieienten yon der Beschaffenheit bedeuten, dass ,d,~ 
hOchstens vom Grade 2k in Bezug auf y ist. 

2. Ist y =7]  eine Wurzel der Discriminantengleichung (C)fi'lr 
welche die durch (F) definirte algebraische Function y' yon y sich 
verzweigt so ist r] ein Integral der Gleichung (F). Ill der y" als 
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algebraische Function yon y darstellenden RaEMAN~"schen Flache 
hat y' in slimmtlichen iaber y - - r ~  liegenden Verzweigungsstellen 

den Werth y ' =  ~ =  d~ 

dr; verzweigen, 3. Je a Bli~ttern, welche sieh in y = 7], y' = ~---- d~ 

entsprechen mindestens a - -  I mit y = r /zusammenfal lende Wurzeln 
der Gleichung 

.,j, : )  = o 

mit der Unbekannten y. 
En d'autres termes; l '6quation (A) devra satisfaire aux conditions 

suivantes: 
i ~ La fonction y' d6finie par cette 5quation ne pourra devenir 

infinie que lorsque y sera lui-m~me infini, ou pour certaines valeurs 
particuli6res de z. 

I dy~ 
2 ~ Si l'on pose ffa = y '  Y~I = d--~-~ ' l '5quation (A) deviendra: 

(A,) F,(z, y,, y; )=  o; 

y'~ ne devra pouvoir devenir infinie, si y~ est nul, que pour certaines 
valeurs particuli6res de z. 

3 ~ Les 6quations: 
aF 

F - -  - - o  oy' 

devront d6finir des int6grales singuli6res de l'6quation (A). 
4 ~ En diff6rentiant l'dqua~ion (A), on trouve: 

d F  dy'  d F  , d F  
dy'  dz 4 - ~ t j ! t  "3 I- ~ == o.  

On devra avoir identiquement:  

d F  , d F  ^ d~: 

P e t  Q 6tant des polyn6mes entiers en y e t  en y', ayant pour coefficients 

des fonctions de z. 
I1 est ais6 de comprendre l ' importance de ces r6sultats. Supposons 

en effet que F soit un polyn6me entier, non sculement par rapport k y 
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et g y', mais encore par rapport g z. Alors, si les conditions pr6c6dem- 
ment 6nonc~,es sont remplies, le nombre des points singuliers est fini et 
ces points peuvent m6me 6tre regard6s comme donn6s, de sorte que la 
m6thode d'int6gration des 6quations lin(~aires par les fonctions fuchsiennes 
est applicable, au moins dans ses trails essentiels. On pourrait donc ainsi 
concevoir l'espoir de d6couvrir une classe nouvelle d'dquations diff4rentielles 
int6grables par ces transcendantes. Dans le cas m~me oh F n'est pas 
un polyn6me entier par rapport k z, le r6sultat reste fort important. 

Mais pour en tirer tous les fruits, il est indispensable de faire des 
conditions pr6c6demment 6nonc6es un~ 6rude plus approfondie. Cette 6tude 
a dt5 commencSe et pouss6e assez loin par M. FUCHS et je d6sirerais ici 
la pousser plus loin encore, afin d'arriver k des conclusions d6finitives. 

Le hombre que nous avons appel6 plus haut p joue dans cette 6tude 
un r61e capital. 

I ~ Supposant d'abord p--- -o ,  M. FucHs pose 

r r 
Y - -  r  Y' - Colt) 

r r et r d6signant des polyn6mes entiers en t, dont les coefficients 
d6pendent de z. I1 arrive ainsi k l'6quation 

dt 
d--z--~ Ao q- Art q- A~t 'a 

oh A0, A,, A s sont des fonctions de z. C'est l '6quation de RICCATI qu'il 
est ais6 de ramener, comme on salt, aux 6quations lin6aires du 2 d ordre. 
Ainsi dans le cas de p - ~  o, on n'obtient pas de classe r6ellement nou- 
velle d'6quations diff6rentielles satisfaisant aux conditions 6nonc6es. 

Dans ce premier cas, je n'ai rien k ajouter aux r6sultats obtenus 
par M. FUCHS. 

Ce savant gdom6tre, examinant ensuite le cas de p =- I, pose: 

U = 
r + q~]~.iR(t) 
r + q'~iR(t) '  fi 

t = ~ 

r176 + r  

les 4), les ~" et R 6tant des polyn6mes entiers en t avec des coefficients 
d6pendant de z, et R en particulier 6tant du 4 e degr~ en t. 
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L '6quat ion  (A) est alors r amende  "k la fo rmc:  

dt 
([) d--z= Ao + A j t  + A..,t" + ).~ R(t)  

oh les A et 2 sont  des fonct ions de z. 

On dddui~ alors de l '6nonc6 de M. FucHs, cit6 plus haut ,  la condi t ion 

su ivante  

dR d R ( A  o + A l t  + A,2t ~) -= (B o + B , t ) R ( t )  (2) ~-7 + 

B o et BI 6 tan t  des fonet ions  de z. 
On p e u t  pousser  plus loin encore l 'd tude  de cette condi t ion 5 laquel le  

s 'arrdte le c516bre analyste  que non eitons. 

Soit: 

(3) l~( t) = (t - -  ~ ) ( t -  f l ) ( t -  r ) ( t -  ,;) 

~, ~3, ~- et ff 6rant  des fonet ions de z. Posons:  

a u + b  
(4) t - -  - -  c u T d  

a, b, c, d 6tant  des fouct ions  de z que nous  dd te rminerons  p lus  com- 

p l6 t emen t  dans  la suite et auxque l l e s  nous  imposerons  d'a, bord la con- 

d i t ion:  
ad ~ bc ~ i. 

Les 6quat ions  (~), (2) et (3) von t  ~e t r ans fo rmer ,  n n  posant :  

aa" 4" b .~' + b a'/ + b a3' + b 
a - -  , j ~  : =  - -  7" . . . .  , (~ - -  ca' + d cfl" + d ~:'(" + d c3' + d 

on aura:  

(~, - -  , / ) ( u  - -  f i ' X ~ *  - -  r ' ) ( ' , *  - -  3 ' )  

M 6tant  une  fonct ion de z, 

A o + A~t + A2t ~ - -  A'o' + A;'u + A',,fu'-' 

R, 
(('Tt + d? M 

(cu 4- d) ~ 

r t 

Bo "4- B,~ 
B o + B It-- cu+d 
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les A" et les B' 6tant des fonctions de z. 

dt d ~ 
dz - -  &(,'u + d) ~ -t 

d'o(1, en posant, 

n 
A ; ' - -  c'o ~ & ,  

on tirera: 
d ~ b  
a. - -  A; .4- A~. + A;u '~ + av/~ 

et on trouverait ais6ment: 

I1 vicnt ensuit.e 

r + r ~ + 
(c~ + d) ~ 

t A i ' ~  C'~ == .1;, A ; ' - -  (;~ == A~ 

dR, dll, , 

a~ + ~ (A'0 + & ,  + .4.;td) -= (B'o + B,,,)R,. 

Ainsi la forme des equations (~), (2) et (3) n'est pas chang6e par la 
transformation (4), ce qu'il 6tait d'ailleurs facile de pr6voir. 

Nous d6terminerons a, b, c, d en fonetion de z par les conditions: 

d~--b--(c+ d)fl--(an u b ) = ( d - c ) ) ' - ( b - a ) = o  

qu'il est toujours possible de remplir  et qui entrainent: 

(~' = O ,  y - - ~ -  I ,  ~ " =  - -  I .  

D'oh la conclusion suivante: 
I1 est toujours permis de supposer: 

I I ( t )  - - t( t" - -  I ) ( t -  d) 

6tant une fonetion de z qui-d~finit le module des fonctions elliptiques 
engendr~es par yR.'-- C'est l'hypothese' que nous ferons d6sormais. 

L%quation (2) devient alors: 

dd dR 
t ( l  - - t 2 ) d  z + - g i ( A o  + A , t  + ..l~t ~) -- (B o + B , t ) f t .  

Faisons sueeessivement clans cette equation: 

t = O, ,~ ~ I ,  t - -  ~ I ,  
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elle deviendra: 

~-~/~-(A 0 -Jr- A l t  -3 k A2~ 2) = o, (t = - - - i ,  o, i ) .  
dt 

dR 
Mais d t n e  saurait s 'annuler pour une de ees trois valeurs de l, sans 

quoi 3 serait 6gal k ~ I, k o, ou k I, et le nombre p ne serait plus 

6gal k I, mais k o. On a donc: 

d'ofi 

Ao + A,t + Aof = o ,  ( t = - -  o, i) 

A o = A , ~ A ~ o .  

L'dquation (2) ,~e rdduit alor~ k: 

d3 (Bo -4- B~t)R. t(i - -  

Si dans cette dquation on fait t ~ 3, il reste: 

d3 
- -  O .  

dz 
Ainsi 3 est une constante. 

Si on regarde un instant z comme une constante, l '6quation (A) 

devient une relation algdbrique de genre p.  Cette relation ddfinit une 

eertaine surface de RIF, MAZ,'N S qui d6pend de z. Ici p ~  i; donc 

chacune de ces surfaces de RIEMANN correspond un syst6me de fonctions 
elliptiques et le module de ces fonctions pourra s'appeler le module de 

la surface S. 
11 rdsulte de ce qui prdc~de que le module de let surface S est invariable. 

Cela pos6, l '6quation (1) devient: 

dt 
dz 

o u :  

dt  

R ne ddpend que de t et ), ne d6pend que de z; les variables sont done 

s6pa r6es, 
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donnera:  

Posons ). dz '  /L ~tant une fonetion de z. 

dt 
- -  ( ~ r L  

~R 

L'inversion de la relation 

~tant l 'a lgor i thme d 'une  fonetion doublement  p&'iodique et c ~tant la 
~* '0"  " constante d rot%rat tan.  

Les points singuliers de la fonction t,  seront ceux de la fonction p;  

ils seront done ind@endants  de la constante d ' int~gration et seront les 

mSmes pour  tontes les intSgrales. 

Ainsi dans le eas de p ~ i ,  comme dans celui de p ~ o ,  nons ne 

sommes pas conduits h . 'une  elasse r~ellement nouvelle  d 'dquations diff& 

rentielles. 

I1 reste h examiner  le eas de p > I, l',iss5 de eSt6 par M. FUCHS. 

Une  petite digression s u r  les surfaces de R~EMAXX est ici n6eessaire. 

Soit: 
s  !/;) : o 

une relation alg6brique de genre 1~, ddfinissant une surface de RIEMAXN S 0. 

Soit 
/ ; ( . , / , .  ! /0  ..... o 

une relation de mdme genre d6finissant une surface de Rn.:.~rAxx S~. 

Les deux surfaces S o 'e t  s seront dites dquivalentes si l'on peut  

passer de l 'une h l 'autre par une t ransformation birationnelle,  e'est '~ dire 

en 5tablissant entre les deux points analyt iques (?/,,, !/;), 0, ,  Y;), une 

relation telle que Ys et y; puissent s 'expr imer  ra t ionnel lement  en fonetions 

de Y0 et :q;; et rfieiproquement.  
On salt qu'il y a eertains invariants qui ne sont pas al tar ,s  par  les 

t ransformations birationnelles;  ee sont les modules. I1 y a 3 P - - 3  mo- 
dules pour  une surNee de RIEsIaxx de genre p > i  et i module  pour  

une surface de genre I. Deux surfaces de RIEMaXX 6quivalentes ont  

done m6mes modules.  
Reprenons main tenant  l 'dquat ion (A) et eonsid&ons-la eomme re- 

prdsentant  une surface de I~ImIA.X~x S variable avee z. Je  dis que les 

modules  de eette sm'faee S seront constants et ind@endants  de z. 
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En effet partons de la valeur  initiale z 0 de z, ~ laquelle correspond 

une certaine surface de B.I~MANS S 0. Soient Y0 et Y0 les valeurs initiales 
d'une certaine int6grale de l '6quation (A) et de sa d6riv6e; le point 

analyt ique (Y0, Y'0) appart iendra ~ la surface ,S 0. 
Allons ensuite du point z o au point z 1 en suivant  un  chemin ddtermin~. 

La surface de RIEMANN que nous avons appel6e S e t  qui pour z----z o se 

r6duisait ~ So, variera avec z et pour  z = z  1, se r6duira ~ S 1. Pour  
Z ~ Z l ,  l 'int6grale consid6r~e et sa d6riv6e se r6duiront ~ Yl et Y'I et le 

po in t  analytique 01, Y;) apparticndra ~ la surface S 1. 
Faisons maintenant  varier sur la  surface S o le point :analyt ique  

(Yo, Y'o) qui d6finit les valeurs initiales correspondant K l'int6grale en- 
visag6e, mais conservons des valeurs invariables ~ z 0 et K z 1 et ne faisons 

pas varier non plus le chcmin qui m6ne de z o ~ z 1. Dans ces conditions, 
les surfaces S 0 et S x ne varieront pas, mais l 'int6grale consid6r6e variera 

et ddpendra des valeurs initiales Y0 et Y0 que l'on aura choisies. Par  

cons6quent y~ et Y'I seront des fonctions de Y0 et de Y0. 
Je dis que ce seront des fonctions uniformes et continues du point 

analytique (Y0, Y0). En effct si l 'on se donne les valeurs initiales Y0 et Yo, 

l ' intdgrale qui eorrespondra ~ ces valeurs initiales sera enti6rement d6ter- 

min6e. Cette intdgrale consid6r6e cornme fonction de z, peut prendre 

pour z-----z 1 des valeurs diff6rentes. Mais parmi elles, il y e n  a une, qui 

est celle que nous avons appelde Yx et qui est celle que l'on obtient 

en allant  du point z 0 au point z I par le chemin particulier que nous 
avons choisi. Cette valeur Yl ainsi ddfinie est parfai tement d6termin6e. 

C'est donc une fonction uniforme du point analyt ique (Y0, Y'0). 
Cette fonction uniforme pourrai t  toutefois ~tre discontinue. V0yons 

comment cela pourrait  arriver, par un exemple simple. Reprenons 
l '6quation: 

zdz  + y @  = o 

et son int6grale: 

f f  ~ ~//C 2 - -  Z 2 . 

Soit z 0 = o, z I = I ct allons du point o au point I par la droite qui 
j o i n t  ces deux points. II viendra: 

f ro  : C 

Acta mathematica. 7. I m p r i m b  le 18 F ~ v r i e r  188,5. 
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Ainsi y~ est exprim6 en fonetion de Y0. I1 reste toutefois pour le d6finir 
compl6tement h d6cider si l'on doit prendre le signe A- ou le signe ~ .  
Supposons d'abord que la. partie imaginaire de Yo soit positive. Posons: 

2Yo = (t +[)cos~ + i(t--;)sin~ 

t et ~ 6tant des quantitds r~elles et telles que 

o < f ,  < _or,, t>_ i. 

Cela est toujours possible et d'une seule mani6re, sauf une exception 
dont nous parlerons plus loin. II viendra: 

2 V'y~.--i = • [ ( t  - - ~ )  eosr "4- i ( t - t -  ~) sin ~] .  

Cela pos6, pour d6terminer ]e signe qu'il faut prendre, faisons wirier z 
de o it i, en suivant la droite qui joint ces deux points. 

Nous 6crivons: 

2Yo  

0 

,d, devra se r6duire h. g e t  

-o ~ , y , ~ - -  z ~ = __+ 

< '2 < -o:, " >  z; 

u h i pour z :  I. I1 viendra: 

[ ( u - - ~ )  c o s t  Jr- i (u  + ~)  s i n e ]  

et comme cette expression devra se r6duire k 2y 0 pour z----o, il fimdra 
prendre le "" ~gne A- et il viendra: 

I 

Cette expression n'est pas une fonetion continue de Y0. Soit en effet 

t : I A - z  
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6tant infiniment petit. Les deux valeurs de 2y0: 

cos9 + i i + 

at 

I 

II 

,) t + ~  s ing~-- -2cosg~+ inf. petit. 

' )  ( ' )  l + r  c o s g + i  I + r  + ~  sin~-----zis ing~+ inf. petit. 

et 

' ) ( x ) s in ( - -~ )~ - - - - - :~ i s inv+ in f 'P  atit 

ne sont pas infiniment voisines comma elles devraient l'dtre si y~ dtait 
fonction continue de Y0- 

A quoi tient ce fait? Supposons que Y0 soit r6el et compris entre 
i et + i. Alors il faudra prendre t---~ i. Et pour l 'angle 9~ nous 

aurons deux valeurs distinctes satisfaisant toutes deux K la condition: 

cos ~ - -  Y0. 

D'ailleurs rian dans les hypothSses faites jusqu'ici, ne nous permettra dc 
d6cider entre ces deux valeurs de ~ qui conduisent pour Yl ~ deux 
valeurs 5gales et de signe contraire. Rendons-nous compte de la raison 
d'dtre de cette anomalie. Supposons que nous ayons donn6 ~ Y0 une 
valeur r6elle comprise entre - - I  et A- I. L'int6grale correspondante 

y = ~/yo ~ - -  z~ 

prdsentera un point de ramification 

 =lu01 
situ6 sur la droite qui joint le point z-----o au point z---~ i, e'est s dire 
sur le chemin mdme que nous sommes convenus de suivre pour aller du 
premier de ces points au second. Quand la variable z, an suivant ce 

sont infiniment voisines, tandis que les valeurs correspondantes de 2y1: 

I ) sin ( - -  ~) = 2 eos~ + inf. petit. 
I + e  
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chemin, aura franchi ce point de ramification, rien dans les hypoth6ses 

faites ne nous permettra  de ddcider quel signe il faut at t r ibuer a u  ra- 
dical @o ~ - -  : .  

Je  suis entr6 dans d'assez longs d6taits sur ce cas simple et j 'esp6re 
avoir fait comprendre comment Yl pourrait  ~tre une fonction discontinue 

de Y0. 
Cela arriverait si l'un des points du chemin que nous suivons pour 

aller de z o d z~ dtait un point de ramification pour l'~tne des intdgrales. 
Mais rien de pareil n'est K craindre dans le cas qui nous occupe. Nous 

avons suppos6 en effet que les points de ramification dtaient les infimes 
pour toutes les int6grales et par consdquent qu'il  ne pouvait y avoir 

de points de ramification des intdgrales que pour certaines valeurs par- 
ticuli6res de z. 

Or nous aurons toujours pu choisir le chemin qui va de z o h z~ de 
telle sorte qu'il ne passe par aucune de cos valeurs particuli6res. 

Donc y~ est une fonction uniforme et continue de Y0 et Y0. 
II est ais6 de voir que cette fonction n'a d'autres singularit6s quc 

des pbles. 

Donc YI est une fonction rationnelle de Y0 et Y0. 
Pour  la mdme raison, y; est une fonction rationnelle de Y0 et Y'0; et 

de m6me Y0 et Y0 sont des fonctions rationnelles de y~ et y~. 
Donc on peut passer de S o ~ S~ par une transformation birationnelle. 

Doric ces deux surfaces de RIEMAN~" ont m~mes modules. 

Donc les modules de la surface S sont ind@endants de z. 

C. Q. F. D. 

C'est le r6sultat que nous avions obtenu plus haut  pour le cas 

de p ~  I et qui est dtendu ainsi au cas g6n6ral. 
Pour  pousser plus loin cette 6tude, il est n6cessairc de dire quelques 

roots des transformations birationnelles des surfaces de RIEMANN en elles- 
m~mes. 

Une surface de genre o peut se transformer en elle-mdme par une 
infi, nit6 de transformath3ns birationnelles formant un groupe continu 
trois param6tres. Soit en effet 

(5)  v)  = o 



Sur un thdorbme de M. Fuchs. 13 

une relation algdbrique de genre o e t  S la surface de RIEM-A,~X corres- 
pondante, on posera: 

x=~( t ) ,  : /=  r 

et ~ ~dtant rationnels. Si ensuite on pose 

g, ~ at +________~ 
y t + 3  

a, fl, i" et d 6tant des constantes quelconques, puis: 

�9 ' - -  ~ ( t ' ) ,  v '  = r  

x '  et y' seront fonctions rationnelles de x et y et r&iproquement ,  on 
aura ainsi une triple infinit6 de transformations birationnelles de la 
surface S e n  elle-mOne. 

Les transformations birationnel[es d 'une surface d e  genre i cn elle- 
m~me forment encore un groupe continu, mais ce groupe ne contient 

plus qu'un seul paramStre. Supposons en effet que la relation (5) et 

par consequent la surface S soit de genre ~ et non plus dc genre o. 
Nous poserons: 

x = ~ ( t ) ,  v = r  

et r ~tant des fonctions doublement  .pdriodiques avec les p~riodes, m 
ct co'. Soient 

x'  = ~ ( t ' ) ,  v '  = r  

un autre  syst&ne de valeurs satisfaisant k la relation (5) et  supposons 
que x' et y' puissent s 'exprimer rat ionnel lemenf en x et y ,  et r~ciproque- 
ment. On verra: 

I ~ que t' est une fonction enti~re de t. 
2 ~ que t e s t  une fonction entiSre de t'. 

3 ~ que ron  a entre t et t' une relation de la forme: 

~ t + ~ t ' + r = o  

a, fl et [ dtant des constantes. 

4 ~ que lorsque t a u g m e n t e  d'une p~riode, t' dolt augmenter  aussi 
d 'une pdriode et r~ciproquement. Si par exmnple t augmente de r t' 
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devra augmenter de moo-t-no)', m et ,n 6ta~nt des entiers: 
done: 

~o) + fl(mo, + .o , ' )  = o 
et de m(hne: 

Il vicnt 

~o,' + fl( , . 'o,  + . ' ~ ' )  = o 

~(,.~,o) + .,,.') + rio, = o 

(.~; ~o + .', 0,3 + fl~o = o. 

Les deux dernidres fiquations sont des eonsfiquenees des deux premieres 
pourvu que l'on suppose: ,ran'--m'n----- I. Cette eondition est d'ailleurs 
n~eessaire pour que les quatre 6quations soient compatibles. Nous rem- 
plaeerons done nos quatre 6quations'par les trois suivantes: 

(~ + fl.,),o + ~., , , ,  = fl,.,o, + (~ + f l . , ) o / =  o 

Ces 6quations peuvent dtre satisfaites de deux mani6res: 
I~ En faisant 

d'o(1 : 

( : ( =  I~ • = - -  I~ ~I~ = ~ ;  ~ -  I~  m '  = ~ = 0 

t ' : = - t + r .  

On est ainsi conduit k une simple infinit6 de transformations de la sur- 
face S en elle-mOne, d6pendant d'un seul param6tre T et formant un 
groupe continu. 

(~ 

2% Le rapport ,~ est donn6 par l'6quation: 

~, + fl~ + ~fl(,,, + . , )=  o. 

l)e plus ce rapport ne dolt pas dtre r6el, (si on laisse de c6t~ le cas 
que nbus venons de traiter et celui que nous allons traiter plus loin) 

sans quoi le rapport ~ serait lui-m~me r6el. On devra done avoir: 
O) 

~ "~ n ' = O ~  I OU - -  I ,  
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(61 
I1 est ais6 de d6duire de lk que le rapport = doit avoir une des valeurs 

( o  

(6) 
kl  ~'-, 

kirr 

2"e T + fz' 

k, 2, ft, ~t', #' &ant des entiers tel que 

2 /~ ' - - , ; t ' #=  I, k ~ ( 2 ,  3, 4, S, 9 ou io) (mod i2). 

Ce cas ne pourra donc se pr6senter que pour certaines valeurs parti- 
culi6res du module de la surface S. Pour ces valeurs, la surface S 
admettra outre le groupe continu trouv6 plus haut, une autre trans- 
formation dont la puissance 3 e, 4 ~ ou 6 ~ se confondra avec la substitu- 
tion identique, ainsi que les diverses puissances de cette transformation 
et les combinaisons de ces puissances avec les diverses transformations 
du groupe continu. 

3 % On peut enfin satisfaire k nos trois 6quations en faisant: 

g = _ _ t  I 

On est ainsi conduit ~ une transformation T de la surface S e n  elle- 
m~me. Si l'on appelle r u n e  transformatiola quelconque du groupe continu 
trouv6 plus haut, toutes les transformations birationnelles de la surface S 
en elle-mgme sont comprises duns l 'une des formules 

r et fT.  

r  
I1 n'y a d'exception que si le rapport --; prend l'une des valeurs (6). 

( 0  

Les consideratiQns qui prdc6dent ne prdsentent attcune difficuItd, je  les 
ai pourtant  d6velopp~es: avee ddtail parce que j'ai l 'intention d'appliquer 
une m6thode, to.ut ~ fait analogue k la recherche des transformations des 
surfaces de genre p > ~. 

Ces surfaces ne peuvent ~tre: transformdes en elles-m~mes que d'un 
nombre fini de mauidres. 

Ce thdor6me 5tait soupconn~ depuis longtemps, mais la ddmonstration 
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a longtemps arrgt6 les g6om6tres. Elle a 6t6 trouvde il y a quelques 
ann6es pa~: M. KLEIS. 

Voici en effet ce que ce gdombtre me fit l 'honneur de m'dcrire /~ 
la date du 3 Avril x882. 

Eine Reihe yon Theoremen iiber algebraische Functionen beweist 
man vermSge der neuen ~ Function sofort (fonetion intimement li6e 
aux fonctions fuchsiennes).. Zum Beispiel den Satz, den ieh in meiner 
Sch~qft iiber ~ RtE.~t_or~r ~ur erst als wahrscheinlich bezeichnete, dass n(im- 
lich eine Fi(iche p > i niemals unendlicli viele discrete eindeutige Trans- 
formationen in sich besitzen kann (verm6g e deren sie in eine cx9 Zahl 
dquivalenter Fandamentalpohjgone zerleqt erscheinen wiirde). 

Il e~t facile de reconstituer dans tous ses d6tails la d6monstration 
de M. KLEIN. 

Reprenons en effet la relation (51 et supposons que cette relation et 
par eons6quent la surface S soient de genre p > i. Nous poserons: 

u=r 

~(t)  et r  6tant des fonctions fuchsiennes dont le polygone g6n6rateur 
R o aura 4P c6t6s, les c6t6s oppos6s 6tant conjugu6s. Tous les sommets 
formeront un seul cycle et la somme des angles sera 6gale k 2zr (cs 
Thdorie des groupes fuchsiens, A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. i, p. : :3  et 42; 
et Mdmoire sur les fonctions fucbsiennes, A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. I, p. 256 
et suiv.). Cela "est toujours possible (cf. Mdmoire sur les groupes des dqua- 

{ions lin~aires, A e t a  M a t h e m a t i c a ,  T. 4, P. 272 et 276 ). 
Soient: 

�9 ' =  r  

et supposons que x' et y' soient fonctions rationnelles de x et de y, et 
r6ciproquement. Qu'arrivera-t.il si l'on 6tudie t' comme fonction de t? 
En premier lieu, taut que t reste int6rieur au cercle fondamenta!, t '  est 
une fonction holomorphe de t. 

De plus t' reste int6rieur a u  cercle fondamenta!. 
R6ciproquement quand t' reste int6rieur au c ercle fondamental, t e s t  

fonction holomorphe de t' et reste int6rieur au cercle fondamental.  
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On en d6duit ais6ment (el. 3ldmoire sur les groupes des iquations 

lin~aires, p. 2 3 i) que 
t '  ~ at +______tiff 

T t + 3 '  

la substitution : 

(,, ~ § 
~ J  

conservant le cercle fondamental.  
Soit maintenant  G le groupe des fonctions fuchsiennes F(t)  et (,(t). 

Je  dis qu'il  est permutable  k la substitution ~r. Soit en effet z" une 
substitution quelconque du groupe G: je dis que ~r-~ro " fera aussi partic 

de ce groupe. En effet, r faisant partie de G, on aura: 

~ - -  ~(t)  = ~(t.~), y =  r  = r 
d'oh : 

/~[~(t), r  R[~(t.~), r 

R 6tant l 'a lgori thme d 'une fonetion rationnelle queleonque. D'autre part 

on a, par hypoth6se: 

x ' =  ~(t.~) = R,[~(t), r 

r = r  R~[~(t), r 
et de m~me 

~( t . r .~)  = R,[~(t.~), r 

r  = P~[~(t.~), r 

d 'oh: 

ou en ehangeant t en to -a 

Donc la substitution a-lv~r fait partie du groupe G. 
C. Q. F. D. 

Les substitutions lin6aires permutables  au groupe G e t  conservant 
le cercle fondamental  forment  un gvoupe G'. Ce groupe G' contient 

Aela mathemativa. 7. I m p r i m 6  le '24 F~vr te r  1885. 3 
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6videmment le groupe G; en d'autres termes G est un sous-groupe de G', 
et on volt ais6ment qu'k toute substitution de G', n'appartenant pas k G, 
correspondra une transformation birationnelle de la surface S e n  elle-m6me. 

Remarquons de plus que d'apr6s la d6finition marne de G', G est 
un ))sous-groupe distingu6)) de G'. 

Mais il y a d e u x  esp6ces de sous-groupes: les sous-groupes d'indice 
fini (qui sont tels qu'on obtient toutes les substitutions du groupe prin- 
cipal, en prenant la r6sultante des diverses substitutions du sous-groupe 
et d'un nombm fini d'autres substitutions) et les sous-groupes d'indice infini. 

Je  me propose de d6montrer que G est un sous-groupe d'indiee fini, 
et par consdquent que la surface S n 'admet qu'un hombre fini de trans- 
formations birationnelles en elle-mdme. 

J'6tal)lirai d 'abord que G' eat un groupe fuchsien, c'est k dire un 
groupe proprement discontinu. En effet s'il ne l'6tait pas, il serait ou 
bien continu (c'est ~ dire qu'il contiendrait des substitutions infinit6simales), 
ou bien improprement  diseontinu. (Cf. Thdorie des groul~es kleindens, 
A c t a  M a t h e m a t i e a ,  T. 3, P. 57.) 

i ~ I1 ne peut pas dtre continu; car s'il contenait une substitution 
infinit6simale a, eette substitution serait permutable,  non seulement au 
groupe G, mais h routes les substitutions de ce groupe. 

Soient en effet 
r l ,  r2, . . . ,  r~p 

les substitutions fondamentales de G. D'apr6s les hypoth6ses faites, lea 
substitutions 

0 " - - 1 ~ ' 1 0 " ,  ( 7 - - I ~ 2 0  " ,  . . . , o ' - - l ~ ' 2 p O  " 

feront 6galement partie du groupe G. Mais ces substitutions diff6rent 
infiniment peu de 

rl, r~, . . . ,  v~p 

puisque e est infinit6simale. Mais le groupe G 6tant discontinu ne devra  
contenir aucune substitution infinit6simale, il ne pourra donc contenir 
deux substitutions distinctes, mais diff6rant infiniment peu l 'une de l'autre. 
Donc on a: 

v,--- o'-lvi~, (i---~ I, 2, . . . ,  2p). 

Donc a est permutable aux substitutions fondamentales de  G; elle est 
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donc permutable s routes les substitutions de ce groupe, qui n'en sont 
que des combinaisons. 

Mais je dis qu'on ne saurait trouver de substitution lindaire per- 
mutable ~ toutes les substitutions de G. En effet pour que deux sub- 
stitutions lindaires 2' et s soient permutablcs, il faut et il suffit, ou bien 
qu'elles aleut m&ncs points doubles (les deux points doubles pouvant 
dans certains cas se confondre en un seul), ou bien qu'etles aient toutes 
deux pour m u l t i p l i c a t e u r -  I et que lea quatre points doubles soicnt 
conjugu6s harmoniques. 

Nous n'avons pas besoin de nous inquidter de ce second cas de per- 
mutabilit& En effet une substitution infinitdsimale ne peut avoir pour 
multiplicateur - - ~ .  Si donc le groupe G' contenait une substitution 
infinitdsimale o', routes les substitutions de G devraient avoir m&nes 
points doubles que a; elles seraient donc routes permutablcs entre elles, 
ce qui n'a pas lieu. 

Donc G' ne peut &re continu. 
2% G' ne peut pas non plus dtre improprement discontinu. J'ai 

d6montr6 en effet (Groupes kleindens, p. 58) que tout groupe form6 de 
substitutions lin6aires conservant le cerele fondamental, et ne contenant 
pas de substitution infinit6simale, est proprement discontinu ~ l'int6rieur 
du cercle fondamental. 

Donc G' est un groupe fuchsien. 
I1 aura donc un polygone gdn6rateur R;, et l'indice dc G considdr6 

comme sous-groupe de G' sera dgal is la S de B 0 (polygone g6n6ra{eur 
de G) divis6e par la S de /~. (Cf. Mdmoire sur les groupes des dquations 
lindaires, Acta  M a t h e m a t i c a ,  T. 4, P. 285.) Or la S de R o cst finie, 
donc G est un sous-groupe d'indice fini. C . Q . F . D .  

En g6n6ral, le groupe G' ne diff6re pas du groupe G, de sorte que 
la surface S n'admet aucune transformation birationnelle en elle-m~me. 
Elle ne peut en avoir que dans des cas exceptionnels qui correspondent 
6videmment aux diff6rents cas de sym6trie que peut prdsenter le po- 
lygone R0. 

Soient maintenant deux surfaces de RIE~iA~N S o c t  $1,6quivalentes, 
ct de genre p. 

Si l'on peut passer de l'une ~ l'autre par deux transformations 
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birationnelles T et U, la t ransformation T U  -~ changera en elle-mdme la 

surface S o . 
D'oh les conclusions suivantes:  

I ~ Si p - - - -o ,  on peu t  passer de S O ~r S~ par  une tr iple in f in i t6de  

t ransformations birationnelles. 

2 ~ Si p =  I, on peu t  passer de S O k S, par une simple infinit6 

de t ransformations birationnelles. 

~~ S i p  > t il n'y a en g6n6ral qu 'une  seule t ransformation bi- D " 

rationnelle qui permet te  de passer de S o k S~, et il n'y en a jamais  qu 'un  
uombre  fini. 

Grg.ce i~ ee~ propositions, il est ais6 de re t rouver  les r6sultats que 

nous avons d6montr6s plus h a u t  pour  les eas de p - - - -o  et de p---- I e t  

de t rai ter  compl6tement  le cas de p > ~. 

Reprenons en effet l '6quation: 

(A) F(,a, V ' , - ' ) -=  o 

ct soit d 'abord p = o .  On pourra  poser: 

y = ~(t ) ,  r = r  

9 et r 5rant des fonctions rat ionnelles de t dont  les coefficients d6pendent  

d c  z .  

Soit yo---~ F(to), Y'o : r  les valcurs initialcs d 'une  certaine int6- 

gralc et de sa d6riv6e pour  z - ~ z o ,  et 

y, = ~ ( t , ) ,  ~', = r  

les valeurs de c e t t e . m ~ m e  int6grale et de sa d6riv6e pour  z = z , .  On 

a vu que y~ et' Y'l doivcnt  ~tre 'fonctions rationncllcs de Yo et Y0 et 

r6ciproquement.  On aura  done 

ato + fl 
tl ~ #o + 3" 

Les coefficients de cette subst i tut ion lin6aire a, fl, T, 3 d6pendent  6videm- 

ment  de z o et de z~. Nous regarderons zo comme une constante, e t  z i 
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sera la variable inddpendante; nous supprimerons doric l'indice I de t~, 

z,, y,, y; et nous aurons 

(6) t - -  "t~ + fl 
~t o + 3 

~~ ' O  " oh t o sera ht constante d mtegratmn et off a, i~, ~-, d seront des fonctions 

de z. Si a', i f ,  y ,  d" sont les ddrivdes de ces fonetions; il viendra: 

dt (a't o + fl',@t o + 3 ) -  ('/t o + 3')(at o + fi) 
(7) d~ (rio + ~)" 

En 61iminant t o entre (6) et (7) on retomberai t  sur l'6quation de t{ICCATI, 
ce qui eonfirme le r6sultat obtenu plus haut. 

�9 " n Si on remplaee t par sa valeur (6) darts l expresslo 

y = ~ ( t )  

on trouve pour l ' intdgrale g6ndrale de l '6quation (A): 

y- -  R(t0) 

R 6tant line fonction rationnelle de la constante d'intdgration t o et dont 
les coefficients ddpendent de z. 

Rdciproquement si l'on a une fonction y de t o et de z, rationnelle 
, dy 

par rapport a to, et que l'on forme la d6riv6e y ' ~  dzz' on obtiendra par 

l'61imination de t o une 6quation diff6rentielle de la forme (A) entre y ,  y'  et z. 
Si en particulier r6quation (A) est alg6brique, non seulement par 

rapport  ~ y et ~ y', mais e~lcore par rapport  s z, l 'dquation de RICCA'rI 

laquelle on sera conduit aura ses coefficients alg6briques en z, et par 

eonsdquent l'int6gration de l'6quation (A) sera ramende s eelle des 6qua- 
tions lin6aires du 20 ordre ~ eo0fficients alg6briques. 

Supposons maintenant  p = i. Nous pourrons poser: 

y = v ( t ) ,  y ' = r  

V e t  ~b 6tant des fonctions doublement  pdriodiques de t dont los coefficients 
d6pendent de z. Conservons aux notations 

~o, ~,, yo = ~(to), V o =  r y, = ~ ( t , ) ,  vl = r  
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le mdme sens que plus  haut.  On sait quc y~ et y, doivent  6tre des 

fonctions rationnelles de Y0 et Y'o et rdciproquement.  Donc d 'ap%s ce 

qu'on a vu plus hau t  sur les transformatiolls des surfaces de genre I en 

elles mdmes, on devra avoir: 

t, = ~t 0 + fl  

6tant. 6gal it l 'une des quantit6s: 

I~ ~ I~ e ~ - ~  + i .  

Corn,he a e t  fl doivent  dt,'e des fonctions continues de z, et que t, doit 

se r6duire ~ t o pour  z 0 = z l ,  on aura 

(X = I, /1 ~--- to -~- /~" 

Considdrons z 0 eomme constant, z, comme variable et suppr imons l ' indice 

i de zl, t,, Yl, Y'I. 
fl sera une fonction de z et r in t6gra lc  g6ndrale de l '6quation (A) sera: 

v - -  r + f l )  

9 6tant une fonction doub lement  p6riodique dont  les coefficients ddpen- 

d ron t  de z, fl une fonction de z, et t o la constante d'int6gration. 

Si l '6quation (A) est alg6brique en z, les coefficients de la fonction 

doub lement  p6riodique 9~(t) d6pendent  algdbriquement de z; et la fonction 

/~ de z s 'obtient par  une simple quadrature .  Posons: 

u ~--~ sn(t)  

y sera une fonction alg6brique de u et de z, si l '6quation (A) est alg6- 

br ique cn z. Si l '6quation (A) n'est pas alg6brique en z et si elle s'6crit: 

Z A m ,p  ,nvY Y ~--- O 

oh les coefficients A,,,v sont des fonetions non alg6briques de z, y sera 

unc fonction alg6brique de u et des coefficients Amp. Dans tous les cas 
on aura:  

u - -  sn(t0 + 
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t o 5tant la constante d'intdgration. On reconnalt 15 le r&ultat  obtenu 
plus haut. 

Arrivons enfin au cas de p > i. Faisons d'abord z = z  0 dans l'Squa- 
tion (A); cette 5quation repr~sentera une certaine surface de RrE.~IAXX S o. 
Si l 'on y fait z=z~, on aura une surface ~quivalente S 1. Cettc seconde 
surface ddrive de la premiSre par une seule transformation birationnelle 
ou par un hombre fini de pareilles transformations. 

Soit 

(A o) Fo(Yo, Yo) = o ,  (A1) F , (y l ,  ?];) = o  

les 5quations de ces deux surfaces de ]{IFMANN. On passera de l'une ,~ 
l 'autre en posant: 

(s) Yl = Pt (Y0, Y'o), Y'l ~ / ~ l  (Yo, .~1o) 

R et R~ repr&entant des fonctions rationnelles. Ces fonctions rationnelles 
R et R 1 sont telles que l%limination, de Y0, Y'o entre l '5quation (A0) et 
les 5quations (8) conduit g l%quation (AI). D'apr& ce que nous venons 
de voir, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions rationnelles qui jouissent 
de la m~.me propri5t& 

Donc quand on connaltra les dquations (A0) et (A1) on pourra trouver 
les deux fonctions rationnelles R et R~ par des pro~dds purement alg& 
briques. 

Comme les coi!fficients de (A0) et (A~) d@endent  de Z 0 et de zl, il 
en sera de m~me des coefficients de R et R~. Si nous regardons z o 
comme une eonstante, z~ comme la variable ind@endante, puis que nous 
supprimions l'indice I dans z~, tl, y~, y;, il viendra, pour l 'intdgrale 
g.SnSrale de (h) 

v = R 0 0 ,  v0) 

R ~tant une fonction rationnelle des deux constantes d'int6gration Y0 et 
Yo, fonction rationnelle dont les coefficients d@endent de z. Les deux 
constantes d'int6gration Y0 et Yo ne sont d'ailleurs pas ind6pendantes, car 
elles sont li6es entre elles par l%quation (Ao). 

Si en particulier l '6quation (A) est algdbrique en z, les coefficients 
de R d@endront  algdbriquement de z, et l 'int6grale gdndrale de l'5qua- 
tion (A) sera algSbrique. 
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Si au contraire l '6quation (A) s'6crit: 

~_.A, . .y"y 'v = o 

~~ tO, los coefficients A, , ,  6tant des fonctions non algebriques en z ,  1 mt%,rale 
gendrale 

y = R  

sera une fonetion algdbrique non sculement de Y0, mais des coefficients A,, v. 
Dans tous les cas, l 'dquation (A) s'inff:,gre par des procddes purcmcnt 

algebriques. 
On arrive d'ailleurs au m~me rdsultat par cmploi des fonctions 

fuchsiennes. Eerivons encore l 'dquation (A) sous la forme: 

Nous pourrons poser 
~ A , , , v y ' y ' "  = o. 

: / =  ~(t), Y'=r 

et g, 6tant deux fonetions fuehsiennes dont les eo(ffficients ddpendent 
de z. Soient $ e t  r~ deux fonctions fuehsienncs, independantes de z et 
h. l'aidc desquelles toutes les autres s 'expriment rationnellement. On aura: 

y =  R ( $ ,  7), u ' =  n1($,  7) 

R et R 1 6tant des fonetions rationnelles de $ e t  de :7. Les coefficients 
de ces fonctions rationnelles dependent de z, et il est ais6 de voir de 
quelle maniere: ce sont des fonctions algebriques des coefficients A.,~. 

Conservons aux notations 

~o, ~,, :,/o = f ( : ; ) ,  y; = r y , - -  r  ?/; = r  

le meme sens que plus haut. Le point analyt ique (y~, y;) devra 6tre 
lie au point analyt ique (Y0, Yo) par une transformation birationnelle. On 
a u r a  done :  

a t  o + fl  
ll #o + 3 

la substitution 

(,, 
# + , 

appartenant au groupe appcl5 plus haut G'. 
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Les coefficients a, fl, y, 3 d6pendent de z 0 et de Zl; ma.is ce ne peuvent 

6tre que des reactions continues de z~; de plus pour z I ~ z  0 on a t I - - t  o . 
Mais lc groupe G' est discontinu. Donc on a quels que soient z~ et Zo: 

t 1 ~ t o .  

Ainsi t est une constante et il en est par consdquent de m(~me de $ e t  

de 7 qui ne d(~pendent que de t. L'intSgrale gSnSrqle de l '6quation (A) 
est done : 

, / =  7) 

~~ tO. �9 oh l'on dolt regarder $ e t  7 comme deux eon~tanto~ d ant%ration liSe.~ 
entre ellcs par uric relation alg~brique. 

C'est le m~me r~sultat que plus haut. 

I1 reste deux questions h rSsoudre. 
On peut se demander  en premier  l i eu  s'il existe effectivement des 

5quations intSgrables algSbriquement par le procSd6 que nous venons 
d' indiquer c'est k dire des 5quations algSbriques de la forme (A), de genre 

p > I et satisf~isant aux 'conditions de M. Fucns. 

La reponse k cette, premiSre question dolt Ore affirmative. 
Soit en effet 

(9) F($,  7) = o 

line relation algdbrique queleonque de genre p > [. Soit: 

( ,o)  7), 7) 

oh F e t r  sent des reactions rationnelles de $ e t  de 7 dent  les coefficients 
d6pendent de z. Nous supposerons, pour fixer les idSes, qu'ils en d6pendent 

alg~briquement.  I,'51imination de $ et de 7 entre les 5quations (9) et 
(Io) donnera une relation: 

(ii)  y, 

oh ~ est un polyn6me entier en x et y dont les coefficients d~pendent 
de z. Consid6r~e comme une relation entre x et y seulement, la rela- 
tion (I x) d6finit une surface de RIEMA~N de genre p, qui reste 6qui- 
valente ~ elle-m~me quand on fait varier z. 

Acta mathematica, 7. Impr im~ le 24 F6v r i e r  1885. 4 
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Diffdrentions les relations (Io) par rapport k z (c'est k dire en y 
regardant $ et ~ comme des constantes), il viendra: 

dz df  dy de 
dz  dz  ' dz  dz  

d(, est une fonetion rationnelle de $ et de 72. dz 
(9) et ( I o ) o n  peut d~duire les suivantes: 

Maintenant des relations 

I 2 )  " 

t% et (,~ 5tant dos fonetions rationnelles de :~ et de y dont les eoifffieients 
d@endent de z. I1 viendra done 

a'r - /~ (~ ' .  7t) (i 3) d~ 

R 6tant une fonetion rationnelle de x et de y dont les coefficients d6- 
pendent de z. En 61iminant x entre les ~quations (I I) et (I3) on arrivera 
k une 6qnation de la forme (A), satisfaisant :rex conditions de M. FUCHS. 

On arriverait au m~me rdsultat en 61iminant $ e t  ~2 entre les trois 
relations: 

,. ,. dy d(, 
V ( ~ ,  7 )  = o ,  71 = 4' (~, ~), ~-~ = j - ~ .  

Soit par exemple: 

(x4) F(u ,  v, w)~---o 

une 6quation dont le premier membre  est un polyn6me entier homog6ne 

du 4 ~ degr6 en u, v, w. 
Faisons y 

(,5) 

u ~ a x T b y - l - e  

r ~ a~x -b b,y "4- c~ 

~t" ~ a2x -b b~y + c~ 

oh les a, les b e t  les c sont des fonetions alg6briques de z. 
6crirons l'6quation: 

F(az  + lqj + e, (qx + t,,?! + c,, a~z + b.~y + % ) =  o. 

Nous 
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Nous appellerons A ,  A~, A2, B ,  etc. les mineurs du d6tcrminant: 

27 

I1 viendra: 

a b c 

a~ b~ c, 

% b2 c2 

Bu + B,v + B~w 
Y =  Cu + C,v + C,w 

ou en diffdrentiant par rapport g z et appelant B', B',, etc. les d6riv6es 
de B ,  B1, etc. par rapport g z: 

(I 6) dy __ (B' u + B[ v + B~ w)(Cu + C, v + C.~ w) - -  (C' u + C[ v + C'.,. w)(Bu + B~ v + B~ w) 
dz (Cu + C,v + C,w) ~ 

L'61imination de u, v,  w e t  x entre les dquations (~4), ( '5) et (,6) 
donnera une 6quation diffdrentielle de la forme (A) satisfaisant aux con- 
ditions de M. FUCHS. 

Passons ~ la seeonde question qu'il nous restait ~ rdsoudre: 
Etant donn6e une 5quation diff6rentielle alg6brique (A), de genre 

iv > i, satisfaisant aux conditions de M. Fucns et que l'on sait par eon- 
s6quent intdgrable alg6briquement, comment cffeetuer r6ellement eette 
intdgration. 

On a vu d'apr6s ee qui pr6e6de que eette question se ram6ne ~ la 
suivante: Etant donn6es deux surfaces de RIE~IASS dquivalentes, trouver 
la transformation birationnelle qui permet de passer de l'une ;~ l'autre. 

Le probl6me ainsi pos6 pr6sente la plus grande ,malogie avee le 
probl6me de la r6duetion des formes arithm6tiques. On eonvicndra de 
dire qu'une 6quation algdbrique 

y )  = o 

est r6duite lorsqu'on l 'aura ramen6e par une transformation birationn~lle 
�9 ~ une forme que l'on regardera comme plus simple que routes les autres. 
I1 faudrait choisir les conditions de r6duction de fa~on: 

1~ que l'on puisse toujours trouver la transformation birationnelle 
qui r6duit une surface de RI~.MA~ donn6e; 
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2 ~ qu'il n'y ait en gdn&al qu'une seule surface r6duite 6quivalente 
~ une surface de RIE~IA~;N donn6e et qu'il n'y en air jamais qu'tm nombre 
fini. 

Alors on r6duira les deux surfaces S o et S 1 que l'on vent trans- 
former l 'une dans l 'autre; si les deux surfimes sont 6quivalcntes, on devra 
parvenir g la mdme rdduite et, comme on connaitra la fa~on de trans- 
former S 0 en la r6duite et la r6duite en S~, on connaitra aussi la trans- 
formation qui change S o en 8'1. 

II est 6videmment possible de trouver de pareilles conditions de 
r6duction ce qui rendrait compl6te l 'analogie avec la th6orie des formes 
arithmdtiques. Mais cela n'est pas n6cessaire; on pent se contenter de 
conditions de r6duction telles que la surface r6duite ne d6pende plus 
que d'un nombre fini de param6tres. 

Par exemple, CL~BSCH d6montre qu 'une courbe de genre 1) 

F ( . ,  ,j) = o 

pcut toujours (itre ramende au degr6 1) -4- i (AnEL'sche Fa,wtionen, p. 65 ). 
Apr6s cette r6duction, elle d6pend encore de p - - ~  parametres, 

Soient donc 

F ( . ,  v) = o ,  v ' ( :~ ' .  ,j') = o 

deux courbes de genre p qu'il s'agit de ramener l 'une k l 'autre par une 
transformation birationnelle. Je  ram6nerai la premi6re au degr6 1 ) +  ' 
par une transformation convenablcment choisie; etle deviendra 

( , 7 )  ~;( , , , , ,  v , )  = o.  

Je pourrai trouver ensuite, par la m6thodc de CLEBSCH une infinit6 de 
transformations birationnelles d6pendant de 1 ) - -  ' param6tres arbitraires 
a~, a:, . . . ,  %-1, qui ram6neront la seconde courbe au degr6 p "4- ' .  
Apr6s l 'application d'une de ces transformations, l '6quation de cette 
courbe deviendra: 

( , 8 )  15(z , ,  y , ,  ~,, a~, . . . ,  ~ , , _ , ) =  o 

oh j'ai mis en 6vidence les param&res a. Si les deux surfaces de RIE- 
MAX-~- sont 6quivalentes, on pourra disposer des a de facon ~ identifier 
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les 6quations (~7) et (I8) et on connaitra du ,n6me coup la transforma- 
tion qui fait passer d'une surface ~ l 'autre. 

On peut ainsi ramencr la recherche des transformations birationnclles 
qui changent S O en S 1 ~ l'6tude de l'6quivalence des formes alg6briques, 
c'est ~ dire de lu transformation d'une telle forme en une autre par une 
substitution lin6aire. 

Soient: 

~ ' ( X ,  y)  = O, "~1(X1' /.]1) = O 

deux 6quations qui repr6senteront deux surfaces de RIEMANX S o e t  S 1 
et en mOne temps deux courbes algebriques C 0 ct C 1. Soient m 0 ct m~ 
les degrds de ces deux courbes qui auront le m(hne genre p. Soit: 

(I9) Al~l(X, y) -~- A2~%(;~, y) _Jr_ . . .  + Apvp(;~, y ) = o  

l'Squation gSn6rale des courbes d'ordre m 0 - - 3  qui passcnt par tous les 
points doubles de C O . Soit de m6me: 

(2o) B~r Yl) + B2r y,) + . . .  + B,,r , j , ) = o  

l'dquation g6n6rale des courbes d'ordre m ~ - - 3  qui passent par t o u s l e s  
points doubles de C~. Soient: 

O(A1, A,~,..., A~)=o 

0 I ( B 1 ,  B 2 ,  . . . , B p )  : o 

les deux relations alg6briques et homogSnes par rapport aux A e t  aux 
B qui expriment, la premiere que la eourbe (19) est tangente ~ Co, la 
seconde que la courbe (20) est tangente ~ C1. Si d'autre part  x et y 
sont les coordonn6cs du point de contact des deux courbes (I9) et Co, 
si x~ ct Yl sont les coordonn6es du point de contact  de (20) et de C~, 
on aural 

.X ~ R (A1,  A2 ,  . .  o , A T )  , y = R ' ( A 1 ,  A 2 , . . .  , ~ p )  

xl--~ RI (BI ,  B2, . . . .  , Bp), Yl = R~(BI, B2, . . . ,  B~,), 

les fonctions R ,  R',  R1 et R'~ 6taut rationnelles. 
Si les deux surfaces de RIEMA~IN S o et S 1 out mdmes modules, les 

deux formes alg6briques O et 01 seront alg6briquement 6quivalentes, 
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c'est '~ dire qu'on pourra passer de l 'unc '~ l 'autre par une substitution 
lin6airc, ou en posant: 

A,  = :E~ ~,, B,. 

les a~ 6tant des coefficients constants. 
La transformation birationnelle qui change S o en S 1 sera alors 

facile b~ trouver. On aura en effet: 

x =  R ( E ~ , ~ B 1 ,  Ec*.2,B~, . . . , E~,kB~) 
(: ,) 

. . . ,  

avec les conditions: 

 i(x1, v,)=o, 
oh l'on a pos6: 

y,) = o ,  ZB,r v,) = o 

dr dF~ d~,i dF~ 

On pourru toujours trouver p fonetions rationnelles de x~ et de &:  

tOl(Xl ' Yl)' tO2(X' ' Yl)' " ' ' '  PP(Xl' Yl) 

qui substitu6es k la place de B1, B~, . . . ,  B, satisfont aux relations (22). 
On remplacera alors Bi par p,(xi, y,) dans les 6quations (2,) et on ob- 
t iendra ainsi la transformation birationnelle qui change S o en S 1. 

Les invariunts qui restent arbitraires dans la forme alg6brique 0 
sont au hombre de 3 / ) -  3 et ils doivent 6tre regard6s comme les modules 
de la surface de R IEMA~X~ S 0. 

II est une circonstance sur laquelle je d6sirerais maintenant attirer 
l 'attention et qui facilite singuli&rement soit la recherche des conditions 
d'6quivalence des deux formes 0 et 01 et de la substitution lin6aire qui 
les transforme l 'une duns l'autre. 

Parmi les courbes (i9), il y e n  a 2P-1(2 p -  I)---= P qui s o n t / ) -  I 
fois tangentes K Co; nous les appelerons les courbes k0; de m~me il y 
aura, parmi les courbes (20), P courbes k 1 qui seront / ) - - I  fois tan- 
gentes k C 1. La substitution lindaire: 

A,  = Z a , ,  B ,  

qui change O en 01 devra transformer les P eourbes k 0 dans les P 
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courbes k,. I1 pourrait  y avoir dans le probl6me gSndral, une assez 
grande inddtermination; car on pourrait  se demander quclle est celle des 
P courbes k 0 qui se transformera dans uric courbe k, donnde. Il y aurait  
I_P combinaisons logiquement possibles, ce qui obligerait it faire un nombre 
tr& consid6rable d'essais inutiles. 

D'autres consid6rations viendraient, il est vrai, r6duire le hombre 
des combinaisons logiquement possibles; telle serait par exemple, pour 
P ~  3, la distribution des 28 tangentes doubles en 64 syst6mes de 4- 
Mais ce hombre n'en resterait pas moins tr6s grand. 

Fort heureusement, dans le probl&ne particulier qui nous or 
eette inddtermination n'existe pas. Quelle est celle des courbes k 0 qui 
se transforme dans une courbe donnSe k,? La r6ponse est simple: c'est 
la courbe k 0 g laquelle se rdduit la courbe donnde k~ quand z 1 se rdduit g z 0. 

On arrive m6me ainsi, presque immddiatement, h~ ddtcrminer un grand 
hombre d'int6grales particuli6res de l '5quation (A). 

En effect, soit l 'dquation 

(a) s(v,  v', 

pour z = z l ,  elle reprcsente une eourbe C,, qui est tangente en P ( p - - I )  
points aux courbes k,. Considdrons y, y' et z, comme les coordonndes 
d'un point dans l'espace: lorsqu'on fera varier z~, les P ( p ~  I) points 
de contact (y, y') de C, avee les P courbes k,, ddcriront dans l'espace 
P(p ~ ~) courbes qui seront des int~grales particuli6res de l '6quation (A). 

I1 n 'y  a donc aucune difficult6 g craindre dans les calculs alg6briques 
qui conduisent it l ' intdgration de l '6quation (A). 

Remarquons en passant que la consid6ration des P courbes k 0 nous 
conduit ~ une seconde d6monstration de ce thdor6me qu'une surface de 
RIE~IA~N ne peut jamais 6tre transformde en elle-m~me par uric infinitd 
de transformations birationnelles. 

J 'arr ive b. la conclusion d6finitive de ce travail. Les 6quations du 
I e' ordre qui satisfont aux conditions de M. Fucfis ne constituent pas des 
classes r6ellement nouvelles d'6quations diffdrentielles. 

Dana le cas de p ~ o, elles se ram6nent aux dquations lin6aires. 
Dans le cas de p = 1, elles s'int6grent par une simple quadrature. 
Enfin dans le cas de p > l, elles s'int6grent par des proc6d6s pure- 

ment alg6briques. 
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Nous devona donc renoncer ~ respoir de rencontrer parmi elles des 
classes esaentiellement nouvellea d'6quationa intdgrables par lea transcen- 
dantea fuchsiennes. Tout au plus pourrions-noua suppoaer qu'il en existe 
de pareilles, parmi lea 6quationa d'ordre sup6rieur; mais on ne pourra 
s'en assurer que par une discussion spdciale, an'dogue ~ celle qui pr6c6de. 

Le beau r6sultat de M. FuciIs en perd-il pour cela son intdr~t? Je 
ne le croia paa. I1 nous fournit en effet une classe tr6s-nombreuae d'6qua- 
tiona diffdrentielles intdgrables algdbriquement. Lea cond.itions de M. 
FuCHS sont tr6s simplea et il suffit d'un examen asaez rapide pour re- 
connaitre si ellea sont remplies. On reconnait du m~me coup l'intdgrabilit6 
alg6brique, qui sans cette circonstance aurait pu passer inapercue. 

De plus, on peut fonder aur ce th6or6me une m&hode pour trouver 
lea modules d'une surface de RIEMANN; mais c'eat lh un point que je ne 
puis dSvelopper en ce moment. 

Paris, 25 Novembre I884. 


