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SUR UN THEORI~ME 

CONCERNANT 

LES F O N C T I O N S  E L L I P T I Q U E S  

P A R  

EDVARD P H R A G M E N  
h S T O C K H O L M .  

Dans son enseignement h l'universit6 de Berlin, M. WEIERSTRASS a 
donn6 une th6orie des fonctions elliptiques aussi remarquable par la 
beaut6 que par la simplicit6 des m6thodes, oh il prend pour point de 
d6part le th6or6me suivant: 

Toute fonction analytique 9(u) poss6dant un thdor6me d'addition 
ou, en d'autres termes, telle qu'il existe une relation alg6brique entre les 
valeurs de la fonction correspondant aux valeurs de l 'argument u, v, 
u -4- v, est 

i ~ ou une fonction alg6brique de u; ou bien 
2 ~ si to d6signe une constante convenablement ch0isie, une fonction 

alg6brique de la fonction e~;  ou enfin 
3 ~ si to, to' sont deux constantes convenablement choisies, une fonc- 

tion alg6brique de la fonction 1 

] I "Jr I I 
9(u I o~, " ' )  = ~,~ ~, - 2 , ~ , ~  - 2 I ; , o ' )  ~ - -  ( 2 / ~ , o  + ~,,, ' ,o') '~ 

(I~, p ' = o ,  I ,  2, . . .  sauf la combinaison p - - ~ # ' = o ) .  
Cette th6orie n'a jamais 6t6, en son entier, l 'objet d'aucune publica- 

tion de la part de son auteur; le seul ouvrage h ma connaissanee qui 

t Pour la th6orie de eette fonetion~ voir l'ouvrage de M. SCUWArtZ: Formeln 

und hehrs~tze zum Gebrauche der elliptischen Functionen (188I - - I884) .  
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puisse en donner une id6e nette est celui de M. SCHWARZ; mais comme 
la d6monstration que M. WEIERSTRASS a donn6e du th6orSme 6none6 
phls haut ne s'y trouve pas, j'ai 6t6 r6duit ~ rues propres ressources 
pour en chercher une; ce n'est que plus tard que la dSmonstration de 
M. WEIERSTRASS m'a 6t6 communiqude par rues professeurs, M. MITTAG- 
LEFFLFa~ et M ~ KOWALEVSKI. Un caract6re essentiel de cette d6mon- 
stration c'est qu'ellc pout ~tre g6n6ralis6e de mani6re k embrasser le cas 
g6n6ral des fonctions ab61iennes. Mais si l'on renonce ~ cette g6n6ralisa- 
tion et que l'on se borne h d6montrer le th6or6me ci-dessus 6none6, la 
d6monstration que j'ai trouv6e paralt un pen plus simple et plus facile 
que celle de M. WnlERSTRASS et j'ai l'honneur de la pr6senter aux lecteurs 
des Acta ,  dans l'espoir qu'elle leur offrira quelque int6r~t. 

Nous posions que la fonction analytique ~(u) avait un th6or6me 
d'addition alg6brique ou qu'il existait, entre ~(u), 9(v) et V(u + v), une 
relation alg6brique. Je me bornerai ~ supposer qu'il y a trois 616ments ~ 

de la fonction r li6s par une 6quation alg6brique 

(i) G[$~(ula), 5'~(vlb), $ ( u + v l a +  b ) ] = o .  

On salt alors que la mOne 6quation a lieu pour tout syst6me de trois 
616ments qu'on pent obtenir en continuant le syst6me des 616ments 
5'1, ~'2, ~ le long d'un chemin quelconque. Mais de l~ on ne pent pas 
conclure imm6diatement que l'on ait 

G[r r + v)]----o 

pour trois valeurs quelconques de la fonction correspondant aux valeurs 
de i'argument u, v, u + v. En cffet, si ron change l'616ment $'1(ula) 
en 3;(uIa ) en le continuant le long d'un chemin ferm6 et qu'on laisse 
inalt6r6 l'616ment $'~(v I b), ~(u + v l a + b) se changera en g6n6ral en un 

t ~(ula)~ une sdrie procddant suivaot los puissances entii~res et positives do 
(~ - -  ~). 
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nouvel 616ment $ ' (u-1-via-4-b) ,  de sorte que l'on nc volt pas si 1'616- 
ment nouveau $;(u]a) satisfait k la relation 

+ + 
o n  n o n .  

Dans ce qui suit, je d6montrerai en premier lieu que si l'on admet 
la relation (I), la fonction ~(u) a l e  caract6re d'une fonction algdbriquc 
k l'int6rieur de tout domaine fini. 

En disant qu'une fonction ddfinie par un 616ment d0nn6 a l e  caract6re 
d'une fonction alg6brique k l'intdrieur d'un domaine donn6, j'entends que 
routes les vateurs qu'on peut obtenir en continuant l'616ment le long de 
chemins appartenant tout entiers au domaine donn6 satisfont k unc 6qua- 
tion de la forme 

z" + f~z "-~ + Gz "-~ + . . .  + L = o ,  

off f,, [~, . . . ,  f~ ont le caraet6re d'une fonetion rationnelle k l'int6rieur 
du m~me domaine. 

Puis je montrerai que l'on a en effet 

V[r r F(~ + v)] = o, 

off ~(u) d6signe une valeur quelconque de la fonction F correspondant 
k l'argument u et ainsi de suite pour r et ~(u + v). 

D6s lors, je sais que ~(u) ne peut avoir en ehaque point qu'un nombre 
fini de valeurs, ct, m'appuyant s u r c e  fair, je d6montre aisdment que ~(u) 
est ou une fonction alg6brique ou une fonction p6riodique, et il n'y a 
plus de difficult6 k achever la d6monstration. 

Supposons donc que la relation 

+ + 

ait lieu-entre trois $16ments ~'~, $'2, ~' de la fonction F. 
Si nous considdrons un de ces 616ments, par exemple $~(u ]a), nous 

voyons qu'on peut trouver une quantit6 positive r~ telle, que pour lc 
r 

la fonction d6finie par Get 61~ment ait le caracthrc d'une fonction alg6- 
brique. C'est ce qui du moins a lieu si l'on choisit r~ plus petit que le 
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rayon de convergence de la s6rie -31(a] a). Pour les autres 616ments 

g,(v ]b), g(u A- v [ a  A- b), l 'analogue a lieu. 
De plus, on voit que les limites sup6rieures des quantit6s q ,  q ,  r 

sont finies ou infinies en m~me temps. Car si l 'une de ces limites 
sup6rieures est infinie, c'est que V(u) a le caract6re d'une fonction alg6- 
brique, pour tout domaine fini, et alors il faut que les autres soient aussi 
infinies. Or, on volt ais6ment q- 'el les ne peuvent dtre finies routes les 
trois. Car, si c'6tait le cas, adlnettons que p~, & ,  p soient leurs valeurs: 
il faut qu'on ait l 'une des deux in6galit6s suivantes 

Pl < P + P~ ou p.~ < p -4- Pl" 

Soit p, < p W & .  Si l'on pose alors 

et par cons6quent 

et que l'on suppose 

on a 

v - -  b = I'" (u - -  ,,) 
P +P., 

u q- v - - a - - b - -  P (u--a) ,  p +,o., 

[ u - - a ]  < R < p  + p~, 

R 
I v - - l , l < - - . : , ,  <?. , ,  

P +P~ 

_g 

P +P., 
. p ( p ,  

et, par consdquent, les fonctions de u d6finies apr6s cette substitution par 
les 516ments 3~ et g ont le caract6re d'une fonction atg6brique pour tout 
domaine 

I -al<R, 
off /~ est une quantit6 positive plus petite que p J r -&.  Si ron d6signe 
ces fonctions par y, z et la fonction d6finie par l'616ment gl(u[a ) par x, 
on a la relation 

G ( x ,  y ,  z ) =  o .  
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Si entre ccttc dquation et les dquations 

Y"~ -4- ~Y:~-~ -t- . . .  + ~.':~ ~ o,  

z ~ + r  "-~ + . . .  + 4,.~ = o ,  

qui ddfinissent y et z comme des fonctions k caract6re a]gdbrique k Fin- 
tdrieur du domaine i~, ~ a] < R ,  on 61imine y e t  z, on obtient une 
6quation 

x" + f , x " - '  + . . .  + f .  = o ,  

oh f ~ , . . . ,  f,, ont le caract6re d'une fonction rationncllc dans lc domainc 

l u - - a l < R .  
Donc x a l e  caract6re d'une fonction algSbrique ~ l'intSrieur de cc 

mSme domaine [ u - - a  I <  R, oh R est unc quantit6 positive quelconquc 
plus petite que p a t- p~, ce qui est contraire ~t la supposition Pl <P-I-P2" 

On volt que le mdme raisonnement s'applique au cas oh P2 <P- t -p~.  
Donc la fonction ~(u) a l e  caract6re d'unc fonction alg6brique dans 

tout domaine fini. 
Prouvons maintenant quc l'on a toujours entre trois valeurs de la 

fonction V correspondant aux valeurs dc l'argumcllt u, v, u -{-v lu relation 

a [~ (u ) ,  ~(~), ~(~ + ~ ) ] = o .  

Nous le d6montrerons cn faisant voir que chqquc valeur ~,,,, que la 
fonction ~(u) peut prendre dans lc point , ,  ou dont ~.-(tt) s'approchc in- 
ddfiniment lorsque u s'approche ind6finiment dc a sur un certain therein, 
satisfait ~ l'6.quation 

a[e, , ,  $~(~ I ~), $(~t + ~ t,~ + ~)] = o. 

En effet, on arrive s la wlleur 9% en continuant l'Slement $.~(a let) 
le long d'un certain chemin ferm5. On peut toujours choisir ul~ domainc 
continu, fini et simplement connexe qui contienne ce chcmin tout entier. 
On peut encore d6terminer un second domaine continu et fini tel, que la 
limite infdrieure des distances d'un point h rintSrieur du premier domaine 
ct d'un point ~t l'exl6rieur du second soit plus grande qu'une quantit6 

~l > I~1. 
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Imaginons-nons pour un instant un troisi6me domaine assez grand 
pour contenir ~ son int6rieur non seulement le dernier des deux domaines 
que nous venons de fixer, y eompris la limite, mais aussi le che'min le 
long duquel il faut continuer l'616ment g'~('u ]a) pour arriver k l'616ment 
$(u -t-- v l a -t- b). A l 'int6rieur de ee domaine, la fonction d6finie par l'61& 
ment g'~(u l a) - -  ou, ee qui donne la mdme fonetion, par g'(u-4-v l a-4-b) 
- -  a l e  earaet6re d'une fonetion alg6brique, et par eons6quent elle ne 
peut avoir qu'un nombre fini de points singuliers k l 'int6rieur du plus 
grand de nos deux premiers domaines. Nous pouvons done ehoisir deux 

! ? Or  points a, b' dans l entoura~,e de a e t  de b, de manidre k satisfaire aux 
conditions suivantes. En premier lieu, il faut que l'on ait ]b' I < d, de 
sorte qu'k ehaque point a ~ l'int6rieur du plus petit de  nos deux do- 
maines eorresponde un point a -Jr- b' k l 'intdrieur du plus grand. De plus, 
le point a' dolt dtre ehoisi h l'intSrieur du petit domaine et d 'une telle 
mani6re, que Its points a', a' -t- b' ne se eonfondent avee aueun des points 
en hombre fini du grand domaine qui constituent des points singuliers 
pour la fonetion eonsid6%e tout k l 'heure. Enfin, si a est un point 
singulier de eette fonetion situ6 ~ l'int6rieur du petit domaine, a - t - b '  
doit dtre un point %gulier de la mdme fonetion. 

Sans changer la valeur finale 9'~, nous pouvons maintenant remplaeer 
le chemin ferm6 a . . .  a par la suite des chemins r6guliers suivants: 
I ~ un chemin aa', 2 ~ un hombre de lacels I joignant le point a' b~ des 
points singuliers situ6s ~ l'int6rieur du moindre domaine, et 3 ~ le chemin 
a'a. On peut mdme choisir ces lacets de manidre que les lacets corres- 
pondants que d6crit le point u q- b' soient compos6s de chemins r6guliers 
et de eercles qui ne contiennent aucun point singulier. Donc, si 1'on 
continue le syst6I,,e des 616merits ~ ( u  l a), ~2(v { b), $(u + v l a -q- b) en 
faisant varier I a U de a 'k a' et v de b ~ b', 2 ~ u de a' ~ a' le long des 
lacets, et 3 ~ u de a' '~ a e t  v de b' ~ b, en partant de l'616ment g'l(U] a) 
on s'approche ind6finiment de la valeur V., tandis que les 616merits 

$,(v I b) et 5'(u "4- v l a + b) reviennent. 

1 Par  un lacet joignant le point a '  "~ un point singulier a ;  nous entendons un 

chemin rdgulier composd d'un chemin partant de a' et aboutissant dans l'entourage de a~ 

d 'un petit cerclc autour de a et du premier chcmin parcouru en sens contrairc (Voir 

par ex. BmOT et Bouqtr~.% Thdorie des fonctions elliptiques). 
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Mais il est ddmontr6 d(~s lors que ehaque 616ment rdgulier ou singulier 
f'(u ]a) de la fonetion ~(u) dan,~ l 'entourage du point, a satisfait ndcessaire- 
ment h, l '6quation 

Comme l 'analogue a lieu pour les 616ments ~'2 et $ et que d 'ai l leurs 
les points a, b sont tout h, fait qrbitraires, notre a.~sertion .~e trouve enti6re- 
ment justifi5e. 

De ee que la relation 

+ 

a toujours lieu, il s'ensuit que la fonetion ~(u) ne peut avoir en ehaque 
point qu'un nombre fini de valeur,~ 

Done, ,~i l'on forme les expressions 

t I 
~ 1 7 ~ -  a -3I- " " " - ~  ~.r;lt~ - -  o ,  ~ 

! I 
( ~ , ~ , _  ~),, -f- . . .  -4- ( f , , ~  __ , ) , , ,  

I I 

(~ ,~_  a)n + . . .  -4- ( ~ n ~  - -  ~)"' 
J 

on volt imm6diatement qu'elles reprdsentent des fonctions qui ont le 
caractdre d'une fonction rationnelle h. l ' int6rieur de tout domaine fini. 
Si elles sont routes des fonctions rationnelles, ~(u)  est une fonction algd- 
brique. Dans le cas contraire, supposons que pour la fonction 

I I 

( ~ , ~  __  , ) , ,  - f -  �9 �9 �9 :'t- ( ~ n ~  - -  o )  'n 
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le point ~t ~ o,v est un point singulier essentiel. ()n salt alors que, pour 
des valeurs de l'argument plus grandes en valeur absolue qu'une quantit6 
donn6e quelconque, cette fonction peut prendre des valeurs plus grandes en 
valeur absolue qu'une autre quantit6 donn6e quelconque, et, par cons6quent, 
pour des valeurs de u plus grandes en valeur absolue qu'une quantit6 
arbitrairement donn6e, ~'(~t) peut prendre des valeurs telles, que la valeur 
absolue de [ ~ ( u ) - - a ]  soit plus petite que toute quantit6 donn6e. Mais 
cela 6rant, on d6montre b: l'aide d'un raisonnement employ6 par M. WEmR- 
S'/'nASS dans son cours et que je reproduis ici succinctement, que F(U) 
est n6cessairement p6riodique. 

J 

En effet, on volt en premier lieu que, dans le voisinage d'un point 
donn6 quelconque, il y a toujours une valeur que ~-(u)reprend au moins 
un nombre donn6 de fois. Car supposons que dans le voisinage d'un 
point a i l  y ait une valeur b que ~(u) reprend un nombre m de fois 
aux points u l ,  . . . ,  Urn. Alors ~(~t) peut prendre chaque valeur dans 
un certain entourage de b pour des valeurs de rargument dans le voisi- 
nage des points u ~ , . . . ,  u , , .  Mais ~(u) pour'rot prendre une valeur 
aussi peu diff6rente de b qu'on le d6sire dans un point du voisinage 
de u - - - - ~ ,  on volt qu'on peut trouver dans chaque entourage de b une 
valeur que g(u) reprend (m -4- i) fois au moins. Dans l'entourage de 
chaque valeur a, on -peut, done trouver uric autre valeur b que ~(u) 
reprend au moins un nombre donn6 de fois. 

Done, si l'6quation 

(;,[~(,,), ~(, ,) ,  .~(,, + ,,)] - -  o 

est du degr6 m par rapport "~ r Jr-v) et que l'on choisisse (m-+- i) 
points vl, . . . ,  v,n+~, darts lcsquels ~(~,) reprend la m~me valeur a, l'6qua- 
tion en z 

e[r  ,,,, ~] = o 

aura pour raeines 

~ , ( .  + ,',), . . . ,  ~ , ( .  + ,'.,+~) 

z,,(,~ + v,), . . . ,  ~-,,(,, + v.,~,). 
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Par cons6quent, le nombre des racines diff6rentes ne pouvant d6pas.qer 
m, on aura pour chaque valeur donn6e de u une 6galit6 de la forme 

+ + (r~ #) 

ce qui, le nombre de ces combinaisons 6tant fini, ne peut ~tre que si une 
au moins de ces 6galit6s est une identit6.  Mais d'une identit6 

 o(u + = 

c'est-k-dire de l'identit6 d'un des 616ments de F(2eo + u) ~ un point 
quelconque avec l 'un des ~lSments de F(u) au mOne point, on conclut 
que les fonctions de u F(2eo + u) et F(u)  sont identiques, c'est-h-dire que 
y (u)  a la p6riode 2w. 

Soit maintenant 2w une p6riode de V(u)  telle, qu'il n 'y ait pas de 
p6riode de la forme 2pw,  ,u---- une quantit5 r6elle plus petite que l'unit6. 

:viu 

Cette p6riode existe. Soit de plus z = e ~ Lea fonctions sym~triques 616- 
mentaires de Fl(u) ,  . . . .  , F,~(u) sont des fonctions analytiques uniformes de 
z, qui n'ont que deux points singuliers essentiels au plus, z ~--- o et z ~--- ~ ,  

.et l 'on voit, comme ci-dessus, que si la fonction 9(u)  n'est pas alg~brique 
en z, elle reprend la m~me valeur pour (m + I ) v a l e u r s  de z et par 
consequent pour (m + i) valeurs de u non-~quivalentes par rapport  k la 
p6riode 2co. De lk on conclut que 9(u) a des p~riodes dont le rapport  
k 2w n'est pas une quantit6 r~elle. 

Choisissons maintenant deux p6riodes quelconques 2w, 2eo' dont le 
rapport n'est pas une quantit6 r6elle, et formons la fonction 9 (u]eo ,  to') 
appartenant  k ces p6riodes, en posant z=~d(u ]eo ,  w'), on volt ais6ment 
que "~(u) eat une fonetion alg~brique de z. Car de Ia d6finition de 
9(u leo, t o ' ) i l  s'ensuit imm6diatement que cette fonction est une fonction 
doublement p6riodique, aux p6riodes 616mentaires 2to, 2to', et qui n'a 
pas, k distance finie, de singularit6 essentielle. Par cons6quent, comme 
ld(u) a un infini double dans le parall61ogramme des p6riodes, on conclut 
que, dana chaque parall61ogramme 616mentaire, il y a deux points, distincts 
on co'incidants, oh cette fonction acquiert une valeur donn6e quelconque. 
Et, lorsque z est situ6 dans l 'entourage d'un point z o quelconque, fini ou 
infini, chacune des deux valeurs correspondantes de u non-6quivalentes 

Aeta mathematita.  7. Impr im6 le 26 .Mars 1885. 6 
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par rapport aux p6riodes ~ le caract~re d'une fonction Mg6brique de z. 
Donc ~(u)cons id6rd  comme fonction de z a aussi le caractSre d'une 
fonction Mg6brique dans rentourage de tout point z 0 (tim ou infini), et 
de plus cette fonction ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs pour 
chaque vMeur de z. 

Mais de 1s on peut conclure que ~(u) est une fonction alg~- 
brique de z. 


