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DI~DUCTION ARITHMETIQUE 

D'UNE R E L A T I O N  DUE ~, J A C O B I .  

E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  a d r e s s ~ e  ~ M .  H e r m i t e  

P A R  

R. L I P S C H I T Z  
~ B O N N .  

. . . . .  II y a quelque temps que voua m'avez fait aavoir, eomme vous 
jugiez d6sirable, que l~ relation de JAconI 

,9o(O, q)o~(o, q)~(o, q ) =  ; \  a., ,,~.o, 

ffit dtablie arithmStiquement. Cea derniers jours j 'ai r6uasi h, en trouver 
une d~monstration, que vous me permettez de vous communiquer. 

Je suis parti de l 'observation, que, si l'on reprSsente lea fonctions 

~90(o , q), ~ (o ,  q), ~(o ,  q) ~ l'aide du produit infini II=~(I--q')= G(q), eomme 

dans la lettre que j 'ai  eu le plaisir de vous adresser le 20 D~cembre 
I883, et qui a ~t~ imprim(!e dans lea A c t s  m a t h e m a t i c a ,  T. 4, P. 
I 9 5 ~ I 9 6 ,  de sorte que l'on ait 

~90 (o, q) G~(q) 
- -  G ( q ~ ) ,  

g'(q') 
8,(0, q) ~- :ql _~.~), 

le produit des trois fonctions prend la forme 

qui, par  l'~quation 

2q~ G'(q )G'( q~)G2(, q) 
(7' (q') 

G(q)G(q')G(-- q) ---- G3(q ~) 
A c t a  m a t h e m a t i c s .  7. Imprim~ le ~6 Mars 1885. 

G~( - q) ,9:,(o, q ) -  ~ , 



96 

se change dans l'expression 
transformSe dans celle-ci 

R. Lipschitz.  

2q: G'~(q2). Or l '6quation en question est 

, (d~,(w, q)) 
2qIG3(q~) = ~. \ d,,---v (,,=o) 

qui coincide avec la formule (5) de l 'article 66 des Fundamenta, et qui 
a 6t6 ramen6e ~L des consid6rations purement arithm6tiques par JACOBI 
dans le travail:  Elementarer Beweis einer merkwiirdigen analytischen Formel 
nebst einigen aus ihr folgenden Zahlensdtzen, J o u r n a l  de CR~LLE, T. 2I, 
p. 13. Cela 6tant, j 'ai essay6 de d6montrer l '$quation dont il s'agit, en 
suivant une route semblable i~ celle de JACOnL 

En d6signant par a et c tous les nombres depuis ~ oo ~ -{- 0,% par 
b e t  f t o u s l e s  hombres impairs positifs, on a 

,~0(o, q) = Z(-- ~)'q":, 
b ? 

,~(o, q ) =  Z:q ~, 

,~:,(o, q ) =  Z C ,  
f - - I  f~ 

, (dO(w, q)) = E 2 ( - -  x) ~ fq ' .  
7c \ dw (~=o) 

Dans l'~quation, qui est ~ 5tablir, je prends les coefficients diff~rentiels 
des deux cSt~s par rupport ,~ la variable log q, ce qui donne la relation 

Z ( - -  I )aa~q a: -}- _ _  

b 2 b: f--I f~  L" 

-F Z:~2~ --  b*- f -  1 fo- 
Zff ~ Eq" Z ( - -  i) 2 q4 

ou bien, en se d~barras~ant des d~nominateurs, 

Evidemment il suffit d'6tablir cette relation pour en conclure l'~qua- 
tion propos<De. 
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Comine lcs lettres a e t  c significnt la m&ne chose et les lettres b 
et f pareillement, il est permis de changer a avec c, et b avec f. I1 y 
a donc quatre expressions de la m&ne sdrie qui, ajout6es ensemble, 
donnent le r&ul ta t  

bl f~/ = " b2 f7 
4 --,-,, [(-- i ) "  q-- (-- I)q(-- ,)r~'fq a+7+:+:~ 

4 { ( - -  I -3 t- ( - -  I )e ] (  - I) ~ - b q  a + 4 q - c + `  

b--1 f--1 

h -  i , 7 l  b~ f_~ 
[ ( - -  i )  a ..qL (__ i )e] [ (__ I ) ~ b  + ( - -  i )  2 l l q  " ' + '  +'r"+ 4 

2(a' + C') par (a + c)' + (a--c)  = le double 
somme de la s6rie 

. . . .  

\ 

D'ailleurs en rempla(ant  
de la s6rie dev ien t  6gal g la 

l (a 
X[(--I) a -I- 

b--I f--1 

+ :-q'l I 
( - -  I)*][(-- , )~b + ( - -  I) ~ f ] q ~  

et de celle qui s'en d6duit en substituant - -  c all lieu de c. Mais ces deux 
s6ries se trouvant 6gales il suffit de  d&nontrer quc la premidre s'6vanouit. 

Or l 'exposant de q est 6gal g la quatri&ne partie de la somme de 
quatre cacrds 

( 2a :  + b ' + (2c) ~ + f: ,  

dont deux sont pairs, et deux impairs. Elle repr&ente donc t o u s l e s  
nombres de l 'une des deux formes 8n + 2 et 8n + 6. Pour la premi6re 
on a a-4- c = o  (rood2), pour la seeonde a + c - - - - I  (rood2). Dans le 
deuxi6me eas il suit ( - - i ) a - 4  - ( - - i ) ~ = o  (rood 2), partant  dans notre. 
s6rie quadruple t o u s l e s  termes, oh a - f - c  ~ I  (rood 2), sont nuls. Reste 
done le double de la s6rie 

b--1 f--I 

i -t I 
x I(-- ,)~z, + (--  ,):7'flqa'+~'+:'+~ 

Acta malhemat ica ,  7. Imprim6 le 27 Avrll 1886. 13 
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5tcndue h. tous les nombres a et c, qui remplissent la condition 
a -k- c ~ o  (rood 2). Mais on peut d6duire de ehaque combinaison de 
hombres a, b, c, f une combinaison a', b', c', f '  telle, que, partant de la 
premiere on arrive k la seconde, et que | 'on a en mdme temps, en posant 

b--I f--1 b'--I f'--I 
( - -  I )  ' = f l ,  ( - -  I )  ~-'~ = r ( - -  I)  2 = y ,  ( _ _  I)  ~ = 0 ~,  leg d e l l x  ~,qlla- 

tions 

a2 "31-4"J- + 4  = O/" --[---~--[-c" -+---~ , 

+ (-l)"'[(a' + .,),_ . (fl'b' + o"f')  ---- o .  

II suit des dfifinitions donn~es, que les quantitSs a + e et p b - - &  sont 
z 

paires, la quantitd Bb + 3/" est impaire. On peut done toujours d&erminer 
2 

s = • I de sorte que la condition 

(/~b + a/') ~ I (rood 4) a + c + z  z 

soit satisfaite. Maintenant raisons 

a + c - -  

a - -  c ~ tq' - -  ("~ 

Alors viennent les 6quations 

tgb- -a f_  a, + c," 
2 

2 r  a - - c +  zJ~ - ~f 
2 

2c' = - -  (a - -  c) + fib - ~f 
2 

( ~ b +  ) f i b ' =  a + c + r  2 & 

~'f' --- - - ( a  t- c) -t- z (flb + df) 
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puis: 

et:  

Ddduetion arithmdtique d'une relation due ~ Jaeobi. 

3 ' f '  (uiod 4), 

b,i f~2 b~ f ' =  a '~ + -4- c '~ 
a~ + 7  + c~ + 7  q + q  

[+ + . :  - -  ~_ ( f ib  + ,~r) 
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[+'+ +' <-" ' )G = - -  - -  z (fl'b' + #f').  2 

I1 s'agit done de d6montrer la relation 

(-- ,)~ (--,)~ 

Mais n O l l $  a v o n s  2a' - -  2a - -  - - ( a  -I- c) J r - f i b -  3/" 
2 

2 a ' - -  2 a = - - ( a  A- c) + s (  tTb-z #f) (niod4) 

parta nt 

ou bien 

2 a ' - -  2 a  ~ - -  i _Jr_ F . ] ~ ' b ~ - -  I .31_ F. ( n l o d  4 ) ,  

- - t  -t-e 
a' - -  a ~ ( r o o d  2) ,  

2 

ce qui donne la relation cherch6e. I1 est done fond6, que dans la sdrie 

2 b~ P 

2 

oh a + c = o  (rood 2), tous les tcrmes pris deux k deux se d6truisent, et 
que pour les cas oh l'on a les 6.quations a = a', c = c' les termes cor- 
respondants de la s6rie deviennent 6gaux ~ z6ro. La s6rie s'6vanouit 
donc toujours, ce qu'il fallait d6montrer. 

Pour les combinaisons de hombres a, b, c, f, oh c diff6re de z6ro, il 
n'est pas sans int6r6t de consid6rcr la conlbinaison a", b", c", [", 17 = -I- l, 



100 R. Lipschiiz. 

qui correspond k la combinaison a, b, - - c ,  f. Alors nos 6quations 
donnent 

Y 'b " - - -# ' f "  i~b + ~f (y'b" + ~"f".'~ a - - c - - '  , - - ~ - r  i 
2 2 \ 2 ! 

a ~ C ~ t t " - - C  ," '  f i b -  5 f  a" -4- c". 
2 

Er) 61ilninant ies h o m b r e s . ,  b, c, f, on trouve 

a' - -  c' - -  ~"b" - -  , 7 ' f" ,  y b '  + ~'f'  
2 2 

i 

;7' b' --- ,~ f" 
a' Jr- C' ~ a"  Jr- c" ,  2 

- <'r'i t, 

- -  ( t "  ~ C "  

ce qui fait voir, qu'k la combinaison a', b', - - c ' ,  f '  correspond la com- 
binaison a ' ,  b", - - c ' ,  f ' .  On a donc ces trois couples de combinaisons 

(a, b, c, f )  et (a', b', c', / ' )  

(a, b, - - c ,  f )  ct (a", b", c", f " )  

(.', b', - ~', r ' )  e t  ( ." ,  b", - c", f" ) .  

Pour cellos, o~1 a diff6rc de z6ro, oil peut faire de la niani5re seniblable; 
niais dans les cas off a----o  ct c ~ o les trois couples de combinaisons 
rcntrent dans un seul .  

Bonn, 2 Fdvrier I885. 


