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DIE INTERMEDIARE BAHN DES MONDES 

VOlq 

HUGO GYLDI~N 
in STOCKHOLM. 

VielfMtig ist die Theorie der Mondbewegung behandelt worden. Man 
hat es an den sorgfMtigsten und ,ntihevollsten Anstrengungen nicht fehlen 
lassen, um die Bewegung dieses Himmelsk0rpers zu erforschen. Seitdem 
das NEWTO~'sche Gesetz als Fundament der Astronomie angenommen 
worden war, sehen wir die ersten Manner dieser Wissenschaft mit der er. 
wahnten Aufgabe beschaftigt, und ,nan kann wohl sagen, dass ihre Be- 
mrlhungen yon einem grossartigen Erfolge gekr0nt waren. 

Es ist nicht zu erwarten, dass je eine Bewegungstheorie den Beobach- 
tungen in dem Maasse entsprechen wird, dass Nichts an ihr zu verbessern 
ware; abet die Mangel tier jetzt vorhandenen analytischen Ausdrclcke fi'~r 
die Mondbewegung erscheinen in der That so gering, wenn man sie mit 
ihren Leistungen vergleicht, dass man diesen in der That eine hohe Be- 
wunderung zollen muss; und wenn auch die Erreichung einer noch grOs- 
seren Genauigkeit mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein muss, so 
erscheint sie auf den bereits angebahnten Wegen doch nicht unm6glich. 

Wenn abet auch das practische Bedt'~rfniss ein~ neue Behandlungs- 
weise der Theorie des Mondes nicht nothwendig erheischen sollte, so ist 
eine solche doch aus andern Gr~nden in hohem Maasse w~'mschenswerth. - -  
Die jetzt vorhandenen Ausdrticke far die Coordinaten des Mondes ent- 
halten nehmlich eine iiberaus grosse Anzahl yon Gliedern, grOssere und 
kleincre durch einander, in deren Reihenfolge und sonstiger Beschaffenheit 
durchaus kein Gesetz zu erkennen ist, wenn man bloss die Thatsache 
ihres Vorhandenseins beriicksichtigt, sich nicht aber die theoretische 
Grundlage ihrer Herleitung vergegenwartigt. Die Resultate der bisherigen 
Untersuchungen fiber die Mondbewegung haben mit anderen Worten eine 
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der Anschauung schr wenig zugi~ngliche Form, obgleich sic zu numerisch 
richtigen, odor wenigstens nahezu richtigcn Ausdrticken gefi'lhrt haben. Es 
stellt sich demnach die Frage, ob diese un('lbersichtliche Form der Aus- 
dri'~cke, wenn sic auch bei rein nmnerischen Reehnungen gewisse Vorzt'~ge 
haben mag, die einzig mogliche sei, oder ob nicht, durch ein tieferes Ein- 
dringen in die Natur der Aufgabe, sich andcre Formen ergeben werden, 
durelt die man die Resultate mehr coneentrirt darstellen kann. Da wir 
die Bejahung des letzten Theils dieser Frage als t'tberwiegend wahrschein- 
lich bezeichnen milssen, so haben wir zuzusehen, wie wir die Wege balmen 
kOnnen, die zu den hoheren Formen der Resultate fiihren sollen. 

Man wird zugeben mi~ssen, wenn )nan sieh die Saehlage etwas genauer 
vergegenw~rtigt, dass die Behandlungsweise der in Frage stehenden Auf- 
gabe in mathematiseher Hinsicht sehr mangelhaft war. Sehon die Grund- 
vorstellung, dass die Bahn des Mondes eine Ellipse mit gestOrten Ele- 
menten sei, ist keineswegs in der Natur der Sache begrnndet, obgleich 
sie bei den grossen Planeten sehr nahe lag. Sie ist, in Hinsieht der 
Ansehauung ~ nicht als eine erste Annhherung der analytisehen Ent- 
wicklung betrachtet ~ der Vorstellung yon einem exeentrischen Kreise 
nur sehr wenig fiberlegen, und zwar nur dureh Grossen, die sehr klein 
sind im Vergleiehe zu Gliedern, welche in beiden Hypothesen unberilek- 
sichtigt gelassene, Ungleiehheiten der Mondbewegung reprtisentiren. Dieser 
Vorstellung entspreehend wurden nun die suceessiven Annaherungen an- 
geordnet, und mussten auch so angeordnet werden, so lange man an 
dieser Vorstellung festhielt, trotzdem es sehr bald bemerkt wurde, dass 
die Bewegung des Mondperigaums in der ersten Annaherung ganzlich 
entstellt herauskam. Man hat zwar diesen Ubelstand in indirecter Weise 
umgangen, indem man das formelle Resultat der ersten Annitherung so- 
gleieh berncksichtigte und somit gewissermaassen zwei Annaherungen zu- 
gleich absolvirte, Durch derartige Operationen verlor aber die Entwick- 
lung, w~ewohl sie keineswegs an sich unberechtigt war, ihren streng de- 
ductiven Character, indem die Form des Resultates durch die erste An- 
naherung schon bedingt war. Auf diesem Wege kann man nicht erwarten, 
zu einer hoheren, und der Natur der Aufgabe mehr entsprechenden Form 
des Resultates zu gelangen. 

Es ist jedenfalls anzunehmen, dass die vielen Glieder in den Aus- 
dr~cken far die Mondbewegung aus Entwicklungen einer geringeren An- 
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zahl Functionen entstanden sind, obwohl wir bis jetzt nicht diese Func- 
tionen selbst, sondern bloss ihre Entwicklungen gefunden haben. Selbst- 
verst~ndlich mi]ssen diese Functionen desto complicirter erscheinen, je gerin- 
ger ihre Anzahl ist. Eine einzige Function, aus der man dutch alge- 
braische Operationen, Difi'erentiationen oder Quadraturen die verschiedenen, 
in dcr Mondbewegung vorkommenden Glieder entwickeln kSnnte, miisste 
als dermaassen complicirt gedacht werden, dass wir vor der Hand gar 
keine Aussicht haben, sie zu erkennen. Unser Ziel dtirfen wir daher 
nicht etwa mit der Erforsehung einer solchen Function identificiren; wir 
mOssen uns mit einer mhssigeren Reduction bescheiden. Andererseits aber 
werden wir die Fortschritte in der Erkenntniss der Mondbewegung desto 
hoher schatzen m~'lssen, je mehr es uns gelingt Gliedercomplexe als durch 
Entwicklung uns bekannter Functionen entstanden angeben zu ksnnen; 
oder, je mehr wir Gliedercomplexe, und namentlich solche, worin grosse 
Coefficienten vorkommen, durch Functionen darstellen ksnnen, deren Eigen- 
schaften uns bekannt oder leicht zu untersuchen sind; oder endlich, um 
die Sache kurz auszudri]cken, eine je elegantere Form der Lssung wir 
gewinnen kSnnen. Der Forderung nach mathematischer Eleganz liegt in 
der That auch ein tieferes erkenntnisstheoretisches Bedi]rfniss zu Grunde, 
als gew5hnllch zugegeben wird. 

Die vorliegende Abhandlung bezweckt, die Resultate eines ersten 
Schrittes in der angedeuteten Richtung darzulegen. Hierbei hatte ich mir 
die Aufgabe gestellt, eine intermediare Bahn des Mondes von der Be- 
schaffenheit zu bestimmen, dass die Unterschiede der, in dieser Bahn be- 
rechneten Coordinaten und der wahren (welche Unterschiede ich Stsrungen 
der intermedi~ren Coordinaten nennen werde) stets kleine Grsssen seien, 
deren Quadrate und Producte man mit sehr wenigen Ausnahmen iibergehen 
dllrfe. - -  Die Bewegung der Bahnebene habe ich d~tbei unbert~cksichtigt 
gelassen, da sie nut einen sehr untergeordneten Einfluss auf die Bewegung 
des Mondes in der Bahnebene selbst aust'lbt, und es besonders a~uf diese 
Bewegung ankommt, well sie der Untersuchung die meisten Schwierigkeiten 
entgegenstellt. Dessgleichen habe ich die s. g. Secularanderung der mitt- 
leren Lange nicht in den Kreis dieser Untersuchungen gezogen. Die 
Schwierigkeiten sie zu bestimmen, sow~e die aus den Planetenanziehungen 
herri;lhrenden Ungleichheiten, sind ganz anderer Art, als diejenigen, welche 
ich in der vorliegenden Untersuchung zu tiberwinden gesucht babe. 
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Man wird finden, dass die Ausdrticke, durch welche die intermediaren 
Coordinaten dargestellt werden, sich wesentlich auf solche Functionen 
zuri~ckft~hren lassen, durch die Herr HERMITE die LAM~'sche Differential- 
gleichung integrirt hat. Die vorliegende Untersuchung wird sich daher 
als eine Anwendung der Resultate des beriihmten Verfassers yon Quelques 
applicatim~s des fonctions elliptiques herausstellen, und ich kann nicht umhin, 
dieser Leistung meine grosse Bewunderung hier auszusprechen. - -  Die Ein- 
setzung numerischer Werthe in die algeb~aischen Ausdrt~cke ist mit grosset 
Leichtigkeit auszufiihren. Es gentigt in diesen Vorbemerkungen der That- 
sache zu erwahnen, dass die Bewegung des Mondperigaums in der ersten 

I des Betrages richtig gefunden wurde, wlthrend bei Ann~herung bis auf I'~ 

der frt~heren Anordnung der Ann~herungen, die erste derselben nur etwa 
die ttMfte des Betrages ergeben kann. In entsprechend ganstiger Weise 
ergeben sich die iabrigen grossen Gleichungen der Mondbewegung, wesshalb 
ich nicht in der Meinung zu irren glaube, dass die Theorie der Mond- 
bewegung, die bisher als eine der schwierigeren Aufgaben der theoretischea 
Astronomie angesehen wurde, gegenwiirtig zu den leichteren zu z~hlen sind. 

Die numerischen Resultate, welche dieser Abhandlung beigeft~gt sind, 
wurden grOsstentheils yon Herrn A. SHDANOW berechnet, wofar ich ihm 
hier meine besondere Dankbarkeit ausspreche. 

I. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mondes, bezogen auf den Sehwer- 
punkt der Erde und auf eine, durch den Radius-vector und der Tangente 
gelegte Ebene, seien x und y; die Massen der Sonne, der Erde und des 
Mondes: respective M, i und m; indem wir nun unter 12 eine Constante 
verstehen, deren Werth vonder  Einheit der Zeit und der Entfernung ab- 
hangt, stellen wir die Bezeichnungen 

Z,=12(I +m) 
It' = 12M" 

fest. 
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Nennen wit noch den Radius-vector r,  und die Stsrungsfunetion (t]), 
so sind die Gieiehungen, in dere'n Integration unsere Aufgabe besteht, die 
folgenden: 

dP -F . = Oz 

d~Y [~lY ~(~) 
dt ~ -Jr- ~.s - -  ~y 

Zun~chst werde ich aus diesen andere Gleichungen herleiten, die als 
gesuchte Grsssen die intermedi~ren Coordinaten des Mondes enthalten 
sollen. Diese bezeichne ich (lurch x 0 und Yo, und stelle vor Allem die 
Bedingungen lest: 

( I )  ~o _ _ Y o  I J[- r  
z y 

wo r eine Function bedeutet, die wit als eine sehr kleine Grssse ansehen, 
und als StSrung der intermediaren Coordinaten bezeichnen. Die reducirte 
Zeit r definiren wir durch die Gleichung 

I + 8  
(2) d t - -  ( i~ -~3idT" ,  

wo S e i n e  GrSsse yon derselben Ordnung wle r bezeichnet. 
Wenn nun x0, Yo und r statt x, y, t in die ursprilnglichen Glei- 

chungen eingef(~hrt werden, so erhalten wir 

(3) 

d"x o I dS  dxo [ d '  r l~,(I + S) ~ I dS  dr ~o 
dr ~ I + S dr dr "~" - - d r  ~ + + - -  r~ I + S d r d r  I + r  

~__(I "t" S ) ' 0 ( . Q )  

dr 2 i + . S  dr dr "~- - -  dr* ~ I + ~  dr dr I + r 

(~ + ~)~a(~) 
(i + r ay 
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in denen wir uns der Bezeichnung 

~o = v~o + .~Y, --  r ( ,  + '/9 

bedient haben. Es bedeutet also r o den intermedii~ren Radius-vector, 
Wcnn die wahrc Lange des Mondes in der Bahncbene durch v be- 

zeichnct wird, so gelten die Ausdrctcke: 

x :  rcosv,  y--~rsinv; 

vermOge der Gleichungen (i) haben wir daher auch: 

X o ~--- r o COSV~ 71o ----- ~'o s i r l ~  

woraus gefolgert wird: 

dy o _ _  Y dx o r~ dv 
Xo ~r ,o ~ = o~-~ 

d ~Yo 
xo dr~ - - - - Y o  dr'~ I + S dr x~ d--~--Y~ d r ]  (I + •,)" x~ ~--y----Y~ Ox J 

(, + 8)'1 ~(.q) ~(~o) I 
- - ( ,  + ~? jx  ~ v - -  y-~-V- I 

_ (~ + 8 ) ' ~ ( s 2 ) .  
(t + r ~, 

und das Integral derselben ksnnen wir in der nachstehenden Form angeben: 

(4) 2 dv (l +S) q~+ f t+S v(Q)dr] 
ro ~ - -  i i + r  ~v ' 

wobci ~/~ die Integrationsconstante bezeichnet. 
Wit  setzen hierauf: 

(5)  v ---- v 0 + Z ,  

Aus den Gleichungen (3) bilden wir nun zunachst die folgende: 
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und bestimmen die intermediate Lange v o aus der Gleichung: 

(6) dr~ --  vc 
dr r,~ 

Hiermi t  erhalten wir: 

- .~dz = (~ + s )  ~;~ + ~o~ 

odor 

+ I + ~ - - ( ,  + s)  I +  

r~ a(2) 
Die Glieder, welche in - - - -  

c 0v 
Qo und Qa, indem wir setzen 

r ' a(12) ( ,+m)  
c av 

v'~ + {~ + 7,)" ao I 

/ ' +  r 2 a (.(2) dv  ~ I 
(' + s)7" -~" 1 

vorkommen, theilen wir in zwei Gruppen: 

~'~' [.  + ~ ]  + ( : ,  +..>/+o + ,,.> : -  +. (8) a:-Z 

zurfick behalten. 
Das Integral dieser Gleichung kSnnen wir, wie man leicht bemerkt,  

ni~herungsweise schreiben 

r  ~zz~ 
(9> S---~ j q , \ i  "l- dmo] c/v<, 

(, +~.)', 
wobei keine Integrationsconstante hinzugeffigt zu werden braucht, indem 
sie als in 2' oder in c entilalten gedacht werden kann. 

-~ " f r  wonach wir zur Bestimmung von S die Glemhun~ 

d~z ?o, (7) ~-2 = 

und bestimmen hierauf Z aus der Glcichung: 

131 
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Aus den Gleichungen (3) erhalten wir  ferner: 

d'x o d'y o ! dS [ dx o d.qo l 
Xo ~ 71- Yo dr '  I "t- S dr x~ d r  -I- fro ~ r  

+ ] - - ~  - - d r '  r~ I -[-~ dr dr I 

(t + ,v) * / ~(~2) ~ ) ~  
- -  (' + i')' ~ x ~ ; -  + y-~y / 

_ (t + 8)* ~(t2) 
- - ( i  + r  ~r 

D~ aber: 

Xo d~--u + Yo d~  = ~ + \ d~ / \ d r /  \-dT~ / j 

d2ro (dr)  ~ 
: -  r~ dr" r~~ drr ' 

so finden wir aus der vorhergehenden Gleichung: 

r~ d :  ro \dry I + 8 dr 

+ , d S d r  + S)' ~(u) 
I + 8 d r d r ]  (t+r ~ -  

In diesem Resultate haben wir sowohl r durch die Veranderliche Vo, 

als auch v durch v o Jr Z zu ersetzen. Wi t  beachten dabei, dass 

I I 
d -  d -  

d ? ' o  'Yo / - -  ~'o = = - -  " / C  - -  

d , _  t 

2~" o r r o 

dr' r~ dv~ ' 
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und crhalten demzufolgc zungchst: 

I 

"1" 0 

dv~ - - - - - - t o  I + 2 ~-~v ~ + \dvol + 

d I 
t d S  ro 

I + S dv  o dv  o 

'10 

~- ~(, + r 

d*r /~,(, + ,~')'- 
dr* + ra 

, ,1r I _ 

-I- I + S d r d r l  
(, + ,~')~ror~(t2) 

( I + d') "~ c - ~ r  

und fcrner, wcil: 

de _ v:" de 
d r  r~ dvo 

I 
(1-- 

d~r c d~r 2,~ ro de, 
- -  ~ d v ~  + :' d% d v . '  d': 2 ro ro 

die Gleichung: 
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I I 
el*-  

to /., (. S) ~ 
dv~ ~ + 2 ~ + \a~o/ + ,  + s d~o a;-o + T - '  + 

d !  . 
' I ' d~r z' (' + s)~r ~odr , dSar 

( i  + ,9)'~,r*~(J2) 
I + r  c ar 

Diesc Gleichung multipliciren wir mit eincm, vorPaufig noch un- 
bestimmten constantcn Factor a, und zerlegen dabci dic Glicdcr des Pro- 

d u c t e s  a r 2 ~ 1 6 3  " m zwei Gruppen P0 und 291, so dass die Glcichung 
c Or 

a r  ~ ~ ( . q )  

~ - / ' o  + / ' ~  

zu Gcltung kommt; hierauf stellcn wir folgcnde Bedingung auf: 

d,_ a 
- - 1 + 2  + = - - / ' 0 ,  
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und erhalten endlich als Bestimmungsgleichung fi'tr 5/, die naehstehende: 

d ' ( ,  at~ , 
d -  

I "4- r d 8  r o 

- -  I - - +  S r~ dv o dvo 

d_ a 
r o de  a aS  de  

~L'(Ie -}- r  + S~) -t- 2ro dvo~ovo-- I + 8dvodv-To 

- (~ + s)~roPl--(~s+ 8'--r 
Dieses Resultat gestaltet sich jedoch ft'w sp~tere Anwendungen zweck- 
massiger, wenn man statt r eine neue Function $ einft'~hrt, die mit ersterer 
durch die Gleichung 

(: i) ar = ro~ 

verbunden ist. Man findet dabei die Beziehungen: 

d_ r 

(~,Oo ~ TO d v  ~ a v  o 

d~r d~r 
a ~ = r o d.o~ 

und hiermit geht die 
fiber: 

d5  d ' !  
rodr ~ r~ ~ 

- - -  2r~ dvo dv~ dv~ 

vorstehende 

[ d L \  2 
2r~[  r . I  }; 

~  
Differentialgleichung in die folgende 

~b 

I 1 d'r % ro a~., r I d8  de 
av'~ a dv~ c I + Sdvo dvo 

.- % = - -  ( , + s)o-P 1 -  2 s + 8 ~ r. Po 
c x + Sdvo dv o - - a  

Ersetzt man aber den Coefficienten des zweiten-Gliedes linker Hand 
dureh seinen Werth aus tier Gleiehung (xo), so erlangt man: 

( i 2 )  

d'r I d Z ( ~ ) ' ]  i dSar 
d v---~ "~ I -]- 2 ~vov ~ -~- r I + S d v o a v o 

d a_ 
~' (28 + 8 ~) ~ d S  ro 

, + Sago av~ - i , , - - ( ~ z +  s~)(p, + S'o) 
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Durch die Integration der Gleichungen (7) und (io) wird die inter- 
mediare Bahn bestimmt; die Gleichungen (8) und (t2) bestimmen hin- 
gegen die St0rungen. 

2. 

In der Mondtheorie sind sehr wenige Glieder aus der Hauptentwick- 
lung der $tSrungsfunction hinreichend um als Grundlage einer inter- 
mediaren Bahn zu dienen, die nut sehr wenig yon der wirklichen ab- 
weicht. Diese Glieder sind aus folgendem Ausdrucke zu entnehmen: 

i.. 3.. I V + '-w + 2H 

Es bedeutet hier: r' der Radius-vector der Sonne und H der Winkel 
zwischen den Radien-vectoren der Sonne und des Mondes. Hieraus er- 
halten wir: 

r'~(Q) = 3Z'~' ~cos2H 
c ~v 4 c v '3 ~v 

Mit diesen Ausdrtlcken werden wir einige wesentliche Vereinfachungen 
vornehmen ksnnen, indem wir immer festhalten, nur die gr(~ssten, und 
fiir die Bewegung des Mondes characteristischen Glieder herauszuheben. 

Zunachst vernachlassigen wir das Quadrat der Neigung der Mondbahn 
fiber die Ekliptik; wit haben alsdann einfach, indem v' die wahre L~tnge 
der Sonne bezeichnet: 

H ~ -  V - - v '  

Ferner bezeichnen wir die mittleren Bewegungen des Mondes und der Sonne 
mit n und n', und das VerhMtniss beider mit p, so dass: 

~b 
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Die mittleren Langen beider Himmelskorper zu einer bestimmten Ze~t- 
epoche seien A und A'; in der Relation: 

v ' - -  A' = / , ( v  o - -  A) -t- G 

bcdeutet alsdann G eine kleine Grssse yon dcr Ordnung der Excentrici- 
teten. Um die folgende Darstellung msglichst zu vereinfachen, werde ich 
.G zunt~chst vernachlttssigen, was gesehehen darf, erstens weil ihr Einfluss 
iiberhaupt gering ist, zweitens abet well derselbe leicht sp'~ter zu berfick- 
sichtigen ist, ohne dass das Wesen der befolgten Methode irgendwie ab- 
get~ndert wird. 

Wir nehmen nun an, dass die vorhin eingefiihrte Constante a die 
mittlere Entfernung des Mondes von dem Schwerpunkt der Ei~de bezeichne; 
die Ver~nderliche r 0 ersetzen wit nach dieser Voraussetzung dUrch eine 
neue P0, indem wit die Relation 

( '3) % =  a~ I +Po 

aufstellen, und dabei unter p eine zu unserer Verfiigung stehende Con- 
stante bezeichnen. Dieser Werth von r0, in die Gleichung (,o) eingeffihrt 

g i e b t  uns: 

,a'po i+eo{ dz t'az~'l_~,,~ = _ p o ;  
p d,,;', + T  i + : ~  + \dvo/ I 

und wenn wir die Constante p aus der Gleichung 

p c 

bestimmen, so erhalten wir: 

(I4) 

Bei der Mondbahn ist nun P0 immer eine ziemlich kleine Grssse; 
eine Folge dieses Umstandes ist, dass p -con der Einheit um eine sehr 
kleine Grssse verschieden ist, dessen Product mit der Sonneneinwirkung 
wit bei der intermedii~ren Bahn vernachl~issigen werden. Dass p - - i  
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eine GrSsse zweiter Ordnung in Bezug auf den Modul von P0 ist, kann 
man iibrigens leicht nachweisen. 

Es seien + e und q e die extremen Werthe yon P0; die ent- 

sprechenden Werthe yon r o sind dabei 

ap a~o 
r ~  - -  - -  ; r ~  - -  ; 

I + e  l - - e  

soll nun die Gleichung 

I 
2(rl  + r~) -= a 

bestehen, welehe unserer Annahme, dass a die mitt lere Entfernung be- 

deutet, entspricht, wenigstens in einem gewissen Sinne, so muss p d e n  
Werth  I - - e  2 haben. Im Allgemeinen werden aber die absoluten Betrage 

der extremen Werthe yon too nicht dieselben sein; der Ausdruck ft'lr p 
muss sich daher auch in der Regel etwas anders gestalten, und zwar 
findet man 

p | + . e  t - - e ~  - -  e , e ~  

I + F1 - - e 2  

2 

wenn Po zwischen den Grenzen + e 1 und - - e  2 variirt. Formell  genom- 
men, ist allerdings die Differenz e 1 - - e  2 als eine Grssse erster Ordnung 
anzusehen, allein in thatsachlich vorkommenden Fallen, insbesondere bei 

der Bahn des Mondes ist diese Differenz doch so viel kleiner als el und 
e2, dass sie als eine Grosse zweiter Ordnung angesehen werden muss. 

Es kann aber die Constante a auch in ande~rer Weise definirt wer- 

den als dutch das arithmetische Mittel der extremen Werthe von ro, und 

in der That  scheint auch eine andere Definition dieser Grssse bei  der 

Mondbahn wesentliche Vorziige zu haben. 
Wi t  nehmen nun wieder die Gleichung (6) vor, drficken in derselben 

die Funct ion r o dutch Po aus, und ersetzen die Grosse c durch ihren Werth 

c ~ #lap 

Wenn wir endlich den, bei dieser Untersuchung zu befolgenden Principien 
gem~ss, die eigentlichen Stsrungen vernachlassigen, d. h. hier, die reducirte 

Aeta mathematiea. 7. Imprim~ le 31 Mare 1886. 18 



138 Hugo Oyld~n. 

Zeit mit der wahren identificiren, so lmben wir aus der betreffenden 
Gleichung: 

T~dv~ ~/~ dt 

Die Entwicklung der Gr~sse linker Hand wird nun, vorausgesetzt, dass 
P0 schon bekannt ist, ausser zu rein periodischen Gliedern, zu einem, nur 
in dv o multiplicirten Gliede Veranlassung geben, dessen Coefficienten wir, 
durch eine passende Bestimmung der Grssse p, zu I machen ksnnen. 
Dutch eine solche Bestimmung wird der Coefficient yon dt die Bedeutung 
der mittleren Bewegung des Mondes erhalten, el. h. die Gleichung 

n - -  V//z 
8 

~;t2 

zu Geltung bringcn. Die Grssse a verliert aber dabei die Bedeutung der 
mittleren Entfernung in irgend welchem geometrischen Sinne, und ist nur 
als Maass oder Modul der Entfernungen anzusehen. 

For die Sonne ksnnen wir eine, mit der Gleichung (I.5) ganz analoge 
ansetzen, nehmlich 

pg s 
p~dvo - -  n 'dt ,  

(I + p'o)= 

in welcher selbstverst~ndlich she mit Accenten versehenen GrSssen dieselbe 
Bedeutung in Bezug auf die Sonnenbahn haben, wie die unaccentuirten 
Grsssen in Bezug auf die Mondbahn, und in's Besondere hat man 

~ '  ~ ~//~'1. 

und wenn man die Erdmasse neben der Sonnenmagse, wie e5 hier un- 
bedenklich geschehen kann, vernachlassigt, so darf man in dieser Formel 
p' statt p~ setzen. ~ Durch Vergleichung der beiden Werthe yon dt er- 
hMt man nun: 

3 

dr /_p \i/~ + p,o\, 
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und fiberdies: 
/A' q, 3 

Indem man sich nun bless die rein periodischen Glieder in P o u n d  P0 
berticksichtigt denkt, kann man also dig Gleichung 

d v '  o = / . t  ( I  + 2 p '  o - -  2po Jr- . ; .) d v  o 

ansetzen, und finder hiermit als Ausdruck far  die oben mit G bezeichnete 
Function die Formel 

. 

Unter Beracksiehtigung der Werthe, welche wir fi'tr c, r o und r~ ge- 
funden oder angenommen haben, ergeben sich far die partiellen Differential- 
quotienten der Storungsfunction die nachstehenden Ausdrt~cke, in denen 
wir die Storungen sowie die Function G vernachliissigt, und also auch v' 
mit v0 identificirt haben, 

~"a(9) 
c 0v 

3 (~t .1' 2/'*~ + P'o)' sin 2 [(x - -  I.L)v o -+- Z - -  Jr- I~:1] 
+ po)* 

C Or 
, 3 s 2 ( ,  +,oo  3 ,r  ~/~ ~,---4-F/ + ~-t, \ ~ - - ~ , ,  eel:I(1 --/~)v0 + z - -  + ,,.,.I] 

Diese Ausdrclcke werden wir nun nach den steigenden Potenzen von Po 
und P'o entwickeln und dabei nur die Glieder erster Ordnung beibehalten. 
Die folgenden Glieder sind zwar nicht unmerklich, t~ben aber doch auf 
die Resultate, welche wit bei der vorliegenden Untersuchung im Auge 
haben, einen ganz unwesentlichen Einfluss aus. Wir erhalten also, indem 
wit uns noeh der Bezeichnung 

3 2 
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bedienen, die nachstehenden Ausdriacke, mit denen wir die Gr~ssen Qo 
u n d P  0 i:dentificiren, 

Qo = - - f l ~ ( i -  4,0 0 + 3P'o)Sin 2 [ ( x - - # ) v  o + z - - A '  + / d ]  

Ifl~(T Po = ~- - -  3Po + 3,00) 

+ fl,(~ ~ 3t% + 3p'o)COS 2[( ~ - - # ) V o  + 2' - -  A' + #,1] 

Die Gleichungen (7) und (I o) nehmen nun die nachstehenden Formen 
an, wobei wir der Kilrze wegen 

~, = .~ (1 - -  # )  

.4  = 2 ( . 1 ' - - / ~ . t )  

gesetzt haben, 

(~7)  

d~z (~ ' " " A )  ~ / v ~ - - - f l ,  - -4po  + 3p0)~n(zv o + 2 2 -  

I t 

d v  o 

Dieses System lasst sich zwar nur durch fortgesetzte Annaherungen 
integriren; man kann diese aber so anordnen, dass die Convergenz eine 
ausserst rapide wird. Ich muss es mir versagen,.jetzt alle zu diesem 
Zwecke dienlichen H(~lfsmittel in Anwendung zu bringen, die mir zu 
Gebote stehen; theils wi'lrde ihre Darlegung zu viel Platz in Anspruch 
nehmen, theils gelangt man auch ohne dieselben bei der Mondtheorie 
leicht genug zum Ziele. Ich will nur beilaufig bemerken, dass dieses 
H(llfsmittel in der Anwendung eines veranderlichen Moduls der elliptischen 
Functionen seine Wurzel hat. 

Einen fiir die Bewirkung einer hinreichend starken Convergenz ge- 
nt'lgenden Ausgangspunkt erhalt man, wie ich mich durch numerisches 
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Nachrechnen aberzeugt habe, wenn in der ersten Gleichung des Systems 
(i 7) die Function Z in den Argumenten der trigonometrischen Functionen 
vernachl~ssigt wird. Es ergiebt sich alsdann: 

d v  ~ } 

aber die Form dieses Resultates ist far  unsern Zwecke nicht die er- 
wiinschte, indem die unbekannte Grssse P0 unter einem Integralzeichen 
vorkommt. Die Umgestaltung, welche hier nbthig ware, ksnnen wir in- 

dessen aufschieben bis der angesetzte Werth von ~ in die zweite der 
- o  

Gleichungen (x7) eingeft~hrt worden ist; deml erst bei ihrer Integration 
kommt es uns darauf an, eine Form zu erhalten, in welcher die in P0 
multiplicirten Glieder, oder wenigstens die einflussreichsten derselben von 
dem Integralzeichen befreit sind. 

Aus der erw~hnten Gleichung findet sich, mit Hillfe des angegebenen 

Werthes yon . a2' die nachstehende 
aVo 

av~ + ~ - - f l ,  + ~ ~,, 3 f l , - -  ;, / c o s  (,~v o - -  A)  po 

= - -  8,8, f,Oo sin (;~Vo - -  A ) d ' V o  - -  

---(;~, + -~ )~os  (""o - -  A) 

- -  ' ~ ( ~ , , , o  A )  - -  ' 31~1,o o co~ - -  i~,po 

- s~,,Oo rio~ si,, (,~o - ~)dVo 

" ~  , , . , , �9 ~ 

wo schon das letzte Glied rechter Hand, und noch mehr die t'~bergangenen 
bei der vorliegenden Untersuchung unwesentlich sind. 

Um grSssere Kiirze bei der Darstellung zu bewirken, fahre ich nun 
folgende Bezeichnungen ein: 
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f l  = 3 f l  - -  2.8.'- 
A 

I I ~ 
ro = J ~  + ~-~ 

flL 

und  erhal te  hierauf:  

(,.8) a'eo + {~ - - A  - -  fl,~os(~,Oo - -  a) lpo 

- -  8/~1 f p o s i n  ( 2 V o -  A ) d v o -  ro - - f l i P ; -  Y, c ~  _A) + ' . . .  

Das wesentlichste Glied rechter  Hand  ist das erste, und eben dieses 
muss t ransformir t  werden.  Wenn  wi t  die S u m m e  aller  flbrigen Glieder  

kurzweg  mit  W 1 bezeichnen, also die Gleichung 

(~ 9) W1 - -  - -  ~', - -  fl, P'o - -  rl cos (2v o - -  A)  - -  3fl,P'o cos (2v o - -  A) - - . . .  

aufstel len,  so haben wir  

Po - -  
I d'~po ,8 COS (2V o A) 

I - - .8o  dv~ 2f_ l - -  *soP~ 

w, 
+ i - &  8#, f p o s i .  (a~o - A)dVo, 

I - -  *8o 

und  dieser W e r t h  yon Po soil in das zu t ransformirende Glied eingesctzt 

werden.  Wir  erhal ten  dadurch :  

fpoSi-(~Vo-- A)dVo = 
d* 

I ~ sin (2v o - -  A ) d v  o 
I ~ ~ o  0~Vo 

+i , i  -&fl fposin 2(),Vo __ A)dv ~ 

' fw, sin(2v o - -  A ) d v  o 

8~ fsin(aVo - -  a)dVo f poSin(av o - -  x - - p ,  
A)  dv, 
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Nun ist aber: 

j 'd'p~ dP~ A ) -  2poCOS(2V o - -  A) d,,-~ sin O, vo - -  A)dv o = dv-~o 

- -  ~ f p o  sin (~Vo - -  A)dv o 

f sin O, vo - -  A)dv o fpo sin Oa,o --- A)dv o 

I 
zt" c~176 - -  A) f po sin (;% - A)dv o + ~ f.po sin e (),Vo - A)dv o , 
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welche Ausdri~cke, in der vorhergehenden Formel eingeft'lhrt, zu der 
nachstehenden ftihren: 

( ;t* + f l o -  ,)fposin(,~Vo - -  A)dvo = dd~Pvo~ sin ( i V o -  A ) -  2po cos(~v o - -  A) 

+ 

s~,  cos(~Vo - -  A)fposin(2.o-- A)dv. 

- -  f w~ sin (av o - -  A)dvo 

Indem wir nun diesen Werth in die Gleichung (I8) substituiren, 
bedienen wir uns der nachstehenden Bezeichnungen: 

8E 

unser Resultat ist alsdann das folgende: 
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(20) a'eo ~ ,  ~i,~ (~,o - ~) @o 
clv~ -~ x + r~, cos (~vo - -  A) dvo 

+ [ i _ _ / ~ o _ _ / ~ c o s ( ) , v o _ _ A ) _ _  ~, )'*e~ ] 
I + 7/, cos ()Xo- A) Po 

8~,/~, sin 2 (iv 0 A) dv o 
= - -  i + cos ( Vo- A)fpo 

+ A )  dvo 

Die mit Integralzeichen behafteten Glieder dieser Gleichung gehsren 
der zweiten Ordnung  in Bezug auf die Grosse /~: an. Sie sind daher 
sehr klein, und da sie weder durch die Ausf(~hrung der bezeichneten In- 
tegrationen, noch durch die Integration der Differentialgleichung wesent- 
lich vergrSssert werden, so haben sie hier kein Interesse und k0nnen daher 
vernachlassigt, oder mit  anderen, aus ithnlichen Griinden bei Seite gelassenen 
Gliedern als vereinigt gedacht werden. 

Naeh dieser Vernachlassigung werden wir die Gleichung (20) noch 
dadurch vereinfachen, dass wir in derselben das zweite Glied wegschaffen, 
was dadurc~ bewerkstelligt werden kann, dass wir die Function Po durch 
eine andere E ersetzen, die mit  der frfiheren durch die Gleichung 

( 2 i )  Po -~ E~/I  .4- ~ cos  (2v o ---  A)  

verbunden ist. Es findet sich hieraus: 

dpo __ d E  ~/t + 7t, c o s ( 2 v  o - -  A)  - -  L E .  ~ 7 , 2 s i n ( ~ v o -  A)  
dvo dvo 2 ~/I + ~,cos(~Vo - -  A) 

d~po d i E  d E  ~t),sin (2v o - -  A) 
dv~ - -  dv~o ~/i + Vl cos ().Vo - -  A )  dvo ~/I + ~, cos ()~v o -- A) 

I E{ ~,2'cos(2Vo - -  A) t ~2'sin(2v o -- A)' I 
2 ~'x + ,~, cos().v o --  A) + 2-Ix + 7, cos(~.vo - -  A)JiJ' 
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mit welchen Werthen )nan aus der Gleichung (20) die naehstehende erh~flt 

I "2 "/j (22) d ~ E  3 rj,z cos(z o -- A) 
d~,~ + i - -  ~,~ - -  f l e o s ( i a ,  0 - -  A) - -  2 ~ + ~,,eos,,i~.,,o-- A) 

3 }~),~sin (200 - -  A) ~ ] E 
4 [ I  -~ ~, COS(),O n - -  A)]"  ) 

IV, 
% I + ~, cos().v~ -- A) 

In dieser Gleiehung werden wir nun aueh mehrere Glieder hOherer 
Ordnung in Bezug auf /L ~ yon der linken auf die rechte Seite hintiber- 
fi~hren. Indem wir also unter II~ eine Grosse verstehen, welche mit E 
multiplieirt ist und also bei der ersten Annaherung nicht berflcksichtigt 
werden kann, jedenfalls abet zweiter Ordnung in Bezug auf #~ ist, und 
indem wit die Bezeichnungen: 

[i,, = i90 - -  g r A z ,  

3 r. ),~ 

feststellen, erhalten wit: 

d ~ E  , W, 
( 2 3 )  d'~: + i ~ - - ~ " - - ~ c ~ 1 7 6  + ~ , ~ o ~ ( > , o - -  A) + 11~ 

. 

Auf die Integration der zuletzt gefundenen Differentialgleichung 
werden wir nun unsere Aufmerksamkeit richten milssen, und zwar werde 
ich dabei die Integrationsmethode in Anwendung bringen, die ich schon 
in der ersten Abhandlung fiber die Theorie der Bewegungen der Himmels- 
kSrper vorgeschlagen habe. Eine geringe Abiinderung werde ich zwar 
dabei vornehmen, welche jedoch zu unwesentlich ist um hier einer be- 
sonderen Erwahnung zu bedarfen. 

Acta mathemattca. 7. Imprim6 le 28 Mars 1885. 19 
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In der in Frage stehenden Gleichung setze ist: 

)x 0 - -  A ---= 2 2 - K  x - -  1 8 0  ~ 

wo K ein vollstandiges elliptisches Integral erster 
dessen Modul vorlaufig unbestimmt gelassen wird. 
der Kflrze wegen: 

Gattung bezeichnet, 
Bezeichnet man nun 

w ,  _ + w ,  = w ,  
I + r+~ cosi).v - -  A) 

so erhMt man 

: ( 5 ) '  d~.E 4 [ w r: I 4 
d z , +  ')-----~ [ I - - l ~ 0 + f i c o s 2 7 - s  E - -  i, ~ W 

Nun hat man aber die Entwicklung 

e ~  I~( ' )+\~-Rj  f d l i _  2-KX-~-I__q'O~ j' 

wo F0 (~) eine von k oder q abh~ngige Constante bedeutet, deren Werth 
wir weiter unten angeben werden. Es folgt hieraus: 

~ z k'(l --  q~) cos 2 am :r ~ c o s 2 ~ x - -  t6q t6q ,o 

( ~ ' ~  12q_~ r. 3q'ocos6 lr } - -  ~ . )  ( , - - - r  , _ q ,  c o s 4 ~ x + - - , _ .  ~ . ~  + . . .  

Mit Ri~eksieht auf diese Entwicklung erhMt man aus der vorher- 
gehenden DifferentialgleMmng, indem der Modul k ~ odcr viehnehr q aus 
der Bedingungsgleichung 

( 2 4 )  k ~ k ~ ( ~  - -  ~') 
- -4q ,P  
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bestimmt wird, die folgende: 

d~E [ 4\2K] ] 
dx '-I-  k~c~  + a' ( i  - -  ~o)  - -  k 'F(o ~) E 

4 - ,-t 
--= W + f~(I --q2)E cos4~-KX + . . .  

Bei der Integration dieser Gleichung mtissen wir damit anfangen, die in 
E multiplicirten Glieder rechter Hand wegzulassen. Die Summe dieser 
Glieder, welche wir mit W~ zusammenschlagen, ist, cbenso wie diese 
Function, immer eine sehr kleine Grssse zweiter Ordnung in Bezug auf 
#~. Bei der Integration wird zwar die Function, welche E als Factor 
enthi~lt, zu Gliedern Veranlassung geben, welche entweder vergrSssert 
werden oder auch in v 0 multiplicirt erscheinen; diese Glieder sind abet 
von der Ordnung IL G und konnen, ihres geringen Betrages wegen, mi't 
Leichtigkeit erst spater bert~cksichtigt, und in die Hauptglieder von E 
aufgenommen werden. 

Wir bezeichnen noch 

2, . ( I - - ~ o ) ~ k ~ l ~ ) = :  I--k~snieo ~, 

wo i die Bedeutung der imaginaren Einheit hat, und erhalten alsdann 
die obige Differentialgleichung auf die yon Herrn HEgMITE angewandtc 
Form der LAM~'schen Differentialgleichungen gebracht, nehmlich 

(26) d'Edx, [2k~snx 2 ~  I - - k  ~+k~snieo~]E~-~4 2' { W + . . . }  

Die elcgantc, von Herrn HERM1TE angegebene Form des Intcgralcs 
dieser Gleichung ohne das Glied rechter Hand, ist die folgende: 

07) 
8"(iw) O'(i~) 

E----- 6'~ H(x + i~ e- ~(~i~)~O(z)  q- C~ H(~ --/~ e ~  
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wo C~ und C~ die beiden Integrationseonstanten bedeuten. Diese Glieder 
enthalten die Mittelpunktsgleiehung und die Erection und geben einen 
sehr genaherten Werth der Beweguhg des Mondperigaums. 

O' ( ioJ) lr 
Die Grssse O(ioJ) bezeichne ich durch i fR~ , wo ~ eine reelle positive 

Zah(, yon derselbcn Ordnung wie /~, bedeutet. Mit Berficksichtigung des 
Werthes 

;7 I 
~ x  - -  (I - - l~ )V o - - . 1 '  + #.,I + 5r 

findet man also: 

Wenn wit nun die beiden Constanten C1 und C'~ durch zwei andere x 
und I '  ersetzen, indem wit die Beziehungen 

v __  ( f  

(Jl 2 ~'- ~q 

y.e 2 C.2 ., ~ -  e 

feststellen, erhalten wir: 

(28) 
rq 

O ( x ) E - -  z e ,2K { H ( ' t - ~ t c D )  "3V H (~r - -  ic-~ c ~  p ( I - -  [l) Po - l ''3V / l ' - -  [,~A ] 

4 - -  2 ~/q {H (x + ion) -  H (x--iw)] sin [u(~ - - / . ~ ) v  o - -  1 - ' +  A ' - - / , A ]  

Dieses Resultat werde ich etwas naher entwickeln und auf die in 
der Astronomie gebrauchliche Form bringen, wodurch man in den Stand 
gesetzt wird, die Bedeutung desselben leicht zu abersehen. 

Zunachst. ist an die Entwicklung 

H(x) - -  2~/~ s in~-Rx--  s i n 3 ~ x  + s i n 5 ~ - R x - - . . .  
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zu erinrtern. Hieraus findet sich sogleich 

r: (o --i  ~" x 
H(x + i o ) -  ' * ' - ~  {e '-'~ 7 W ~  

H(x - -  ion) ---- - - e  K 2K _ _ . . .  ; 

und wenn man den 

driicke: 

H(x + iw) + H ( : ~ - - i e o ) =  2{,qe '-'~ c(,s[(~--/~)v o + l~,4j 

+ e ,:o~ [(~ - -  # ) . 0  - -  A' + / ~ A I  

-I 2 ~ e ,~o~ 3 [ ( i  - -  #) .o - -  A'  + #A] 

+ . . . . . .  I 

H(x + i o J ) -  H ( x -  i o n ) = -  2il/~le'-~"lsin[(~- t O G -  A' + I~A] 
1 

- -  - -  { o  �9 

- - e  *" s , n [ ( l  - - l . O V o  - -  A' 4-  14A] 

- -  f o  * 

+ q2e~: s,n 3 [ ( 1  - -  [I )  V O - -  A '  - t -  [ I A ]  

I 
~ �9 �9 �9 �9 �9 . j  

Bezeichnet man nun: 

~" - - - - - -  # - -  lJ(I hi2), 

so giebt die Gleichung (28): 

e(x)E = z c o s [ ( ,  - -  ~)v o - -  r ]  

+ ~ c o , { 2 ( ,  - - z ) ' . o - -  2 (+r - -  zA) - -  [( , - -  r Vo - -  /"]} 

7 g  

+ xq'e~"cos{ 2(1 --/~)v o - -  2(s  - - / u l )  + [(i - -  ~ ' ) 'V 0 - -  / ' ] }  
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Werth von ~-KX einsetzt, so gewinnt man die Aus- 
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Das erste Glied rechter Hand ist das Hauptglied der Mittelpunktsglei- 
chung, insofern diese in den Ausdruck f~~r den Radius-vector eingeht; 
das zweite Glied entspricht der Evection; das Argument cv 0 ist endlich 
die Bewegung des Mondperigaums. 

Mit Hinweglassung der Glieder, welche in hsheren Potenzen yon q 
multiplicirt sind, hat man: 

1 7l" 
e ( z )  - -  i + 2qcos2 ~-KX 

= 1 - -  : ~  e o ,  : i ( '  - -  # ) " o  - -  A' + t~,t] 

und mit demselben Grade der Genauigkeit hat inan: 

I 
~ ,  + r  = ~ + _ ;r  2[(~ - -  I.,)Vo - -  A' + f fA]  

Durch Multiplication mit diesen beiden Factoren erhMt man aus dem vor- 
hergehenden Ausdri~cke ft'tr 8 ( x ) E ,  der Gleichung (I7) gemass, den fol- 
genden: 

- -  - - '  + , f ~ ~  " co~,[(, - -  r o - - / ' ]  

I ~ ,o] 
- ~. q - : , ' a - - r  e o s l : [ ( x - - - # ) v o - - A ' + ~ a ] + [ ( , - - r  

I ] --~r'u __ At - - x  q - - ~ ,  e x cos{4[( ,--#)% + p A l - -  [(1--r  - -F]} 

I J O I ~ O 

Dieser Ausdruck von Po ist indessen noch unvollst~ndig, indem der- 
selbe nicht diejenigen Glieder enthalt, welche aus der Function W rechter 
Hand in der Gleichung (26) entspringen. Diese Glieder werden, wenn 
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man sie zunaehst in der Function E beracksichtigt, aus der nachstehenden 
Formel erhalten: 

(3o) E = 
[ rr [O(o)]~'O(ieo) II(,v + uo) - ~ . "  [H(x--UO)e.(~,o).~_ 
2 2Kk'tt(i~o)H,(i~o)O,(i~o} ~ e . ]  -O~Tf) H)tro 

~ [ o ( o ) ] '  o(i,o) 
+ ), 2Kk 'H( ieo)Ht (&o)O, ( iw)  - -  

�9 W ( f i o )  .'o . t ~ ' ( f i o )  

-0~ ) e . ] ~-(~) e tVdvo, 

und diese Grssse ist dem Ausdrucke (27) hinzuzufi'lgen, damit die voll- 
stgndige Function E erhalten werde. 

Die Ermittelung des gemeinschaftlichen Coefficienten der beiden Glieder 
in dem vorstehenden Ausdrucke habe ich in der ersten Abhandlung rtber 
die Theorie der Bewegungen der Himmelskt~rper durchgefi~hrt. ~ An sich 
ist diese Ermittelung nieht von Interesse und kann daher hier flbergangen 
werden, und dies um so mehr, da sie leicht, auf Grund bekannter Regeln, 
aus der Integralrechnung bewerkstelligt werden kann. 

Von den Gliedern in W~ gedenke ich nur der nachstehenden, als 
der gr~ssten und einflussreichsten 

w ,  = - -  ro - -  ~ , a ;  - -  r ,  c o s  (),~o - -  a )  

und eben diese Glieder bilden auch den Haupttheil der Function W. Das 
zweite dieser drei Glieder ist aber noch nicht auf eine solche Form ge- 
bracht, dass die Functionen unter dem Integralzeichen in der Gleichung 
(3 o) unmittelbar integrabel sind, wenn dieses Glied ffir W daselbst ein- 
gefahrt wird. Aus der Theorie der Erdbewegung hat man abet, wenn 
man bloss den intermediiiren Werth yon P'0 beracksichtigt, 

ao  = x' c o s  [ ( ,  - - r  r ' ]  

in welchem Ausdrucke x' mit der Excentrieitht der Erdbahn identificirt 
werden, r die Bewegung des Erdperiheliums, und 1" die um I8o 0 ver- 
mehrte Lange des Perihels (also das Perigaum der Sonne) bedeutet. Indem 
man ferner die L~nge v o durch Vo ersetzt und dabei die mit G bezeichnete 
Grissse vernachlassigt, ergiebt sieh 

po = z cos [(i - -  r - - / , A +  . r )  - - / " ]  

' Bihang till k. svenska Vetenskaps-akademiens hand|ingar~ Bd. 6. 
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~ t  -Mawendung dieses Ausdruekes erhMt man si~mmtliche Glieder in W 
au f  solche Form gebraelat, class die in der Gleichung (3 o) vorkommenden 
Integrationen unmitteI'bar auszuffihren sind. 

Die Einzelnheiten der hierauf beziiglichen leichten Rechnungcn werde 
ich nun nicht welter beri'lhren, indem wir die allgemeine Form der Re- 
sultate auch ohne solche Details erkcnnen werden, und die bereits mit- 
getheilten Entwicklungen uns in den Stand setzen, t'lber die numerische 
Genauigkeit, die bei der ersten Annaherung erreicht wird, uns ein Urtheil 
zu bildem. Zum Erkennen der allgemeinen Form der Resultate genOgt 
fol~ande Bemerkung: Wenn in dem Producte 

tin Glied dcr Form 

(4'(ie~) 
w H ( z -  i~O) e ~  

vorkommt, wo h,  g und B beliebige abcr doch rcelle Constanten bedeuten, 
so enth~'tlt das Product 

t4' ( i~o ) 

wH@ -I- i~o) e -  -u,.,).r 

das entsprechende Glied 
]le--igro + i ~ 

Wenn nun diese beiden Glieder in die Gleiehung (30) eingesetzt werden, 
so erhalten wit das entspree.hende Glied in E wie folgt: 

h ~ .  [O(o)]~O(i,o) H(z + i,O)e-~!!~):~+,,~,o--., 
E = �9 i),g_KkH(~o)H,(~w)O~(i~o)~ ' " " O(x)  ot~,o, 

~'(i~o) 
It = [O(o)l '~ O(i,o) H(x -- i,o) e .(,,.~------3)~'-~"0 ~-,n 

i).ff 2Kk'H(iaOH,(ieo)O,(ieo ) e ( x )  

, , )  
oder, wenn man jetzt B far  B - - , ~ I A ' - - I L : I ~ , ' r  sehreibt, 

(31) E =  
h ,7 [0(o)]0" O(i,o) H ( x T i w ) T H ( x - - i ~ o )  

i29 2Kk'H(ir It,(ito)O,(i,o) O(ac) 
- -  c o s  I[~ - ~(' - / , ) J , , o -  B} 

h =, [o(o)] '~ o(~,o) n(~+i~o)--n(x--r ~inl[. q_~(~  _,~)],,o__ B] 
2g 2 K k'II (i,o) H, (i,o) O, (ieo) 0 (x) 
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. 

Die Glieder, welche wir jetzt theils entwickelt, theils angedeutet 
haben, entsprechen den Hauptgleichungen der Mondbewegung, nehmlich 
der Mittelpunktsgleichung, der Erection, der Variation und der!jt~hrlichen 
Gleichung. Dabei ist auch die Bewegung des Mondperigaums, tdie wir 
durch r 0 bezeichnet haben, ziemlich vollstandig gegeben. Dututh ~eine 
geringe Abanderung der betreffenden constanten Coefficienten, yon der 
welter unter die Rede sein soll, l~sst sich die Genauigkeit noch steigern, 
ohne dass an der bisher befolgten Behandlung der Aufgabe formell Etwas 
geAndert wird, so dass die Resultate immer noch als der ersten Anni~her- 
ung entspreehend anzusehen sind. In der zweiten Annaherung kommen 
die Glieder, welche yon den hsheren Potenzen der Grossen p0 und p0 ab- 
hangen, mit in Rechnung, in so fern sie nehmlich die Glieder der inter- 
mediaren Bahn, und namentlich die Bewegung des Perigi~ums beeinflussen. 
Unsere Aufgabe ist nun aber nicht die betreffenden Entwicklungen wirk- 
lich auszuffihren, sondern viehnehr, die Resultate unter einer msglichst 
concentrirten Form zu erhalten. Zu diesem 'Zwecke werden wir zwei 
Functionen 1 und Lt bilden, indem wir setzen: 

H(x + ito) + H(x- - i to )  = 210(x)cosL 1 

i{H(x + i t o ) -  H(x-- / to)} = 210( x ) sin L, 

Aus diesen Bestimmungen folgen verschiedene Relationen, nehmlich 

[O(x)]:l'--= H(x + ho)H(x-- i to)  

�9 H ( z  + leo) - -  H ( z  - -  leo) 
tang L~ = *H(z + ieo) + H ( z -  iw) 

I , H ( z + i ~ o )  
L 1 = ~ itogfi-~ Z/-~) 

dz 2 [.H:(z + i~o) 
Aeta mathematiea. 7. Imprim~ le 3f Mars 1885. 

H (~ - -  i ,o)  I 

2O 
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Erinnert man sich ferner der Beziehung: 

0(o)' H(~ + i~ , ) I : t (z  - -  i,~,) --_ ~ s n i o ~  + s n  x ~, 
~(,i,o)" [o(~)] ~ 

so leuchtet die Richtigkeit des Ausdruckes 

T O(ito) , z '  
1 ~ V t c - ~  y - -  sniea' + sn 

sofort ein. 
Aus der Gleichung (28) ergiebt sich nun, indem die Gleichungen (32) 

beriicksichtigt werden, 

E = x ~ l c o s [ L  t + v ( l - - p )  v o - - F +  : l ' - -p : l ] ,  
W 

und, wie wir aus der Gleichung (3 I) ersehen, kSnnen die abrigen Glieder 
in E auf eine 'ahnliche Form gebracht werden. Fassen wir also alle 
Glieder in E zusammen, so kSnnen wit das Resultat, wie folgt, angeben, 

(33) E ---- ,0t cos(Z, + - -  B0) 

+ x,1 cos (L, + ~, v 0 - -  B,) 

+ x,1 cos(L, + ,~,o - -  B~) 

wo die x und die ~ constante Coefficienten bezeichnen, deren Werthe 
ebenso wie die der Winkel B sehr einfach zu ermitteln sind, und daher 
bier tibergangen werden. Ins Besondere hat man 

Den AuMruck (33) 

~q 

~o --= v(I ~ p )  

B o ---- I ' - - A ' + p A  

f~r E kann man indessen formell noeh mehr 
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zusammenziehen, was ftir die sp'~teren Operationen nicht ohne Nutzen 
sein wird. Wi t  bilden die Functionen: 

(34) 

cos D ---- 

sin D = 

+ "1 cos [(a, - -  ao)Vo - -  (B, - -  Bo) ] 

+ x~ cos [(~,, - -  ~'o)~o - -  (B~ - -  Bo)] 

J r -  o . . . o o 

x, sin [(),, - -  ) ,o)Vo- ( B ~ -  Bo)] 

+ x, sin[(~ 2 --),o)Vo - - ( B ~  - -  Bo) ] 

- ~ -  o . , . �9 o 

Die numerisehen Werthe der Constanten sind nun in der Theorie des 
Mondes solche, dass x 0 die Summe der 1)-brigen bei Weitem ftbertrifft. 
Man kann daher annehmen, dass ~ eine immer positive Grssse bezeichnet; 
dabei wird D einen Winkel  bedeuten, der wenige Grade zu beiden Sciten 
von Null  hin und her schwankt. 

Fa r  die Function ~ fi;~hre ich noch den folgenden Ausdruek an 

(3s) = xo + ~.~ + xg + . . .  

+ 2xo {xl c o s [ O , l - - ) , o ) V o - - ( B i - - B o ) ] +  x 2 cos[(~.~-- ~o)Vo-- (B.~-- B0)] + . . . }  

+ 2 x I {x 2 cos[(a~- ~,)v o --  (B , - -  B1) ] -I- x~ cos [(a 3 --  a,)v o --  (B~-- B,)] + . . . }  

- ~ -  . �9 �9 . o �9 ~ 

aus dem die Entwicklungen der verschiedenen Potenzen yon ,~ erhalten 
werden ksnnen. 

In dem Falle, dass von den Coefficienten x0, Xl, . . . ,  alle mit Aus- 
nahme der beiden ersten verschwinden, gestalten sich die Formeln be- 
sonders einfach, und well dieser Fall  factisch ill Betracht gezogen werden 
wird, so gebe ich die betreffenden Formeln an. 

Zunachst bezeichne ich 

( ~  - -  ~0)v o - -  (B~ - -  Bo)  = w 
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undl crl:l~l~t~ 

l~ttgt~ G y k l ~ .  

,) cos D --  x o + x~ cos w 

3 sin D = x~ sin w 

tang D --~ z, sin w 
x o + x~ c o s  w 

d 2 x5 "4- 2xox~ cos w + x~ 

d O  _ ~,,~, co_s~_o + ~ (2, ~ '~o) 
dvo 3 ~ 

d3 

d "u o 

xox , sin w (2, __ 20 ) 

Aus dcr Gleichung (33) ergiebt sich nun, nachdem wir uns der Bezeich- 
nungen (34) bedient haben, 

E = ~).l. cos (L -4- D); 

man findct fcrner, indern man der Gleichung ( : l )  gemass den Worth von 
Po bildct, und dabei die Bezeichnungen 

(3 6 ) -~ 3 . l . ~ / [  + ~, cos(~Vo - - d )  

einfi~hrt, das Resultat 

(37) Po = rieos(Z + D) 

In gewisser Hinsicht ist diese Form des Resultates mit  wesentlichen 
Vortheilen verbunden, die jedoch andererseits von Nachtheilen aufgewogen 
werden, welche ihr eigenthfmalich sind. Wenn man nehmlich, mit  Htilfe 
dieses Werthes, die redhcirte Zeit r als Function der intermediaren Lange 
v 0 entwickelt, so treten Glieder langer und kurzer Perioden durch ein- 
ander auf, eine Unbequemlichkeit ,  die man doch auf ein moglichst geringes 
Maass zurrlckzubringen suchen muss. Eine solche Reduction ist auch 
sehr einfach auszufiihren, wenn man yon den Gliedern der Gleichung (33) 
allc solche abtrennt, die in ihren Haupttheilen entweder constant oder 
langer Periode sind. Die Functionen ~ cos D und 6 sin D werden nun 
auch diese Glieder nicht mehr enthalten und also wesentlich reducirt er- 
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scheinen. In der Mondtheorie wird es sich sogar empfehlen, von diesen 
Functioncn alle diejenigen Glieder abzutrennen, die nicht in x o oder x 1 
multiplicirt sind, wobei indessen vorausgesetzt wird, dass das in x~ multi- 
plicirte Glied der Variation entspricht. Die jahrliche Gleichung ist als- 
dann unter den abgetrennten Gliedern zu suchen. Bezeichnen wir die 
Summe dieser durch /~, so haben wit nun, statt der Gleichung (37), die 
folgcnde 

(38) p0 = R + ~cos(L + D) 

Es ist aber bei dieser Gleichung zu bemerken, dass R an sich sehr klein 

ist, abet Glieder enthMt, die im Integrale fRdv  o gross werden. Da nun 

die Function ~cos(L "4-D) keine, oder wemgstens keine wesentlichen 

Glieder langer Periode enthalt, so ksnnen solche auch nicht in '~ cos (L +/ ) )  t + R  
vorkommen. Diesem Umstande gemass muss die Entwicklung der redu- 
cirten Zeit als Function yon v 0 angeordnet werden. 

Mit der Erreichung der angefahrten Resultate ist alas Wesentlichste 
der vorliegenden Untersuchung absolvirt; denn wir haben in dem ge- 
fundenen Ausdrucke yon P0 bereits einen Werth dieser Grssse, wclcher 
sehr genahert ist und die wesentlichen Eigent.ht~mlichkeiten der Mond- 
bahn angiebt. Es sind abet noch einige Bemerkungen hinzuzuft~gen, 
theils in Bezug auf die Ausfiihrung der fortgesetzten Annaherungen, um 
die Function P0 genauer zu bestimmen, theils in Bezug auf die Ermit- 
telung der Functioncn Z und r. 

. 

Sobald tin gen'~hcrter Worth der Function P0 oder E gefunden 
worden ist, hat man denselben in die rechte Seite der Glcichung ( : 6 ) z u  
substituiren. Im allgemeinen sind die hierbei vorkommenden Operationen 
mit keinen Schwierigkeiten verkniipft, jedoch mit der Ausnahme, dass 
Glieder auftreten, welche x oder v 0 als Factor haben und welche daher 
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Operationen veranlassen diese zu vernichten. 
wenn fi'tr W ein Product  der Form 

Solche Glieder entstehen, 

f E  cos : s - ~ x  

in die rechte Seite dcr Gleichung (30) eingesetzt wird, und zwar ist 
hierbei 2 der geringste Wcrth der ganzen Zahl s, und kommt von E 
nut der Theil in Betracht, weIcher dutch die Gleichung (27)gegeben ist. 
Der Coefficient f dieses Productes ist immer eine Grosse wenigstcns zweiter 
Ordnung in Bezug auf fl oder #~, und es wird sich zeigen, dass das re- 
sultirende, in v o multiplicirte Glied wenigstens dritter Ordnung ist. In 
Bezug auf dieses Glied, welches wir E1 nennen wollen, giebt nun die 
Gleichung (3 o) ein Resultat der Form 

H'(i(~) j 
H (x + "ito) ] H (x + ~;  - -  - -  t; c', e (~) e -  ~ "  ,~,o) n (~, _i,o) cos : s  ~ x dx 

H'(iw) -J 

+ / i  C',~ H (,~ - -  i,o) = - :  j n (.~ + - -  ~, O(x) e "("")" i~o) H (~ ia,) 
[0(~)1' cos : s  - ~  x e& + . . . ,  

wo /'~ das Product von f u n d  den constanten Factor in der Gleichung (30) 
bezeichnet. 

Erwitgen wir nun, dass 

rJ @ + i~,) H(~ - -  i,o) ~,O(i,,,)' 
[O(z)] ~ --  [o(o)j' { -  sniw2 + snx~}' 

und erinnern wir uns der Entwicklung 

8 n ~ 2  ~__ cons t .  

cos2_~KX+i  ~ c o s 4 ~  + . . .  , 

so ersehen wir, dass das Resultat in Bezug auf E~ das folgende wird: 

I "''~' H(~-- i~ "'"~' ] E ,  = f~ \~-M k ~ ' ,  - q'~, x c ,  o(~) e- - - c ,  o ( . )  + ' 
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Andererseits erhMt man aus der Gleichung (27), wenn man daselbst, und 

zwar nur in dem Quotienten o'(i~o) 0 - ~ '  die Grssse to um Ato vermehrt denkt, 

. ,~.(~,~) . o'(,,~) I d'  A E  ~ - -  x C~ H(x0(z) + u~ e- ~ - -  6'~ H(x-- U ~  l~176 ~ 

Es geht aus der Form dieses Resultates sogleich hervor, dass man durch 
eine passende Bestimmung von Ato, die jedenfalls eine sehr kleine Grosse 
bezeichnet, dass Glied E 1 vernichten kann. 

Dass die Anderung yon to tibrigens keine secul~iren Glieder ver- 
anlasst, ist leicht nachzuwcisen. Zun~tchst ist ersichtlich, dass sie nicht 
durch Differentiation der Functionen H(x A-ito) und H(x- - i to )  entstcken 
ksnnen, abet auch in den Gliedern der Gleichung (3 o) hat eine Differentia- 
tion in Bezug auf to kein seculares Glied zu Folge. Wit  betrachten den 
Ausdruck 

A = e"~fFe-"~dx 

wo a eine beliebige Function von to und F eine Function yon x bedeutet. 
Man erhMt hieraus, indem nach to difi'erentiirt wird, 

VA __ da lxe~X f F e . . . .  dx  _ _  e,.~ f . r F e - , ~ d x ]  

d~ f f  ---- d~o-- e~x F e  - ~  d x  2 

ein Resultat, worin die Glieder, welche x als Factor enthielten, einander 
aufgehoben haben. 

. 

Das Resultat, welches wir ft~r ~ angegeben haben, ist, obschon for 

die bisherige Verwendung hinreichend genau, doch nicht so genithert, wie 
wit es in der ersten Annaherung ohne M~lhe finden ksnnen. Da wir abet 
bereits einen genltherten Werth dieser Grssse besitzen, so kSnnen wit die 
erste der Gleichungen (I7) mit Rt~cksicht hierauf behandeln. 
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Wit schreiben diese Gleichung zunachst in der folgenden Welse: 

dv~ /~, sin (),v o + 2 Z - -  A) "4"/9~(4po - -  3p;) sin (avo - -  A) 

-4-/~,(4Po - -  3P'o)Zc~ - -  A) 

. . . . . .  

und fahren in das dritte und die folgenden Glieder rechter Hand den ge- 
naherten Werth 

/9, sin 0 ,Vo-  A) + 4fl~ f feo si, (a,,o-.~)av'0- o~, f f+,o s,,,(a,,o-a),t,,: 

ein. l)as Resultat, welches wit somit erhalten, bezeichnen wit, wie fol~:  

(39) d'Z ~-l"V: = - -  /~1 sin ()r176 + 2 t~ ' - -  A)  + ~l(4tOo - -  3P'o) sin (),v o - -  A) 

+ ~ (4po - -  3p;) sin 2(,~v o - -  A) + X , ,  

wobei wir gesetzt haben: 

(40) xl = 4 f i : ( 4 p o -  3p0)cos (~vo- A)ffpo sin (~.,~0- a)~'0 ~ 

- -  3 ~ ( 4 p 0  - -  3 p ; ) c o s ( a v 0 -  A)ffp'osin (aVo- A)dvg 

Die Function X 1 ist also, wie man leicht erkennt, eine aehr kleine Gr0sse, 
erstens zweiter Ordnung in Bezug auf fl~, dann aber auch zweiter Oral- 
hung in Bezug auf die Constanten x und x'. 

Far  die Integration einer Gleichung der Form (39) habe ich in 
tier ersten Abhandlung i~ber die Theorie der Bew. d. Himmelsk. eine 
Methode gegeben, die zwar keine directe ist, sondern das Resultat durch 
fortgesetzte Annttherungen giebt. Im vorliegenden Falle convergiren diese 
aber i~usserst rasch, weil die in der ersten Ann~therung vernachlassigten 
Glieder eine sehr kleine Grosse, v o n d e r  Ordnung ~ ( 4 p o ~  3p~) ~ bilden. 
Die Auseinandersetzung der Methode brauche ich hier nicht zu wieder- 
ffolen; es geniigt, die Resultate der ersten Annaherung anzuftlhren. 
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Aus der Gleichung: 

bestimmen wir den Modul k, und bezeichnen 

2 K I 0,V0 A) 
$ - - 7 ~  - -  ; 

wir erhalten alsdann: 

161 

(4I) I O, Yo ___ A )  2 I - V I ,  Z = am$=--~ 

wobei V~ aus der nachstehenden Gleichung zu bestimmen ist: 

-4- 4)'-~L-ff) ~ -  2fl, J (an. ~)'., 

Die Buehstaben K und E bedeuten hier, wie gew0hnlich, die vollstan- 
digen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, und die Grssse X 
bezeichnet die Summe aller Glieder rechter Hand in der Gleichung (39). 
Die willktlrliche Constante C~ kann sofort gleich Null gesetzt werden; 
die andere Constante C2 muss man aber in der Weise bestimmen, dass 
die Glieder, welche den Factor $ erhalten, zum Verschwinden gebracht 
werden. Solche Glieder lassen sich librigens direct, dutch eine geringe 
]iinderung des Coefficienten /~, vermeiden. 

Handelt es sich nun darum, die z-Function an und ffir sich zu ent- 
wickeln, so muss der bereits gefundene Werth yon Po in die Function X 
substituirt werden; beabsichtigt man aber eine neue Ann~iherung in Bezug 
auf P0 durchzuftlhren, so ist diese Grssse als noch unbestimmt in den 

Formeln beizubehalten, und man erhi~lt alsdann ein Resultat for dZ 
d v  ~ ' 

welches in derselben Weise, wie es in dem Artikel 3 gezeigt wurde, zu 
verwenden ist. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  7. Imprim~ le 7 Avril 1885. 21 
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Die Herstellung der Function erheischt indessen noch die Entwick- 
lung des Integrales 

fT/cos(L + D ) s i n O ,  v o - -  A ) d v  o 

und anderer, ,nit diesem verwandten. Ich werde daher die allgemeine 
Form 

dv o 

in Betrachtung ziehen, aus welchem die Entwicklungen der vorkommen- 
den Specialfalle zu erhalten sind. In diesem Ausdrucke bedeutet s, nicht 
minder als m ganze Zahlen, yon welchen m auch negativ sein kann; M 
eine Constante, und 20 einen beliebigen positiven oder negativen Coeffici- 
enten, welcher natiirlich auch die, dem Buchstaben ), vorhin beigelegten 
Werth haben k a n n . -  Man ksnnte nun die Function d U  in leichter 
Weise, in eine direct integrable Form gebracht erhalten, indem man 
die Entwicklung der Function y/d mCL+v) zuerst durchfiihrte - -  in welcher 
die Differenz s - - m  immer eine positive gerade Zahl, Null nicht aus- 
genommen, bedeutet - -  allein dadurch wt~rde man die concentrirte Form 
der Resultate, die wir doch beizubehalten bestrebt sind, aufgeben. Ein 
anderer Ausweg, die Integration durchzufl~hren, ist daher erforderlich. 

Um eine solche vorzubereiten, setze ich: 

U = P~/d [~(t+b)+~''+~q 

Wenn nun dieser Ausdruek, naeh ausgefahrter Differentiation, mit dem 
vorhergehenden verglichen wird, so finden wit. die Gleichung: 

i - -   +mi\dv + +i,t0 

in weleher Gleiehung die bekannten Werthe der Differentialquotienten 
einzusetzen sin& Man erhMt somit ein Resultat der Form- 

dP 
I ~--- i i ~ - -  2zsin(2v o - - A )  + ~']P + ~vvo, 

indem man sich unter g und 2~ zwei constante Coefficienten denkt, von 
r -  

denen die zweite yon der Ordnung des Verhaltnisses zwischen Evection 
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und Mit te lpunktsgleichung,  mul t ip l ie i r t  mi t  ciner ganzen Zahl, ist. l)ic 

Funct ion  ~" bedeutet  dabei ein Reihe Glieder, deren Summe  immer  klein 

im VerhMtniss zu 2r bleibt. 

Wir  setzen hierauf:  

v =  po + 2'~ + P~ + . . . ,  

und bes t immen die einzelnen P aus den Gleichungen:  

d Po 
= [ 0 -  : ~ s i n ( ~ o  - -  A)]po + d,,o. 

- -  Po ~t" = [/g __ 2 ~ sin (~v o 
alP, 

- -  A ) I Z - ' ,  + 

dP~ 
_ _ p ~  ~ t ' =  I /g__ 2~sin(,tvo __ A)]P~ + dvo 

U .  S :  W .  

Hieraus findet sieh: 

t '  o = e �9 j e  �9 d V o  

" _ _  , .-- . /  " _ _  . , - -  PI . . . .  e 'g" z cos(,., a) e,g~,+ ~ oo~(,~0 ~) Po r 

- - i g V o - - - z - c o s O . v o - - A )  I F i y V o + - ~ c o s (  . V o - - -  ) 

= - -  e " J ~ V d V o J e  ' duo 

u. s. w. - -  Ohne Schwierigkeit  wfirde man,  auf  Grund dieser Ausdracke,  

die betreffenden Funct ionen  entwickeln kOnnen, allein wenigstens die erste 

derselben lasst sich du tch  die Methods der unbes t immten  Coefficienten 

noch einfacher ermitteln.  

Zu diesem Zwecke setzen wir:  

iPo = Po + Pl d(~'~ + au~ e~(z'~ + "" " 

+ p_ae - 'a '`-a) + p_~e -~(~'.-a) + . . . .  
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welche Bezeichnungsweise die folgenden Bedingungsgleichungen nach sich 
zieht: 

I : Fog + P - : e  ~ p : - z  

o = (,: + 9)p, + ~po --~-p~ 

o = ( : a  + .q)p~ + ~p, - -  .~p~ 

U. 8. W. 

o = ( a -  v ) p - ,  + ~p0 - -  -~p-,., 

o = ( 2 a -  g)p_. ,  + a p _ , -  ~p._~ 

U. S. "W. 

Aus diesen Gleichungen folgen, indem s eine positive ganze Zahl bedeutet, 

/~_ ~--- _ _  s2 + g ; p_.,  __ s ~ - - g  ; 

.~)~--1 t)S + 1 Z .~-- ,  + 1 ~0--,---1 r 
I I 

p~ s2 + g  p - s  s 2 - - g  

und die Beziehungen geben zu den nachstchenden Kettenbraehen Anlass: 

p, s~ + 9' 

[ +  
(s~, + g)[0 + ~)~ + 9] 

s 
i +  

! "4- . .  . . . .  

:P - s+ l  

s2 - -  g 
~2 

i +  (~  - g)[(.~ + ~)~ - -  g] 

i +  
[(~ + I ) ~ - -  g][(s + ~)~ - -  9] 

! " k .  . . . . .  

Diese Ausdrcmke crweisen, nicht nur dass die Kettenbrrmhe con- 
vergent sind, wenn s einen hinlanglich grossen Werth hat, sondern auch 
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dass die  Keihe, welche die Function P0 darstellt, immer convergirt, den 
Fall jedoch ausgenommen, wo s 2 - - g  den Werth Null annehmen kann. 
Solche FMle konnen indessen vermieden werden. 

Hat man nach den angeffihrten Formeln die Verhaltnisse ~ und p-1 
-Po 2)0 

gefunden, so ergiebt sieh der absolute Werth yon P0 aus der Gleichung: 

p_~ /~) 
- =  t 7  ro g + ~  

Die (ibrigen Gleichungen des Systems, welches die Functibn P be- 
stimmt, lassen sich in eine Reihe anderer Gleichungen zerlegen, yon denen 
jede einzelne die Form der soeben betrachteten hat, und also durch die 
angeftihrten Ausdriieke integrirbar sind. In der That, wenn die Gleichung: 

besteht, so setze man: 

To ' . .ov  + rlP,,.le'(~""-'~') + . . .  ; 

zur Bestimmung der Function P,.,  erhMt man alsdann die Gleiehung: 

d Plt.s 
, = ( i(g + 2 sin(Zv0 - -  A ) ] P . . .  + ' 

welche mit der Gleichung, woraus /9 o bestimmt wurde, ganz analog ist; 
nur steht g + ~, anstatt der Constante g. 

Wir kommen endlich zu der Aufgabe, die reducirte Zeit r als 
Function yon v 0 zu ermitteln: dieselbe ist jedoch nunmehr leicht zu 15sen, 
weil die soeben auseinandergesetzte Integrationsmethode auch jetzt Ver- 
wendung finden wird. Man hat nehmlich nur den Werth von d~ aus 
der Gleichung (z 5) nach den steigenden Potenzen der Grosse Po zu ent- 
wickeln, wonach die Reduction auf integrirbare Formen ohne besondere 
Vorschriften i~usserst leicht auszuftihren ist. - -  Man hat aber hierbei die 
Glieder besonders zu beachten, die aus R herrt~hren; der constante Theil 
dieser Grssse, ebenso wie die constanten Theile yon//~,/~3, .- . ,  ~ ,  74, ... 
mfissen in dem Factor p berticksichtigt werden, und man kann diesen, 
wie schon hervorgehoben wurde, in solcher Weise bestimmen, dass die 

mittlere Bewegung durch das Product ~/[l--a - ~  ausgedr0ckt wird. Die 
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Glieder langer Periode, welcht! in den erwMmten Funetionen vorkommen, 
werden dutch die Integration direct vergrSssert, und es ist zweckmassig, 
sic besonders zu behandeln, d. h. sic nicht mit den Gliedern kurzer 
Periode, wie z. B. 7]cos(L + D), r/~cos2(L + D), u. s. w. zusammen- 
zusehlagen. Man kann nehmlich mit den zuletzt genannten Gliedern, oder 
vielmehr mit der Function, aus welcher sic cntstehen, eine gewisse Trans. 
formation vornehmen, wodurch der Ausdruck ffir r wesentlich an l~ber- 
siehtlichkeit gewinnt; ich muss sic ind'essen bier bei Seite lassen, um 
diese Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen. 

. 

Bevor ich zu der Mittheilung der numerischen Resultate t'lbergehe, 
will ich einiger Zusatzglieder gedenken; welche bisher vernachlttssigt 
wurden, die abet leicht nachtrl~glich Beracksichtigung finden konnen. 
Es sind dies die GIieder, welche aus der Function 

= : fp'odVo - :lqpod,. 

herrahren. Diese Function, die bisher vernachlassigt wurde, veranlasst 
ill Qo und P0, als den wesentlichsten, die Zusatzglieder: 

a Qo = - 61,' cos~v0 - ; ) f p o a , o  

~ P 0 - -  

Hiermit ergeben sich: 

- - 6 ~  ~ s i ,  ( a v .  - -  ~)fpodv~ 

AT~o=az -- 6t~fcos(~v0 - -  A ) d v o f p o d v  o 

�9 d Z - - A  Po-- :~x Tv~v ~ == 61~3sin (~v0 --  A ) f p o d v  o + ,  2flafcos(~v0 --  A)dvo fpodv  o ; 
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und wenn man auch hier die im Art. 3 angeft~hrte Transformation an- 
wendet, und dabei alle unwesentlichen Glieder wegl'~sst, so wird zuniichst: 

- = - 

- _ - -  ~ 6 # 3  sin (2vo__A) dpo x 2/~ 3 cos(av o - - A ) p  o 

- -  1 2  ~ a f s i n  (av o - -  A)  too dvo 

In dem letzten Gliede dieses Ausdruckes setzen wir den Werth: 

j I 

po s i ,  (av~ - -  A)  dvo - - - -  

s i n  (Jlv o - -  A)dd~PVo ~ - -  ~ cos  (,(v o - -  A)p. 

7o [[ + ~, cos(,~v0 --  A)] 

ein, und erhalten, immer mit Hinweglassung unwesentlicher Glieder: 

- -  a p  o - -  ~ a  d z  _ 
~ o  

Hiernach findet man leicht, als Correction yon ~, den Werth: 

Diese Vorbemerkung musste vorausgesehickt werden um eine der 
folgenden Zahlen motiviren zu kSnnen, die mit Rilcksicht auf die zuletzt 
gegebene Correction berechnet worden ist. 

Mit den bekannten Werthen der mittleren Bewegungen des Mondes 
und der  Sonne, nehmlich: 

ergaben sich: 

logn = 7.2350019] in 365 t Tagen 

logn' ---- 6.1125936j 4" 

log/~ --= 8.87759I 7 

loga ---- 0.2669659 

logfll ---- 7.9312747; 
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und hi~auf:: 

ferner: 

und endlieh: 

Hugo Gylddn. 

log~ =7.9307323 

logfl =8 .2142154  

l o g h =  7.4557767 

log~ =8 .2496706 ;  

~ g ~ 0 = o . 3 8 5 2 o 9 8  

l og~ 1= 8 . I82189o  

log~ = 7.6266856; 

l o g ~ = 7 . 9 1 5 3 4 8 5  

log~ = 9.OLO7692 , 

in welehem letzten Werthe die Correction A~ bereits aufgenommen 
worden ist. 

Nachdem diese Vorbereitungsrechnungen erledigt waren, ergab sieh 
die Grssse q aus der Gleichung (24), oder vielmehr aus der, dieser Glei- 
chung entstammenden Reihe: 

Es fand sich: 

q - - 4 2 '  64 ~ + ' ' "  

logq = 7.874753 ~ 

Vermittelst der bekannten Formeln: 

I(__, +_q:x! + r I' ~. = 4~/} I ~, + ~X I + } 5 :  : 
2K 4q 4q s - - = ~ + - -  q , + . . .  

I - - q  i - -  

ergaben sich ferner: 
l o g k = 9 . 5 2 6 5 6 2 I  

log 2K - - ~  O . O I 2 9 2 2 9  
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Zur Berechnung des Gliedes k~F~o0-) dient die Formel: 

k0- 0-I~0->----- - - 3 2  (~ --q')' + 0 - - q " ) ' +  ( t - - q ' ~  " ' "  

- -  32q2{I + 2q0- + 474 -~- . . . ]  

welehe leieht aus der Gleiehung 

ro ('~) = I - - ~ - i  ~ i ( i  _ _ q ) ~ ' + ' ( i  __qs),~ " "1 

gefolgert wird. 
Setzt man mm in die Gleichung (25): 

4 (2__~) 0- /.,~ \2 4 ~ - K )  

so findet man, auf Grund der vorhergehenden Entwieklung, 

/~o = ~ o - -  8~2q2( I "3 l- 2q '  2 I - 4q 4 --~ . . . )  

Die Einsetzung der bereits angefiihrten Werthe in die reehte Seite dleser 
Gleichi~ng ergab: 

log~0 = 7.8255800; 

und da die Grssse snito aus der Gleichung 

k 0 - s n i ~ '  = ~ --7., (~ - -  ~0) 

bestilnmt wird, so ist: 

l ogk~sn i to  2 = 8.97717o9. 

"--Zo 
Zur Ermittelung von e 2r dient die Entwicklung 

zr _ ~ ,  e-6 ,o) l  2~/q(, + q) 
- -  ik  ~n i o ,  = ~ (~ - -  , ( ,  _ ~)'  _ q ( f i , o _  ~  

"t- 2~/q--~(i + q') -q- . . . I 
- -  7 .  

A e t a  m a t h e m a t i e a .  7. Impr im6  le 0-7 Mai 1885. 2 2  
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Der Ki~rze wegen bezeichne ich." 

und setze: 

$ 0  d g $ $  

- -  ( o  ~o 
2 K  X ---- e ~h - - e  

a = - -  ik sn i w ,  

loga---- 9.4885855, 

und erhalte hierauf die erste Annliherung in Bezug auf x, wenn ieh 
diese Gr6sse aus der quadrafisehen Gleiehung 

bestimme, woraus ffir die Unbekannte die nachstehende Reihe erhalten 
wi rd : 

= I '  - 4 ( I  + q) '  

Nachdem x in solcher Weise naherungsweise bekannt geworden ist, setzt 
man diesen NMwrungswerth in den Ausdruck: 

q'(~ + q~) 
= q (~+q ' )  ' + ( t  q.')' q~,~' + ' '  P ( i  - -  q S ) , _  q . ~ 2  _ _  _ , 

und erhMt hierauf einen schon sehr nahe richtigen Werth aus der ku- 
bischen Gleichung 

' + , l  
Naeh Einsetzung der numerisOmn Werthe land sieh: 

woraus sogleich folgt: 

logx ----- 0 .240[030 

loge ~x = o . 3 4 1 2 3 6 9  

Die Berechnung der Grssse, die wit mit u bezeichneten~ kann mit 
Hfdfc der Entwickhmg 

= 2 i - ~ - R z ( e ~  + e  ~s ) ( ' - - q  _ q z ~ + ( [ _ _ q 3 ) , _ q 3 x  ~ +  . . .  
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gefunden werdcn, wo wit unter der Bczeichnung x fortwahrend die Gr(~sse 

e '~ ~ e " vcrstchen. Aus (t"lesem Wcrthc folgt: 

= 2x(e  ~ + e  - ~ g "  q + . . .  , 
(, - -q - f~- -q ,~ '  

wonach die nachstehende Formel ffir ~ gefunden wird: 

~ ' =  1.~-- 2(1 - - f f . ) Z ( e 2 " ~ " - ]  - r 2'--~'a') ] ~J -[-- , 
I (' - q)' - r " l  

Das Result'at ergiebt sieh aber aus dieser Formel  nicht sehr genau, 
well r sehr viel kleiner ist, als die beidcn Zahlen, deren Differenz sic 

ausmacht. Eine Formel fiir ~', die scharfere Resultate liefert, erhMt man 
in der folgenden Weise. 

Die bekannte Entwieklung der elliptischen Function dnito giebt uns 

, I  + q '  

f ~  ~ ~ q, - q  . . . .  -2 \ 2 K ]  V / i - - ~ o =  dni to  - -  I + 2-~-~x (x - -q ) '* - -qx '*  ( I - - q S ) ' ~ - - q ' x  "~ + ' ' "  

Erinnert  man sich des W, erthes 

~--- I - - j u ,  
2 

so leitet man aus der vorstehenden Formel ohne Miihe die folgenden ab, 
2K 

wobei die Entwicklung yon - -  zu berticksichtigen ist, 

~= i:~ ( 4q . . ) _ / ~  
o = ~ o  + ~ o  + . . .  + ( i  - - / t )  i - - q  �9 

2q ~ 

I + 2 ( , - - ~ ) x '  ( , _ q ) , _ r  . . .  

Diese Gleichung addiren wir zu dem vorstehenden Ausdrucke von r wo- 
durch die grOssten Glieder sich aufheben, und es bleibt: 

I I=2 ( 4 q . )  
~ ' = 2 ~ 0  "Jf-~#0 "3 I- " ' "  "3 I- (I - - /A)  I - - q  " " " 

- -  4(I - -  f t )xe  ~ "  q -4- 4(i  - - /~)  (, - -  q)~ - -  q~, ( ,  - q)[([ - -  q), - -  q~ , ] ,  
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eine Formel, welche unter Bert~cksichtigung, dass 

7r - - ~ t o  

ist, sowie unter Hinw.cglassung der Grossen vonder  Or&mug qa gefunden 
wurde und welche endlich in die folgende iibergeht: 

~7 

I =  I =  2 4(I--/~)q {e-~O(i __ ~/) __ q} 

Naah dieser Formel wurde r berechnet, und es land sich: 

r ~ o .oo9 I I  7 

w','thrend der wahre Werth 0.008539 betr~gt. Das in unserer ersten 

i des wahren Werthes Ann~herung gefundene Resultat ist also um etwa i-5 

zu gross gefunden. Der Unterschied beider hatte noch erheblich geringer 
gemaCht werden k6nnen, wenn wit die Glieder, welche vom Quadrat der 
Neigung und yon den Quadraten der Excentricitaten abhangen, bertick- 
sichtigt, und flberhaupt alle Glieder hoherer Ordnung sorgfitltig mit- 
genommen h','~tten, deren Mitberficksichtigung die Form unserer LOsung 
nicht gei~ndert haben w~irde. Dies lag jedoch ausser dem Bereiche un- 
serer Aufgabe, die nur eine erstc Anni~herung bezweckte. 


