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UBER DIE AIJFLOSBAREN GLEICHU,FIGEN VON DER FORtrl 

x2 + u x + v - - o  

VOW/ 

C. I ~ U N G E  
in  BI~ R L I N .  

Eine irreductible Gleichung von Primzahlgrad p ist dann und nur 
dann auflosbar, wenn, unter ~0, ~:1, . . . ,  $1~-1 eine gewisse Anordnung der 
Wurzeln verstanden, die Substitutionen ihrer Gruppe unter den folgenden 
enthalten sind: 

~a~ +t~ ',;~= 0, 1, . . . ,p  l l  

(wo der Index auf den kleinsten Rest modulo p zu redueiren ist), oder in 
der Ausdrueksweise yon Herrn KnO~CECKEn, wenn eine tier ))metaeyklisehem) 
Funetionen rational ist. 2 

Um zu entseheiden, ob eine irreduetible Gleiehung yon Primzahl- 
grad auflosbar ist oder nieht, hat man also die Gleiehung aufzustellen, 
weleher irgend eine metaeyklisehe Function genC~gt und zu untersuehen, 
ob dieselbe eine rationale Wurzel besitzt oder nieht. 

Theoretiseh ist es dabei vollig gleiehgcdtig, welehe metaeyklisehe 
Function der Reehnung zu Grunde gelegt wird. Es gent'lgt, dass sic 
metaeykliseh sei, d. h. dass sie bei den oben genannten Substitutionen 
ihren Werth nieht ~ndere, bei jeder andern Substitution dagegen in einen 
andern Werth ~bergehe. 

a Vergl. SEnn~.'r: Cours d'Alg~bre supdrieure, Tome II,  Sect. V, N ~ 588 u. 589. 
Vergl. M o n a t s b e r i c h t e  der  B e r l i n e r  hkademie~ :3 Marz I879~ II., w 6, 

4eta mathematica. 7. Imprim~ le ~7 Mai 188~ 
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For die Gleichung fiinften Grades gcnilgt jede nictacyklische Function 
ether Gleichung sechsten Grades, deren Coefficientcn rationale Functionen 
der Coefficicnten der Gteichung fi'mften Grades sind. Fiir eine besondere 
metacyklische Function hat bereits MALFATTI die entsprechende Gleichung 
sechsten Grades gebildet, ohne jedoeh die wahre Bedeutung derselben zu 
kennen. Denn er bestritt die von RUFFI:,'I behauptete Unaufiosbarkeit der 
allgemeinen Gleichung ftinften Grades und konnte also nicht wissen, dass 
die yon ihm gebildete Gleichung sechsten Grades das Kriterium der Auf- 
losbarkeit liefert. 

MALFATTI'S Rechnung ist einigermaassen weitlauftig. Ein kt~rzeres 
Verfahren hat JAcom vorgeschlagen, 2 welches wetter unten angewendet 
werden soll. 

Far  die Gleichungen v o n d e r  Form 

x~ -{- u x  + v = o 

vereinfachen sich die Ausdri~cke erheblich und hier gelingt es die fol- 
genden beiden Resultate abzuleiten: 

i. Beschrltnkt man u und v auf alle ganzzahligen Werthe, deren 
absoluter Betrag nicht grOsser ist als eine ganze positive Zahl n, wodurch 
man also (2n + I) 2 Gleichungen erhMt, so ist die Menge der auflosbaren 
unter ihnen fiir cinch hinreichend grossen Werth yon n gegen die ganze 
Anzahl beliebig klein. 

2. u und v lassen sich als rationale Functionen zweier Parameter 
), und fl dergestalt ausdri~cken, dass durch Einsetzen irgend welcher ratio- 
nalen Grossen ft'lr 2 und # immer eine auflosbare Gleichung entsteht 
und umgekehrt j ede  irreductibIe atrflOsbare Gleichung yon der Form 
x ~ +  u x . +  v = 0 dutch Einsetzung zweier rationalcn Grossen fiir 2 und 

h erhalten werden kann. 

L Vergl. BRIOSCH/~ Atti dell" Istituto Lombardo~ IX, I863, pag. 215--232 . 
Observatiunculae ad theoriam aequationum pertine~des, (~RELLE'8 Journal, Bd. I3~ 

und Gesammeltc Werke~ Bd. III9 pag. 276. 
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I. 

Versteht man untcr x0, x~, ~2, '~3, x, die fiinf Wurzeln der Glelehung 
ffmften Grades, so ist 

eine z)vSlfwerthige Function. Denn sic bleibt bei den zehn Substitutioncn 

(x~ ) t~=1,4 ~ffiO, 1, 2, .'t, 4) 

und nur bei diesen unge~ndert. 
Die zwslf conjugirten Functionen gruppiren sich paarweise, so dass 

je zwei bei derselbcn Gruppe cyklischcr Substitutionen unge~indert bleiben. 
So gehsrt zu 

XoX ' + x,x~ + x2x3 + z~z, + Z~Xo 

dicjenige conjugirte Function, welche aus ihr durch eine dcr Substitutioncn 

hervorgcht, also 

X0"~ 2 "~ X2X 4 "~ Z4X 1 "~ ~ ,X 3 "4- X3X 0 " 

Es werde die erste mit Yl, die zweite mit Y2 bezeichnet. Beide bleiben 
bei denselben zehn Substitutionen'ungeandert. Daher ist Yl--Y~ eben- 
falls eine zw~.lfwerthige Function. Hier sind die paarweise zusammen- 
gehSrigen conjugirten Functionen einander entgegengesetzt. 

Bei Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante ~/~ bleiben 
nut  60 Substitutionen fibrig, Su denen auch diejenigen gehsren bei denen 
Yl und y~ ungeandert bleiben. Daher hat y ~ -  y~ nach Adjunction der 
Quadratwurzel aus der Discriminante n u r  sechs Werthe. Bezeichnet man 
dieselben mit z~, z~, .... , ze, so sind - - ~ ,  --z~,  . . . ,  ---z s die andern 
sechs conjugirten Werthe. Die Functionen z~, z~, . . .  , z 6 gehen nur durch 
solche Substitutionen in einander fiber, bei denen die Quadratwurzel aus 
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der Discriminante ungei~ndert bleibt. Wendet  man  daher auf  z~, z~ . . . .  , z, 

irgend eine Substi tut ion an, welche die Quadratwurzel  aus der Discrimi- 

nante in ihr Entgegengesetztes verwandelt ,  so miissen z~, z~, . . . ,  zr. in 

i rgend einer Reihenfolge in ~ z~, - -  z~, . . .  , ~ z~ fibergehn. 

Eine homogene symmetr ische Funct ion  yon z~, . . . ,  z G kann also bei 

i rgend welchen Ver tauschungen yon x0, x~, . . . ,  x~ hsclistens in ihr Ent- 

gegengesetztes ('lbergehn und zwar auch nur  dann, wenn ihre Dimension 

ungrade  ist. 

Sci 
z ' ; +  alz"  -{- (t,~Z 4 "9 V . . .  -~- a, = o 

(lie Gleichung, dere'n Wurzeln  z~, z2, . . . ,  z~. sind, so mfissen also a~, 

a4, a G ganze symmetr ische  Funct ionen yon x o, x~, . . . ,  x 4 sein, w'ahrend 

a~, a:~, a~ sich nu t  d u t c h  einen ganzen symmetr ischen Factor yon ~/~ 
unterscheiden kSnnen. Nun sind a~, a~, a~ resp. yon den Dimensionen 

2, 6,  1o, lind ~ von der io. Dimension in x0, x~, . . ,  x,. Also miissen 

a~ und a:, Null  sein, wahrend a~ sich n u t  durch eine ganze Zahl yon 
~/~ unterseheidet.  

Die Gleichung hat  mithin die f o l g e n d e  Form 

z G "4- a~z 4 + a , z  ~ -4- a~. ---- m ~ / A z  

(wo m eine gauze Zahl bedeutet  und a~, a~, a~ gauze ganzzahlige Func- 

tionen der  Coefficienten der Gleichung ft'~nften Grades sind). ~ 

Beschrankt  man  sich au f  die Gleichung 

x ~ + u x  + v = o ,  

In der oben angeftihrten Abhandlung von JACOB b der diese Deduction entnommen 
ist, finder sich elu Fehler. Er bemerkt nicht, dass die Function 

�9 o~  + ~x~  4- z2~ s -I- ~3~4 + X4Xo 

oyk. ohoo S b t, tut ooo~ ooo  doo Sub tit   o~ ( ) 
ungc~tndert bleibt und dass diese Eigenschaft ftir die Argumentation wesentlich ist. 

An Stelle der cyklisehcn Function, welche er mit dem Symbol (12345) bezeichnet~ 
ist eine solche zu setzen~ die bei den genannten to  Substitutionen unge,~indert bleibt; als- 
dann sind seine Folgerungen richtig. 
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so sind %, a, ,  a, ganze  ganzzah l ige  F u n c t i o n e n  yon  u und  v. Da  a b e r  

v y o n  de r  fi~nften, u yon  de r  v i e r t en  D i m e n s i o n  ist, so fo lgt ,  dqss 

a 2 :-~/1~,1U$ a 4 : m2u 2, a~, : mau a 

(wo m~, m~, m. a ganze  Zah len  sind). 

U m  m,,  .m2, ma, m zu f inden,  setze m a n  u = - -  I~ V = O. 

ist A -  44 u n d  x0, x~, x2, X 3 ,  X 4 : O ,  i ,  i =, i a, i 4, 

D a n n  

zl, z=, za, z v z~, z . - - - - - 2 i ,  - - 2 i ,  - - 2 i ,  ~ 2 i ,  ~ + 4 i ,  ~ 2 + 4 i ,  

Z G -  re, z4 .3 t- m ~ z ' - -  m. a • I 6 i m z  = (z.-t- 2i)4(z = -  8 i z - -  20)  

= z" A- 2oz 4 -t- 24oz  ~ - -  3 2 o  + 5 I 2iz 
a n d  d a h e r  

(z ~  m,z  4 q- ,,,~z ~ -  m:,) ~ -4- ,6~m~z ~" ~--- (z ~ q- 4)4(z 4 q- 24  z~ q- 400) .  

Mithin  wi rd  die G l e i e h u n g  fn r  z, n a e h d e m  m a n  d u r e h  Q u a d r i r e n  die 

W u r z e l  ~ A  w e g g e s e h a f f t  hat ,  

( Z 6 ~  20'/t'~4 "3[- 2 4 0 u 2 Z 2  "31- 320~a)  2 ----- 4 ~'Az' ,  A = 441t n Jr- 5~V 4, 

ode r  
@ 2  4 u ) , ( z 4  24~,z 2 + 4 o o u  ~) = 4~,. 5.' , .v*z ~. 

Z 2 
Setzt  m a n  a - - = -  

4 
, so ist ~r eine metaeykli ,~che F u n c t i o n  und ihre G l e i e h u n g  

(,) (a ~ - -  5 u a  ~ + ,SU2a + 5u'~) ~ --_ A~r 

ode r  in a n d r e r  F o r m  

(2) ( a - - u ) 4 ( a ' - - 6 u ~  -t- 25 u=) ----- 5 '~v4~- 

N u r  f a r  so lehe  W e r { h e  yon  u und  v, f i lr  w e l e h e  diese G l e i e h u n g e n  eine 

r a t i ona le  W u r z e l  haben ,  k a n n  die G l e i e h u n g  x" n t- ux  q- v = o au f lo sba r  

sein, vorausgese tz t ,  dass sic n ieh t  in F a e t o r e n  zerfMlt .  I m  le t z t e ren  

F a l l e  i~t n i eh t  n o t h w e n d i g  e ine r  der  seehs W e r t h e  yon  ~ r a t iona l ,  

wie  we l t e r  u n t e n  an e inem Beisp ie le  geze ig t  w e r d e n  wird .  U m g e k e h r t ,  

w e n n  die  G l e i e h u n g e n  ( i )  und (2) eine rq t i ona l e  W u r z e l  e rgeben ,  so k a n n  

man  d a r a u s  noch n ich t  schliessen,  dass  x 5 + ~tx + v = o au f l0 sba r  ist. 
Acta  mathemat iea .  7. Imprlm~ le ~8 Mai ltlR5. ~ 
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Sondern es ist erforderlieh, d,~ss die rationale Wurzel eine einfache Wurzel 

sei. Nur  unter dieser Voraussctzung ist die Function von x0, x~, . . ,  x 4, 
welche diesen Werth  annimmt,  eine metacyklische. Denn im entgegen- 

gesetzten Falle bleibt sie bei noch anderen Substitutionen ausser den 
metacyklischen ungeandert. Untersuchen wir, welche Beziehung zwischen 

u und v bestehen muss, damit  die Gleichungen (~) und (2) eine mehr- 
fache Wurzel besitzen. In diesem Falle muss zugleich die Ablei tung 

nach ~r verschwinden. Es muss sein 

2 (3 ~ - -  i o u o .  -31- 1 5 u ~ ) ( o  .3 - -  5~/o "~ -]-  1 5 , , 2 o  �9 -Ji- 5 ,,'~) ~ A .  

Also wenn dieser Ausdruek ffir A in (I) eingesetzt wird 

(~3 __ 5uo.~ + i5u,o. + 5u~) 

oder 
(a  '~ ~ 5u~r ~ + I 5 u ~ r  + 5 u  3 -  6 a  "~ + 2oucr  ~ ~ 3ou2a) -= o 

- -  + ,  + = o .  

Es ware also entweder 

oder 
a " ~ -  5 u r  ~ + I5u~er + 5 u~ = o 

Im ersten Falle folgt aus (t) A a :  o: also entweder A = - o  oder {F----o. 

Ira zweiten Falle a - - u - - - - - o  folgt aus (2) v4a ~ o, also auch entweder 

v = o  oder a = o  und daher u = o .  

Wi t  haben also drei Msglichkeiten A = o, v ~ o, ~r=-o .  Die 
dritte reducir t  sich auf die erste; denn soll ~r--= o eine mehrfache Wurzel  
sein, so muss in (i) sowohl das von a unabhiingige Glied als der Coef- 

ficient der ersten Potenz von a verschwinden, also u ~ o und A ~ o 
sein. Mithin konnen die Gleichungen (I) und (2) nut  dann eine mehr- 

fache Wurzel  besitzen, wenn entweder A = o oder. v = o ist. In beiden 
Fallen ist die Gleichung 

x ~ + u x  + v = o 

reduetibel. 

Fiir irreductible Gleichungen ist es daher eine nothwendige und 

hinreichende Bedingung der Auflssbarkeit, dass die Gleichungen (l) und 
(2) eine rationale Wurzel  besitzen. 
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II. 

Far  den Fall  ganzzahliger Werthe von u und v sollen nun die 
Gleichungen einer ni~hercn Betraehtung unterworfen werden, l)ann sind 

die Coeffieienten der Gleiehungen (I) und (2) ganze Zahlen and der Coef- 

ficient der hoehsten Potenz yon a ist gleieh i. Daher ist jede rationale 
Wurzel  nothwendig eine ganze Zahl. 1 Naeh dieser Bemerkung ist es 

nieht sehwer zu sehen, dass jedem ganzzahligen Werthe yon u nur  eine 
endliehe Anzahl ganzzahliger Werthe yon v and jedem ganzzahligen 

Werthe yon v nur  eine endliehe Anzahl ganzzahliger Werthe yon u ent- 

spr ieht ,  far  welehe (~) and (2) eine rationale Wurzel erhalten k~)nnen. 

Auszunehmen sind dabei nu t  die Werthe u-----0 and v-----o. Fa r  diese 

erhalten (~) and (2) bei beliebigen rationalen Werthen yon v resp. u 
immer  eine rationale Wurzel.  

Habe zun~ehst u einen bestimmten ganzzahligen yon Null  versehiede- 

nen Werth.  Soll ein ganzzahliger Wer th  yon a die Gleiehungen (i) und 
(2) befriedigen, so muss dieser Wer th  ein Theiler des yon a unabhltngigen 
Gliedes sein. Der Werth  yon a, weleher diese beiden Gleiehungen be- 

f r iedigt ,  muss also ein Theiler yon 25 u" sein. Das ergiebt eine endliehe 
Anzahl ganzzahliger Werthe fiir a. In Folge yon (2) lasst sieh nun v 4 

rational dutch a und u ausdriieken. Wir  erhalten also far  v nu t  eine 

endliehe Anzahl ganzzahliger Werthe,  f~r welehe ,, rati6nal sein kann. 
Giebt man andrerseits v irgend einen yon Null  versehiedenen ganz- 

zahligen Werth,  so ergiebt sieh durch eine ghnliehe Sehlussfolge nur  eine 
endliehe Anzahl ganzzahliger Wer the  yon u, far  welehe die Gleiehungen 

(~) and (2) eine rationale Wurzel besitzen k0nnen. 
Es folgt zuni~ehst aus (2), class a nothwendig positiv sein muss, weil 

( a - - u )  4, a = -  6an-~- 25 u2 oder (was dasselbe ist) ( a - - 3 u ) 2 - [  - I6u 2 und 

v 4 positiv sin& Ferner muss a ~ 6an  + 25 u2 ein Theiler von 5"v4a 
sein. Mithin 

a ~ - -  6m~ -t- 25 u~ < 5 av4a 

z Vergl. SZRRET: Cours d'Alg., Section I~ Chap. V I I ,  N:o x49. 
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oder 

und daraus 

Andrerseits ist 

und daher 

Mithin 

oder 

C. Runge. 

tr 2 ~  6mr < 54040 ' 

a ~ 6a < 54V 4. 

( a - - 3 u )  ~ + i 6u  2<. 5~v4a 

16u '~ < 5 ~v4a. 

I6U 2 < 51~ s + 5 "~. 6 . v 4 u  

u ( I 6 u -  55 .6 .v  *) < 51~ s, 

Ffir negative Werthe von u sind beide Factoren der linken Seite gleiehen 
Zeichens und d a h e r  der absolute Betrag eines jeden kleiner als 5~~ ~. 
Far  positive Werthe yon u ergiebt sich 

oder 
I6u ~ 5~ .6 .v  4 < 5~~ ~ 

I 6 U <  5~~ s +  5 a . 6 . v  4. 

Auch hier kann es also nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Wertlm 
yon a geben, wofi'u' (~) und (:) eine rationale Wurzel besitzen. 

Untersuchen wir z. B. die Gleichung 

x ~ + x + v = o .  

Eine rationale Wurzel von (1) und (2) miisste bei ganzzah!igen Werthen 
von v e i n  positiver Theiler yon 2 5 sein. Es bleiben also nur  die Msg- 
lichkeiten a = I, 5, 25. Ft~r dieselben hat ( a - - u ) 4 ( a  ~ 6ua + 25 u~) 
die Werthe o, 4~.5, 34.4" . 53. Da diese Werthe durch 55 .a the i lba r  sein 
m~'lssen um ganzzahlige Werthe von v zil liefern, so ergiebt sich a = I, 
v = o allein als zulassig, v ~ o ist der einzige ganzzahlige Werth yon 
v, wofar die Gleichungen (I) und (2) eine rationale Wurzel haben. Man 
bemerke zugleich, dass auch far solche ganzzahligen Werthe von v, far  
welehe x ~ -t- x A- v reductibel ist, z. B. for v = 2, die Gleichungen (i) 
und (2) keine rationale Wurzel besitzen, dass also aus der Auflssbarkeit 
der Gleichung ft~nften Grades allein ohne die weitere Voraussetzung der 
Irreductibilitat nicht auf die Rationalitat einer der Werthe yon a ge- 
schlossen werden kann. 
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III. 

Besehrankt man u und v auf alle ganzzahligen Werthe, deren ab- 
soluter Betrag nieht grSsser ist als n, so erhMt man (2n + 1) 2 Glei- 
chungen. Von diesen sind zuni~chst alle diejenigen aufl6sbar, in denen 
u = 0 ist. Ihre Anzahl ist 2n + I, welche gegen (2n + I) ~ mit  wachsendem 
n verschwindet. Alle iibrigen auflOsbaren Gleichungen sind nach dem, 
was wir oben gesehn haben, jedenfalls nicht zahlreicher als die Anzahl 
aller Divisoren der Zahlen 

2 5 ' U  6 ( u =  +_l, +2 ,  ..., • 

vermelirt um die Anzahl aller reductibeln Gleichungen. 
Es soll jetzt gezeigt werden, dass auch diese Anzahl gegen (2n + i) 2 

ffir hinroichend grosse Werthe yon n verschwindend klein ist. 
Die Anzahl der positiven und negativen Divisoren einer Zahl /L 

at ),2 )'a # : Pl P.~ �9 ..  P, (Pl, P2, �9 ..  , P,  Primzahlen) 

ist gleich 
+ + + I) 

und das VerhMtniss dieser Anzah|  zu der Zahl selbst demnach gleich 

2 . - -  ~ " ~  . . .  ~-;-. 
_Pl p2 Ta 

Diese Zahl ist, wenn 2 die grOsste der Zahlen )t~, . . . ,  ),0 u n d p  die grOsste 
der Zahlen Pl, . . . ,  P~ bezeichnet, zugleich nicht grSsser als 

,~ -I- I 2 
2 . - -  und 2 . - .  

2 a p 

Denn hier sind alle BriOche ausser demjenigen, wo 2 resp. p vorkommt, 
dutch i, d. h. den grSssten Werth, welchen sie t'lberhaupt annehmen 
kSnnen, ersetzt; der Bruch aber, wo 2 resp. p vorkommt, ist ebenfalls 
durch seinen grOssten Werth ersetzt, indem im ersten Falle der better- 
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fende Primfactor gleich 2, im zweiten Falle der betreffende Exponent 
gleich i angcnommen worden ist. 

Lasst man nun /~ sich unbcgrenzt vergrSssern, so ksnnen nicht 2 
und 20 zugleich unterhalb fester Grenzen bleiben. Denn da die Anzahl 
der Primzahlen, welche kleiner sind als p ,  sicherlich kleiner als 20 ist, 
so folgt, dass /~ < 20zp. Nach Angabe irgend einer noch so grossen Zahl 
y braucht man also nut  die Zahl p grosset' als V~= anzunehmen, um sicher 
zu sein, dass entweder ~ oder 20 die Grenze !! t'lbcrschreitet. Mithin wird 
die Anzahl der Divisoren yon # nfit wachsendem /~ gegen # unendlich 
klein; denn d~e beiden Zahlen 

) ` + i  2 
2 . - -  u n d  2 .  - 

2 ). p 

werden fiir hinreichend grosse Werthe yon 2 resp. 20 beliebig klein. 
Die Anzahl der Divisoren yon /~ wird auch noch gegen die m to 

Wurzel aus # unendlich klein. 

Denn sei # eine Zahl so gross, dass sowohl 2 als :y + ' kleiner als 
9 

~" ~ 2 "-' 

I ist, so wird in 
).~+ t ) , 2 +  t L ~ +  I 

2. )-t ~* ' " " " ;'a 

.~1 .P~ pa nt 

jeder Factor, ill welchem entweder ), oder p gr0sser als gist, kleiner als 
I scin. Bezeichnen wieder ), und p die grOssten unter diesen Zahlen, so 
ist also das Product aller derjenigen Factoren, in denen entweder ), oder 
p gr0sscr als .q ist, zugleich unter dell beiden Grenzen 

)`q-i 2 
2. ~ und 2 .-T' 

2 m p m  

enthalten. Das Product der, abrigen Factoren, in dcnen weder ~ noch p 
gr0sser als g sind, liegt unterhalb einer yon # unabhttngigen Grenze G, 
welche mit Hilfe yon # bestimmt werden kann. Mithin ist das ganze 
Product zugleich kleiner als 

) `+~  2 C. 2 r . C  u n d  2 - i - .  
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Da nun mit wachsendem /~ nicht zugleich 2 und p unter einer festen 
Grenze bleiben, so wird eine dieser beiden Gr0ssen beliebig klein. Also 
ist die Anzahl der Divisoren von /~ auch gegen ~/fi beliebig klein, sobald 
# hinreichend gross gew'ahlt wird. 

Bezeichne nun f(n) die grSsste unter den Anzahlen der Divisoren 
der einzelnen Zahlen 

251~6~ (u=++_l, ..., • 

so wird also f(n) far hinreichend gvosse Werthe yon n gegen ~/2--~ also 
auch gegen n beliebig klein. Die Anzahl aller Divisoren der Zahlen 

2 5 U  6 ( ~ = •  ..... _+n) 

zusammengenommen ist offenbar nieht grt~sser als 2nf(n) also das Ver- 
haltniss zu (2n + I) 2 kleiner als 

f ( n )  
2 n +  t 

und mithin fiir hinreichend grosse Werthe yon n beliebig klein. 
Es eriibrigt nun nur noeh zu zeigen dass auch die Anzahl der re- 

duetibeln Gleichungen unter den (2n  + I) ~ betrachteten mit wachsendem 
n gegen (2n-~- I)  u unendlich klein wird. 

Zunikchst erhMt man fi~r v - - - o  2n + i  reduetible Gleiehungen. 
Ihre Anzahl verschwindet gegen (2n + i) ~. ~Die obrigen reduetibeln 
Gleichungen haben entweder einen rationalen Factor ersten oder einen 
solchen zweiten Grades. 

Ein Factor ersten Grades hat die Form x - - a ,  wo a eine ganze 
Zahl ist. a muss ein Theiler von v sein, und dutch a und v ist alsdann 
vermittelst der Gleichung a* + ua + v = o die Gr0sse u bestimmt. 
Einem bestimmten Werthe yon v entsprechen mithin nicht mehr ganz- 
zahlige Gleichungen mit einem Factor ersten Grades, als die Anzahl der 
Divisoren yon v betragt, hn Ganzen erhalten-wir also mcht mehr Glei- 
ehungen als die Anzahl der Divisoren der Zahlen 

(v= ~:1, ..., • 

zusammengenommen betr~tgt. 
Von den reductibeln Gleichungen, welehe einen Factor zweiten Grades. 

enthalten, gilt etwas A_hnliches. For dieselben muss die symmetrisehe 
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Ftttte'don: mv~riCrr W u r z e l n  z. B. v = x 1 "4- :r2 mindes tens  e lnen ra t iona len  
Wert l i  ha:16em, r genr~gt einer  G le i chung  Io  te~ Grades yon der  F o r m  

r 1~ -+- nt l 'ur  c' -4- ,m,~vr 5 + m 3 u 2 r  ~ + m ,  u v r  + m6v  ~ ---- o .  

m 1, m 2, . . . ,  m~ slnd ganze Zahlen,  von denen  m~ sicherl ich von Nu l l  

verschieden ist, wie marl sogleich da ran  sieht, dass ffir u = o, v : - -  i 

keiner  der  W e r t h e  von r gleich Nu l l  ist. Setzt m a n  u = -  I, v ~ o, 

so werden  die W e r t h e  von r gleich o,  o, + ~, •  • (~ + i), + ( ~ - - i ) .  

Das erg iebt  die Gle ichung  

r2(r ~ -  , ) ( r  2 + , ) ( r '  + 2i)(r ~ -  2i)---- r~(r ' -  i ) ( r '  + 4) 

----- r ~~ 3 r G ~ 4 r  ~, 
also m~ = - - o , -  m3 - - - - ~ 4 .  

Soll nun  l i a r - i r gend  welehe  ganzzahl igen  W e r t h e  yon u und  v ein 

Fac to r  zweiten Grades  exist iren,  so muss  jene  Gle iehung  fa r  r eine ganz- 

zahl ige W u r z e l  besitzen. Dieselbe muss  ein Divisor  yon m~v ~ sein. Setzt  

m a n  fo r  r die sAmmtl iehen Divisoren yon m~v ~ ein, so resu l t i r t  eine 

Anzahl  Gte iehungen ,  welehe n ieh t  ident iseh in u befr iedigt  werden ,  wenn  

wir  . y o n  dent  Fa l l  r = o,  v-----o absehn.  Dieselben l iefern uns  f l i t  je 

einen Wer th  yon r hsehs tens  zwei Wor the  y o n - u .  Fi~r einen gegebenen  

W e r t h  von v g iebt  es also jedenfa l l s  n ieh t  m e h r  Gle i ehungen  mi t  e inem 

Fac tor  zweiten Grades als die doppe l te  Anzahl  der  Divisoren yon n,sv ~ 

betrAgt, 
I m  Ganzen e rha l ten  wir  d e m n a e h  nieht  m e h r  Gle iehungen  mi t  F'te- 

toren  zweiten Grades als die doppe l t e  Anzahl  der  Divisoren der  Zahlen  

�9 m ~ V  2 ( v =  +_1, . . . ,  :t:n) 

betr'~g t. 
Nach dem Fr~iheren werden  also aueh  die Anzahlen  der  Gle ichungen  

mi t  Fac to ren  ersten und  zweiten Grades gegen (2n + I) ~ bel iebig  klein 

und  es gi l t  mi th in  der  Satz: 

Die Anzahl  der  un t e r  den ( 2 n - b  I) ~ Gle ichungen  

X ~ "9 V UX 2v v ~ 0 ~,.=0, +1 ..... • 

en tha l t enen  auflosbaren Gle ichungen  ist fiir h in re iehend  grosses n gegen  

die G e s a m m t a n z a h l  ve r sehwindend  klein�9 
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IV. 

Der  Z u s a m m e n h a n g  von aT U, V, weleher  dureh  die Gle iehung (t)  

oder  (2) c~nst i tuir t  wi rd ,  lii.sst sich auch dadurch  ausdri~cken, dass m a n  

die drei GrSssen als Fune t ionen  zweier P a r a m e t e r  2 und  # darstei | t .  Es 

ist nun  m0gl ieh f a r  ), und # zwei ra t ionale  Fune t ionen  yon ~, u ,m~d v 

zu wrLhlen und  zwar dergestal t ,  d'lss ~, u, v ra t ionale  Funct ionen  .~nm 2 

und [l werden.  Sobald also ~, u und  v ra t ional  sind, so werden  a:udh 

und p ra t ional  sein und  umgekehr t .  Ff ihr t  man  nun  die Ausdri~cke 

yon u und  v durch  2 und  IL in die Gle ichung  

x + u z  + v = o 

ein, so erhMt man  also den a l lgemeinen  Ausdruek  der  auflSsbaren Glei- 

ehungen  yon dieser Form,  abgesehn yon denjenigen,  welehe redue t ibe l  

sind und zugleieh keine ra t ionale  metaeykl l sehe  Funct ion  besitzen. 

Dividir t  m a n  beide Seiten der  Gle ichung (2) durch  u G und  setzt 

,~ , v , rgi - ~ ,  - = v ,  so e ebt  sieh: 
71 "Lt 

5 V' 40"t 
( G - - , ) ~ ( d ' - -  6 s  -t- 25)----- 5 

oder 
5~v'*a' 

( a ' - -  l)*(a ' ~ -  6# + 25) 

Da v = v ' u ,  ~r-~Ga, so e rkenn t  man,  dass a,  u und v du rch  v' und G 

und zugleich v' und  # du tch  a ,  u und v ra t iona  ausd r0ckba r  sind. 

Die Ausdri ]cke vere infaehen  sich noch ein wenig,  wenn wir 2 und 1~ 

nicht  direct  gleich d und  v' setzen. Es sei 

a lso.  

i - - 3  5v' 
4 2 ( G - -  l) 

2 a-- 3u 5v - .  

4n 2 - -  
A c t a  m a t h e m a t i e a .  7. I m p r i m ~  le 15 Septembre  1885. 24 
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Dann ist 

C. Runge.  

u 51~'(4,i + 3) 41zs(2, ,l + tX42 + 3) 51~'(4,,l + 3) 3 
2 ~ + t 2 s + I ,i' + I 

Wir  haben mi th in  das folgende Resnl ta t :  

Giebt man  2 und  # i rgend zwei Wer the  i rgend eines Rationalitats- 
bereiches, ~ so ist 

x 5 ..jr_ 5I.e' (4,~,,t, + +I 3)x -1- 4't'~5 (2'~ ,~' + +tX4)'t + 3) = o  

oder  auch 

eine for  diesen Rationalit '~tsbereich auflssbare Gleichung.  Und u m g e k e h r t  

ist jede irreductible aufl0sbare Gle ichung yon der  Form x ~ + ux + v ---- o 

aus j enem Ausdrucke  dadurch  able i tbar ,  dass man  for  ), und # zwei 
Grsssen des betreffenden Rational i ta tsbereichs einsetzt, namlich  die beiden 
Grt~ssen 

a - -  3u 5 v 
4u. 2 (a - -  u) 

Auszunehmen  sind nur  diejenigen Gleiehungen,  f a r  welehe diese beiden 
Ausdrf ieke keine bes t immten  Wer the  yon 2 und  # liefern. Das kann nur  

sein, wenn en tweder  u--~ o oder a ~ u  ~ o. Im letzteren Fal le  folgt  aus 

(2), dass auch  v*a gleich Nu l l  ist. Wenn  eine i r reduct ib le  Gle ichung vor- 

l iegt,  so ist v ~ o mi thin  no thwendig  a = o und  daher  auch u ~ o. In 

dem obigen Ausdrucke  sind also alle i r reduct ibe ln  Gle lchungen yon der  

Fo rm x ~ + u x  + v ---- o en tha l ten  mi t  Ausnahme  derjenigen,  in denen u --~ o 
ist. Ferner  sind in demselben auch reduct ib le  Gle ichungen enthal ten,  aber  

nur  diejenigen, fiat welche einer  der  Wer the  yon a rat ional  ist. 

Vergl. ttber diesen Begriff KRONECKER: Grundziige etc. w I, CRELLB's Journal ,  
Bd. 92 .  


