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r 

'sin a~c dx  
0BER , l ~  1 + x '  

0 

UND V E R W A N D T E  I N T E G R A L E  

VON 

L. S C H L A F L I  
in B E R N .  

hn  ersten Bande von CA1:ca;,"s vollstandigen Werken findet sich ein 
Jl6moire sur les intdgratcs ddfinie s a u s  dem Jahre I814, worin p. 442 
(g) und p. 488 die erwahnten Integrale behandelt  werden. CAUCHY setzt 
sich, wie er selbst sagt, nu t  die Berechnuug der reellen Componenten der 
in dieser Abhandlung Vorkommenden Integrale vor, und seine Ergebnisse 
sind meistens richtig, aber nicht immer. Dass der Begriff der valeur 
principale tines Integrales, den CAucHY aufstellt, nicht statthaft sei, 
braucht nicht er6rtert zu werden; was er so nennt, ist eine Summe von 
Integralen, die einander nichts angehn. Auch die intdgrale singuli~re ist 
ein bedenklicher Begriff; wo er zum ersten Male erl'~utert wird, p. 394, 
geschieht es am Integrale 

( o < x <  o < z <  

Niemand ist aber gehalten, dieses Doppelintegral zu verstehen, wenn iiber 
dessen Begranzung im Bereiche yon (x = o, z : :  o) nichts gesagt wird. 
Setzt man 

X 2 ,~ 
a - ~ - 3 ~ / r  I~ X "~ I ,  Z < I 

als Granzen, wo a, fl positiv, aber beliebig klein siud, so ist a - - f l  r. 
a T f l 4  

Acta mathematica. 7. Imprim~ le 15 Septembre 1885. 
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Wer th  des Integrales;  fflr -ax+Y~ > t  ist er -.a~--fl* " r *  A-fl ~ 4 a '~ ad+p log~ ; 

wenn endl ich das Rechteck o < x < a, o < z < l~ w e g g e n o m m e n  wird, so 

fl o < C < 2  C~ucuY gibt  n u t  zwei Wer the ,  ist er ~ ' - - ~ ,  wenn t a n g ~ ' =  ~, 

, - rund 7r 
- a n .  
4 4 

I. Ich will mi t  den Beweise eines Ht'dfssatzes beginnen.  Wenn  

b o g : ~ = - - ~ + i O ,  ( ~ > o ,  o < 0 <  2z), log t = i , r  ( o < ~ < 2 , - r ) ,  

wo ~r alle reel len 

~venn a keine ganze Zahl  ist, so ist 

Wer the  zwisehen diesen Grlinzen du reh lau fen  soll, und 

Z - - -  ,.,~=. ,2,~.--,-- x (It; 

m a n  ~'lberzeugt sieh auf  graplfisclmm Wege  leicht davon,  dass die Sumlne  

links noch convergiert ,  wenn  auch a = o ist, wenn  n u t  0 mi t  keiner der  

zwei Gri~nzen o, 27r zusammen fMlt. h n  In t eg ra l ausd rucke  rechts um- 

schliesst zwar der  Weg je tz t  noch beide Pole o und  x; weil aber  die 

zu in tegr ierende Funct ion  im Bereiche von x den Charak te r  einer ganzen 

Funct ion  von t - - x  hat, so verschwindet  das um x allein gefi~hrte Integral ,  

und  der  Weg d a r f  sogar durch  x gehn. Setzt man  je tz t  

x ~--- e"", (o < 0 < 27~), a ~ ib,  b reell ,  t = e '~', 

so koml~r 

)50 2:r 

2 ib. fin ,-rb -J- - (2, " ~ (3 =-,__ ~ de 
z=~ 4 s i n  r - -  O 

0 2 

Ersetzt  m a n  hier  

jener  ab und dividiert  du rch  2i ,  so k o m m t  

_ co~/, (;: - -  O) 
b b ~ ea o ~ 7:- " 

~,=i 2~ + [in zrb 

2;':, I ] 

- v  f ( r b(~r - -  ,,:). e - ~ ' ' - ' )  - r b ( z  - -  0) .  e , ''~ ")) 
q-  4i  fin zoo d 

0 

b durch  - - b ,  zieht die so ents tandene Gle ichung von 

d~ 

S i l l  ' 
2 
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Ver tausch t  m a n  nun  O, 9~ 

Gle ichungen  du reh  Add i t ion  

Gle i ehungen  

lnit  2zr--O, 2 , - r - - f  und  combin ie r t  beide 

und  Sub t r ac t i on ,  so ergeben sieh die zwei 

b 

),=1 

i ~ co6 b(rr-- O) 
- - - -  cos J.O - -  2b "-]- 2 [in nb 

sin ~0 
b 

z=l 2~ + b~ 

2,1" 
I ~ - - 0  t 

4 ~i. ,:~ f [co~ b ( :  - -  o) - r b(,~ - r  eotg  ~ dr,. 
0 

W e n n  man  in der  letzten Gle i ehung  inne rha lb  der  In te rva l le  o < V < O, 

O < f  < 2~ s ta t t  F resp. O - - F ,  O +  g sehreibt ,  so wird  die rechte  
Seite zu 

I 

4 [in ,zb 

0 

j'[co~b(r~ - -  0 + ~..) - -  c0~ b(, 'r-- e) ] c o t g [  cl 7 
o 

2n ' - -O  

. . . .  cotg ~ dg j,  
0 

dureh  part iel le  In tegra t ion  zu 

# 

2[i,,'~rb - -  [ i n b ( = - - O + v ) . l o g s i n ~ d v  

2 ~ - - 0  

- f ~ , .  b ( = - o - , - 1 .  ,og ~i. [ , f ] .  
0 

/ ? ? Der zweite T e r m  inne rha lb  der  I ( l a m m e r  zerfMlt  ill . . . .  + ; in 
0 a" 2 x - - O  

den zwei letzten The i l en  sehreibe m a n  2 r r , ~ f  s ta t t  f .  Dann b e k o m m t  
m a n  

b 
(b)  iq + b~ sin 20 

~ . = i  

0 

~,, ~o i z~  co~ [ d~ ~) ~ + .  = b ~ j  bf log --bfco~b(O- logs in  ~ 
0 o 
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2. Ich bezcich[ic mit N cine sehv grosse positive Zaht, die bestimmt 
ist zuletzt unendlich zu werden, und nenne N,  iN ,  - - N , - - - i N  den Ost- 
punkt,  Nordlmnkt  , Westpunkt, S~dpunkt des Zahlenfeldes. Die Drehungs- 
riehtung, in der diese Punkte jetzt aufgeziihlt worden sin<], heisse redd- 

ldufi9 oder positiv, die entgegensetzte riickldufi9 oder negativ. 
N 

a , w e [ I n  Es seien a, b positiv, ~ sei keine ganze Zahl, A = [ 'sinax d~ 
.J sinbx I + ~ 
0 

x im allgeineinen die positive Axe durchl~uft, aber jeder Wurzel der 
Gleiehung sin bx = o nach der Sf~dseite bin (also dutch eine halbe posi- 

tive Drehung) in unmittelbarer Ni~,he auswcicht, und wenn auch b_N kei[ie 
7t 

N 

a i'sinkx, bd, (Sfidseite), ganze Zahl ist. Setzt man k---{>, so wird A = ] ~n~- b~+ ~" 

0 

N 
w o -  keine ganze Zahl sein soll. Wenn k > I, so kann N nieht im 

/r, 

geringsten aus dee Realit~itstinie entfernt werden; u[id doeh will ieh ver- 
suehen, A als Fu[ietio[i yon k aufzufussen. Wenn k = m + i f f ,  x = y - - - i z ,  
wo m, y, z positiv, /, reell, so ist 

i/,'z == ' m z -  fly + i(mff +/xz).  

Wenn m z - - f l y  posi t ivis t ,  so verlangt die Convergenz des I[itegrales, dass 

( m - -  l ) Z ~ f f y  negativ sei. Da[in kann ff nur, wenn o < m <  I, so- 
wohl positiv als negativ sein; abet wenn m ~  i, muss r positiv sei[i, 

ff < z  I ~ 
- -  - <  �9 Wean dagegen 'mz- - f f f f  n e g a t i v i s t ,  so erfordert die 
m y -  m -  I 

Convergenz, dass (m + l ) Z - - p y  positiv sei, ff ist nothwendig positiv, 

ff > z ix 
- -  - > �9 Wenn also m > I> # angebbar positiv, so ist z zwisehen 
"m y m + i y 

die zwei kleinen positiven Granzen /" "* eingesehlossen; z wird 

zugleieh mit y une[idlich; die Variable x bekolnl[it in der Osigegend 
einen solehen Spielramn, dass man k dutch negative htdbe Drehungen 
nber ganze Zahlen weg fortbewegen kann. 

3- Ieh will zuerst nur voraussetzen, dass k positiv und keine ganze 

Zahl sei. Dann sehreibe ieh 
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' e ~kx I b ( tx  / ,  -~t..r 

A = , !  ~ s ~ n x  b'-' + x'-' , l  2 i s i n x  b" + x'-" 
0 0 

N y 

]~  ik.r ]~a - ikx 
e b d x  e, b d x  

-31- 2 i -s inx  b* nt. ,c ~ -}- - -  2i s i n x  b: + x ~ 
t '  p: 

-= I + I I  + 111 + I V ,  wo die positive Zahl s kleiner sowohl denn ,n" 

als aueh denn b gewghlt  sei. Beim Terme H I  kann man den Weg in 
kleine positive Kreise um die Pole z, 2z, 3z', . . .  und einen einfaehen 

auf  der Nordseite der Realitatslinie befindliehen Weg yon s naeh N auf- 

10sen. Die Smnme der Integrale langs der kleinen Kreise heisse B; dann ist 

~b ei2ZA._l ) 
B = + l, 

Es sei I I I  = B + II1" .  In I I I '  kann man das Ende des Weges dutch 
eine positive Viertelsdrehung nach i N  bringen, i n ' I V  dutch eine nega- 

tive Viertelsdrehung naeh - - i N ;  diese Wege m~Sgen der lateralen Axe 

gen~hert werden ohne die Pole ib und - - i b  zu {ibersehreiten. In I u n d  
I I I '  setze m~m x = i t ,  in I I  und I V  dagegen , . . . .  it. Dann wird 

--i~ is 
_,., + / l j  -"  

A = B + [ e - -  [ i b d t  I - - e  i b d /  

2 fiut t ~ - -  l: ~ iint t" - -  b" 
0 0 

N N 

+ .  e ibdt (sadlieh von b) + e ibdt (nSrdlieh von b). 
2 [m t t ~ -  b'-' 2-[in t P - -  b ~ 

t- 
--ix i~ 

--i$ 
*e - i t -  I i b d t  

Man kann I und / /  zu einem lntegrale 2}ivT/ t " - - b "  vereinigen, 

i s  

worin der Weg gerade yon is  naeh - - i s  dureh o hindureh ffihrt, dann 

den Weg dutch einen negativen Halbkreis (also 0stlieh yon o) ersetzen, 
und hat endlieh 

I + 1 I  ~-- t" b o. (5stlieh) t' �9 , 2 l i n t  - -  2 l i n t  - - b  ~ 
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Der erste Theil vereinigt sieh mit I I I '  und I V  zu einem Integr 'de 

f --kt --]cb e ibdt (mit rechtl~ufigem, b umsehliessenden Wege) --  ~ e 
2 lint t"--  b ~ 2 jinb 

Ersetzt man im zweiten Theile t durch - -  t, so bleibt der Integralausdruek 
derselbe; aber der Weg geht nun auf der Westseite von is  naeh - - i s  
"und erg~nzt den vorigen Weg zu einem ganzen positiven Kreise um o. 
Dieser zweite Theil ist also gleieh 

Jetzt ist 

j ' 4  (pos. tun o) = 
ib dt 

Kreis 
t ~ -  b ~ lint 2b 

-L4, 

A = B + 2 b  2 [inb ' 

und es bleibt nur noeh ('lbrig, B anders darzustellen. 
Wenn k----- 2 n - -  I + u (n = o, l, 2, . . . ,  o < a <  2), so ist ver- 

mSge der Formeln (a), (b): 

2i;':a 

~,=1 )?- + 

+ co0 . 

0 0 

Endlich ergibt sich 

oo 

~sinL~ bdx (stidlich yon ,% . . ) -  r' ; ~(b ba) e -k~] 
(~) d ~  ~'~ + ~'' . ~ c ~  - -  - -  

0 

,'T ~'.r 

0 0 

4. Es ist schon gezeigt women, dass die durch das Integral A dar- 
gestellte Function yon k ihre Stetigkeit nicht verliert, wenn man k durch 
eine halbe negative Drehung um 2n + I wieder in die Realitittslinie 
bringt, wlihrend der Integrationsweg zugleich die nothige Schwenkung 
nach Si~den macht, und man dann k reell gegen 2n + 3 hin fortwachsen 
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lt~sst. Zur Probe werde noch untersucht, in welche Form die rechte Seite 
der Gleichung (I)abergefahrt  wird. Nur 

~ co~ (b~ - -  log sin 
0 

bereitet einige Sehwierigkeit, wenn a - - 2  in einem kleinen raekl~ufigen 
Halbkreise aus einem negativen Werthe in den positiven Werth fl abe> 
geht. Die Variable f muss der Bewegung ihres letzten Werthes (d. i. ~-a) 
folgen und werde naeh l)bersehreitung yon 2~ mi~; 2~r-t-u bezelehnet; 

dann ist log sinE in ~ i~ + tog sin ~- ~bergegangen. Da der Radius des 
2 2 

Halbkreises so klein gemaeht werden kann als man nut will, und da 

f l o g s ,  dr zugleieh mit ihm versehwindet, so geht das Integral in 
0 

2,~ N? 

0 0 
7g 

0 

+ i ~ - j i n l q / ~  coa - -  , log sin2 
0 

nber, wo der erste Term dureh 

_ - -  ') log sin ~ df  - -  ~ co~ (;, + ;,;,~) ;, 

0 

ersetzt werden kann. Die reehte Seite der Gleiehnng (l) ist nun 

2 ~ b  

+ ~ t ,  ~,,;, ~ co,~ (t + ;,~) ~o~ !~ log ~ o ~  4" 
0 

,-0 

0 

und geht bei weiterer Vereinfaehung in die frfihere Form aber. 
Acta mathematica.  7. I m p r i m ~  le  22 S e p t e m b r e  1~85. 25 
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5. Man kann desshalb die Berechnung von A zuerst auf das Inter- 
vail - -  I < k < I beschranken und nachher die gefundene Function yon 
k schrittweise i~ber die Unstetigkeitspunkte k = I, 3, 5, . . .  hiniiber ft'thren. 
Wenn man x durch - - x  ersetzt, so bekommt man 

durch Addition 

0 

= [ ' s inkz  bdx (Nordseite), 
A f l  sin z b 2 + x' 

- - N  

N 

f sin kz bdz 
2A j ~  b' + z" 

- - N  

(der Weg liegt in der Westhtilfte auf der Nordseite, in der OsthMfle auf 
der Sadseite der Realitatslinie). Litngs des ganzen Horizonts ist das Inte- 
gral null. Man kann daher den Weg schliessen, indem man z. B. die 
NordhMfte des Horizonts hinzu ninunt. Dann umgibt  der Weg nur die 
Pole ib, ~r, 2zr, 3zr, . . .  und zwar rechtl~tufig; er zerfallt also in lauter 
kleine Kreise um diese Pole. Also ist 

fin kb 2 i~rbZ sin2z(k ~ I) 

),=1 

divergiert in k ~ - - i ,  i. Setzt man k = - - I  + a und gebraucht die 
Formeln ( a ) u n d  (b), so hat ,nan 

A = '-'5 f i .  h-b 
2 liu b 

z t ~ J  co. ~- log cos - -  �9 
o o 

Da f i nkb  = eoskb ~ e - ; + - -  - e o ~ ( b -  b ~ ) -  e -kb, so s i . immt  diesr G l o i c h u n g  

mit (1) ftberein. 
6 .  Die drei tibrigen Formeln (g) p. 442 bci CAuem" erledigen sich 

wie folgt 
N 

(cosk.~ (Si~dseite, k positiv, keine ungerade Zahl) 
bdx 

I ~  J O O S X  b 1 ~ x 'z 

o 
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N N 

_ = /  sin (k + I)X 2bdx sin 

sinz (2b)  ~ + z * sinx 

0 0 

( k -  x)~)  
2bdx 

(25) * q- x ~' 

wi rd ,  w e n n  k =  2 n + a  ( n = o ,  I, 2, . . . ;  - -  I < a <  I), 

195 

7( 

(:) - ~ - b  [ ( - - ~  ~)" ii .t~ + e -'~] 

1 
~- rra 

.flo  o,  
o 

co~ b a 

7r 

r b log  cotg  r 2b~ dv  - -  . 

7~ 
0 

2 ~ . Mul t ip l i c i e r t  m a n  die F o r m e l  (2) m i t  bda und  

a = o an,  so s ieht  m a n ,  class die Kentn iss  des In t eg ra l s  

/v 

f sin 2 n x  b*dx 
(Real i ta ts l inie) ,  sei = C, 

e r f o r d e r t  wird .  Wel l  

S i l l  2 n X  ), = n - - I  

= Z (--  ,).-~,-, : s ~ . ( ~  + ,)x,  
C O S  ~g ),=o 

,g 

f2 
o 

sin(2~ + l)oe b*dx 
x b ~ + x ~ 

- -  zr(i ~ e - ( ~  +~)b), 

so ist 

C = ~ s i n  ~nrr rc ( - -  t ) " - - e  -~'b 
z + ~ co~b 

i n t eg r i c r t  yon  
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Daher ist 

(3) 

~V 

f sin kx b2dx (St'~dseite) 
~ b ~ + x~ 

0 

--kb zc (-- l)" co,~ba --e 
---- z s i n=~  "1- 2 co~b 

1 

0 

/r 

2 

~'ill b rzc0g b ofl~ cotg fz fog 2bfrc d f ]  

f f i r  k = 2n  q- a ( - -  I < a < I ,  ~$ = O, I ,  2, . . . ) .  

3 ~ W e n n  m a n  d ie  F o r m e l  (I), worin k = 2n - -  i 21_ a, (0 < ~t < 2, 

i a behandelt, so kommt n = o ,  i, 2, . . . ) ,  mit g a--gz 

(4) 

/r 

f eo s  I:, ,d~. (St'ulseite) 
, j s i n x  b ~-t- x ~ 
0 

- - k b  

= _"r e -- fin(b -- ha) - -  i log sin __rra 

fi.b z 

0 0 

Wenn k einer ungcraden Zahl gleich wird, so wird das Integral links 
sinnlos. 

Die Gleichungen (i), . . ,  (4) entsprechen den mit (g) bezeiehneten 
p. 442 bei CAucaY. 

Bern, 13 Aug. i885. 


