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BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER 

THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 

VON 

M. FALK 
i n  U P S A L A .  

Wenn man von dem Gebiete der Gr• k ~ alle reclle Werthc vow, 
- - c ~  bis o und von -{- I his + o.v (o und + I inclus.)ausschlicsst  

und jeder der Quadratwurzcln v ~ i -  k '~ sin=~ und ~ ' i -  k '~ sin~r wo 

k'~ ~-~- I - - k  2 

ist, denjenigen Werth beilegt, dessen erste Coordinate (der reelle Bestand- 
theil) pos i t iv i s t ,  so sind die Gr0sscn K und K '  durch die Werthe der 

bestimmten Integrale: 

7r 7r 

2 2 

d~ K '  ~ ,  ~/'i 
K ~-, ~/i - -  k '~ sin~. ' - -  k '~ sin~r 

0 0 

in eindeutiger Weise definirt. 
Es handelt  sich alsdann darum zu beweisen, dass K,  K '  immer  

K' 
endlich und von Null  verschieden bleiben und dass K ,  K '  und ~- po- 

sitive erste Coordinaten haben. 
Acta mathematica. 7. Impr im~ le 22 Septembre 1886. 
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FfdH't man dic Bezeiehnungen: 

(1) 

k s -~  ~ ' +  fli 

P =  I - - a s i n ~  ", 

Q = fl sin ~ ~, 

ein, so hat man, da k~-b k ' ~ =  I ist 

k' :' = o:' + fl' i 

P'  = I - -  a' s i n ' r  

Q' = sin' r 

a + a ' = I ,  f l + f l ' -  o. 

Setzt llla, tl ausserdem: 

(3) 

2 2 

A ~_ : v:P ..t- ~,:P2 -F (4'* : V - -  P q- ~ P'~ q- Q 2 ~/-P* + Q: dg  , B = dr  , 
~: P'* + (~, 

0 0 

r r  ,"r 

2 "2 

j / A'  = v/P' + "P"~ + Q / ' d ~ ,  B'  = v'--  P' +"P'* + q ' " d ~ ,  
~/ P"* + (~" v,p '~ + Qj'* 

0 0 

indem man allen hierin vorkommenden Quadratwurzeln ihre positiven 
Werthe beilegt, so ergeben sich fiir K und K'  die Ausdracke: 

- K '  A '  eB ' i ,  ~/-~ . K = A -t- e Bi  , r ~ - -  

wo fi;tr s Jr I oder - -  i zu setzen ist, je nachdem fl positiv oder nega- 
tiv ist. 

Da unter den gemachten Voraussetzungen die Wurzeln:  ~/W+ t~' 
und ~/p'~ + Q.'~ nit  verschwinden, so sind K und K '  immer endlich. Aus 
den Gleichungen (3) ist unmittelbar ersichtlich, sowohl dass K und K'  
immer yon Null  verschieden bleiben, als auctl dass sie positive erste 
Coordinaten (A und A') haben. 

Ferner ist: 

K' A A ' - - B B '  AB' + A'B.  
(4) - K ~ -  A ' + B "  e A~,+B~, *; 
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also wird bewiesen, dass die erste Coordinate von ~( positivist, indem 

man zeigt, dass A A ' ~  B B ' >  o ist. 
Aus den Gleichungen (3) ergibt sich: 

A A '  --- BB '  = 

5 Z 2 2 .-l~f j ~/P' + 62 ~ qP'* + Q'* dcd~, ,  
o o 

WO 

(5) T-~-  ~/p+ 4 p ' + Q , . ~ / p ' +  v ' p " + Q ' ~ V ' - - p + , P ' + Q ' . V ' - - P ' + , P " + Q "  

ist. Folglieh hat man, um das Behauptete zu beweisen, nur zu zeigen, 
dass I '  far  alle Werthepaare V, r innerhalb des Gebietes dieser Gr0ssen 
immer positiv bleibt. 

Aus den Gleichungen (i) und (5) geht unmittelbar hervor, dass die 
immer re.ell bleibende Gr0sse T sich mit ~ und r stetig andert; und da 
fiir ~ - - r  

To -~ 2 

ist, so gentigt es offenbar naehzuweisen, dass T fiir kein Werthepaar F, r 
verschwindeaa kann, um daraus schliessen zu ksnnen, dass T immer positiv 
bleibt. 

Aus der Gleichung (5) folgt, da QQ' hie positiv ist, 

T 2 = 2 (pp' + QQ' + Cp, + Q,. Cp', + r  

damit :T verschwinde, ist also nothwendig, dass 

oder 

(P~ + Q')(P" + 0")= (PP' + Oq')~ 

P q ' - -  P q  = o 

werde. Da aber, well / 3 = - - / 3 '  und a + a ' - - - ~  x ist, 

P 0 ' - -  P Q  = Y(~in ~ ~ + ~i-'4, eos~ )  

ist, so ksnnte T also nur fur 9, = r ~ o verschwinden. Aber fi~r 
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~ o  war T 0 - -  2; also ist T und folglich auch die erste Coor- 
K' 

dinate von~-  immer positiv. 

Dieser Beweis sctzt voraus, dass /~ von Null  verschieden ist; da 
aber f(ir /~ ~ o die Gr0sscn K und K' beide reell und positiv sind, so 
ist der Satz vollst~ndig bewiescn. 

Berlin, August I885.  


