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U R T E R S U C H U N G E b l  OBER O U A D R A T I S C H E  FORMER.  

I, BESTIMMUNG DER ANZAHL VERSCHIEDENER FORMEN, 

WELOHE EIN GEGEBENES GENUS ENTHALT, 

VON 

H E R M A N N  M I N K O W S K I  
in K O E N I G S B E R G  i/Pr. 

In  meiner Arbeit  ))Sur la th~:orie des formes quadratiqaes it coeffieien/s 
entiers)) 1 habe ich den Begviff de,~ Genus lediglich 'ms dem Begriffe dev 
Formencongruenz hergeleitet. Ein solches Verfahren erwies ,~ich bereit~ 
dort als ~usserst vortheilhaft. Seine Berechtigung wird vielleieht noeh 
scMrfer dutch die folgenden Entwickehmgen hervortreten. Ich werde 
reich hier mit jenen Zahlen beschaftigen, weh'he im Falle allgemeiner 
Genera dieselbe Rolle spielen, wie im Falle bin','trer Geneva (lie Class.m> 
anzahlen. Gewisse S~'~tze (;,ber Formencongruenzen werden zuniiehst er- 
rathen lassen, in welcher Gestalt sieh die Ausdvticke jener Zahlen darbieten 
m[,ssen. Unter Anwendung DIV, mItLl.:T'sehev Prineipien soil alsdann gezeigt 
werden, dass die errathenen Fovmeln in Wirkliehkeit  richtig sind. 

Mdmoires prdsentds par divers savants "t l'Acaddmic des Sciences (1(, 
1 Ins t i tu t  de France. Tome XX[X~ N r' 2 (1884). - -  [ell eitire die~e Arbcit im F,,I- 
genden kurz rail F. Q. 

Aeta mathematica. 7, Imprim~ le 2~ Juin 1S83. ~6 
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Einleitung. 

1. Ei-J~ Ge.n,t.,r , t n d  .~ei~te F o r m e ~ t a ~ , z a h l .  

Untcr den Reslen ciner quadratischen Form f = :  ~a,~.:r,.~', in Bezug 

auf einen Modul N verstehen wir alle dicjcnigen Formen, wel('he aus f 
hervorgehen, indem die Coefficientcn a,~: in beliebigcr Weisc um Vielfache 
des Moduls N geandert werdcn. 

VC-ir nennen zwei Formen f u n d  g (yon derselben Variabelnz'~hl n) 
e,m.qruent in Bezug auf einen Modul N, f Z g  (rood N), wenn es linearc 
Substitutionen yon einer Determinante = I  (rood N) giebt, dureh welche 
die Reste der einen Form ftir den Modul N in Reste der andercn Form 
fi'w den Modul N ftbergehen. 

Wir betrachten ausschliesslich Formen von niehtverschwindender De- 
terminante. 

Es kann der Fall eintreten, dass zwei Formen f und g far einen 
]eden belieboen Modul congruent sind. Solehes findet offenbar immer 
statt, wenn f u n d  g derselben Classe ~tquivalenter Formen angehsren, 
d. i. durch ganzzahlige Subsfitutionen von der Determinante I in einander 
~'lbergehen. Es ereignet sich tiberhaupt dann und nur dann, wenn f u n d  
fl dieselbe Determinante A besitzen, und in Bezug auf den Modul 2A 
congruent sind. 

Immer und nur dann, wenn die Formen f u n d  g diesen Bedingungen 
genilgen, und dazu einen gleichen Tragheitsindex liefern, wird es moglieh 
sein, dig eine dieser Formen in die andere durch solehe linearen Sub- 
stitutionen yon der Determinante x tiberzuft'thren, in welehen die Coeffi- 
eienten rationale Zahlen mit einem zu 2A relativ primen Generalnenner 
sind. 

t HEI~RY I. ST*:PH~N SMITIt, Phi l .  T r a n s ,  CLVII, I867 (On the Orders and 
Genera of Ternary Quadratic Forms, art. I2) und: Roy. Soc. P r o c ,  XVI, I868 
(On the Orders a~d GelJera of Qumb'atic Forms conlainblg more than three Imlelermblate.% 
p, 202). 
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Alle Formen, welche denselben 'l'vlighcitsindcx I h:tlJcn wie eine 
gegebene Form, uud welche mit dicser Form fi'lr cinch .it(loll beliebigen 
Mod,tl col,grtzent sin,l, fassen wir in till. Ge~us zus~lmmen. Da die FormcJJ 
eil~es Gl.nlls eil,e fuste l)etcrmi~ul~tc l,esitzel~, ::, I~o~J~en sic, ll;~ch IJe- 
kam,ten Si~tzcn, l,uc ill eilLe el,.l!iclJe Al~z:~hl vers,.h;(',icl,er Forlnencl~lssezl 
zcrfalleJi. 

Es ist abet im Allgemeinen ni('ht sowohl dic Anz~dll dicser Claa'sen, 
welche sich dutch einfache Formeln ausdri~cken lasst, tds viehuchr die 
Anzahl der in einem Genus enthaltencn Formers. Zw;ir ist die lctztcre 
Anzahl stets eine unend!iche, denn schon jcde cinzelne Formenclasse bu- 
sitzt unendlich viel Formcn. Doch zeigt es sich bald, dass filr tin jede: 
Genus eine gewisse, positiv unendliche Gv0sse !2 cxistirt, welche nur yon 
den einfachsten Invarianten des Genus al)hangt, und zu welcher alle di~ 
Formenanzahlen der einzelnen Classcn des Genus in cndlichen VerhMt- 
nissen stehen. Dieses ~2 bestimmt dann auch den Grad, in welchem die 
Formenanzahl des gesammten Genus unendlieh wird. FrLllt die Formen- 
anzahl in einer oder in mehreren Classen des Genus glcich -1I. ~(2 aus, 
so bezeiehnen wit die positive endliche Grosse M als das 3laass dcr be- 
trefl~nden Classen. 

Am einfachsten gestaltet slch der Begriff des Maasscs far definite 
Formen, also in den Fallen I ~  o und I =  n, mit welchcn wit uns 
spi~ter hauptsachlich beschaftigen werden. Man weiss, dass eine definite 
quadratische Form f immcr nut eine endliche Anzahl von TransformationeJl 
vo~ der Determinante x in sieh zulasst. Sei t(f) diese Anzahl. Nennen 
wit" ferner ~2 0 die Anzahl aller mSglichen linearen ganzzt~hligen Substitu- 
tiGnen S von n Rei~ten und yon der Detcrminante I. Warden wit allc 
diese S a u f  die Form f anwenden, so n~fissten wit zu einer jeden Form 
del' Classe f gelangen, und zwar zu eincr jeden genau t ( f)Mal,  l)ic 

~ be- Anzahl der versehiedenen Formen der Classe f wird daher t-~-)" " 

tvagen. Walllen wit demnach, was in der That gesehehen soll, im Falle 
definiter Formen die erw~hnte Gr0sse ~2----.(2 0, so k0nnen wit als das 

I 
Maass einer definiten Classe f die Gr(ssse t- ~ erklaren. Das Maass ftir 

I 
die Formenanzahl eines definiten Genus wird dann Z t ~  sein, wo die 

Summe fiber alle verschiedenen Classen f des Genus zu erstreeken ist. 
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In solehen spceiellel, F~'tllen, wo die Grosse l ( / )  cor~stant aust'i'dlt: 
flit alle Fovmen eines Genus, ergiebt die vorstehende Summe eint'aeh den 
t(f') t~" Theil dee Classenanzahl des Genus. Derartige F'alle sind l{qgel bei 
bin~.i.rerr I:onnen. M~ln hat da gewohnlieh l (f)  --: 2. Nur fiir die Classen 
f =  ,l(~' + V =) wircl / (f)  = 4, uncl ft',r ,tie Classen f - -  2(l(x 2 + a'y + y~') 
,vi,d t(/)  6. 

Ieh bemerke noeh beilsutig, dass [lie Gr0sse !2 0 sieh mit der (~'0-- 1)'" 
Potenz (tcr Anzahl w aller mOgliehen ~ ~anzen Zahiei, v o n -  oc his + c-~ 
vergleiehen liisst. Es gilt. n:amlich in gewissem Sinne die Beziehung: 

W O  

0 - -  

" ' 0  

U': ] 
(O 

,b'._. Sa . . . .  %, 

i ' ( I  2 ,  ;L . . . ,  I*) 

F~iile l)eutung des Maassbegrifl'es ftlr indefinite Formcn soll den Ge- 
gcnstand einer spSteren Arbeit  bilden. Ieh erwrdme nur, dass als 3hmss 
einer primitiven binii.ren Form a.r ~- + ebw!l + c!/~" yon einer negativen, nieht 
~luadratisehen 1)eterminante a c - - 1 / - ' - = : -  D < o am passendsten der Ausdvuek 

festgese/zt wird, wo a ( =  i, e) den grOssten Theiler der 
+ 

O" / 

Coeftieienten a, _~b, c bedeutet, und wo 2' und U die zwei klcinsten po- 
sitiven Zahlen sind, welehe der Gleichung T ~ -  DU u - - d :  Geni~ge lei~ten. 

~. D a s  vollst~$odige ,~ys tem vo,n l l~ea.rial~te~ ei~le,~ Ge'lv~t~, 

Um ein Genus eindeutig zu eharacterish'en, bbdarf es lficht durchaus 
der Kentniss einer seiner Fornmn. Es genfigt bereits, wenn man im 
8tande ist, sein vollstdndiges System. y o n  lJ~varianten anzugeben. Wir ver- 
stehen tinter dieser Bezeiehnung eine Reihe yon Gr6ssen, welehe sich "tls 
arithmetisehe Funetionen einer repr~sentirenden Form f des Genus dar- 
stellen lassen, und welehe die doppelte Eigensehaft haben, einmal: un- 
geiindert zu bleiben, so oft die Form f dutch eine andere Form desselben 
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Gcnus ersc,,tzt wivd, daml abev: in ihrer Gesammtheit  sich stets zu andcrn, 

sobald fi'w f irgend eine Form eines ~ m d e r e n  Genus genommcn wird. 

Ein vollsti~ndiges System yon Invarianten eines Genus f umfasst die 
folgenden GrOssen : 

t ~ den Tritgheitsindex 1 dec Form ['. Dersclbe sagt aus, wie viele 

Quadrate mit  aem Vorzeichen Minus auftreten, sobald f dureh irgend 
eine reelle Substitution in eine Summc yon n, zum Theil positiven, zum 

Theil negativen Quqdraten transformirt  wird. 

2 ~ die ~ Invarianten do; o~, o.,, . . . ,  o, ,_~,  und die n - - i  Invariantcn 

~ ,  ~._,, . . . ,  ,r,_i der Form f. 
Die Invariante d o stellt den positivcn grOssten gcmeinsamen 'fheilcr 

der Coeffieienten a,:  yog i  f v0r. 

Zu den Invarianten o/, gelangt  m'm in folgendcr Weise. Man bc- 
zcichnc mit d~, d~, . . . ,  d,,_~ dic positivcn grOssten gcmeinsamcn Theilcr 

aller 2-, 3", . . . ,  n-reihigcn Untcrdetcrminanten yon ]a~h], sodassinsbeson- 
dcre A = ( ~  I)~.d,,__l kommt.  Aus den Zahlen dh entstehcn die In- 

varianten oh vcrmittelst  der Gleichungen': 

tt~ = d__.2 = .  ., d , ,  I . . . .  I .... "~ 
d'~ 011 , l l  3 ) 0 i02~ '  ' ' '  ' d 0 - -  O1 02 " ' "  0 ' : - - 1 '  

oder 
dh dh_~ 

0/, = d~,-i 

Die Invarianten r sind Grossen von den Wcrthcn t oder 2. Mat, 

hat Crh- I, wenn unter den symmetrisehen h-reihigen Minoren yon f sich 

solche vorfinden, die, yon dem Factor dh_t befrcit, ungerade ausfallen; 
dagegen o'h--= 2; wenn diese Minoren alle dutch 2d~,_~ aufgehen. 

Die Grossen o/, sind stets ganze Zahlen, und die GrOssen ~r~, mfissen 

den f01genden Bedingungen genrtgen: 
(i). Die Zahlen O'h_~0hO'h+~ und o"/, dfwfen nicht zuglcich durch 2 

thei lbar  sein. 

(2). Die Quotienten m~-~oh und oha~,+, masscn ganz sein. 
Gh + Is (1"It - -  1 

Wit  fiahren noeh die Invarianten ein: a0 = i, a , ~ -  i und Oo = o, 
0 a ~ O. 

3 ~ die C h a r a e t e r e  der Form f.  Dieses sind eine Reihe yon Einheiten 
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3-_ I, welche in Gestalt IJEGr:NDRE'seher Symbole auftreten. U'm sic mog- 
liehst einfach darzustellen, trifl't man am besten folgende Voraussetzung 
ftber die repr~isentirende Form f: Die aus den erslen h ( =  i, 2, . . . ,  n - - i )  
Reihen vo)l f gel,ihleten symmetrisehen Minorml sollen Werille a,,<l~,_lg,, 
ergelmu yon soiclmr Art ,  dass ein jedes g,, relaliv l,rin~ zu : , , ,o . , . . .  o,,_, 
und zu ~,,_~ und r ausfMlt. Dal,ei hat man sich nodL ~:0 : I und 
~,~ = ( - - I ) '  zu denken. Nach F. Q., p. 83, lassen sieh in jeder Classe 
des Genus Formen [ von dieser Eigenthfunliehkeit finden; man nennt sit 
dmracte~'istisChe 1,'or,~wn. 

Es sei allgemein cj, das Vorzeichen yon ~'h; ferner mag /~, .angebeh, 

wie v ide  yon den Einheiten --,e' --,r . . . ,  c,, negativ ausfallen, sodass 
e0 el  t'), .. 1 

insbesondere 10 = o und I,, = I zu nehmen ist. Far  eine eharaetea'istische 
Form [" erweisen sieh folgende Einheiten U als Charaetere: 

i) wenn o'h._~o,,#,,+, dutch eine ungerade Primzahl l~ theilbar ist, die 
Einheit 

2) wenn 0,, ,o;,rr;,+,-----o (rood 4) ist, die Einheiten 

gl, --1 lh(/~-- I} 

\t',~ W' / ' \ e a  ~ch / 

la(Ih ~ I) 

3) wenn #h_,Oha,,+~=O (,,,od 8) ist, die Einhei/ 

Diese Einheiten U bilden zusammen mit den Gr~sssen I ,  do, oh, ~rh 
wirklieh ein vollstandiges System yon. Invarianten fi'lr das betraehtete 
Genus, sodass kein zweites Genus da sein kann, welches zu eben diesen 
lnvarianten fahrt. 

Die Einheiten G' mi~ssen alle Bedingungen erft'dlen, welehe sieh far 

sie aus den quadratisehen Congruenzen 

erschliessen lassen. Man findet diese Bedingungen in .F.Q., pp. 87 - -88  , 
zu.qammengestellt. 
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Es gilt der Sa/z: 

(G) Wenn die Invarianten I ,  do, o, ~r trod die Charaetere C in be- 
liebiger Weise festgesetzt werden, doch so, dass sit den Bedingungell (x), 
(2) genOgen, fernev allmt 1}edil~gttl,gen, welehe au~ den ColJ'2ruelJZell (h) 
folgen, so existivt wirkli,dt ein GeJlus, wolches zlt (liesetl IJiwtrialLten und 
Chataeteren VeraMassung giebt. 

Ein Beweis dieses Satzes ist F. Q., pl ). 89--9o,  mit Hilfe des be. 
kannten Theoremes fiber die arithmetischen Progressionen geff~hrt. Ieh 
habe dort diesen Hilfssatz n - -  I Mal hintereinander angewandt zur sucres' 
siren Auffindung von n - - I  ZaMen F',, g: ,  . . . ,  ~,,-~ for eine eharae- 
teristische Form des gewt~nsehten Genus. Man {iberzeugt sieh abet leieht, 
dass es immer gentigt, ein einziges Mal yon diesem Satze Gebraueh zu 
maehen, ngmlieh um allein ~,,_a als Primzahl zu bestimmen; und man 
sieht dann ferner, dass in den Fallen n >  3 dieser Hilfssatz sieh ganz 
entbehren lltsst, wenn nur der Satz (G) bereits ft'tr n = 2 bewiesen is/. 

Alle Formengenera, welche dieselben Werthe der Grsssen I ,  do, oh, cy,, 
besitzen, werden in eine Ordnung 

do,  (o'l 'J G2' " * " ' ~  , I 
\01~ 02, ~ On--l/ 

zusammengefasst. 

Wit beseh~ftigen uns meist mit Formen f, deren d o gleieh i i s t ,  
und die man prim#ire Formen nennt. Im Falle die Grssse d o einer Form 
f relativ prim zu einer Zahl N ist, heisst diese Form primitiv in Bezug 
auf N. 

Ers ter  Thei l .  

3. D i e  A n z a h l  d e r  R e s t e  e i ne s  G e n u s  i n  B e z u g  a a f  e i n e n  ~[odul  ~(. 

Wir wollen zunachst untersuchen, wieviel verschiedene Formenreste 
ein gegebenes Genus in Bezug auf einen gegebenen Modul N liefert. In 
der Anzahl dieser Formenreste finden wit einen Divisor der Formenanzahl 
des Genus, und wit werden so alle wesentlichen Factoren kennen lernen, 
aus welchen sich die Ausdrt~cke fi~r die Formenanzahl zusammensetzen. 
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1)as Genus m0ge dureh eine beliebigo seiner Formen, f, reprasentirt 
werden. Es ist d'mn klar, dass wir die Leste des Genus naeh dem Modul 
N nur unter denjenigen Formen suehen darfen, welehe Z f (rood N) sin& 
Man gelangt zu diesen Formen, indem man auf f ein vollstandiges 
System von lauter ineongruenten Substitutionen I '  von einer Determinante 
_ I (rood N) anwendet. Em solehes System wird leieht bestimmt. Man 
bvaucht beispielsweise nur  yon den N'" ineongruenten Substitutionen 

Q h  ( , n o d . ) ,  2, . . . ,  N ....... 

alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nieht ~_ I (rood N) 
"msfiiMt. 

In dem Systeme der T mSgen sieh im Ganzen 9~ Substitutionen 
finden lassen, - -  etw~ die folgenden: ~"~, ~"~, . . . ,  T~z, dutch welche f i n  
~l verschiedene I~este: ,q~, 9~, . . - ,  q.~ (rood N) iabergehe. I)as gegebene 
Genus enth~tlt dann sicher nicht mehr als diese ~)l ]le~te. Wir behaupten 
q ber, dass diese Ileste wirklieb alle dem gegebenen Genu,% ja schon der 
(ganz beliebigen) Classe f eigen sind. 

In der That, zu jeder Substitution 

2/,__-- 

~ l  ~ . . . . . . .  

' ~ ' 2  ~ . . . . . . .  

�9 �9 . . . .  �9 

�9 7 1  ~ . . . . .  " �9 

I (nlod iY) 

l~sst sich immer eine naeh dem Modul N congruente Substitution S yon 
einer ])eterminante I bestimmen. Im Falle ~ = I leuchtet dicses un- 
mittelbar ein. Wenn ~ > I ist, so bedienen wir uns zum Beweise tines 
Schlusses yon n - -  i auf n. Offcnbar muss der grOsste Theiler der n Zahlen 
x~ zu N relativ prim scin. Man kann daher n Zahlen $~=z~ (rood N) 
finden, deren grSsster Theiler gleich I i s t .  Alsdann lasst sich bekanntlich 
eine Substitution 

S 

~ / 1 ~  ~ ~ ~ * ~ * 
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von der Determinante i bilden (F. Q., p. 98). Das Product So ~. T ge- 
winnt jetzt die Form 

U ~  

I ,  /~1 . . . .  , ~ , - - I  

o ,  u] ,  . . . ,  u~ -1 

�9 . �9 . , ~ o . . . . 

1 n - -  1 
O ~  U n _ l ~  . , . ~, U n _  1 

I (rood N). 

1st unser Lemma bereits far den Fall n - - i  erwiesen, so ksnnen wir 
1.. solche congruente Zahlen einfahren, dass lu l l  in I an Stelle dcr u~ 

rlbergeht. Ferner setzen wit an Stelle dcr ersten Verticalreihe von U ein- 
fach die Zahlen i, o, . . . ,  o. Auf  diese Weise wird U in eine congru- 
ente Substitution V v o n d e r  Determinante i flbergehen, und das Product 
S 0. V--= S erscheint als eine mit T congruente Substitution yon der De- 
terminante x. 

Wir k6nnen so zu allen Substitutionen T1, T~, . . . ,  T,~ eongruente 
Substitutionen S~, $2, . . . ,  S,j~ yon der Determinante i bilden. Durch 
diese muss sich f in aquivalente Formen mit den Resten g~, g~, . . . ,  g,~ 
verwandeln, was zu beweisen war. 

Es ist nun leicht plausibel zu maehen, dass die Formenanzahl der 
Classe f ein Vielfaehes der Zahl 3~ wird. Man denke sieh zu dem Behufe 
in der Classe f alle verschiedenen Formen gekennzeiehnet, welehe nach 
dem Modul N den Rest f lassen, und fflr jede dieser Formen je eine 
Substitution S notirt, dureh.welche dieselbe aus f entsteht. I)ureh An- 
wendung aller S.S~, S.S~, . . . ,  S.S~ mt~ssen dann aus f die s~mmt- 
lichen Formen der Classe f hervorgehen, und zwar eine jede ein einziges 
Mal. Die Zahl 3~ theilt somit wirklieh in gewissem Sinne die (unendliehe) 
Formenanzahl der Classe f, und da diese Classe eine beliebige ist, auch 
die Forlnenanzahl des gesammten Genus, wie am Anfange ausgesproehen 
war. 

Um einen Ausdruck for die Zahl Ot zu gewinnen, verf~hrt man fol- 
gendermaassen. Es sei ~ , (N)  die Anzahl der Individuen eines vollstandigen 
Systemes yon incongruenten Substitutionen T von einer l)eterminante 
_=I (rood N). Alle diejenigen T, welche auf den Rest f (rood N) ohne 
Wirklrng bleiben, nenne man T,  und es sei f(N)die Anzahl der ver- 

Aeta  mafhemat ica .  7. Impr im~  le 4 Ju i l le t  1885. 27  
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schiedenen T. Die Substitutionen T.  T1, T .  T~, . . . ,  T.  T,I~ mtassen das 
gesammte System der T ersch~)pfen, und man erhalt so: 

, ,  r 

l(X) 

In weleher Weise die Grssse r gefunden wird, ist bekannt. 1 
Damit ein T =  t (mod N) ausfaile, ist zunachst erforderlich, da.~s (lie 
Zahlen x~, x~, . . . ,  .% der ersten Verticalreihe ohne gemeinsamen Theiler 
mit N gew'Ahlt seien. Eine solche Wahl kann auf N".(N), Arten ge- 
schehen, wenn (N)n das t'lber alle verschiedenen Primzahlen q yon Naus- 

gedehnte Prod.et 1-I bede.tet. Man sieht leieht, dass z,,.iedem, 

ohne Theiler lnit N gewMflten Systeme .~ mindestens ein T geh6rt. Alle 
m0gliehen T mit der ersten Vertiealreihe ~ folgen dann dureh Zusammen- 
setzung diese~ einen mit den versehiedenen Substitutionen U~_I (mad 2~'). 

In U unterliegen die n - -  I Zahlen l.~. gar keiner Besehr~nkung. Es 
lassen sieh also im Ganzen N"-' .r  ineongruente U bilden, und 
man erlangt die Beziehung: 

r = N~"-'.(N),,. r 

Da nun ~/ , , (N)~ i ist, so entsteht 

C o ( N )  = . . . .  

Es handelt sieh also we~ntlieh lira die Bostimmung der Gr6ssen 
f(N). Dabei genagt es, den Fall zu untersuchen, wo N eine Primzahl- 
potenz q' ist. 

Denn setzt N sich aus mehreren Primzahlpotenzen q' zusammen, 

N---- IIq ' ,  so hat man f(N)---- 1-[f(q'). 
So oft namlich eine Substitution T - I  (mod N) ist, ergiebt sieh 

dieselbe auch - i  nach jedem der Moduln q', und ~,~ndert sie den Rest 
f (,nod N) nieht, so andert sic auch keinen der Reste f (rood q'). Liegt 
andererseits far einen jeden Modul q' ein mq vor, von einer I)eterminante 
--~ I (mod q'), welches auf f (mod q') ohne Wirkung bleibt, so wird die 
Substitution T (mod N), welche allen Congruenzen 

T ~_~ Tq (rood q') 

t JORDAN~ Traitd des substitutio~s, 120~I 24. 
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genOgt, _-- t (mod N) ausfallen, und den Rest f (rood N) nicht i~n'dern. 
So geht die behauptete Relation hervor. 

4. H i l f s sa t ze  z a r  B e s t i m m u n g  der  Ztthlen f(~t'). 

Wir brauehen in Betreff der Gr~ssen f(qt) nur den Fall zu be- 
trachten, wo / primitiv in Bezug auf q ist, also die Coefficienten a~ yon 
f nicht si~mmtlich den Theiler q haben. I)enn sei etwa I"  _ q a g  und 
d > o. So lange man d > t  > o hat, bleibt der Rest f (modq')bei  
jeder Substitution ungeandert, und ,,,an ert,Mt f ( q ' ) -  r Wenn 
aber d < t i s t ,  so gilt die Relation 

( , )  f ( , [ )  = q(, . .- , , .  

In der That., eine jede Substitution T z i  (mod q'), welche auf 
f (rood qt) ohne Wirkung ist, ~ndert auch g (rood q,-d)nicht; und ebenso 
wird ein jedes ~ ~ I (ln.od qt-d), welches auf  ff (lllod qt.-a) ohne Wirkung 
bleibt, auch f (m~d q') nicht ~ndern. Aus einem jeden ~ lassen sich aber 
q(~-~)~, nach dem Modul q' vcrschiedene Substitutionen T herleiten. Denn 

in einem :~ ist immer mindestens ein Coefficient c da, ftir welchen a~ ac 

zu q relativ prim ausfgllt. Wir k(~nnen nun, um eine Substitution T zu 
gewinnen, erst jeden der n ~ I iibrigen Coefficientenreste (mod q '-~) von 

durch q~ verschiedene Reste (rood q') ersetzen. Der Rest yon c far 
den Modul q' folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, dass die ver- 
anderte Substitution eine Determinante - - t  (mod q') ergebe. 

Insofern es uns um Factoren ft'tr die Formenanzahl eines Genus zu 
thun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln q' aus, welche gewisse 
Grenzen qG(q) ilberschreiten. Denn ist t > t - - d  > o, so beweist man 

leicht, dass die Zahl r einen Divisor der Zahl ~ = r r(,/) 
vorstellt. Beachtet man die oben gegebenen Werthe yon ~b,,(q'), so l'auft 
dieses darauf hinaus, dass die Zahl f(q')  in der Zahl q(,,~-,)a, f(q,-,,) [ t - - d >  o] 
aufgeht. 

Ffir eine mit q primitive Form f machen wir von folgenden Bezeich. 
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nungen Gebrauch. Die ht~ehsten in den Invarianten ol, o., ..., o,,_~ enthalte- 

nen Potenzen von q sollen die Exponenten besilzen: tOl, to2, . . . ,  to,_~, 
u n d e s  sei al lgemein 

v~ = to, + to~ + . . .  + t o , ,  ~)~ = hto,  + ( h -  l ) to. .  + . . + to,,. 

Ferner nehmen wir an, von den n - -  I nicht negativen Zahlen toh seien 

im Ganzen 2 ~ i grOsser als Null ,  nttmlich die folgenden: 

( 0  o : o )  O ) r  O ) # , ,  . . . ~ r  

und wir bilden die Gleichungen 

(,%. = ~tl) 

O, = x~, ,9~ = x~ -4- x.,, . . . ,  ,~  = x~ + x~ -4- . . .  + x~, 

d . i .  xk = 9k - -  #~_~. 

Der Quotient aus der Determinante A von f und der Potenz qO._, 

mag for einen Moment A o heissen. Wir  werden weiterhin voraussetzen, 
dass unsere Moduln q', wenn q einer ungeraden Primzahl p gleich ist, 
die Potenz pG __=p ..... , und wem~ q = 2 ist, die Potenz 2 ~  2 T M  Ober- 

schreiten. Die Folge davon wird sein, dass ein jeder  Rest f ( m o d  q') uns, 

wenn q = p i s t ,  den Werth der Eii,heit ( ~ ) ,  und wenn q ~ 2 ist, den 

Jo--I 

Werth  der E inhei t  ( - -  i )  '-' , sowie im Fa]le tr~_~ = 2, auch den Werth 

de," Einheit  (~-~,)l iefert .  Denn es gilt der Satz: 

Geniigt eine Form g schon der Congruenz 

# ~ / '  (rood qr 

und soll noeh g z f (rood q') sein, so ist nothwendig und hinreiehend, 
dass, wenn q - _ p ,  die Beziehung 

zx(g)  A ( f )  (,,,od p,+0. ,) 

und wenn q = 2, die Beziehung 

/ ,  (,j) - A (f') (,,,od ,) 
bestehe. 
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Ich erwahne noch einige, zum Theil bekannte Satze tiber Congruenzen, 
welche bald ihre Anwendung finden werden. 

(2). Ist eine Form f u n d  eine Zahl a prim in Bezug auf eine un- 
gerade Primzahl p,  und hat die Congrucnz 

f(~,) = ~ ( , .od p) 

t or  A . p ' - '  Losungen, so besitzt die Con~,ruenz 

(t) f ( ~ , ) -  ~, (, .od F) 
A . p  ("-')' LOsungen. 

Denn gentigt ein System ~, der Congruenz 

(t > I) 

(t - -  I) f,~,):" -= ~ (,nod p'- ') ,  

und setzt man x i=  ~, + p ' - 'u ,  (,nodp'), so kommt, da t > I sein soil, 

of (rood 1/). 

0/" 
Nun konnen die Zahlen ~ nicht sammtlich durch p theilbar sein, da 

man -2I E ~ , ~ = ~  t 0 f _  (rood p) hat. Also ergiebt die Congruenz 

,~-s ~ o/ (,,,od p) 

p"-'  Losungeu u, (mod p), und eine jede Losung yon (t ~ t) liefert p"-~ 
L6sungen yon (t), woraus unmittelbar unscr Satz folgt. 

detzt sei f =  ~a~z ,z ,  eine in Bezug auf 2 primitive Form, und a 
eine ungerade Zahl. Wir unterseheiden zwei FAlle, je nachdem die In- 
variante a, yon f den Werth I oder 2 hat, die Zahlen a,  also zum Theil 
ungerade oder s'~mmtlieh gerade ausfallen. 

(3). Ist ~r~ ~- I, und besitzt die Congruenz 

f(G) = a (rood 8) 

A.  2 3('-') Losungen, so liefert die Congruenz 

(t) 
A. 2 ('-')' L~sungen. 

/'(G) ~ a (rood 2') (t > 3) 
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In der That, es genOgen der Congruenz 

( t - -  x) "~ (lnod 2'- '  t (  ) 

zusammen mit einem Systeme ~, (rood 2 '-1) immer alle die 2" Systeme 
x~ (rood 2'- ') ,  fiir welche a ; , _ ~  (rood 2'-:) ist. l)enn jedes dieser Sy- 
sterne lasst sich in die Form x,- r  + 2-'-~0," (n,od 2 '-1) setzen, wo die n 
Grossen ~ entweder 0 oder I bedeuten; man hat also wirklich: 

a/" (rood 2<-1). 

Bildet illall nun lnit Hilfe einer Losung $, (nlod 2 '--~) von ( t -  
ein System x~--$, + 2'-~u, (rood 2'-~), so kommt 

, .  I vf (rood 2'), 

lind die Congruenz 

- (,nod 2 c i  - =  2~,  

,)  

ergiebt 2"-' L0sungen u, (rood 2). So ft'~hrt eine jede L0sung ~, (rood 2 '-~) 
yon ( t - -  ,) zu 2 "-1 Lssungen $, (rood 2 '--1) yon (t), woraus die Richtig- 
keit unserer Behauptung erhellt. 

Es ist auch klar, "class unscr Sat.z giiltig blcibt, wenn wir alle solcheu 
L0sungen $~ ausschliessen, die zugleich gewissen gegebenen linearen Con- 
gruenzen nach dem Modul 2 gen0gen. 

(4). Ist zweitens a, = 2, und hat die Congrucnz 

- (,,,od 4) 
i af --.A. 2 ~C'-" Losungen, in welchen die n Zahlen 2 ~-~ nicht sitmmtlich gerade 

sind, so lieibrt die Congruenz 

( t )  f ( $ , )  = 2a  (,nod 2') ,>~, 

af 2A. 2 ("-l)t L0sungen, bei welchen die n Zahlen ~ nicht sammtlich 

gerade sind. 
i 

Denn setzt man ~ f = V, so gruppiren sich je 2" L0sungen $~ (rood 2') 
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yon (t) zu je einer LSsung $~ (,nod 2 '- ' )  von $,($~)~=a (rood 2'- ') .  Unser 
Satz geht so in einen analogen Satz in Betreff des Ausdruckes f i~ber, 
w.elcher dunn Mmlich bewiesen wird wie der Satz (2). 

Wi t  schreiten nun zur Bestimmung der Grossen f(q').~ Dabei werden 
wir uns hauptsaehlich auf diejenigen Resultaie stiitzen, welche in der Note 
zu meiner am Anfange citirten Arbeit  enthalten sind (F. Q., pp. I 6 9 - - x  78). 

5. D e r  F a l l  e i n e r  u n g e r a d e n  P i , i m z a h l .  

Wir betrachten zun~ehst den einfacheren Fall,  wo q gleieh ether 
ungeraden Primzahl  p ist. Die Form f set primitiv in Bezug auf p .  
Der Modul p' mSge die Potenz p"-' flberschreiten. 

Da wit  f dutch jeden naeh dem Modul ff  congruenten Rest ersetzen 
d~irfen, so ksnnen wit annehmen (F. Q., p. 7), f habe den Typus 

f =  a t  ~ + F (rood p,), 

wo a zu p prim ist, und F einen Rest von n -  i Variabeln vorstellt. 
Die Coeffieienten yon F mrtssen den Factor f '  enthalten, und setzen wir 

F - -  p'V'f (') (rood p'), 

so fMlt der R~st f(~) primitiv in Bezug a u f p  aus, und die n - -  2 In- 
varianten f i ' ) ,  welche diesem Reste angehsren, erffillen die Gleichungen: 

oJJ, l__> l = cob. r . . . . . . .  l) 

Wit  denken u n s  die f (p ' )  verschiedenen Substitutionen T yon einer 
Determinante ~ , (modpt) aufgestellt, welche den Rest f (modpt) in  sich 
selbst iiberfahren. In jeder dieser Substitutionen muss die erste Vertical- 
reihe aus n Zahlen $, (rood p,) bestehen, welehe 

f ( ~ )  ~ a.  ( r o o d  p ' )  

ergeben. Der vorstehenden Congruenz mSgen A.p("-l) '  versehiedene Sy- 
sterne $~ (rood pt) Genoge leisten. Die Betrachtungen aus F. Q., p. i7o  , 

' In einem ausgezeichneten Fall e, nlimlich ftir die Form f== z~ 4" x ~ - k . . .  4 - ~ ,  
sind die Zahlen f (q)  yon Herrn JOaDAN gegeben (Trait# des substitutions, 2OI~214, 
0rdre du groupe orthogonal). 
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lassen erkennen, das.~ jedem dieser Systeme $, wirklich Substitutionen T 
zukommen, welehe den Rest f in sieh selbst transformiren. 

Es fr~i,gt sieh, wie viele versehiedene T konnen aus einem be.~timmten 
Systeme $,. hervorgehen. Ist T o eine erste dieser Substitutionen, so wird 
jedes iiberhaupt vorhandene T mit der ersten Vertiealreihe $~ in ganz be- 
stimmter Weise zusammengesetzt sein als Product aus T o und aus zwei 
Substitutionen U und ~ v o n d e r  Form 

U~_ 

l ,  U,,  . . . ,  U,,_, 

0 7 I ~  . , . ~  0 

�9 o �9 �9 o , o . 

O~ O~ . . . , I 

I, O~ ..., 0 

O,  llj , / , , -  1 

�9 . . . . .  �9 ~ �9 

1 n~-I 
O ,  / , , _ ~ ,  . . . .  l,,__ I 

(rood p'). 

Soll nun T den Rest f in sich selbst ('lberfiihren, so ist nothig, da.~s auch 
U . ~  diesen Rest in sich selbst transformire. Hierzu wieder ist erforder- 
lich, dass die Relationen Uh--o (rood p') gelten, und dass die Substitution 

auf den Rest F (modp ~) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver-' 
sehiedenen T mit tier ersten Verticalreihe $~, welche f (modp ' )nicht  
andern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen 2: sein, welche 
auf F (mod p') ohne Wirkung sind, also gleich F(p'). Zieht man noeh 
die Formel 4. (I) in Betracht, so kommt schliesslich 

f ( p ' )  ---- p(. , ,+,. ,~, .-w , ] . A . f ( , ) ( p ,  .... ). 

Wir setzen nun allgemein: 

f ( p , )  --_ p h . f { p } .  (, > E 

For den Rest f<') bilden wir eine entsprechende Grssse f('){p}. 
stehende Relation verwandelt sich alsdann in: 

Die v o r -  

(P) flP] A :(~),~)l �9 ~ ~ ' /  | / J J ~  

und diese Formel bleibt aueh fiir n---- t g~ltig, falls nur ft~r eine Form 

F yon Null Variabeln F{p I ----2 genommen wird. 
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Es handelt  sich jetzt um die Best immung der Grssse A. Nach dem 

Satze 4. (2) muss A . p  ~-~ die Anzahl al ler  L~sungen y o n / ' ( $ , ) = a  (modp) 
ausdrficken. Bedeutet z den Index der ersten von den Zahlen wt, w2, ..., 

eo,,_~, w, ( = -  c~), welche nicht verschwindet, so k0nnen wir f yon dem 
Typus voraussetzen: 

(rood p'), (.,:.> 

wo ein jedes a~, a~, . . . ,  a~ und ebenso der Rest f<'> primitiv in Bezug 

auf p ist (F. Q., p. ~9). Wir  erhalten dann f ~  r (modp),  und A.1o  ~-~ 
muss die Anzahl der LSsungen yon r a (modp) geben. Nun lasst sich 

diese letztere Anzahl nach bekannten S~.tzen herleiten. ~ Man gelangt so 

zu folgenden Beziehungen: 
i) wenn x = o  (rood 2), 

If 

x 

P 

2) wenn z---- I (mod 2), 
X--1 

(: ) A - - ( ~  + O' .p  ~ ), 0 ~ =  - -  ') ~ ' ~ ' < ~ ' ~  . 
P 

Im Falle z = i hat man sieh 01~-  I zu denken. 
Wir  k6mmn weiter die Grssse ~ I f lPJ auf f<'){p} zur~;mkffihren. 

findet: 
I I f , p ,  = 2 . f ( " { p } ,  

wenn 92 den folgenden Ausdruek bedeutet:  im Falle z - ~ o  (mod 2), 

9~ : 2 ( I  - - ) ) ( I  - -  )~) "" " ( 

und im Falle z - - x  (rood 2), 

' t (  't I I - ; 

Man 

I I ~ I 

t LEBESGUE~ Recherches sur les hombres, w 5 (Journal  de LIOUVILLE~ T. 21 
pp. 266--275). - -  C. JORDAN, Comptes rendus~ I866~ I, pp. 687--690; Traitg des 
~bstitutions, I97--2oo; Journal  de LIOUVILLE, 2 me s6rie, T. X7~ p. 372. - -  F. Q., 
a r t t .  VII--VIII.  

Aeta  m a t h e m ~ t ~ c a .  7. I m p r i m d ,  le 19 J u i n  188~, 2 8  
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Ffir ein z -  I st immt diese Gleichung unmit te lbar  mit (p) i'lberein, 
wiihrend sie ffir ein z > i leicht aus (p) mit Hilfe eines Schlusses yon 
z - - i  auf  z hervorgeht. Man braucht nut  zu bcachten, dass dem Reste 
f("  in derselben Weise die Zahl z - - I  angehsr t  wie dem Reste f die 
Zahl x. 

Fi'lr alle ungeraden Primzahlen p,  welche nicht in der Determinante 
A der Form f aufgehen, wird z.----n, also a l a 2 . . . a , - - A  (modp), 
wlihrend f(") sich als ein Rest von Null  Variabeln erweist. Ffir alle 
diese Primzahlen p kommt daher: 

I) wenn n = o  (rood 2), 

" ' - " (  ' ) (  ' )  ( f (p ' )  = ~ u . i - - ~  , - - ~  . . .  , - - -  

2) wenn n - - I  (rood2), 

n 

')1 (<-'):")Dt 

D) t ') f(p<) ---- p I - -  I - -  I - - -  , l - - 1  �9 . . � 9  �9 

P 

Um die Grsssen f [p}  vollstandig darzustellen, wollen wir endlich f 
als Hauptrest f('lr den Modul p' vorausselzen. Falls die Bezeichnungen 
aus 4. gelten, so heisst dieses, f soll den Typus haben: 

f ~  { @, + P""'[ 0~ + P<'"[ (53 + . . .  + P""~-'( 0~)]]} (rood p'), 

r + . . .  + a~)~)~(~ ) (modp'-~,'J~-,), 

wo die a(h ~) sammtlich zu p prim sind (F. Q., p. I9). 
Fiir einen Hauptrest f wird die Gr6sse f{p} gldch einem Producte aus 

der Potenz 2 ~'-1 un~ aus ), Factoren !lIk, welche den ~ eMzelnen Resten (Pk 

eiitsprechen und folgende Bedeutung ]~aben: 

= (,  , )  
IP  '<"l �9 I l t  , 

p LTJ 

o 
wo die gr6sste in -~ enthaltene ganze ZaM vorstellt, und ak = i ist im 

Falle z , . -  I (rood 2), dagegen: 
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= ( ,  + - 

wenn x , - - o  (rood 2) ist. 

Die Riehtigkeit dieser Formeln ergiebt sich sofort mit Hilfi~ eincs 
Sehlusses von 2 - - I  auf 2. Man bemerkt n~mlich, dass dem Restc 
f(~)(z = z~) in derselben Weise die "Zahl 2 ~ I zukommt wie dem Reste 
f die Zahl 2. 

6. Del" ~'all  dev  P r i m z a h l  2. 

Wit behandeln jetzt den Fall q -=  2, weleher auf etwas umstitnd- 
lieherem Wege zu gleieh einfaehen Resultaten ft~hrt. Die Form f sei 
priinitiv in Bezug auf 2. Wir maehen far dieselbe yon den in 4. an- 
gegebenen Bezeiehnungen Gebraueh. Dev Modul 2 t sei gr0sser "ds die 
Potenz 2 I+ .... ; man hat dann immer t > 2 ,  und wenn v,,_~ > 0 ,  auch t>=3. 

Wir werden die Grossen f ( 2  ~) finden, indem wir f als IIaaptrest 
far den Modul 2' annehmen, also fi'lr f den Typus zulassen: 

f_= l~p, + 20'~ + . . .  + 2'~ (mod 2'), 
wo die einzelnen (~ Reste vorstellen, die in Bezug auf 2 primitiv sind, 
und entweder dem Typus 

(1~) O~ = 

~x~ ) , 

Ot~ k) 

(mod 2 '-~~ 
~ ~ ~ 

~(k) 
x~ 

oder, wenn .~  gerade ist, aueh dem Typus 

2~I '~, Ai ~, 
A ( k ) l  ,Q 2 ~ ~k) ,  

( R I I )  (Pk ~-- . . . .  
2 _(k) A(Ir) r"AX.~ ~ - - X k  

.A(~) 2:(~) xk ~ 2~xk 
v 3- 

(mod 2'-"0~-,) 
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angehOren (F. Q., p. 23). Dabei bedeuten die a(h *), ebenso wie die AI~ ), 
lauter  ungerade Grsssen. 

Wir  geben jedem Reste tP k yore Typus (R,) eine Zahl r~ = i, und 
jedem Reste r yore Typus (RH) eine Zahl ra. = 2. Die x , - - i  Invari- 
anten a eines Restes (P, nennen wir p~>, P~), �9 �9 , ~-~-t~(~). Es gelten dana 
folgende Beziehungen (F. Q., art. IV), wenn r,-=- I: 

wenn rk = 2 : 

ferner: 

und : 

p # ,  = ; 

p(k) 2,,o--1 = 2, ~0(~}o = I ; 

(h=l, 2 ..... xk -1) 

sodass die Zahlen rk dureh die ]nvarianten ~, bestimmt sind. 

That erhMt man insbesondere: 

In der 

rk ~ -  O'(~_1+1) = O'(&_l). 

Ein Ausdruek von der Gestalt -IcP mag, je nachdem r = I oder = 2 
I" 

ist, kurz mit (I) oder mit (II) bezeiehnet werden. Wir  sehieken zuniichst 
einige Bemerkungen fiber die Congruenzen 

( I ) - - m  (,nod 4) und (II)~_m (rood2) 
v o r a u s .  

(I). Fi'lr einen Ausdruck 

q"=  =,~:~ + =.,r + . . .  + a ~  ~, (,nod 4) 

mOgen q"0, qq, ~'~, q"3 die Anzahlen der Losungen yon 

~ ' - - o ,  I, 2, 3 (,nod 4) 

vorstellen. Diese 4 Anzahlen kisnnen leicht naeh T: Q, art. VIII, ge- 
funden werden. Man setze namlieh 

4 ~ ' o  = r  + r  + ~3 ' '~  ~ 3 '  

4q", = r - - i r  - -  r + i~ba, 

4 ~t"a = r + i Cq - -  4 ,  - -  i r  
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wo i = ~ / : - F ,  und bi lde die Einheiten:  

(i) 
)[,] (_  ,) ' : - r  

�9 ? 

I , X  ],X 
, 7 3 ( ? ]  ~  a =  ( -  i ) [ ~ ] . ( -  ,) ~ ~ + - T  z 

Alsdann geben  die Formeln  F.  Q., p. 62 und p. 64:  

0 = 2~x~ r ~ 0 

und 

]~, - -  l 

2 2 
~ . ( - - i )  ~ ~ ~ . \  ~/2 / .2  

Wir  unterscheiden die fo lgenden Fiille: 

I) z = o  ( , , ,od  2). 

;3z ;:lz 

(A) ~ = i ;  r  = ~ ) . 2 ~ ,  = C a  = t ) - 2 v  

3x 
--4-1 

4 ~  o = 2 ~ A - ~ ) . 2 ~  , 

3It 
- - + 1  

4 ~  = 2 ~ - - ~ . 2 ~  , 

~x 

(g) s = - - , ;  r  = - - i , ~ . 2  T r  - i d .  2 ~ . 

4q~o = 4 ~ ;  = 2 2~, 

ilx 
- - + 1  

4 ~ i  ~ 2 ~x ~ ~. 2 2̀ 

3x 

4~/'~ = 2 ~" -F r ~+~  �9 

221 

(h= I, 3) 
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2) x ~ I  ( ,nod2) .  
3x "dx 

(A) r ' + i  v r = 3 . ' - - i  2y . . . .  . . 
s = I ;  , - -  ~ . - - _ = - . 2  , :~ 2 

~/2 ~,' 

3 x + ,  

4q' o : 4q'1 -'=- 2 ~" + G 2 "2 �9 y 

a x + l  

4q'; : 4 q ' ;  = 2 " - - , ) . 2  ~ 

3x  "dX 

(13) S ~-- - -  I ; r  • 3 .  I - - i  2- ~ ~.: _ -  ~ .  I + i 2~- - - ~ .  , . ~  - - = - -  �9 . 

~,2 V/2 

a x + l  

4 q'" o = 4 q"~ = 2 ''~ + ~ ) . 2  - ' 2 -  , 

3 z + l  

4q'~ = 4q' 1 : 2~--~-2 2 

In Betreff  der  E inhe i t en  z und 3 erwithnen wir  noch einige Punk te .  

I) Der  Rest  1----% + % + . . .  -I- a~ (rood 4) ist d u t c h  die E inhe i t  
best imrnt .  

Da ni~mlich i m m e r  ak----~I ( l [ | o d  2)  ist, so k o l n m t  z u n ~ h s t  

(moa :), (-- ,),= (-- 

Sind ferner  von d e n  Zah len  a~, a2, . . . ,  a, im Ganzen x o = - - i  ( m o d 4 )  

u n d  x ~ x  0 - - I  (rood 4), so fo lg t  einerseits:  

anderersei ts :  

mi th i  n: 

l = ( x - - x 0 ) - - x  o = x - 2 x  o ( , nod4) ,  

)['] = ( , ) [ q  ~ ~ - Xo 

h n  Speciel len f indet  man ,  wenn  x =  I (mod 2): 

l ~ z  ( rood4) .  

2) Ersetz t  ,nan (~" d u r c h  - -  ~', also a, ( ,nod 4) d u r c h  - -  a t  (mod 4), 
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mSgen an die Stelle von ~ und d die Einhei ten z -  und o'-- treten. 
Man erhalt  unmi t te lbar :  

~ - _ _ -  ~ . ( - -  1) ~ , 

also: 

d -  ~--- o'. r 

I )  7. ~ O ( l l l O d  2) ,  ,.e-- = 6 ,  

2) 7 . -  i (rood 2), .~- - ~, 

Dasselbe Resultat  ersehliesst man aueh 

3 -  - -  3 . e ;  

3 - = # .  

leicht aus der  aufgestel l ten 
Tabelle, indem man die Beziehungen q'kh = ( ' -  ~/")h beachtet.  

3) Wir  wollen 

~" --= % $~ q- . . .  -t- ax~ (mod 4) 

setzen, und die Einhei ten z 
3 l bezeiehnen. 

Mit Hilfe der Relat ionen 

findet man:  
a--I 

$ ~ -  [ - -  I )X- - ' .  ( - -  I )  2 . e  l ,  

und 3, welche zu ~'~ gehsren,  mi t  s ~ und  

[ 4 J _ _ [ L ~ ] - - ( z _ _  , ) [ L _ ~ ]  (mod 2) 

a--1 a--I 
( ) x " ~ "  ( x - - 1 ) + - - . 3 1 , 2  3 ~ ~ .I -.$ 

(A)  ~ = ~; 

( B )  ~ = - -  i ; 

(A) a ~ - -  e (rood 4); 

(B) ~ - ~ (rood 4);  

Je tz t  liege ein Ausdruek  vor: 

~afaO 

k ~-2 - - -  

(II). 

2) X ~ I  (mod 2); 

also: 

I) z--=o (mod2); 8 31 r (mod 4); 

a--I  

3 = - - ( - -  i )  ~ . 3  ', a - e '  ( m o d 4 ) .  

z ' - ~ - -  I, 3 =  ~ e . 3 ~ ;  

E 1 ~ I~ (~ ~ ~1. 
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u n d e s  bedeute X o und X a die Anzahl der L~sungen ,con 

X=_o  und X = I  (mod2). 

Setzt man: 

ferner: 

(II) 

so kommt nach F. Q., p. 65: 

2'o ---~ 2~' 
also: 

x_ 

2 X o = 2 ~ +  8 .2  ~, 

2Xo = x 0  + z , ,  2x,  = x o - - z , ,  

4 a l  a~ - -  A ~ " ' "  4a,/ ' f f , ,  - -  .4 ' 

Zl = 8 .2  ~, 

Z_ 

Naeh diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf- 
zustellen, mit deren Hilfe die Grsssen f(2 ~) for Reste yon n ( >  I) Vari- 
abeln auf entsprechende Grsssen for Reste yon weniger als n Variabeln 
zurfickgeftihrt werden ksnnen. Ftir Reste f von einer Variabeln hat man 
einfach f(2')----- x. 

Da wit  f als Hauptrest  for den Modul 2' voraussetzen, so gilt je- 
denfalls eine Congruenz 

f -  ~ -t- i~ (') (rood 2'), (r 1) 

wo ~/~ einen Rest yore Typus (R~) oder (R.~)bedeutet. Wir  unterscheiden 
zwei Falle, je nachdem die ]nvariante r~ = ~r~ den Werth i oder : erhalt. 

(,~1 = I). 

Ist zunlichst ~r 1 ---- I, so liasst f sich zugleich in der Form schreiben: 

f - - r  .-F 2~'f ~') (mod 2'), 

wo a ungerade ist, und f(l) einen in Bezug auf  2 primitiven Rest vorstellt, 



Untersuchungen tiber quadratische Formen. 225 

welcher im Falle to I - -  o (z, > i) eine erste Invariante o" gleich I ergiebt. 
Ueberhaupt folgen die lnvarianten d) ) und 2'~ '> yon f(" aus den Glei- 
chungen: 

GI 1) J,-I = ~h, wl,~l wl,. (/,~..>,~ .......... 1) 

Die Anzahl f(2') dee ineongruent(m Substitutionen T yon einer De- 
terminante ~ i  (rood 2'), welche den Rest, f in sich selbst rd)erfrdu.en, 
dri'~ckt .sieh in i~hnlicher Weise aus wie oben (lie Zahl f(p'). In dee 
That, die erste Verticalreihe einer Substitution T muss immer yon n 
Zahlen ~-~ (rood 2') gebildet sein, welche 

(t) 1 ' (~, ) -  ~ (,,,ocl 2') 

liefern. Dazu tr i t t  in den FMlen, wo z~ > I ist, noeh die Bedingm,g, 
dass nicht zu gleicher Zeit die s~mmtlichen Congruenzen 

(C)  ~1 ~" I ,  ~2 : I ,  . . . )  Cz, ~ I ( l l ,  o d  2)  

bestehen dc~rfen (F. Q., p. i72 und I 2 8 ) .  Wit  bezeichnen mit A.2  ~'- ' ' ,  
je nachdem x, ~ I oder > I ist, entweder die Anzahl aller m(}glichen 
Lssungen ~, yon (t), oder nut  die Anzahl  aller derjenigen Losungen ~,, 
welche nicht zugleich die Congruenzen (c) erfrdlen. 

Die Betrachtungen in F. Q., p. 172, zeigen, dass wirklich jedem dieser 
Systeme ~ Substitutionen T entsprechen, welche den Rest f in sich selbst 
transformiren. Ebenso wit in 5. schliesst man dann, dass jedes solche 
System ~ zu genau soviel verschiedenen T Vcranlassung giebt, als ver- 
schiedene Substitutionen von einer Determinante ~ I  (rood 2') existiren, 
welche auf den Rest 2~,f ~1) ohne Wirkung  sind. So gewinnt man dig 
Beziehung: 

f ( 2  t) = 2 ("-l)t~-wl[(ll--l)~--l], .A.  f(1)(2' ..... ). 

In Betreff der Grosse A unterseheiden wir (tie FMle z~ ----- I u n d  
7.~ > I .  

I ~ Ist zun~chst z~ ~ i, so giebt unsere Annahme fiber r (wenn 
n > ~), jedenfalls t >  3. Naeh dem Satze 4. ( 3 )muss  daher A . 2  '~"-" 
die Anzahl tier L~sungen yon f ( ~ ; ) =  a (rood 8) ausdr~'~cken. 

Indem man in f alle Glieder fortl~sst, welche dutch 8 i heilbar sind, 
erlangt f entweder den Typus: 

(I)  f ~  (,nod 8). 
Acta mathematica, 7, lmprim(~ le 27 Juin 18~5. 29 
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In diesem Falle hat man f ~  (rood 8), sobahl ~ = x  (,nod 2)is t .  
DiG Anzahl dcr L~sungen yon f_= a (rood 8) betr~gt demnach 4.2:~"-~) 
und man findet: 

A = 4 .  

l)dor f geh;3rt oinem der beiden Typon an: 

f -  + 4(I) (,,,,d 8). 
+ 4(H) + 4(I) 

In dem Ausdrueke 4(1) erseheint mindestens ein Gliod 4~t2 ~ -  4~ (rood 8). 
l)urch ]tnderung des Restes von ~ (rood 2) k0m~en wir 'ms jeder. L~;sung 
von f = ~  (,nod 8)e ine  solche yon f=_~ + 4 (mod 8)herMten,  und um- 
gekohrt. Diese zwei Congruenzen besitzon also glcieh viol, n~imlieh 
2 .2  '~('--~ LOsungen, mid man erhMt: 

A-----2.  

Odor f geht~rt dora Typus an: 

(3) f~-=8"~ -Jr- 4 ( H )  (,nod 8). 

In ,lies(',n F',IIe hat f - - a  (rood 8)stets ,~--~ (rood 2) und ( I I ) = o  
(rood 2) zur Folge. Bihlct man ff, r den Rest (1I), yon z~ --- x Variabeln, 
nqeh dcr Formcl (II), eine Finheit 0, so ergiebt sieh die Anzahl tier 

- - 7 r  

L0sungen ,'on ( i i )  ~ o (rood 2) gleich 2"-'(i q- 0.-~-' ), ,,rid man bekommt 

Odor f geh~rt dora Tylms an: 

(4) f ~ - a e '  --I-- 2 ( I ) ( , n o d  8). 

Dann ist, f _ a  (,nod 8)identisch mit ~___, (mod 2)und ( I ) ~ o  (mod 4). 
Geh;sren zu dem Reste (I) von z~ = r. Variabeln, gemn.~s der Formel (I), 
zwoi Einheiten s mad r so liefert, die obigo Tabello: 
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7. - o ( , , , o d  2 ) ,  

s " " I ~  A .... i -~- ' 7  ); 
I .  

A =:  I. 

o? 7 

=)  = , ( , , , o d  

( ") A =  ~ + - ~ - - i  �9 

2 "-' 

Oder f gehOrt cndlich dcm Tyl)us an: 

(s) f ~ "  at- 2(1) 4- 4(I),  (,nod 8). 

In diesem Falle enth:Mt 2(1) mindestens ein Olied 2tuL~=-2r (,nod 4)- 
mit dessen Hilfe die L6sungen yon f_=_I und f - - 3  (mod 4) einander ein- 
deutig zugeordnet werden k~nnen; und ebenso erscheint in 4 (1), mindestens 
ein Glied 4at22_~ 4g (rood 8), in Folge dcsscn die Congruenzen / = ~  und 
/ ' ~  + 4 (rood 8) gleichviel L~ssungen zulassen. So findet man lcicht: 

2 ~ Jetzt sei x, > i. Wit theilen ffu' cinch Moment (tie Systemc 
4,, welche f(~,)~_i  (rood 2) ergeben, in Systenm crster oder zwcitcr Art 
ein, je nachdem sic den Bedingungcn (c) en/gegcn sind odor mit dcn- 
selben harmoniren. Irgend ein System ~ (rood 4) erster Art mOgc die 
Congruenz 

f(~,) ~ ~ (,nod 4) 

crffdlen. Da tin solches System zugleich cinm~ b~,slimmtcu Wcrtl~ des 
Rcstes f(~,) (,nod 8) ergiebt, so wird cs nut ciner dcr bciden Congrue,~ze,, 
f(4,)_=~ (,nod 8) und f ( ~ , ) ~  -4- 4 (rood 8) (;cnagc lcistcn. Ist ,,u,, 
von den Zahlen ~,  ~,  . . . ,  ~, etw-~ ~,. die erste, wok.he nicht ungerade 

" ~ t  " ( r o o d 4 ) i n  " + 2  ( r o o d 4 ) ,  so g&t ausf~illt., und gndern wir den , ~  r ca. 

aus dem Systeme $~ (rood 4) ein anderes System crster Art hervor, 
welches offenbar der anderen yon diesen beiden Congruenzen gen%en 
muss. So erhellt, dass diese zwei Congruenzen gleichviel Losungen erster 
Art zulassen. 
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Beachtet man jetzt die Detinition der GrSsse A und den Satz 4. (3), 
so folgt, dass in allen Fallen die Anzahl der Losungen erster Art  yon 
(a) durch A.  2 "~~ ausgedrt~ckt ist. Man gelangt zu dieser Anzah!, indem 
man die Anzahl aller msglichen LSsungen dieser Congruenz um dig An- 
zahl ihrer Lssungen zweiter Art  vermindert. 

Wir  unterseheiden die F~ille z, ~ 0  (rood ~) und x , - - ~  (rood 2), 
schreiben aber der Einfachheit halber z f~'tr z 1. 

I. Zun~chst sei x_~o (rood 2). In diesem Falle treten ftberhaupt 
kcine Lssungen zweiter Art  auf, da die Congruenzen (c) stets / '($,)---z 
(rood 2) naeh sieh ziehen. 

Entweder ist nun f yon dcm Typus: 

(,) f - ( 1 )  (,,,oa 4). 

Lassen wit dieselben Bezeiehnul,gen wie obcJi fiir q"gelten, so liefert 
die ~ufgestellte Tabelle: 

tz--I 

-" -~ I, A ~- I; V,;=,~', ( - 0  ~ =-~'} 

t~--I a - - 1  

e ~ - -  I~  A = I -~-  '~ '  . ,L~ = - -  ( - -  l ) " .o ' ,  ( - - ! )  = z ' ]  

2"-' 

Oder f i s t  yon dem Typus: 

(2) f ~ ( 1 )  q- 2(1),  (rood 4). 

Alsd-mn erscheint in 2(1)1 ein Glied 2ag ~=  2g (rood 4), welches 
bewirkt, dass 1 '~  i und /<'_= 3 (rood 4) gleiehviel L~sungen zulassen. Deni- 
nadi  kommt einfaeh: 

A =-= I .  

2. Endlich sei z ~ I (rood 2). Wit  unterseheiden dieselben zwei F~tlle. 
Entweder ist f yon dem Typus: 

f_=(1) (,noa 4). 

Identifieiren wir den Rest ( I )  mit dem obigen Ausdrueke q", so entsteht 
fi'n- Systeme ~, zweiter Art: 

f ( r  = ~ -4- ~ - 4 - . . .  q- a~ ~ e (mod 4). 
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Dicse Systemc gehcn also nur den Fall an, wo a ~  ~ (rood 4)ist. Mithin 
kommt: 

~ z - - z  ( m . d 4 ) ,  A =: 
2 "2 

( ~ - - l , 3 = - - e . , P )  

=_ ~ (m.d  4), 
i �9 

A =  I + : ' ~  
2 ~ 

Odcr f i s t  vom Tylms: 

= l l +  ~ ] .  
,~X "- '2 

(2) t - ( ~ )  + ~(i), (,.oa 4). 

Alsdann bcwirkt ein jedes Glied 2ag'~_ 2g (rood 4) aus 2(1),, dass 
f = 1  und f =  3 (rood 4) sowohl gleichviel L0su.gen erster, wic gleichviel 
D)sungen zweiter Art besitzen, und man findet: 

G I = =  2 ) .  

Wenn at = 2 ist, so lasst f sich zugleich in dcr Form schreiben: 

A'= ~) 2"-'f (2) (,nod f=-2(a$=+ ~ + 8  + 2'), 

wo a und A ungerade sind, und f(2) einen in Bezug auf 2 primitiven 
Rest bedeutet. Die Invarianten a[~ 2) u, nd 2~ ~) yon [(~') bestimmen sich aus 
den Gleichungen: 

(2) ~,~(2) 
0"~_2 ~ O'h~ tt~,h._2 ~ O ) h .  ( h = ~ , 4  . . . . .  t t - - l )  

Wit betrachten die f(2') Substitutionen T yon einer Determinantc 
f (rood 2'), welehe den Rest f in sich selbst verwandeln. In jeder 

dieser Substitutionen muss die erste Vertiealreihe yon n Zahlcn $~ (rood 2') 
gebildet werden, welche 

(t) 

ergeben. Ferner dfirfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen 

( ) . . . .  = o ( , , ,oa ~) C q l  ~ O~ ~2 = O~ . �9 �9 ~, ~ ' x l _ _  
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erfallen (F. Q., p. I75 und 129). Wit  bezeiehnen mit 2 A . 2  ~  die 
Anzahl aller SystGme ~, (rood _-'), wGlchG der Congruenz (t), abGr nicht 
srtmmtlichen Congruenzen (c) geni'lgGn. 

Jedes dieser Systeme $~ tr i t t  wirklich in mindestcns einer yon den 
Substitutionen T als erste Vertiealreihe auf (F. Q., pp. I75--177), also 
etwa in einem T 0. Es frhgt sich, fi'lr wieviel verschiedene T Gin solches 
System $~ die erste Vertiealreihe b i lde t ;  offenbar far  alle diGjenigGn T ,  
welehe zusalninengesetzt sind aus T O und aus einer Substitution 7' mit 
der ersten Verticalreihe I, o, . . . ,  o. Man hat also zu ermitteln, WiG 
vicle Substitutionen yore Typus 

Z ~ 

I $  U ~ . . . . . . .  

O~ rlo ~ . . . . . . . .  

O~ ~l  ~ . . . . . . .  

�9 * �9 * ~ . ~ ~  , , ~ . ~ ,  ~ 

O~ ~,, _~ . . . . . .  ~. 

t (,nod 2') 

den l~est /' in sieh selbst transformiren. 
Setzen wir 

/ t " ~ ( 4 ~ ; ~ - -  A~)~)?~ -4- 2'~:~'.=./~'(rj, ,  . . . ,  r~,,_:) (,nod 2'~'), 

so entsteht zunr~chst die Bcdingung 

.(I) / 
. . . ,  

1)ieser Congrucnz miSgen 1-AC'>. 2 ~'-~' verschicdene Systenm ~, (rood 2') 
2 

Gennge leisten. Durch Ueberlegungen, wie sit in 1,: Q., pp. i76--177, 
angestellt  sind, ftberzeugt 1nan sich, dass wirklich jedem dieser Systeme 
r2~ Substitutionen T zukommen, welche den Rest f in sich selbst trans- 
formiren; es fr~gt sich wieviele. 

Die Gesammtheit aller solcher T w ird hervorgehen, indem man eine 
beliebige unter ihnen, etwa 2/'0, mit allen Substitutionen 
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~, U, G , . . . ,  V,,o_. 

o ,  , ,  , . . . ,  

=- o, o , t ' ,  , . . . , l ;  '-~ ~ ( ,nod 2 9 

�9 . , , ~ �9 ~ . . . . . .  , �9 �9 

1 ; I - - ?  O~ O~ /,,__~ . . .  ~ l,,__~ 

zusqmmensetzt, welche f (rood 2') in sieh sell)st i',berfrdwen. Far  ~ findet 

man 2 U ~  o, G,--=o, ~ , ~  o (mod 2'); und man erkennt, (lass die Anzahl 
der verschiedenen ~ dutch 2F(2')  ausgedrrackt ist, falls I" d(,n 1, st 
20'~f <-~) bedeutet. So ergiebt ,r die ]~eziehung 

f (  2 ' )  = 2 ~176176 ~):- ' t . A . A ( ~ ) . f , " - ) ( 2  ' '"0. 

Nml hat man zugleich 

f ( ,)(2,+,) = :o, .o><,+,)~(,,,<+,>~{,,__,;-. ,I.A{,,.I.<~.,(2, ,..:.); 

al~o komnit  endlich: 

f (2 ' )  _i_ 2o,-,),-,,<,-~). A.Tc,)(2,+,). 

Um (lie Grosso A Zll fin(]01i, beachto man, <lass das Sysfelil der #-i 
( '  c r  I ~f__ ,on~ruenzcn (c) sich als identisch lnit deln Systeine 2 ~ - - ~  (Inc, d 2) 

(i = ~, : ,  . . . ,  n) erweist. Na<'h 4. (4) muss infolgedessen A.  2 .... ' (lie 
Anzahl aller L0sungcn yon 

I ~. 
(a) 7 f ( r  (,nod :)  

vorslellen, bei welchen die n Zahlen i ~f ? ~;  nicht siimmtlich gerade sin& 

Wir  wollen far x~ einfilch x sctzen. 

Entweder ist t f vom Typus:  

I 1,1 3 f -  (s;) (mo,  

In die.~em Falle liefern die Congruenzen (c) stets f - o  (rood 4): .~ie 
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sind also nickt mit (a) vertritglich. 
heit O, so kommt demnaeh: 

21 ~ ( i  - - - -  

1 
Oder ~f  ist vom Typus: 

Hermann Minkowski. 

Geh0rt zu (H)  wie oben eine Ein- 

t. 
2 ~/ 

I ~f= (ss) + (s) (rood ~). 

Dann erscheint in (I) ein Glied a~ ~ - ~  (,nod 2), welches zur Folge 
I I 

hat, dass ?f=o u n d - f - - I  (rood 2) gleichviel Lssungen zulassen, man 
2 

betrachte diese Congruenzen for sich oder zusammen mit den Congruenzen 
(c). Man erhMt also: 

I 

Die Grssse A (1) bestimmt sich mit Hilfe der Formeln aus (al = I ) .  

Im Falle [I] findet man, wenn z----- 2: A ~  4, und wenn x >  2: 

( " )  A ('--= 2 i +- -7- -  , wobei O =  .0~; 
2~---I 4a~  --- h ~ 

im Falle [2] wird immer A ( ' ) =  2. 

Wlr setzen jetzt allgemeln: 

f(2')--= 2 

1,n--I n0i--l)t+ [(n--h)(n--ht-l) 1) l,n--1 
~ "~1, i ( ,>l+ l ' ' - I  

, ,  . H <,,,. r i l l .  x ..) 
h h 

Unsere Recursionsformeln gehen dann in 

r l : }  = A.r<'>l~l 
liber, lind auf Grund der gefundenen Werthe yon A kOnrien wir den 
vollstandigen Ausdruck der Grssse f{2} hinschreiben. 
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Es bedeute, wie bisher, f (.inen aus ). Gliedera bestehenden Haupt- 
rest, wo ~ gleich ist der um i vermehrten Anzahl aller durch 2 theil- 
baren Grsssen 2 "~' ( h :  i, . . . ,  n ~  i). Ferner bezeichne /L- -  i die 

Anzahl aller Grsssen aus der Reihe ah_~2"~rrh+~ ( h ~ - I  . . . .  , n - - ~ ) ,  
welche den F'~ctor 4 enthalten, und ~ - - i  die Anzahl aller Grsssen 

dieser Reihe, welche durch 8 aufgehen. 
2(?,~--1)+('~- 1) 

Die Gr6sse f{ ?} ist dann gleich einem Produete aus der Potenz lla~ 
und aus 2 Factoren ~ ,  welche den ;~ einzelnen Resten r entspre~he~. ,~und 

fol.qendermaassen bestimmt werden : 

(I). So oft ~ ein Rest yore Typus (R~) ist, nehme man: 

( ' (  , ( , 

und seize a~. = i ,  falls die Zahlen rk_~. 2""-' und 2 "'~" . r~+~ nicht beide dutch 

4 theilbar sind; andernfalls abet bihte mm~ fi~r ~P~, .qem[iss den Formeln (I), 
zwei Einheiten ~ und 3k, und seize: 

I )  w e n n  x, =-- o (rood 2), 

.]e nachdem z~---- I oder = - - x  ist, 
_ *.~.Y.L 

t~---= (z + 3,..2 ,_~')-1 oder ----- I; 

2) wenn z,.-- I (rood2), 

(n). 

~,.:--- ( i  + ,~,... 2 "-' ) - ' .  

So off (~l.. ein Rest vom Typus (R, )  is/, ,ehme too, :  

I- I I 
. . .  

und seize a~, = l,  falls die Zahlen r~._l. 2 '''~'-' und 2 ~ ":k+~ nicht beide dutch 

4 theilbar sind; andernfalls abet bilde man fiir ~ ,  .qem~ss der Formel (II), 

eine Einheit Ok, und seize: 
X k  

a, = (I + 0 , .  : ' ) - ' .  

Die Richtigkeit dieser Augdrocke ergiebt r ich mlt Hilfe eines Schlusse~ 

y o n  ~ - -  I a u f  ~$. 
A v ~ a  m a t h c m a t i v a .  7. Imprim6 le 6 Juillet 1886. 30 
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Wir erwahnen noch folgende Relation. Bedeutet M - -  x die Anzahl 

aller durch 4 theilbaren Grsssen rk.2~;J'-r,+,, so hat man 

2 , ~ _  1 ~ 2M_l.tTlt72...Gn--I 

Die Congruenzen f ( $ , ) - m  (mod 2') sind sehr eingehend yon Herrn 
C. JORDAN in der Abhandlung Sur la forme canonique des congruences du 
second degrd et le hombre de leurs solutions' untersucht worden. Die t~ber 
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indess wesentlich 
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werthe der Zahlen If;, und Xh 
wird man auch aus Art. 8. des Mdmoire sur la reprdsentation des hombres 
par des sommes de cinq cm'rds ~ yon H. SMITH ableiten ksnnen. 

7. D i e  Gr6sseJt f{q} in  ihrer  Abhdngigke i t  v o J t  den Characteren C. 

Die Einheiten, welche in den Grossen f{q} auftreten, sind offenbar 
Invarianten tier Form f. Sie miissen sich daher mit Hilfe der beson- 
deren Charactere C ausdr~'tcken lassen, die wir in 2. aufgezahlt haben. 

Unl dieses darzuthun setzen wir f, wie in 2, als eharacteristische Form 
lares Genus voraus. Die aus den ersten h Reihen yon /gebi ldeten sym- 
metrisehen Minoren m0gen also Werthe ahdh_,~',, von soleher Art liefern, 
dass ein jedes ~-j, relativ prim zu 20,02... o._, und z u  Vh-,'~'J,+, ausfallt. 
Ferner s e i f  priinitiv. 

Bedeutet q zunachst irgend eine ungerade Primzahl, die nicht in A 
a,,fgeht, so hangt f{q], ausser yon der Zahl ~,, nur in dem Falle eines 
geraden n, noch yon einer Einheit 0 ab. Man findet dieselbe gleich 

n ~--I 

Ist weiter q----p irgend eine. ungerade Primzahl aus A,  so sind, 
laut Voraussetzung, samtntliche Zahlen f,, zu p prim. Wir besitzen als6 
in f eine Grundform far den Modul p (F. Q., pp. 35--36). Die Classe f 

1 J o u r n a l  de LIOUVtLLE, Deuxi~me Sdrie, T. XVII~ 1872 , pp. 368- -4o2 .  
Mdm oi r e s  p r d s e n t d s  "h I ' A c a d d m i e  des S c i e n e e s d e  Par i s~T.  XXIX~N ~ I. 
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l iefert  infolgedessen fi'w einen jeden  Modul  p~ un tc r  andcren  l{c,~tcn auch  
fo lgenden  Haup t r e s t :  

at f t 

aofo 

01 . - -  
Gt ~ t  

0 l o g  , , . O a _  1 . 

(rood p'). 

�9 l I =  I I geh~)rt zu j ede r  yon dell ), In dem A u s d r u c k e  ,von llP~ 9~1P~ 
Zahlen  xk, welche  gerade  ausfMlt ,  einc E inhe i t  0. Setzt man  ~ga: i - - r ,  

G - -  s, und  ist also s -  r = x k - - o  (rood 2), so n i i n m t  eine solchc Einhe i t  
den W e r t h  an:  

$--r 

( ( - - I ~ O r + l O " + U "  " " O~--'40s--I " ( ; r ~ r a ' ~ a )  

Endl ich  sei q = 2. Nach  Vorausse t zung  sind alle Zahlen Vh un- 

gerade,  und  f s tel l t  eine Grundform fiir den  Modul  2 vor. Man gewinn t  

daher ,  ii~,ch ~w. Q.,  pp. 34.__36 , e inen H a u p t r e s t  

~=-t*~ + ~"~"I*.,. + . . .  + ;"'-'(o~)l', (,,oa ~,) 

der  Classe f ,  i ndem m a n  die Einzel res te  $~; in fo lgender  Weisc auswAhlt.  

Zur  Abk i i r zung  sei ~9~_ 1 = r ,  0 , - ~ - s ;  damf  n e h m c  l n a l l ,  Welll| V k = I:  

~ "  ~ - r  + o~+,r + . . .  + o~+~o,+~ . . . o ,_ ,r  ] 
O1 02 . , . Or O..d 2t-v~). a 

9,'+i-x 

und  wenn  z" k = 2, also jedenfa l l s  s -  r =~ 0 (rood 2): 

2 v" 
�9 r  - r  + o,+,o,.+..,r + . . .  + o,+~o,:~..,.., o,_.~G-,_. 

o , o ~ . . . o , .  ~ ( , , o d  2'-"~), 
2 

r  2~+~,_~ ~ + 2A,~,~, + o,.+~,_,~,.+~,- a,~,.+~,_~ ri i 
~0r+2i--2 2 ~ r + ~ i - - I  

wo die A~ i rgend welche u n g e r a d e  Zahlen  bedeu t en  sollen. 
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So oft nun r,.. = I ist und die Zahlcn or,._ 1 2r~ und 2"'r beide 

du tch  4 thcilbar sind, kommen  fflr den Ausdruck  /{2J zwci atts den 

Coefficicnten yon g)k gebildete Einheiten s und 3 in Betl'acht. l ndem 

man wiederholt  die fiar ungerade  a und a gel tende Congruenz 

2 2 + ~ m o d  2 

anwcndet ,  ct'gicbt sich z als cinc l 'otenz von - -  I mit  dem Exponenten:  

r ( [ ] )  
_- + 2 + 2 ' 

w~ihrend d a u s  zwei Potenzen yon ~ i zusalnmcngcsctzt  crschcint, yon 

dcnen die cinc dcn Exponcntcn:  

r-t l,s- I 
~r"--I2 ~ " t 1 ~  I 2  ,3f_ p r + l - -  1 _ ~  ~r .31- , .71- ~ .... 12--I Fs--I2 "91- ~ gh--12 Oh3r 

h 

uud: die andcre dcn l';xl)oncntcn: 

,e',. + ( - -  I ) ' - " .  (y ,  - -  , 
2 o 

( + 
2 2 tt<u / 

erh~lt. 
Die erstc Potenz aus 3 findet man  mi t  HiKe der Formeln  aus 

1~ Q., p. 85 gleich 

s--1 

: ') I , H  
widwcnd die zweite, ebenso wic die Einheit  z sich unmi t te !bar  durch die 

Charactere ( - -  i) ~ und ( - -  i) 2 ausdr('~ckt. 

Es verdient  beachtet  zu werden, dass in f12] die Einhei tcn z und d 

nu t  in der Verb indung  3 + 3- atlftreten, wo o ' - ~  3. z~'-~ die zu --~Pk 
2 

gch0rigc Einl~eit 3 bedeutet,  
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So oft fcrncr rk--  2 ist, und die Zahlen a,._~ 2 ~" und 2"'r beidc 
durch 4 theilbar sind, begegnet man in f[21 einer aus dcn Coefficienten 
von ~Pk gebildeten Einheit 

(~, -~ ') ~--- 
.+lo,.~.a. . . o,-~o,-15~,~,, 

Wir bemerken sehliesslieh, dass die mit 1"-~ ~u,J,~'k adju~girte 

Fornl f '  . . . .  ~-ZT, 7 /-- x:: ;  lauter (,rossen f,l,,, liefert, wclehe 
* - - : ~  ~ r  n--k4 1 " / I ' l l  

mit den GrSsscn l '[q} identiseh sil~d. Es crhcllt dicscs leieht aus dent 
Ulnstmlde, dass die ~nvarianten o~, C und dic Zahlcn ,r der Form f '  
dic Gleichungen erffillen: 

, , , ( ) 
oh - ~  o , , _ h ,  a~, == a , , _ h ,  ~%, -~ -  - -  1 1. f f , , - I ~ .  

8 .  A a s d ' v u c k  f i ' t , r  d i e  ~ ' o ' t ' m e ~ i a i i z a h i  e i n e s  G e n u s .  

Irgend ein primitives Genus f sei definirt dutch seine Invarianten 
I,  oh, ah, C, welche allen far die Existenz dcs Genus nothwcndigen 
Bedingungen genfigeu mSgen. Wir bilden, nach den in 5., 6. und 7- 
angegebenen Regeln, die verschiedenen Grossen "~r /l~/j, welche zu unserem 
Genus gehoren. Wir setzen ferner 

und 

1, n- - I  

,~ =-  l ' I  o~("-") 
h 

,(~) ,(~),-(~) 
r  =-= 2 

..-o . ( ~ ) =  ,,~, , ( , ) =  ,, .(,, + , ) =  ,,,,(,,). 

Wir wollen yon dem Falle absehen, wo n = 2 und ( - -  I)1ol --= A 
eine uegative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formcn 
enthMt. 
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Schliesst man diesen Fall aus, so besitzt das aber  alle m6glichen 

Primzahlen q = 2, 3, 5, �9 �9 �9 erstreckte Product  

I) - / ~ = r  
~/~  I I I I 

r.~21" .-~-Fi~ l" ~ . . . . . .  - i ,  /{3j 65j 

stets einen endliehen Werth. 
Um dieses nachzuweisen, wollcn wir in 31/ die Gr0sse 

... ( ,  
q'L~ J /  

als allgemeines Glied einfi'lhren. Solches kaan leicht geschehen, indem 
man nfit der Identititt 

' . [ , , - t ]  . I ~ I . . . .  1 I = 8 ~ 8 4 . .  S~t  ~ a l./2 n--I 

die Sun,me ~ ~k bedeutet. Man weiss, dass diese multiplicirt,  WO 8~k 
! 

_, ( 2 r : )  "-'1~ 
8umme don Werth L 13,. hat, falls unter ab'~ die k ~~ BEuxOULLfsche 

2 1(2k) 
Zahl verstanden wird. 

Fiir jede nicht in 2A cnthaltene Prinlzahl lJ kommt, wcnn n ~ I  
(rood u): 

.Ep  ~-- I~ 

und wenn n = o  (rood 2): 

n 

Sind also die nicht in A aufgehendcn, ungeraden Primzahlen, ihrer 
GrC)sse nach geordnet: p,  1/, p", etc., so wird das unendliche Product: 

C C , C  . . . . .  , 
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je nachdem n ~ i  (rood 2) oder n ~ o  (rood 2), gleich i oder gleich der 
S l l m m e :  

7~; i --T, ,  
~ , 2  

wo m alle positiven und zu 2A relativ primen ganzen Zahlen durch- 
fault. Zur Bezeichnung dieser I)miCULET'schen Summe mag das Symbol 

dienen. 
Man seize nun: 

c~. s ~ s ,  . s ~ [ ~ ]  _- ,,,,. 

d. i., wenn n _ = l  (rood 2): 

;/-- 3 

c,, = . B ,  B ~ . . .  B , . . . , .  

- -~  I . 2 . . . ~  

und wenn ~ t ~ o  (mod 2): 

n--4 

c,, == �9 B i  B~  . . .  B , _ ~ .  ,-7' 

und lasse ferner ~) alle Primzahlen aus 2~ durchlaufen. Dann ksnnen 
wit endlich schreiben, wenn n ~ I  (rood ~): 

2) M = c,,. ~'~ . H E ~ ,  
a l a 2 .  . . a . _ ]  B 

lind wenn n ~ o  (mod ~): 

[ " , ]  :)  M---- c,. v~  . I I E a .  D,, ( - - I ) ' ~ - . ~  . 
al o ' ~ . . .  ~n- - i  ,~ 

2 

Diese Ausdrticke zeigen in der That, dass M einen endlichen und posi- 
riven Werth annimmt. 
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Fi'w ein Genus yon binaren zerlegbaren Formen gewinnt man ein 
I 

q 
ahnliehes eonvergentes Product  M, indem man .j ~ an die Stelle yon /aqj 

I 
f{q} treten lasst. 

Wir behaupten nun: 
Die Forme~mnzabl unsere.~ Genus besi/z/ de~ Ausdruck: 

M . ~ ,  

wo M das angegebene Prod,or u~td (.2 ei~e positiee unendliehe GrSme bedeu/et, 

die nur yon n und I u~d yon der Anzahl der Darslelhmf/en der Zabl o 
dutch die I, brmen des Gen,s abh~ingt. 

In den F(dlen eines definiten Genus ( I - - - -o  oder I - - - - -n ) i s t  ins- 
besondere dieses g2 gleich der Anzahl aller 9anzzahloe~ n-reihoen Subs/i/u- 
tionen yon der Determinante x, und mithi~ M gleich der iiber alle Classen 

('~l des Genus erstreckten Summe Z 

Wir werden uns begnligen, das vorstehende Resultat fi'w die FMle 
definiter (und zwar positiver) Genera zu erweisen. Dabei werden wir 
yon den DIRtCHI, ET'schen Methoden ~ Gebrauch maehen, und in den FMlen 

n > 2 einen Schluss von n - -  i auf n zu Hi'dfe nehmen. 

Z w e i t e r  T h e i l .  

9. D a s  _~[aass e ines  p o s i t i r e n  G v n u s  darges te l l t  d,t~.ch e inen  

gewi.~sen Gre~,zwerth.  

Ein positives Genus G von n(  >_> 2) Variabeln sei definirt durch seine 

Ordmmg O: 

\ 0 1 ~  02 ,  , On--2~ -- 

1 DIRICHLE'P, Recherches sur diverses application, s de l'aualyse infi~fftdsimale h la 

thdorie des ~ombres. (CRELLE'8 Jou rna l ,  Bd. XIX.) 
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und seine Charactere C. Wit setzen voraus, dass dieselben den fiir die 
Existenz des Genus nothwendigen Bedingungen gen0gen, d 0 sei gleich i, 
das Genus also primitiv. 

Es sei A die Determinante des Gen~s, und It eine beliebige zu 2A 
relativ prime ganze Zahl. Durch die Kenntniss der Invarianten O und C 
sind wir befahigt, die Reste unseres Genus ftlr einen jeden beliebigen 
Modul hinzuschreiben. Insbesondere konnen wir also irgend einen Haupt- 
rest ~ in Bezug auf den Modul e~. BAR angeben. Der erste Coefficient 
yon ~ heisse erda. Die Zahl a ist dann sicher relativ prim zu BAR. 

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Character von a 
in Bezug auf den Modul BAR. Enthalt A ira Ganzen b ungerade Prim- 
zahlen ~), und R i m  Ganzen r ungerade Primzahlen r,  so wird dieser Cha- 
racter dureh die Gesammtheit der folgenden 2 + b A- r Symbolc definirt: 

a--1 

Diese Symbole ksnnen zum Theil Charactere des Genus vorstellen, zum 
Theil kSnncn sie bei q nderer Wahl des Restes ~" andere Werthe (~rlangen. ~ 

Man tiberzeugt sich leicht~ dass in dieser Beziehung die nachstehenden S~itze 
gelten : 

Eine Einheit ~ hat einen festen Werth~ wenn o~ _--o (rood a)~ also f yon dem 

Typus er~a$ ~ (rood ~) int. Sonst kann dienelbe beide Werthe 4- I annehmen. 

Was  die Einheiten ( - - I )  ~ -  und a anlangt~ so unterliegen dieselben keiner Be- 

schriinkung, wenn at ---- 2 ist. Ebenso im Allgemeinen~ wenn ai - I ist;  nut bentehea 
hier die folgenden Ausnahmef'alle: 

a--1 _ '2 )  
I. Is t  ~ = aS 2 (rood 8)~ so sind beide Einheiten ( - -  I) ' ~ -  und (~  Charactere. 

2. [st ~ . t ~ $  ~ (mod4)~ oder F - a S  ~ +/~7) ~" (rood4) und a - / ~  (rood4),  oder 
t/--] 

~ - - a ~  "~ + i ~ +  ~':~ (rood4) und a~_f i - -  i" (rood4) , no hat "die Eiuheit ( - - I )  "---~- einen 
festea Werth. 

Aeta mathematiea, 7. Imprim~ le 7 Jaillet 1885. 31 
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Wie in 6. bezeichnen wir mit x den Index der ersten von den n 
Zahlen o~, o~, . . . ,  o,_~, o , ( =  o), welche gerade ausf~llt. 

Wir  denken uns in jeder t'~berhaupt existirenden Classe des Genus 
je eine Form ausgesueht, welehe naeh dem Modul a ~ . 8 A R  den Rest ~- 

2" l','tsst. Line beliebige der so gewonnenen Formen s e i f .  
Wir  bestimmen ffw die Variabeln yon f alle Systeme $~, $.,, . . . ,  $,,, 

welehe dem Ausdrucke f ( $ , )  einen Werth  a~m ertheilen, wo m prim zu 
8 A R  ist und den Gleichungen 

C(,,~) = C(~) 

genftgt, welche aber dabei, falls x > I ist, nicht die Bedingungen 

( )  $, ( d )  t - -  : . . . ~__  ~ r  I T I O  2 

erft'tllen. Ueber alle die.qe Werthsysteme ~-~(<" > o, o, . . .  , o) erstreeken wit 
alsdann die Summe 

" . Z  
-~ o ) 

und wir wollen den Grenzwerth ermitteln, welchen diese Summe ffir ein 
positives, unendlich abnehmendes p erreicht. 

Die definirten Werthsysteme $~ werden in einer gewissen Anz~lhl h 
yon arithmetischen Progressionen 

.~, = 8 A R . X ~  + ~,,, ~., = 8 A R . X ~  4 - v . ~ ,  . . . ,  $,, ~ 8 A R . X ,  -k- v,, 

a~i ff-1 a-- I 

3. Is t  ~ r z $  2 + 21~rl ~ (rood8) und set zt man ( - -  I) '-' = ~, sokOnnen ( - - 1 )  ~ -  
r (:) (:) und sich nur mit ~ so iindern~ dass e ~ . lest bleibt. 

t t - - ]  

y~'~) (rood 8), so sind fiir die Einheiten ( - -  I ) -7 -  und 4- Wenn ff _= o.~"- + 2(fir] ~ + - .  

a nur drei yon den vier Systemeu + I~ + I zulassig. Is t  niimlich f l - : - - - ~ "  (rood4), 

so kann der Fall nieht eintreten~ dass ( - - I )  ~ unge~indert bleibt, w~hrend ~ in 

- -  ~z tibergeht, und hat man t ~ - : i ' ~ O . a  (rood4), 0 = + I, so ist der Fall  aus- 

geschlossen~ dass ( - -  I) -T- in's Gegentheii umschl~i~t, wiihrend a sieh in 0.  ver- 

wandelt. 
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enthalten sein. Man bezeichnc mit 2~<"-~).A2, wenn x > i, die Anzahl 
a ller derjenigen Losungen 5~ (rood 8) yon 

' - r  = ~ ( . .od s), 
a, 

welche nicht zugleich den Bedingungen (c) geni'lgen, und wenn x - -  I, 
die Anzahl aller msglichen Losungcn dieser Congruenz; ferner mit 
2 "-~.A~ die Anzahl aller L0sungen yon 

(*,) = -1 = ( , , ,od v),  

wenn p eine der ungeraden Priinzahlen aus AR bedeutet. In den Aus- 
drficken yon A, und A, erscheint a, wic wir wisscn, nur in den Einheiten 
C(a). Dieser Umstand lgsst erkennen, dass die Anzahl A den Werth hat: 

:11 I'( (,/=~, i}, r) 

wo q die i H-b Jr-r Primzahlen yon 8A/~ durehlguff. 

Setzt man fflr die ~:i zun~chst nur alle diejcnigcn Systeme, welche 
in einer der A Progressionen vorkommcn, so ergiebt sich der Grenzwerth 
dcr entstehcnden Summe ftir tin p = -I-o, nach F. Q., p. t48, glcich 

w o  

e n ~ 

e n - -  ,,(, +:) 

(8A~) .... 

n+l] 
2 k~J-=' J 

�9 t~,('n,-- 2 ) . . .  ( P - - - 2 [ ' ~ - - ~ ] )  

Ftir die ganze Summe ~ wird daher 

~t 

(sA~), ~'~ . I I  A~ <,=~,o,~) Li'n ('~)(.=o) = e,, �9 -22+~+----r" ~ q , 

wo (8AR)I das i~oer allc Primzahlen q yon 8AR crstreckte Product 
I 

H (I - - ~ )  bcdeutet. 
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Eine Summe X, yon Mmlichcr Beschaffcnhcit wie ~', mag jetzt nut 
allc solchen Systeme ~ = x~ umfasscn, in welchen dic n Zahlen ~l, 5~, ~.., ~. 
keincn gemeinschaftlichcn Theilcr habcn. Offenbar entstehen alle mOg- 
lichcn Systcmc ~s, weml wir dicse bcsondcren Systcme x, mit allen posi- 
tivcn und zu 8ALR rclativ primcn Zahlcn z multiplicircn. Man findet 
daher 

- = X . ~  i 
zn(l+p) 

und in der Grenze for p - - o :  

Die hier auftretende Summe hat bekanntlich den Werth: 

s,, 

1 I 
wenn S,, die Sumnlc I + ~,-~ + ~  + . . .  und (8AR),, das i',ber alle Prim- 

zahlen q yon 8AR erstreekte Product I I  I ~  ausdrrlekt. 

Wir bemerken noch, dass die Summe X sieh in t(f)  unter einander 
ident.isehe Summen X 0 zerlegen ll~sst. Dabei ist. unter t(['), wie in I., 
die Anzahl aller Substitutionen yon der l)eterminante I verstanden, welche 
die Form f ili sich selbst transformiren. (Solche Summen X 0 haben dann 
auch in Frdlen indefiniter Formen einen Sinn.) 

Wir bilden endlieh eine Doppelsumme" 

I 

s =  p. Z ,-(h'Z I f(~,)]~(' ~-,'> 
a, i 

erstreckt, cinmal: ftber alle die inaquivalenten Formen f (=  f ,  rood a~.SAR), 
die wit oben als Reprasentanten der einzelnen Classen des Genus auf- 
gestellt hatten; und dann, ftir jede dieser Formen f: t'lber alle solchen 
Systeme x~, x~, . . . ,  x. ohne gemeinsamen Theiler, welche einer Congruenz 

t '(z,)~ az~ (rood 8AR) 
at 
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geni~gen, wo z zu 8AR relativ prim ist, und welche dabei, falls x > I, 
nicht alle Bedingungen 

(.) (,nod 2) 

erfollen. 
Der Grenzwerth 1 der frt'dmren Summe X hatte sic}, als unabhangig 

yon der speeiellen Form f erwiesen, hffolgedessen muss der Grenzwerth 
l 

L dieser Doppelsumme gleich l •  ~ scin. Durch die hier erschei- 

nende einfache Suture6 ist aber das Maass M unseres Genus dargestellt; 
man erhMt deumach: 

(8Al~), l #~ �9 IIA, , .  M.  ~q-~,o,,) 
L = e,,. 2~+~_ ~ (8Att),,.,%" ~/~ 

Wir werden jetzt fiir L einen zweiten Ausdruck ableiten, und durch 
Vergleichung der beiden Ausdr0cke werden wit dann die in 8. auf- 
gestellten Formeln als riehtig erkennen. 

10. Best imm' t tng  desselbe~t Grenawevthes  a u / ' a n d e r e m  Wege. 

Wir ha.ben soeben den Grenzwerth L gefunden, indem wir uns die 
Summe S erst nach den einzelnen Formen [, und dann nach der nume- 

risehen Grssse der Zahlen f(z~) geordnet dachten. Nun handelt es sich 
a, 

in S um lauter positive Glieder; wir milssen daher zu demselbcn Grenz- 
werth L gelangen, wenn wit die Summe S direct nach der Grfisse der 

Zahlen t - - f (x~)= m anordnen. Dutch ein solehes Arrangement entsteht a, 
far S zunachst ein Ausdruck v o n d e r  Gestalt: 

wo die Summation alle positiven Zahlen m betrifft, die zu 8AR relativ 
prim sind und den Gleichungen: C ( m ) =  C(a) gent~gen. 
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For jede dieser Zahlen m hat die Grosse M(m)tolgende Bedeutung. 
Es bezeichnc re(f), wie oft eine bestimmte Form f die Zahl a~m mit 
Hilfe von Systemcn x, darzustellen vermag, welche keinen gemeinsamen 
Theiler > x haben, und ausserdem, falls x > x, nicht alle Bedingungen 
(c) erfiillen. Dann ist: 

; I t ( , , , )  = 7 5' 

wo die Summe sich i~ber alle die Formen /' erstreckt. Die Grosse M(m) 
bildet also, wie wit uns nach F. Q., p. I42 ausdrt'mken, das Maass ffir 
alle die definirten Darstcllungen x~ der Zahl a~m durch die vcrschic- 
denen Formcn f des Genus G. 

Treten in der Zahl m im Ganzen/~ ungeradc Primzahlen p~, p~, ..., p~ 
auf, so erscheint, nach /~: Q., p. I43, dieses Maass M ( m ) a l s  das 2'Lfache 
yon dem Maasse eines bestimmten positivcn Genus G(m)yon Formen mit 
n ~ x Variabeln, welches enge mit dem Genus G zusammenhangt. Von 
den S~tzen, welchc dicsen Zusammenhang feststellen, wollen wir hier 
soviel anfi'lhren, als fi'w dic Bestimmung der Grosse M(m) yon Wich- 
tigkeit ist (Vgl. /~: Q., art. XVIII). 

(I). Es sei zunttchst u = 2, in welchem Falle A und o~ identisch 
sin& Je nach der Bcschaffcnheit der Zahl m. bieten sich zwei Msglich- 
keiten dar. 

Entweder ist fi'tr dic Zahl m die quadratische Congruenz 

- -  A --  z '  (rood ~,m) 

nicht 10sbar. In diesem Falle existirt auch das Genus G(m) nicht, und 
man hat sein Maass gleieh o zu setzen. 

Oder diese Congruenz ist 15sbar und besitzt 2~' Lssungen z (rood o~m). 
Alsdann wird das Genus G(m) v o n d e r  einen Form g -~ ~2 gebildet und 
liefcrt das Maass I. 

In beiden Fallen kann man schreiben: 

Der zweite Fall ereignet sich beispielsweise, wenn man ftir a im den 
ersten Coefficienten einer der Formen f wahlt, was man thun darf. Denn 
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nach Voraussetzung ist ein solcher Coefficient ~ tr, a (rood a~.8AR). Man 

hat dann jedenfalls ~ = ~, worin eine Bedingung f~r die Einheiten 

C(m)----.6'(~) liegt. 
(2). Ist n > 2, so erkennt man zun~ehst, dass die Invarianten yon 

G(m) dureh die Zahl m ! C ( m ) =  C(a)] und die Invarianten von G stets 
in solcher Weise a.usgedraekt sind, dass das Genus G(m) wirklich existirt. 
Wir haben bereits bemerkt, dass dieses Genus sich 'ds positiv erweist. 
Man finder es auch primitiv. Seine Invarianten o und ,r erlangen die 
Werthe: 

r  2~ 0 3~ ~ _ �9 

~ , n - - 1  2, n - - I  

Es sei A 1 = 1-[ ,-,,'~"-h und ~1 = 1-I o(h h-l)("-~'). Ferner fallen seine Cha- 
h h 

n- -1  9l. ('~b - -  I ) 

ractere derart aus, dass fiir jede seiner Formen g = ~ e,r162 die 
1 2 

Congruenzen: 

o,e , ,  ---- z, zj. (mod o',m) 

je 2," LOsungen zulassen. 
Wir nehmen nun an, die Formeln aus 8. seien bereits filr den Fall 

u - - I  erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Maass yon 
G(m) aufzustellen. Wir bilden zu dem Behufe frw irgend eine Form .q 
dieses Genus alle Grsssen g { q } ,  und wir sehreiben: 

.(, 
glq} E 1 

For das Maass von G(m) erhalten wir dann einen Ausdruck: 

n - - 2  n - - 2  

C,,_~ V~'--~" erl 2 m ~ lt?l 1~,1 I2'1 t 

w o  r eine Constante bedeutet; und die Gr~sse M(m)erg ieb t  sich gleieh 
diesem Ausdrucke, multiplicirt mit 2.". Es sind jetzt dieGrsssen E~ zu 
ermitteln. 
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i) Ist zunachst q irgend eine ungerade Primzahl,  die weder in AB,  
noch in m aufgeht, so kommt, nach 8., wenn ~ - - o  (mod 2): 

E 1 ~ i q 

und wenn ~ I (mod2):  
; i  - -  ] [ q 

I ] 1 

q T j  

In dem-letzteren Falle hat  man zugleich: ~- \ ~ - - / / .  Bildet man 

dag Product 1-[E~ iiber alle nicht in 2ARm nufgehenden Primzahlen q 
in ihrer natftrlichcn Reihenfolge, so kann man fflr dassclbe, je nachdem 
n ~ o  (rood2) oder n -  t (mode)  ist, entweder t oder die Summe 

f ~--1  -] 

D,,_ , [ ( - - , )  ~ <~,,,,A/I~J setzen. 
--7- 

2) ]st welter q ~---p cine der /~ ungeraden Primza.hlen aus ~l~, und 
1/ die h0chste Potenz dieser Primzahl,. welche m theilt, ,~o besitzt das 
Genus G(m) Reste vom Typus:  

g -- c~ ~ -Jr- 1 / (c ,~  -{- �9 . .  -4- c,_~,_~) (modp'), (,>,,) 

wo die Gr0ssen c, c~, . . . ,  c~L2 sammtlich zu p prim sind. Aus den 
Congruenzen (z) erschliesst man das Bestehen einer Congruenz: 

- -  o , c  ~ z 2 (rood p'Z); 
man finder ferner: 

, c e , . . . c . _ , + , ~ /  .A  (mod �9 

Im Falle eines ,,--=o (mod 2), wo zugleich (o, ~l'~ ---_ ( ~ ) ,  kommt also 
\ j l  I 

el 1 ~ I 

Die F.ormeln aus 5. und 8. geben in diesem Falle: 

.p~_l 
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dagegen, wenn n--~ I (mod 2): 

= ~ .  

249 

3) Ist endlich q eine der Primzahlen aus BAR,  so besitzt das ge" 
gebene Genus G ftir einen jeden Modul q' Hauptreste f~ mit einem ersten 
Coefficienten a~m. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sittzen 
aus F. Q., art. XVII[ ,  in einfacher Weise Hauptreste des Genus .G(m). 

Bedeutet q zuni~chst eine der ungeraden Primzahlen ~, r ,  so hat  
ein fx den Typus: 

~ (rood q'). f, =_ + .,-W 

Der hier auftretende Rest fo)' (mod q' .... ) bildet dann einen Rest des 
Genus G(m). 

Ist q = 2, so mi~ssen die FMle a t = I und a~ = 2 unterschieden 
werden. 

h n  ersteren Falle hat  ein f~ den Typus:  

~ (,nod 2'), 

wo f(1) einen in Bezug auf  2 primitiven Rest vorstellt, welcher im 
Falle o 1 ~ I (rood 2) eine erste Invariante a gleich I licfert. In diesem 
fo) (mod 2 '-~,) finden wit  einen Rest yon G(m). 

hu  zweiten Falle (a~ = 2) hat  fl den 'Typus :  

f~ ~ 2(,n~ ~ + A.~  + ,,~.~) + ~176 (mod 2'), 

wo A ungerade und f(~) primitiv in Bezug auf 2 ist, und mall gewinnt in 

f(,) (4m.~, - -  A ~) ~ + 2%f ('~) (rood 2 '+l) 
O I 

einen Rest des Genus G(m). 
In allen Fallen ergiebt sich nun, naeh 5. und 6., wenn t gross genug 

gew~hlt ist, die Beziehung: 

f{q}----- Aq.fO){q}, 

wobei Aq mit der in 9. auf  diese Weise bezeichneten Grssse identisch ist. 
Acta mathematlca. 7. Impr im~ le 30 ffuin 188b. ~2 
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Ffir die Ausdrr Eq und E~ folgt hieraus, wexm n - - o  (rood 2) und 
> 2, die Gleichung: 

E~ = A q E  q ,  

und wenn n--- I (rood 2): 
Eq 1 ---~ Aq Eq 

I 
I - - - -  

q 

Im F a l l e n  ~ : findet man in ahnlicher Weise: f{q} = Aq, also, da 
I 

hier E q - - f { q }  ist: A q E q - ~  i .  

Fassen wit  alles Vorhergehende z u ~ m m e n ,  so k0nnen wit  die Gr0sse 

M(m),  wenn n > 2 ist, in folgender Form schreiben: 

~--2 n--2 

c,,_,, v~''''~ "' ' �9 I I A ~ E ~ . ( m ) ,  (,=,,0,,) 
a . ~ 6 3  . . . a ,~ - -1  q 

wobei im Falle eines geraden n: 

(") II ' + ((-':aR') I 1 

p 2) / p - T  I ' 

und im Falle eines ungeraden n: 

[( .... , ] 
(m) -~ ~ . D , , _ ,  - -  I)=Ta, m A R  ~ �9 

(8A/~),,-1 2 

Dieser Ausdruck bleibt nun auch ftir n = 2 giiltig, wenn q ~ i 

genommen wird. 
Wir  vergleichen jetzt den friiher gefundenen Ausdruck yon L mit 

dem Grenzwerthe Lim ( p Z  M<m____~) ) .  Dadurch e rha l te ,  wit  eine Beziehung 
,m~ O+p) /  

fiar das Maass M des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir 

M = c.. �9 H E~,. D , .  Mo, <~= ~' ~, ") 
a l a 2 . ,  . O ' n _  1 q 

[( - ] 
w o  D R --- I sei-f('ir ein ungerades n,  und gleich D. - - I ) ~ A R  2 fiir ein 

gerades n,  und wo ~ ~ A.~)~ und ~ 

c,,-1 2 r - . S , , . l ( n ~  I, c . =  2 L' (n = 2 ) ; -  ( n ~ o ,  ,node ;  n >  ~); --= z rood2) 
e 2  e n  ~t  e n  " ~t 
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die Grossen aus 8. bedeu tcn  sollen. Die Grssse M o erweist  sich dann  

als u n a b h a n g i g  yon der  Zahl  R, und  es wi rd  M o = i sein mt'~sscn, 

d a m i t  die in 8. f(;Lr M aufges te l l t cn  Ausdrt 'mke in Wi rk l i chkc i t  gcltcn.  
z 

Schre ib t  m a n  noch  g p  ft'tr p ,  so l au ten  die E n d f o r m c l n :  wcnn  n = 2, 

2 ''+~+~ (8/x/~'.),. 8~ " , ' 

wenn  n = o  (mod ~) und  > 2, 

( 8 A  tO, , . M -  ~ 
(2) 2'2+b+r (S/~ 11~),, �9 &'n 

= IAm 

wenn  n ~  I (mod2), 

(3) 
[( "-' II (BAR), (8A/c),,_,.&, , . M o  == Lira p D,,_~ - - i )  �9 

Dabei  durch l i iu f t  m,  wie e r inner t  werden  mag ,  alle posi t iven und  

zu 8 A R  re la t iv  p r i m e n  ganzen Zahlen,  ffir welche  die 2 - J r - b - 4 - r  Ein- 
hei ten 

m I 

c ( , . )  ( -  ') , ('. ' ,,5,)' ;: ) 

gewis.~e feste Wer the  annehmen ,  die for  ein n = a j edenfa l l s  der  B e d i n g u n g  
_ AR~ 

~ ./--= i gent'igen. 

Diese Zahlen  m b i lden  offenbar  die Ind iv iduen  yon (8AR)" .  ~8AR), 

a r i thme t i sehen  Progress ionen  8 A R .  U -I- too, ( U  -~ o, I, . . . ,  ~ )  yon der  

Differenz 8 A R .  Infolgedessen muss  nach l)n~tCULE-r die G le i chung  bes tehen:  

(8A li), 
(4) "~+~+~. --  Li,,, ( p E m '  + ~ ) "  
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Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen 
Fallen das Resultat M 0 ---- I abzuleiten. 

11 .  B e w e i s ,  d a s s  M o = [ i s t .  

Wir schicken die folgende Betraehtung voraus: 
Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N theilbar (lurch alle 

ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze G + I . l icgen; 
ferner soll p die s',immtlichen Primzahlen irgend einer zu 2N relativ pri- 

i 
men Zahl m durchlaufen; endlich sci u >  1 und F =  (~_l )G~-~;  dann 

gelten die Ungleichungen: 

'--F <D~(N)< i + F ;  ' < ( 2 N ) , ~ ' S = <  , + T ;  

, - r < I I [ I  + < ,  + r. 

In der That, man erhMt zunachst 

---7' 

wo die Summation sieh auf alle zu 2N relativ primen und positiven 
Zahlen m bezieht. Die kleinste dieser Zahlen m, welche yon i verschieden 
ist, besitzt mindestens den Werth G + I. Die vorstehende Summe liegt 
daher zwischen den beiden Gr6ssen: 

Da nun 
, § ' - - +  ' - - - + . . . ) .  - -  G "~- I )  v (G + 2) ~ . 

G+k 

l / dz 
(G + k) " <  z ' '  

G4k--1 

so folgt  um so mehr" 

0 0 



Untersuchungen tiber quadratische Formen. 253 

In derselben Weise ergeben sigh dig Ungleichungen fnr die Grssse 
(2N)~. S~, welehe den Werth dcr ~'tber alle Zahlen m erstreckten Summe 

i ausdrtickt. 
i/ 

m .  

Was endlich das Product 1-[~ anlangt, so kommt zu,a,chst 

H ~ H ( I  + p - ~ ) <  , + [ ( a +  ~ ) - " + ( a +  2) - ~ + . . . ] <  , + r ,  

und dann 

H , >  I I (~  - - p - y )  > )-~ ' ' = ~ + [ ( a + ~  + ( a + 2 )  - ~ + . . . ]  > ~  > ~ - - r "  

Auf Grund der vorstehenden Ungleiehungen k0nnen wir jetzt in allen 
Fallen, w o n  > 4 ist, die Beziehung M o ---- I naehweisen. 

Wir wrihlen einfaeh die Zahl R derart, dass in AR sammtliche un- 
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl G + I sind. 
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn n ungerade und > 3 ist, 
fiar alle Grossen: 

n . i  I 

und wenn n gerade und > 4 ist, f t i r  alle Grossen: 

/ -V~--2, , 
l' p--TJ 

(s• s,,, 
D,~[(-- t)~A/l, 2 ] 

cinmal obere und dann untere Grenzen. 
dann diese unteren Grenzen einsetzen, 
Ungleichung durch die Gleichung (4) 
n_~I  (rood2) und > 3: 

Indem wir erst diese oberen und 
und jedesmal die hervorgehende 
dividiren, bekommen wir, wenn 

I - -  ~ n r 3  

--~ < ~l~o < (, + r.--~)(, + rn-,), 
x -I- y.-2 -T 

und wenn n = o  (rood 2) und > 4: 
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I 
wobei ir~ far ~ gesetzt ist. Lassen wir jetzt die Zahl G i n ' s  Unend- 

liehe wachsen, so folgt in der That: M 0 = I. 
Es bleibt uns noch abrig, dic F a l l e n  = 2, 3, 4 zu untersuchen. 
Ist n ~  2, so nehme man R ~ I, und betrachte zu gleicher Zeit 

alle die Grenzwerthe L(m),  welche die rechte Seite der Gleichung (1) 
darstellt, wenn man den 2 + b Einheiten C(m) alle die Werthsysteme 

die der Bedingung ( ~ - ~ ) =  i gen~'~gen. Man bilde aus diesen beilegt, 

2 ~+~ Grenzwerthen ebensoviele lineare Combinationen: ] ~ c ( m ) . L ( m ) =  L~; 
c(m) bedeute hier ein beliebiges Glied des ~ber bile Einheiten C(m) 

erstreckten Productes 1-[[t + C(m)]; von je zwei Einheiten c(m), die ein 

Product gleieh ( - ~ m  ~ )  geben, soll aber immer nur eine beibehalten 

werden. Aus den Summen L~ folgen umgekehrt  die Grossen L(m) mit 

Hilfe der Gleichungen 2 ~+*. L(m)  = ~,~c(m). L~. Die Grenzwerthe Lo 
sind yon DIRICHLET angegeben. Unter ihnen ist n u r  einer yon Null 

verschieden, n~mlich derjenige, wclcher zu c = I = =  ( 5 - ~ )  gehOrt; dieser 

besitzt einen Ausdruek, aus welehem sofort M o = I hervorgeht. 
In den Fallen n =  3 und n =  4 gebe ich fi'lr die R e l a t i o n M  o = I 

einen Beweis, weleher sieh auf die Satze aus der Anmerkung zu 9. st~tzt. 
Uebrigens liesse sich fc~r diese Falle noch dieselbe Methode verwerthen, 
welehe in den Fallen n > 4 angewandt wurde. Ft'lr n = 3 sehe man aueh: 
SM/'rrb On the Orders a~td Genera of Ternary Quadratic Forms, artt. 1 3 ~ 2  i 
(Ph i l .  T r a n s .  CLVII, 1857) und: F. Q., pp. I 5 6 ~ I 5 9 ;  ft'lr n = 4: F. Q., 
pp. I 6 2 ~ I 6 3 ,  und: SnrrH, Sur la reprdsentatio~ des nombres par une somme 

de einq carrds (M6m. pr6s .  T. XXIX). 
Ist n = 3, so constatire man zun','~chst, dass dem spcciellen Genus 

G yon der Ordnung: 

(: :) ( J = l )  

welches die Formen yon der Determinante i enthalt, ein .M o =: I, d. i. 

ein M = ~ zukommt. Bekanntlich bilden alle Formen yon G eine ein- 
24 
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zige Classe, welehe dutch f = x~ + x~ + x~ reprasentirt wird, ~ und dieses 
f l~sst in der That genau 2 4 Transformationen v o n d e r  Determinante i 
in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (3) auf G liefert: 

I ' I 
( 2 ~ ) ,  ( 2 R ) , .  S~  ----- L,m Z D,( - -mR~)  �9 

2 T M  (2R)~ . S, P 

w o m  alle positiven und zu 2R relativ primen Zahlen mit festen Einheiten: 

m - - 1 

m -- I 

zu durehlaufen hat.. l)abei ist nach 9. Anm. die Einheit ( ~  x) ~ stets 
gleieh + i  zu nehmen, wiihrend (lie iibrigen Einheiten ganz naeli Be- 
lieben gewi~hlt werden darfen. 

Die vorstehende Formel benutzen wir, mn fiir ein beliebiges ternares 
Genus G yon einer Ordmmg 

0" ~ O'2X 

O I ~ 0 2 ) 
(J o,o~) 

die Relation 21I 0 = t abzuleiten. Nach (3) genagt die Gr~sssc 3 1  o eines 
solchen Genus jedenfalls einer Gleichung 

(A) (2A), (2A)~.S,, { I A~@]==. {ml 
2 ~+~ (2A)~. ,% "M~ = Lira p ~ "  m~o. ~ D , ( - -  ,,, ,, 

w o m  alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit bestimmten 
festen Einheiten 

. . . .  , < 
c(,,,) ( -  , ,@ . . . ,  

durchlauft. 
W-it betrachten zuerst den Fall, wo alo i und a2o I beide vollsti~ndige 

Quadrate sind. 
Das Genus G werde dutch eine characteristische Form f repr'hsen- 

tirt. Der erste Coefficient yon f heisse O'lF1, und es sei a2F , der erste 

i Vgl. z.. B. D[atcurmr in (~RELLE' .q  J o u r n a l ~  Bd. 4 o, S. 228. 
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Coefficient der zu f adjungirten Form. Die Zahlen ~'~ und 9~ sind dann 
prim zu einander, und'es gelten zwei Congruenzen 

o ,a .2~  -~ X~  (,nod a~9", ) 

- -  o 2 a t f f ,  =-- X ~  (rood a~9"~ ). 
Dieselben geben 

also 

, V,4-1 ~.'~+ 1 

- - (  i - - - ( - - ' )  ' 

~l ~ l ,  9" 2 =  I (rood4) ,  

was nur mit a~ = I, % = I vert.ri~glich ist. Denn h~tte man etwa a~ = 2, 
so w0rde die zweite Congruenz zugleich - - V ~ - : I  (rood 4) liefern. Nach 

~.~ o,~', =~ o,o, x~ ( rood 4). 7. besitzt nun unser Genus den Hauptrest ff1r + ,f, ~2 + ~ - ~ 3  

m - - 1  

Derselbe zeigt, dass i n  (.A) die Einheit ( - - I )  ~ allein gleich + I ge- 
nomlnen werden darf. Setzt man a~A = 22h. R~(R~  I, mod 2), so kann 
daher der Grenzwerth {m} naeh der Forinel (R) bestimmt werden, und 
man findet 3 I  o = I. 

Zweitens sei eine der Zahlen a~o~ und a2o ~ kein vollst~tndiges Quadrat. 
Das Maass des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Maasse 

des adjungirten Genus von der Ordnung 

�9 o',)  oo: ,, 
nberein; ebenso liefern diese beiden Genera gleiehe Grossen f { q l ;  sie 
mOssen also aueh dasselbe M 0 ergeben. Wir brauehen daher nur eines 
dieser Genera zu untersuehen, und konnen annehmen, es sei ~o~, also 
aueh a A kein vollst~ndiges Quadrat. 

Aus a~ A gehe dureh Division mit einer mogliehst hohen Potenz yon 
4 die Zahl d hervor. Wir betraehten irgend ein Genus ~,~ der Ordnung 

( "  ' ) ;  
l , d  

denken uns aber im Falle d - - t  (rood 4), (was dann sieher gestattet 

ist), die Charaetere (%s) dieses *Genus so ausgesucht, dass die Einheit 
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= ( - , ) ' . (~ )=  (-,)  , , ~loi~h + ,  wi, , l  D~o gehe) rige z u  9"1 

Gr~sse M 0 lii.sst sich ebenfalls dutch einen der Grenzwerthe {m} darstellen; 
und zwar ist hier, nach den Siitzen aus 9. Anm., ein jeder der :~+~ Grenz- 
werthe {m} in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerthe I" I  mtissen 
demnach untereinander gleich sein. 

Bilden wir jetzt die Formel (A) f('~r das zu ~-, adjungirte Genus 5G 
der Ordnung 

( , ,  I ] ,  

,d~ I , 

so ergeben sieh die Grenzwerthe {m I gleieh gewissen Grenzwerthen 

I t ) Lim p ~  m~77D,(--  (P,m) , 

wo m wie vorher Reihen yon positiven Zahlen mit festen Characteren 
m - -  1 

U(,n) =_+_ ~ zu durchlaufen hat. Hier ist far (lie Einheit ( - -  i) ~ , 
nach 9. Anm., stets der Werth  q- I zuliissig. Wenn man d = R ,  resp. 
= 2R setzt, kann man also fi'tr den vorstehenden Grenzwerth die Formel ! 
(R) benutzen, und man gelangt zu M 0 = I. 

Ist endlich n = 4, so haben wir einen Grenzwerth 

l - - i  ~ 

L',. [PZ.- ,+-~ I I  I , + (-~)~]]--- {,,,) 
zu ermitteln, w o m  alIe positiven und zu : A  relativ primen Zahlen )nit 
festen Einheiten 

m--I 

, ~ '  ~ , \ ~ , !  . . . ,  

durchlliuft. Wir bilden aus A durch Division mit einer m~3glichst hohen 
Potenz von 4 eine Zahl A o. 
Ordnung 

Die Gr~)sse M 0 fiir irgend ein Genus der 

hangt  dann gleichfalls yon irgend einem Grenzwerthe {m] ab. Far  ein 
Aeta  mathemat~ca.  7. I m p r i m 6  le 16 Soptembte 1886. 33 

I~ I )  A o 
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solches Genus unterliegen aber, nach den Satzen aus 9- Anm., die Ein- 
heiten C(m) durehaus keiner Beschrankung. Aile die 2 :+~ Grenzwerthe 
{,m.} mt'lssen also untereinander gleich sein, und wir kSnnen sie gleich dem 
2 T M  Theile ihrer Summe setzen. Diese Summe wird durch einen ahn- 
lichen Grenzwerth gebildet, w o m  alle msglichen positiven und zu 2A 
relativ primen Zahlen durchlauft. Dieser letzte Grenzwerth gestattet 
nach /;\ Q., p. I5O und I62 eine Transformation in: 

PZ ' z / A \ - ~ - P \  D,(A) 

Lim m,.~. ~ ) = ( 2 A ) , . ( 2 - ~ , _ : ~ ,  

welche dann unmittelbar zu $I  0 = I ft~hrt. 

Von den versehiedenen Darstellungen, deren das Maass eines Genus 
fahig ist, erschcint als die natt'lrlichste die bier gegebene mit Hilfe eines 
uncndlichen Productes, in wclchem einer jeden Primzahl ein bestimmter 
Factor entspricht. ~ Ihre Bedeutung reicht 0bcr das specielle Gebiet der 
quadratischen Formen hinaus: cs zcigt diese Darstellung, dash zur Lssung 
'u'ithmetischer Probleme 0ber Formcnanzahlen ein Studium jener wichtigen 
Gruppenbildungcn erforderlich ist, auf welche Herr CAMILLE JOICDAN in 
N ~ 302 des Trait~ des Substitutions aufmerksam gemacht hat. 

Ausdr0cke far das Maass cinch positiven Genus quadratischer Formen 
von n Variabeln Hind zuerst von HENleY J. STEPHEN SMITH in der Note 
On the Orders and Genera of Quadratic _~brms containing more than three 
Indeterminates, (Roy. Soc. Proc .  XVI, 1868, pp. x97--2o8), mitgetheilt. 
Die Formeln yon SMITH Hind i'~hnlich unseren Formeln (2) in 8,  erschspfen 
aber nicht alle Fiille; sic geben im Wesentlichen die Werthe der von uns 
E~ genannten Factoren for ungerade Primzahlen q, doch far die Primzahl 
2 nur in den weniger verwickclten Fi~llen, wo das Genus cine ungerade 
Determinante besitzt. 

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ieh verschiedene Anwendun- 
gee der bier gefimdenen Resultate auseinanderzusetzen. 

Ich habe auf diese Darstellung im 99, Bande des Journa l s  ftir die reine und 
angewandte Mathemat ik  hingewiesen. 


