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SUR L'I~OUILIBRE D'UI~E MASSE FLUIDE 

ANIMI~E D'UN MOUVEMEHT DE ROTATION 

P A R  

tI. POINCARI~ 
~, P A R I S .  

w 1. In t .J 'odact ion .  

Quelles sont les figures d'6quilibrc relatif quc peut affectcr unc 
masse fiuide homog6ne dont toutcs les mol6cules s'attirent conform6ment 

la loi de NEWTON et qui est ani,n6c autour d'un certain axe d'un 
mouvement  de rotation uniforme? " 

Quelles sont les conditions de stabilit6 de cet 6quilibre? 
Tels sont les deux probl6mes qui forment l 'objet de ce m6moire. 
On en connait depuis longtemps deux solutions: l'ellipso'ide de r6- 

volution et l'ellipso]de ~ trois axes inSgaux de JACOBI. Je me propose 
d'6tablir qu'il y en a une infinit6 d'autres. 

Mais je vais avant d'aller plus loin signaler un certain nombre de 
r6sultats que l'on trouve dans le Treatise on Natural Philosophy de MM. 
TAIT et THOMSON, 2 ~r 6dition, 778. Sir WILLIAM THOMSOn 6nonce la 
plupart de ces propositions sans aucune d6monstration; pour quelques 
unes d'entre elles, il renvoie "~ des m6moires plus 6tendus ins6r6s aux 

P h i l o s o p h i c a l  T r a n s a c t i o n s .  
Voici ces r6sultats, qui doivent nous servir de point de d6part. 
(a). L'ellipso'ide de r6volution aplati est une figure d'6quilibre tou- 

jours stable, si on impose ~ la masse fiuide la condition d'affecter la 

forme d'un ellipsoide de r6volution. 
Acta mathema'tica. 7. I m p r i m 6  le 16 Septem'bre 188~, 
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(b). Si nous imposons k notre masse la condition d'dtre de rdvolu- 
/ion, mais non plus celle d'dtre ellipsoidale, on trouve, si le moment de 
la quantit6 de mouvement est assez grand, deux figures d'6quilibre: une 
figure annulaire qui est stable et une figure ellipsoidale qui est instable. 
(Nous verrons dans la suite de ce mdmoire qu'il y e n  a une infinit6 
d'autres parmi lesquelles il y e n  a de stables grace '~ la condition im- 
posde k la masse de rester de rdvolution.) 

(c). I1 existe 6galement des figures d'6quilibre, probablement in- 
stables, oh la masse se subdivise cn plusieurs anneaux concentriques. 

(d). La figure annulaire d'dquilibre est stable si l 'on impose k la 
masse la condition de rester de r6volution, et probablement instable si 
l'on supprime cette liaison. 

(e). Si l'on impose /~ la masse la condition d'etre ellipsoidale, mais 
non d'etre de r6volution, l'ellipsoide de revolution est stable, si l 'excentri- 
cit6 est inf6rieure k O,8127 et instable dans le cas contraire. (Nous 
verrons dans la suite de ce m6moire que les conditions de stabilit6 restent 
les m@les si l'on ne s'impose aucune liaison.) 

L'ellipsoide de JAco~I est toujours stable, si l'on impose k la masse 
la condition d'dtre ellipsoidale. 

( f  et g). L'ellipso'~de de JAcom, si l'on ne s'impose aucune condi- 
tion est c~rtainement instable dans certains cas, bien qu'il soit probable- 
ment stable dans d'autres. (Nous d6montrerons dans la suite de ce m6- 
moire qu'il y a effectivement des ellipsoides de JhconI qui sont stables.) 

Une autre forme d'6quilibre stable, si le moment de la quantit6 de 
mouvement est assez grand, sera celle o11 la masse se subdivise en deux 
corps isolds, comparables k une plan6te et un satellite dont les vitesses 
de rotation seraient 6gales entre elles et "k celles de r6volution. 

(h). I1 existe dgalement des configurations oia le fluide se subdivise 
en plus de deux masses d6tach6es, mais elles sont instables. 

(i). II subsiste une importante lacune entre le plus grand moment 
de la quantit~ de mouvement qui correspond k un ellipsoide de JACOB1 
stable et le plus petit moment ,qui correspond k l '6quilibre stable de deux 
masses isol6es. I l y  aurait  intdr~t k combler cette lacune par des figures 
interm6diaires. (J'ai fait k la fin de ce m6moire une tentative dans ce 
sens, mais je n'ai r6ussi pour ainsi dire qu's amorcer le probl6me et ~, 
indiquer la voie k suivre.) 
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(j). Si l'6nergie avec un moment donn6 est un minimum ou un 
maximum, l'6quilibre est stable, pourvu que le liquidc soit parfaitement 
d6pourvu de viscosit6. I1 est probable qu'il est instable si l'6nergie est 
un ))minimax)) mais cell n'a pus encore 6t~ ddmontr6. (Nous verrons 
duns la suite de ce m6moire un exemple off l'6quilibre est stable "k la 
condition q u e l a  fluide soit absolument d6pourvu de viscosit6 et bicn quc 
l'6ncrgie soit un ))minimax)).) 

(k). Si le liquide est visqueux, et si peu qu'il le soit, l'dquilibre 
seru certainement instable si l'dnergie est un maximum ou un minimax, 
et certainement stable si elle est un minimum. 

Je donnerai duns lu suite de ce travail ]a ddmonstration de quelques 
unes des propositions que sir WILLIAM THOMSON avait seulement 6nonc6cs, 
et je les compl~terai m6me sur divers points, comme je l'ai d6j~ indiqu6 
duns les parenth6ses que j 'ai intercaldes duns le pr6c6dent expos6. 

Je d6montrerai aussi 1'existence de figures d'6quilibrc tout '~ f l i t  
diff6rentes de celles dont parlent MM. TAIT et THOMSON. 

J'ai d6js donne duns le B u l l e t i n  A s t r o n o m i q u e  unc courte note 
o~'l j'6tudie plus en ddtail l'anneau simple ou multiple dont il est question 
duns le passage cit6 plus hunt [(b), (c) ct (d)]. 

Dans cette dtude, je me suis rencontr6 avec M ~~ KOWALr:VSKI qui 
avait ddj~ employd les m6mes proc6d6s d'analysc duns un m6moire sur 
l'anneau de Saturne, qui avait 6t~ communiqu6 cn I874 k l'Univcrsitd 
de G0ttingen et qui n'a 6t6 imprim6 qu'en I885 duns les A s t r o n o m i s c h e  
N a c h r i c h t e n .  

w 2. E q a i l i b r e  de b i f u rca t i on .  

Consid~rons d'abord le cas off il s'agit d'un ~quilibre absolu et d'un 
syst~me dont la position est d~finie par n quantit6s ~ ,  x ~ , . . . ,  ~,,. Sup- 
posons qu'il y l i t  une fonction des forces F(x~, x.~, . . . ,  x.) de fa~on 
que l%quilibre l i t  lieu quand toutes les d~riv~es de cette fonction s'an- 
nulent et qu'il soit stable quand cette fonction est maximum. Je sup- 
poserai qu'ofitre les quantitSs xl, x~, . . . ,  x., il entre duns la fonction 
F un param~trc variable y, de telle sorte quc les valeurs des x qui 
~rrespondent k l'~quilibre d(~pendent de ce param6tre y. 
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Supposons que y ait une valeur  d6termin6e; les 6quations d '6quil ibre:  

d F  d F  d F  
( ' )  = . . . . .  = o 

auront  un certain hombre  de racines; quand on fera varier y ,  (si F est 

une fonction hol(mmrphe des x .et de y, ce que nous supposerons d'abord) 

ces racines varieront  d 'une mani@e continuc. Nous aurons ainsi un certain 

nombre  de s6ries lin6aires de racines: 

I)ans chacune dc ccs s6rics lin6aires, x~, x~, . . . ,  x,, sont des fonctions 

continues du param6tre  y. Pour  ccrtaines valcurs de y, deux ou plusieurs 

racincs peuvent  se confondrc. Quelle est la condition pour  qu'i l  en soit 

ainsi? 
d F  d F  d F  

Soit A le d6terminant  fonctionncl des n d6riv~es d'~,' ,Tx~' " ' "  dx,,, 

par rappor t  aux n variables :q ,  x.,., . . . ,  x . ,  ou, en d 'autres termes, le 

hessien de la fonction F par  rappor t  i~ ces n variables. La condition 

ndcessairc et suffisante pour  quc dcux ou plusicurs racines sc confondent,  

c'est que A soit nul. 

Supposons que pour  une certainc valeur  a de y, pour  laquelle  A 

s 'ammle,  p racines des 6quations (l) v icnnent  "~ se confondre, o u c n  

d 'autres termes, qu 'une  mOne  racing appar t ienne ~ la lois ~ p s6ries 

lin6aires. Parmi  les p racines qui appar t iennent  ~ ces p s6ries lin6aires, 

il y c n  aura 2q qui seront imaginaires et p - - : q  qui  seront %elles pour  

y < a; il y en aura d 'au t re  par t  2r qui seront imaginaires ct p - - 2 r  

qui seront r6ellcs pour  y > a. 

Si p = 2, q -~ r ---- o, les racines des deux s6ries lin6aires sont %elles, 

ct on a ainsi une racine qui appar t ient  ~ la lois ~ deux s6ries %elles. 

Si p ~ 2, q = o, r == i, les racines sont toutes deux %elles pour  

y < a, et toutes deux imaginaires pour  y > a.  Quand y e n  croissant 



Sur l'dquilibre d'une masse fluide animde d'un mouvement de rotation. 263 

atteint et d6passe la valeur a, deux racines rdelles se confondent, puis 
deviennent imaginaires. 

Si p =  3, q = r - -  I, il y a pour y < a  et pour y > a ,  une racine 
rdelle et deux imaginaires, de sorte que la racine qui correspond h y = a 
n 'appart ient  qu'b, une seule s6rie r6elle. Mais il est ais6 de voir d a n s  

ce cas que A s'annule sans changer de signe. 

II est inutile de citer d'autres cas particuliers, j 'arrive tout de suite 

au r6sultat g6ndral que j 'ai en rue.  Soit: 

une s6rie lin6aire de racines; FI, ~ ,  . . . ,  ~', dtant des fonctions continues 

et uniformes de y. Supposons de plus que pour les valeurs voisines de 

a, qu'elles soient inf~rieures ou sup6rieures ~ cette quantit6, les fonctions 

~,, $%, . . . ,  ~,~ restent rSelles. Si l'on substitue dans 

A ( z , ,  . . . ,  x.; y) 

~ ,  F2, . . . ,  ~', ~ la place de x~, :r~, . . . ,  x,,, cette fonction A ne d6- 
pendra plus que de y.  Je  suppose que pour y = a, la fonction A ( y )  

change de signe. Je dis alors que la racine 

appartiendra non seulement ~ la s('~rie (2) mais ~ une autre sSric lindaire 
de racines rdelles. 

Avant de d6montrer ce rdsultat gdndral, donnons quelques exemples. 
Soit: 

I ~ ,) 

F --= Ax~ + 3 x.., y-:r., - -  ~y.r.,. 

I1 vient pour les 6quations d'6quilibre: 

X l ~ O, X~ -~- + ~y'~.4- a y  

d'oh 

A --~ 4 A x ~  = + 4 A  ~,/y'~ + a y .  

Pour  les valeurs de y comprises entre o et - - a  les valeurs de x 2 sont 
imaginaires; elles sont rdelles pour les autres valeurs de y. Pour  y = o, 



264 H. Poincard. 

et pour y = - -  a, les racines passent du rdel it l ' imaginaire ou rdciproque- 
menti  c'est aussi pour ces m(hnes valeurs que A s'annule. 

Faisons~en particulier: a ~--o; il y aura deux s6ries lin6aires de 
positions d'dquilibre: 

( 2 )  X 1 - - -  O~ ~ ~ ff 

et 

( 3 )  x I = o ,  x 2 - -  y .  

Considdrons la premi6re de ces s6ries; pour chacune des positions qui lui 
appartiennent on aura 

A = 4 A y .  

Quand y variera depuis - -cxv jusqu's -Jr- cxv, les valeurs de x~ et de x~ 
rcsteront rSelles, mais quand y passera par o, A ehangera de signe. 
Done en vertu du principe que je viens d'6noncer, la position d'Squilibre 
qui correspond ~ la valeur y = o ,  c'est h di r t :  

~1 ~--" O~ ~ --'--- 0 

appartiendra non seulement ,~ la s6ri(; (2), mais encore, ~ une autre sdrie 
lindaire de positions d'dquilibre. I1 est ais5 en effet de constater qu'elle 
appartient dgalement '~ la s6rie (3). 

Soit maintenant:  
O X ~  . 

F ---- A z ;  + ~- - -  y '  x~. 

Les 6quations d'6quilibre deviennent 

~, = o ,  ~ = y'~. 

11 n'y a qu'une s6rie de positions d'6quilibre rdelles, ~ savoir: 

X I ~ O~ .T:~ ~ y 

et on voi't que ees positions restent r6elles quand y varie d e -  co k 
+ cxv. Aueune de ees positions ne peut done appartenir h plusieurs 
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s6rics de positions d'6quilibre rdelles comme cela "wait lieu tout '~ l'heure. 
Cependant 

IX ~ 6 A y  2 

s'annule pour y = o, mais sans changer de signe. 

Pour d6montrer ce principe que je viens d'6noncer et d'illustrer par 
quelques exemples, je supposerai que n = I, de telle fa(;on que je n'aie 
plus que deux variables: x qui definit la position du syst6me et'le para- 
m4tre y. On aura: 

d~F 
A - - -  

d x  '~ 

6t l'6quation d'6quilibre sera: 

dF 
F '  @ y) = e. 

L'6quation F ' ( x ,  y) -~ o pourra ~tre consid6rde comme repr6sentant une 
courbe plane C. Soit: 

�9 = 

une fonction uniforme, r6elle, finie et continue de y qui satisfasse 
l'6quation: 

Yl = o.  

L'6quation x = F(y) repr6sentera alors une des branches B de la courbe 
C. Soit M ( x  ~ a, y = ~) un des points de cette branche de courhe. 
Supposons que lorsqu'on suit cette branche de courbe, on vole A changer 
de signe au moment oh on franchit le point M. Je dis qu'il passera 
par le point M une autre branche de la courbe C. 

Soit en effet P le point de la branche B qui a pour ordonn6c 
y -----fl--e et Q le point qui a pour ordonn6e y --= fl "4- r (z 6tant tr6s 
petit). Ces deux points sont r6els, puisque par hypoth6se V(y) est une 

fonction r6elle de y. Je suppose par exemple qu'au point P ,  d~F 
d x  ~ - -  A 

soit positif, et n6gatif au point Q. 
Pa r  les points /) et Q, je m6ne des parall61es g l'axe des x et je 

prends sur ces parall61es deux points P'  et Q' g gauche de P et de Q. 
d 'F 

Au point P,  ~ est nul et ~ positif; doric si le point P' est assez 

Aeta mathemat ica .  7. I m p r i m 4  le 19 Sep tembre  1888. 34 



266 H. Poineard. 

dF 
voisin de P ,  la ddriv6e premi6re dzz Y sera n6gative. On verra de la 

dF 
m~me fa~on que si le point Q' est assez voisin de Q, Txx y sera positive. 

Allons du point P '  au point Q' en suivant une courbe qui s'61oigne tr6s 
peu de la branche B,  mais qui ne coupe pas cette branche; cela est 

dF 
toujours possible. Nous verron~ Tzz changer de signc; il faut donc qu'~ 

dP 
un certain moment Tx s'annule et par cons6quent que nous traversions 

une branche de la courbe U. I1 y a donc une seconde branche de cette 
courbe qui vient passer par le point M. 

En d'autres termes, ce point ~ I  est au moins un point double de la 
courbe C; je puis m~me affirmer que c'est un point multiple d'ordre pair. 

II est ~ remarquer que dans la d6monstration prdc6dente, nous n'avons 
pas dtd obligds de supposer que la fonction F est holomorphe, mais seule- 
ment  qu'elle est finie et continue ainsi que ses ddriv6es des deux premiers 
ordres. 

II y a un cas particulier sur ]eque] il est n6cessaire d'attirer l'atten- 
tion. Soit 

d F  
F ---~ y x  ~, dx 2 X y ,  A 2y .  

Nous avons une premiere s6rie de positions d'dquilibre r6elles qui nous 
sont donndes par l '6quation x = o. Comme A s'annule avec y, il dolt 
passer par le point x-----y = o une seconde branche de la courbe C et 

, dF 
en se reportant a la valeur de ~-~, on volt que cette seconde branche 

n'est autre chose que la droite 

y = o .  

Cette droite ne repr6sente pas une s6rie lindaire de positions d'dquilibrc 
analogue s eelles que nous avons rencontr6es jusqu'ici. C'est une s6rie 
de posit ions d'6quilibre indiff6rent; car si y s'annule, l '6quilibre subsiste 
quel que soit x. 

Supposons maintenant que la fonction F ne contenant toujours qu'une 
seule variable x, d6pende non plus d'un seul param6$re y, mais de deux 
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param6tres Yl et Y2" Nous pourrons regarder x ,  yl et Y2 comme les 
coordonn6es d 'un point dans l'espace; alors l '6quation 

d F  
d~ 

repr6sentera une surface S dont chacun des points correspondra ~ une 
position d'6quilibre. 

L'6quation 
d'~F 

A - -  - - o  
dx ~ 

reprdsentera une seconde surface S'. Supposons que l'on consid6re une 
nappe N de la surface S repr6sent6e par une 6quation 

x = 9(Y , ,  YO 

off ~ est une fonction finie, continue et rdelle de Yl ct de y~. Supposons 
que cette nappe soit coup6e par la surface S'  et de telle sorte que A 
change de signe quand on traverse la surface S' cn suivant la nappe N. 
Alors la eourbe d'interseetion de N ct de S'  cst une courbe double (ou 
multiple d'ordre sup6rieur, mais pair) de la surface S, par laquelle vient 
passer une autre nappe N'  de cettc surface S. 

I1 suffit en effet pour 5tre ramcn6 au cas d'un seul param6tre, de 
supposer entre y~ et Y2 une relation lin6aire 

Yl = aY2 + b 

ou en d'autres termes, de couper les surfaces S et S'  par un plan quel- 
conque parall61e ~ l'axe des x. 

On arriverait 6videmment ~ un rdsultat analogue dans le cas oh 

l'on aurait p param6tres YI, Y~, . . . ,  Y~. 
Supposons maintenant n = 2; de telle faqon que nous ayons deux 

variables x 1 et x~ d6finissant la position du syst6me et un seul param6tre 
y. Je regarderai alors xl, x~ et y comme les eoordonn6es d'un point 
dans l'espace. Les 6quations d'6quilibre: 

d F  d F  
~--%1 = o, 

dz,  
~ 0  
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repr6senteront alors deux surfaces S~ et S~ dont l'intersection sera une 
eourbe gauche C. Soient 

(4) 

deux fonctions finies, continues et rdelles de y e t  supposons que ces 
(~quatio,,s (4) r~P rdsentent une branche B de la courbe C. Soit 21[ un 
point de cette branche B; supposons que si l'on suit la branche B dans 
le sens des y croissants, on vole A changer de signe au moment oll on 
franehit le point M.  Soient P e t  (~) deux points de B ayant pour or- 
donndes y = t q - - z ,  y = f l +  s; (l'ordonnde du point 3 I  dtant y = f l ) .  
Au point P,  A sera par exemple positif, et ndgatif au point Q. 

S'il e n  est ainsi, je dis qu'il passera p'lr le point M une seconde 
branche de la eourbe C. 

En efl'et par les divers points de Fare de courbe PQ faisons passer 
des plans paralldles au plan des x~x 2 et dans ehaeun de ees plans dd- 
erivons une eireonf6renee de rayon r ayant son centre au point, e6rrespon- 
dant de l'are PQ. Ces diverses eireonf6rences engendreront une eertaine 
surfime 2~ qui sera doublement eonnexe et limitde par les deux eireon- 
fSrenees K et K' qui ont pour centres les points P e t  Q. De plus 
d'aprds ce mode de g~ndration aucun point de la branehe B ne peut st 
trouver sur la surfaee 2:. 

Pour t rouver le nombre des points d'interseetion de cette surface 2' 
avee la eourbe 6', il faut maintenant ehereher ee que M. KlloNECIiEIl 
appelle ( B e r l i n e r  M o n a t s b e r i e h t e ,  Mars 1869) la caractdristique du 
systdine des surfaces 2', S e t  S~. Le nombre des points d'intersection 
de cos trois surfaces, (ou si l 'on veut de la surface 2' et de la courbe 6') 
qui satisfont k eertaines conditions, diminu5 du nombre des points d'inter- 
section qui ne satisfont pas k ees mdmes conditions, est ~gal d'aprds le 
mSmoire citd de M. KI~O~ECKmt k une eertaine int~grale. Cette int~grale 
est prise le long des limites du domaine v ,., e'est a dire le long des deux 
eireonf6rences K et K' .  

L'espaee pourra ~tre regard6 eomme partagd en quatre r6gions 
d F  d F  

a, b, c, d suivant Ie signe des deux fonctions ~ et ~ .  Dans la rdgion 

d F  
a, par exemple les deux fonetions seront positives; dans la r~gion b, 



Sur l'dquilibre d'une masse fluide animde d'un mouvement de rotation. 269  

d F  
scra posit if et ~ n6gatif, etc. ~ &ant positif au point P ,  on rencontrera 

en suivant la circonf6rence K les quatre r6gions dans l 'ordrc circulaire 
suivant a b c d ,  pourvu toutefois clue r soit suffisamment petit. Nous sup- 
posons qu'on ait parcouru K de fa(gon b~ laisscr g sa gauclle la domaine 
2. L'int6grale de M. KIr162 le long de K cst alors 6gale g I. A 
6rant n6gatif au point Q, on rencontrera en suiwmt K'  les quatre r6gions 
darts l 'ordre circulaire a d c b ,  si l 'on d6crit cette circonfdrence darts te mdme 
sens que K. Mais si  l 'on veut laisser lc domaine v b~ sa gauche, i l f au t  
ddcrire K'  en sens contraire et alors lcs quatre r6gions se succ6dent dans 
l 'ordre a b c d .  L'int6grale est donc encore 6gale g I et l 'int6grale totale 
est 6gale g 2. 

Le nombre des points d'intersection de ~.' et de C' est donc au moins 
6gal g 2; et aucun de ces points ne peut appartenir g B. I1 faut donc 
que par le point M passe une seconde branche de la courbe C. 

C. Q. F. D. 

(Dans le cas off le th6or6me de M. KRONECKER s'applique g une mul- 
tiplicit6 g deux dimensions et k deux fonctions X et Y, et off par cons6- 
quent son int6grale dolt ~tre prise le long d'une courbe fcrm6e, on volt 
ais6ment que cette int6grale est 6gale k la demi-diff6rence du nombre de 

Y Y 
fois que X-saute  de - - o o  i~ q - c ~  et du hombre de lois que 7d saute 

de q-c-~ g - - c ~ . )  

Le r6sultat s'6tendrait sans peine aft eas o/1 nous aurions un plus 
grand hombre de variables. Le th6or6me de M. KROXECKm~ serait en effet 
encore applicable. 

R6sumons les r6sultats de ee paragraphe. 
Les formes d'6quilibre du syst6me consid6r6 sont donn6cs par .les 

n 6quations: 
d F  d F  d F  

- -  O .  

dx~ - -  d% " " " - -  dx,, 

Ces n 6quations auront un certain nombre de solutions r6elles et quand 
y variera d'une fa~on continue, ces solutions varieront elles-m~mes d'une 
fa~on continue de mani6re g former diverses sdr ies  l inda i res  de f o r m e s  

d 'dqui! ibre,  
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I1 pourra d'ailleurs arriver qu'une nJdme forme d'dquilibre appar- 
tienne k la fois ~, deux ou plusieurs s6ries lin6aires. Nous dirons alors 
que c'est une forme de bifurcation. On peut en effet, pour une valeur 
de y infiniment voisine de celle qui correspond k cette forme, trouver 
deux formes d'6quilibre qui diff6rent infiniment peu de la forme de 
bifurcation. 

II peut arriver 6galement que denx sdries lin6aires de formes d'dqui- 
libre r6elles, viennent, quand on fait varier y,  ~ se confondre, puis 
disparaitre, parce que les racines des 6quations d'dquilibre deviennent 
imaginaires. La forme d'dquilibre corrcspondante s'appellera alors forme 
limite. 

Une forme d' tquil ibre ne peut 6tre une forme de bifurcation ou une 
forme limite qu"~ la condition que A soit nul. I1 r tsulte de lk que si 
les 6quations d ' tquil ibre admettent  pour une certaine valeur de y une 
solution pour laquelle A ne soit pas nul, elles en admettront  encore 
une et infiniment peu diffSrente de la premitre,  pour les valeurs de y 
suffisamment voisines de cello que l'on avait considdrte d'abord. En 
effet s'il n'en dtait pas ainsi, la forme d ' tquil ibre qui correspond ~t la 
premi(~re solution serait une forme limite, ee qui exigerait que A f t t  nul. 

Si l'on suit une strie l intaire de formes d'dquilibre rtelles en faisant 
varier y et que l'on voie A s 'annulcr ct changer de signe, la forme 
d ' tqui l ibre correspondante ne peut 6tre une forme limite puisque les formes 
d ' tquil ibre t r ts  voisines qui appartiennent ~ la sdrie l intaire sont sup- 
postes rdelles. II r tsulte de ce qui prdctde que c'est toujours une forme 
de bifurcation. 

Si enfin, en suivant une stric l intaire de formes rtelles, on volt A 
s'annuler, mais sans changer de signe, on est stir, pour la raison que je 
vieDs de dire, que la forme correspondante n'est pus une forme limite. 
Elle peut 6tre une forme de bifurcation, mais il n'en est pas toujours 
ainsi. 

w 3. Echange  des stabil i tJs.  

Consid6rons la forme quadratique: 

dz~ dx, 
( i = 1 ,  2 . . . . .  n ;  k =  1~ ? ,  . . . ,  n)  
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contenant les n ind6termindes X , ,  X.,, . . . . .  _X~. Cette forme aura pour 
discriminant A.  

Pour que l '6quilibre soit stable, il faut et il suffit (puisqu'il s'agit 
d'un 6quilibre absolu) que la fonction des forces F soit maximum, c'est 

dire que la forme tP soit d6finie n6gativc. 
hnaginons qu'on ait d6compos6 la forint r en une somme de n carr6s: 

oh Y, est une fonction lin6aire des X. Supposons que parmi los co(ff- 
ficients a, que j 'appellerai coefficients de stabilit6, il y e n  ait u positifs 
et n - - u  n6gatifs. A sera positif si n - - ~  est pair, et n6gatif si n ~  
est impair. A sera nul quand un des coefficients ~ s'annulcra. Enfin il 
y aura stabilit6 si t o u s l e s  co(ffficients de stabilit6 sont ndgatifs. Il est 
inut i le  de faire observer que le hombre u est ind6pendant de la mani@e 
dont la forme ~ a 6t6 d6compos6e en carr6s. 

Supposons clue pour x ~ = x  2 . . . . .  x . =  o, y ~ o ,  on ait une 
forme d'6quilibre de bifurcation, c'est i~ dire que les n ddrivdes partielles 
dF 
dx-~ s'annulent ainsi que A.  

que l 'on a aussi: 

Je dis que nous pourrons toujours supposer 

d~F 
dx~ dxk 

- -  O. (~ ~ k) 

En effet, cela revient ~ dire que la forme eP ne conticnt pas de lermes 
rectangles; oy s'il n 'en 6tait pas ainsi, on pourrait toujours d6composer 
la forme ~P en carr6s, comme on l'a dit plus haut, c'cst ~ dire qu'on 
pourrait, par une transformation lin6aire, faire disparaitre les tcrmes 
rectangles. Les coefficients de stabilit6 sont alors: 

d~F d2F d~F 
d z ~  ' d x ~  ' " " " ' d~r~  

Pour que A s'annule, il faut et il suffit qu'un ou plusieurs de ces co(ff- 
d~F 

ficients s'annulcnt. Supposons par exemple que ~ s'annule et que les 

autres coefficients ne s 'annulent pas. Supposons enfin que la fonction F 
soit holomorphe et puisse se d6velopper suivant les puissances de x et de y. 
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De l'6quation: 
dF 
- - ~ 0  
d x  2 

nous tirerons x~ en fonction holomorphe de xL, x~, . . . ,  x,, et y. Pour  
d~F 

que cela soit possible, il suffit q u e  ,, ne soit pas nul,  ce qul a lieu 
dx; 

en effet. Substituons ensuite partout  k la place de x~ la valeur ainsi 

trouv6e. De l '6quation: 
dF 
- - ~ 0  
d x  a 

nous tirerons ensuite x~ en fonction holomorphe de xl, x4, . . . ,  x, et y. 
d2F , 

Cela est encore possible parce que ~ ne~t pas nul. On continuera de 

la sorte jusqu'k ce qu'il  ne reste plus que deux variables x I e t  y e t  une 

seule 6quation d'6quilibre: 
dF 

~ O ,  
d x  1 

Quant ~ x~, x3, . . . ,  x , ,  les autres 6quations d'6quilibre, r6solues comme 

on vient de le dire, les fournissent sous la forme: 

(i) x~ ~-~2(xl ,  y), x3 = ~'3(x,, y), . . . ,  x, = ~,,(x,, y) 

les ~ 6tant holomorphes. 

Quant h l '6quation dF ,, . dx---~ = o, elle s ecmra, toutes r6ductions faites: 

(2) o : ax~ -t- 2bx~y + cy  ~ -t- 0 

0 repr6sentant un ensemble de termes de degr5 sup6rieur au second en 
x~ et y. On volt que si x~ et y sont les coordonn6es d'un point dans 
un plan, cette 6quation reprdsente une courbe ~ point double, ce qui 

montre de nouveau que la forme d'6quilibre consid6r6e est une forme de 

bifurcation. Nous supposerons 

b - -  a c  X o .  

Nous tirerons alors de l '6quation (2), x~ en fonction de y de deux ma- 

ni6res diff6rentes 

(3) x, = r x, = r  
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les r (~tant holomorphes. Les dt.ux 6(lU:~tions (3) jointes aux 6quations 

(I) nous donnent les deux s6ries lin6aires de formes d'dquilibre. 

Formons A e t  consid6rons le d'abord comme fonction de x~, x~, . . . ,  x~ 

et y. En rempla(~ant x~, . . . ,  x,, par leurs vt~leurs tirSes des 6quations (1), 

/x ne sera plus fonction que de :c~ et de ~! ct on reconnaitra aisdmcnt que: 

A = 2 3 I ( a x ,  q-  b!/) -4- A 

M 6tant le produit  des n ~ I d6rivdes ,t"-I," d~'F d~F ,1.,.-'.,. ' d.~:-', . . . .  ' dzX et A dtant 

un ensemble de termes de degr5 sup6rieur au premier. 
L'dquation A = o reprdsentera alors uric courbe A passant par 

l 'origine dans le plan des x, y et l 'dquation (2) reprdsentera une courbe 
C formde de deux branches B e t  B'. Les 6quations de ces deux branches 

de courbe qui ne sont autres que les 6quations (3) pourront s'dcrire: 

- -  b - -  ~ b  ~ - -  , t o '  
x~ = y ,, ) + l', 

Y~ et I~ 6tant des termes de degr6 sup6rieur au premier. Si dans l'ex- 
pres ion • on remplaee  par  r  ou par  on t rouve :  

A = _-4-_ 2 M ~ / b " - - a c y  + A 

A= reprdsentant un ensemble de termes de degr6 sup6rieur au premier. 
Le signe -Jr- se rapporte g la substitution de r  c'est g dire g la branche 

B e t  le signe - -  g la substitution de r  c'est ~ dire ~ la branche B'. 
Ainsi que l'on suive la branche B ou la branche B', on verra A 

changer de signe en nl6me temps que y. De plus pour toutes les valeurs 

de y,  voisines de o, A a des valeurs de signe contraire solon qu'on suit 
la branche B ou la branche B'. Par exemple, pour y positif, A sera 

positif sur la branche B et ndgatif stir la branche B'; pour y ndgatif, ce 
sera le contraire, A sera n6gatif sur la branche B et positif sur la 
branche B'. 

Supposons qu'h, l'origine, un des coefficients de stabilit6 soit nul (ce 
qui est conforme ~ ,l'hypoth6se faite plus haut), que ~ de ces coefficients 

Acla  m a t h e m a t i c a .  7. lmpriva6 le 16 Septembre 1885. 35 
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soient n6gatifs et n -  u -  I positifs. Dans le voisinage de l 'origine,  il y 

aura  tou jours  (par raison de continuit6)  u ou u A- I cor de stabili t6 

n6gatifs. Si ~ est pair ,  il y e n  aura  ~ toutes  les fois que  A sera posit if  

et ~ q- i toutes  les fois que  A sera n6gatif.  Ce sera le contra i re  si 
est impair .  

I1 r6sulte de lk que, si pour  y positif,  on a ~ cosfficients n6gatifs  

sur  la b ranche  B et u-1- i coefficients n6g:ttifs sur la b ranche  B ' ;  ce 

sera l ' inverse p o u r  y n6ga t i f  et on au ra  alors ~ q- i cofifficients n6gatifs  

sur  la b ranche  B et ~ sur  la b r anche  B'. Si au contraire ,  on a, p o u r  

y positif, u q- I coefficients n6gatifs  sur  la b ranche  B et ~ sur  la b ranche  

B',  on aura  inversement ,  pour  y n6gatif ,  u co5fficients n6gatifs  sur  la 

b ranche  B et  ~ -I- I sur  la b ranche  B'. 

P o u r  qu ' i l  y air stabilit6, il f au t  et il suffit que t o u s l e s  coefficients 

de stabilit6 soient ndgatifs. Si donc pour  y positif, il y a stabilit6 sur  

l:t 1)ranche B e t  instabil i t6 sur  la b ranche  B', ce sera l ' inverse p o u r  y 

n6gatif.  De m 6 m c  si pou r  y posit if  il v a instabil i t6 sur  la b ranche  B 

et stabili t6 sur  B',  ce sera encore l ' inversc p o u r  y n6gatif.  En d 'au t res  

termes,  il y a 6cha~.qe des s/abililds entre  les d e u x  b~anches B e t  B'  au 

m o m e n t  o(1 elles se croisent.  

P o u r  6tabl ir  ce rdsultat ,  .i'ai supposal., non s eu l emen t  que F 6tait  

cont inue  ainsi que  ses ddrivdes des d e u x  premiers  ordres,  main encore que 

cette fonction 6~tait ho lomorphe .  Cet te  hypothbsc  n'est  n u l l e m e n t  n6ces- 

saire. P o u r  I t  faire voir, je vais r eprendre  le r a i sonnemen t  en supposan t  
9 Z =  I .  

Dans ce cas la courbe C se r6dui t  ~ une courbe  p lane  et A 
d~F 

Soit o le point  du  p lan  qui  cor respond k la fo rme  d '6qui l ibre  de 

bifurcat ion.  Du poin t  o c o m m e  centre ddcrivons un  cercle K de rayon  

tr6s petit .  Ce cercle K reneon t re ra  la courbe C en un  certain n o m b r e  

de points.  I1 rdsul te  du  r a i sonnemen t  du  p a r a g r a p h e  pr~c6dente,  que si 

un arc de courbe jo in t  d e u x  points  de C off le signe de A y  ne soit pas 

le m6me,  cet arc devra  couper  la courbe  C en un n o m b r e  impa i r  de 

points;  et que  si au  contra i re  /~y a m f m e  signe aux  d e u x  extr6mit6s ,  

l 'arc de courbe  consid6r6 devra  couper  C en un  n o m b r e  pair  de points.  

Donc si t o n  envisage les diff6rents points  d ' intersect ion de C et  de K 
dans l 'ordre  off on les rencont re  en su ivan t  le cercle K,  on verra  que 
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Ay y sera alternativement positif et n6gatif. Lc noml)rc total des points 
d'intersection est done pair. Si nous supposons en particulier quc deux 
branches de courbe seulement viennent passer au point o, nous aurons 
alors deux points d'intersection % et % oh y sera ndgatif ct deux points 
d'intersection /9~ et /8 2 o6 y sera positif. La branche o/~ devra alors dtre 
regard6e comme le prolongement de la branche %0, de mOnc que oj~: 
comme le prolongement de %o. Je suppose, pour fixer les iddcs, qu'cn 
%, A .soit positif. Alors d'apr6s la rSglc qui pr(~c6de, A sera n~gatif en 
%, nSgatif encore cn /~ et positif en i~2, ce qui confirme le rSsultat 
prScedemment obtenu. I1 strait ais6, d'apr6s lcs considSrations quc. jc 
viens d'exposer, de voir ce qui se passerait si plus dc deux branchcs dc 
courbe venaient passer en o. 

Nous avons dit plus haut que si en suivant une sdrie rSelle de formes 
d'Squilibre, on voyait A s'annuler sans changer dc signe, on ne pouwdt 
affirmer que la forme correspondante ffit une forme dc bifurcation. Nous 
pouvons remarquer que A peut de d e u x  mani6rcs s'annuler sans changer 
de signe. I1 peut arriver ou bien que plusieurs coefficients de stabilit5 
s'annulent sans changer "de signe; ou bien que deux (ou un hombre pail') 
de ces coefficients changent de signe. Dans le 1)rcmier cas, nous ne 
pouvons en effet rien affirmcr; voyons ce qui cc passe dans le second. 

Nous supposerons pour fixer les id6es que 

d~F d'zF d2F 

d'aF "> d~F > 0 d ~ F  > o ,  . ~ o 
dx~ < " d~'~ ' " ' "  d , ~  < " 

I1 arrivera alors que des u - - :  ~quations d'~quilibrc 

d F  d F  d F  
- -  o �9 

dx~ dx ,  d.r,, 
- - O  

on pourra tirer xa,  x4 ,  . . . ,  x .  en fonctions holomorphes de x ~ ,  x.~ et y. 
Si dans les deux autres 6quations d'dquilibre: 

d F d F 
- -  - -  O 

dx  I dx~ 
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on substitue ces valeurs de x~, x4, . . . ,  x,, cos ~quations devicnnent: 

(4) 
@', + -= o ,  

oh ~ et tP'~ reprSsentent un ensemble de termes du 2 d degr6 en x~, x2, 

y et r et r un ensemble de termes de degr5 sup6rieur au second; (si 
l'on suppose comme plus haut que la position d'6quilibre envisag6e soit 
xl--~x~ . . . . .  x~ = y - - - -  o). 

Regardons x~, x 2 et y comme les coordonn~es d'un point dans l'espace. 
Les dcux 5quations (4) reprdsenteront deux surfaces ayant  chacune 
l'origine un point conique du 2 d ordrc. L'intersection de ces deux sur- 
faces sera la courbc C. On volt que par l'origine passeront 4 branches 
de la courbe C, %elles ou imaginaires. Mais une de ces 4 branches est 
certaineinent %elle, puisque j'~d suppos~ au dSbut qu'on a pu suivre dans 
le voisinagc de la position d'Squilibre envisag~e, une sdrie de formes 
d'~quilibre %elles. Il faut donc quil y ait une autre des quatre branches 
qui soit %clle. La forme d'6quilibre envisagSe est done de bifurcation. 

I)'ofl la conclusion suiv'mte: 
Pour qu'une forme d'Squilibrc appartenant ~ une sdrie lin~aire rSelle 

soit de bifurcation, il suffit, non seulement que A change de signe, mais 
que l 'un quelconque des coefficients de stabilitd change de signe. 

w 4. Cas d ' u n  h o m b r e  i n f i n i  de  v a r i a b l e s .  

Les prob151aes trait~s dans les deux paragraphes precedents ne pr~- 
sentent aucune espSce de difficultY. Malheureusement lorsqu'on recherche 
la figure d'~quilibre d'une masse fluide soumise ~ diverses forces, la 
question est beaucoup plus compliqu~e. En effet la figure d'une pareille 
masse d~pend, non pas d'un nombre fini de variables x~, x~, . . . ,  x~, 
mais d'un nombre infini de variables. 

Supposons par exemple une aire plane A peu diff~rente d'un cercle; 
l '~quation de la courbe qui limite cette aire plane pourra s'6.crire, en 
coordonnSes polaires ( p e t  9) 



Sur  l 'dqui l ibre  d ' une  masse fiuide animde d ' un  mouvemen t  de rota t ion.  2 7 7  

p = r + fl, cos~ + p~cos2~ + . . .  + / 7 .  c o s n ~  + . . .  

q- l"~sin~ 4- ?'2sin 2~ + . . . - 4 -  ~-,sinnF + . . .  

les fl et les ~- 6tant tr6s petits par rapport k r, et la figure de l'aire 
plane d6pendra des coefficients r, fl ct r qui sont cn nombre infini. 

Supposons que t o u s l e s  616ments de l'aire A s'attirent cn raison in- 
verse des distances ct en raison directe de leurs surfaces. II r6sultera de 
cette attraction une 6nergie potentielle W qui sera reprdsent6e par rin- 
t6grale suivante: 

ff W" = d w  dto' log 

d w  et dto' 6tant deux 616ments quelconques de l'aire A e t  A la distance 
de ces deux 616mcnts. On reconnait alors que W cst une fonction holo- 
morphe d e  r, des /7 et des 7". Je veux dire que si l'on fiiit varlet seule- 
ment  un nonibre fini n de ces coefficients, les autres restant constants, W 
sera une fonction holomorphe des n co0fficients variables. 

Supposons que les /3 et les y 6tant regard6s comme trds petits, oil 
calcule l 'int6grale W e n  n6gligeant les cubes des/7 ct des i'. On trouvera: 

: . ,(  . (. .) 
W - -  2 l~  + + 2 - - , ,w- , ,+r~)  - -  i + log r . 

On pourra tirer de lk la conclusion suivante: 
Si l'on suppose que l'aire A soit assujettic k dtre 6quivalcnte k une 

aire donn6e 7er02 de telle sorte que: 

2 - -  r~ 

et qu'en m~me temps /7~ et y~ soient assujettis ~ ~trc nuls, le cercle dent 
le rayon est r 0 sera une forme d'Squilibre de l'aire A. 

On d6duit de (l) que 

r 2 .2 Z/7"~ + r~ 
= r ~  2 

et en n6gligeant toujours les cubes des fl et des y 

ll"~r0 i [', I I ~'l'~o I ) + + + 
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I1 est d'ailleurs ais6 de voir que si l'on regarde W" comme unc fo,c- 
tion d'un nombre fini des coefficients ~ et ~-, les autres coefficients restant 
cons tan ts ,  OH aura." 

dlg,,dF, ' - -  o ,  d / ~ ,  - -  d~-~ - -  2 ~-- I 

d 2 W  ( l~IV 

di~i dt ~k d "{i d "A 
-- O. 0 ~ k) 

I1 r6sulte de lh. que la s6rie infinie 

( n  = 2,  3,  . . .  , a d  i n f . )  

joue le m4me r61e que jouait  la forme quadratique eP dans le paragraphe 
pr6c6dent, avec cettc diff6rence, qu'au lieu d'un nombre fini de variables 
X1, X2, . . . ,  X,,, il y entre un nombre infini de variables fl,, et ~-.. 

Les coefficients de stabilit6 sont alors les quantitds z,'g ( ~ -  , ) .  On 

volt que tous ces coefficients sont ndgatifs, de telle fat;on que l '6quilibre 
cst stable. 

Cet cxemple permet de voir comment la notion des coefficients de 
stabilit5 peut s'6tendre au cas o{t l '6quilibre d6pend d'un nombre infini 
de conditions. 

On peut de m~me 6tendre /~ cc cas la notion des forints d'6quilibre 
de bifurcation et des formes d'6quilibre limite. Supposons en effet que 
les forces auxquelles sont soumis les 616ments de l'aire A d6pendent d'un 
param6tre y. Pour chaque valeur de y nous aurons un certain nombre 
de formes d'6quilibre. Lorsque y variera, ces formes varieront aussi, en 
g6n6ral d'und manidre continue. O'n aura ainsi un certain nombre de 
s6ries lin6aires de formes d'6quilibre. Pour chacune de ces s6ries, les 
coefficients fl et r seront des fonctions finies, continues, uniformes et r6elles 
de y. II pourra arriver alors que quand y tendra vers une certaine 
valeur a ,  deux formes d'6quilibre r6elles, appartenant/~ deux de ces s6ries 
lin6aires, tendront b. se confondre. Lorsque y aura d6pass6 cette valeur 
a, il arrivera, ou bien que les deux formes d'6quilibre envisag6es dis- 
paraltront et cesseront d'etre r6elles, ou bien qu'elles resteront rfelles et 
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cesseront de se confondre. Dans le premier cas, on aura une forme 
d'Squilibre limite. Dans le second cas, une forme d'Squilibre de bifurca- 
tion. Rien n'est donc chang~ k ces d~finitions qui restent les m~mes que 
dans les cas prSc4demment examines. 

II reste k ~tendre les r~sultats du paragraphe prSc~dent au cas qui 
nous occupe actuellement. ]l faut montrer  que: 

x ~ Pour une forme d%quilibre limite, l 'un des coefficients dolt 
s'annuler. 

:% Si l'on suit une sSrie linSaire de formes d'Squilibre et si l'on 
volt un des coefficients de stabilit5 changer de signe, la forme qui corres- 
pond k la valeur de y pour laquelle st fait le changemet;t de signe, est 
une forme de bifurcation. 

3 ~ La loi de l'Schange des stabilitSs s%tend au cas qui nous occupe. 
Nous d~montrerons ces trois propositions en partant de l'hypothSse 

suivante: 

Le nombre des variables 5tant infini, celui des coefficients de stabilit6 
devra 5galement dtre infini; mais je  supposerai que parmi les co6fficients, 
il n'y en a qu'un hombre fini qui soient positifs. 

J'appellerai x~, x2, . . . ,  x.,  . . .  les variables qui d~finissent la forme 
du systSme et y un param~tre dont d~pendront les forces qui agissent 
sur ce syst~me. Je supposerai que ces variables ont 6t5 choisies de telle 
sorte que pour la forme d'6quilibre envisagSe et que nous appellerons A, 
on air: 

0 ~--" y ~ X l : X 2 ~ . . . ---~ X .  ~ . . . 

Si dans la fonction des forces F(x ,  y) on f a i t y  : o,  nous pouvons en- 
core supposer que les variables x aient 5t6 choisies de telle sorte que 
l'on puisse ~crire, en n~gligeant les cubes des quantit~s x suppos(~es tr~s 
petites: 

F(x + + . . .  

Nous supposerons, conform&nent k l'hypoth~se faite plus haut, que 
parmi les n coefficients a~, a2, . . . ,  a, il peut y en avoir de positifs ou 
de nuls, mais que t o u s l e s  coefficients suivants a.+~, a,+~, . . . ,  % , . . .  
sont n(~gatifs. 

Avant d'aller plus loin, je dois faire une autre remarque. Quand 
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nous: n'avions qu'un nombre fini de variables, nous regardions la fonction 

F comme: d6finie pour toutes les valeurs des x,  ou du moins pour toutes 

les valeurs suffisamment petites de ces variables. Il n'en peut plus ~tre 
de m~me ici. La fonction F ne sera ddfinie que quand une certaine 
sdrie b~ termes positifs: 

 ,Ix, l + + +. + + . .  

sera convergente. Le choix des variables x ~tant encore arbitraire dans 
une certaine mesure, nous pouvons supposer qu'on les ait choisies de fagon 

quc t o u s l e s  ;t soient 6gaux ~ 1. 

Cela pos6, nous pouvons passer ~ la d6monstration des trois proposi- 
tions 6nonc6es ci-dessus. 

I ~ Je dis d 'abord que si aucun des coefficients a n'est nul, la 
forme A ne pourra 5tre une forme limite, c'est ~ dire quc pour des va- 

leurs de y tr6s petites (reals d'ailleurs positives ou n6gatives), le syst6me 
sera susceptible d 'une forme d'6quilibre tr6s voisine de cette forme A. 

Pour le d~montrer, je vain introduire dans le syst6me des liaisons 

exprimdes par len 6quations suivantes: 

x I - - - -y , ,  x~ ~---y2, ' ' ' ,  x .  ~---y,,, 

Y , ,  Y2 ,  . . . ,  Yn 6tant des constantes que noun regarderons comme donnden. 
Les conditions de l '6quilibre du syst6me assujetti ~ ces liaisons, d6pendront 

naturel lement  du choix des n "4- i param6tres y, y,,  Y2, . . . ,  Yn et ellen 
seront exprim6es par les 6quations en nombre infini: 

d F  d F  d F  

dxn + , dx,, + ~ " " " dxp  

Dans le cas particulier ou 

y----y,-----y~ . . . . .  Yn ~ o  

l'$quilibre aura lieu pour: 

0 : X,,+I : X,,+2 ~ . �9 ~ ~p ~ �9 �9 

c'est ~ dire en m~me temps que l '6quilibre du syst~me suppos6 libre. 
Main il y a une difference importante entre les deux cas. L'~quilibre du 
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syst&ne libre est instable parce que parmi les coefficients ax, a~., . . . ,  a,, 
il y en a de positifs. L'6quilibre du systSme it liaisons sera stable parce 
que tous les coefficients a,+~, a,,+2, . . . .  %, . . . .  sont n(~gatifs. 

Je dis que pour les valeurs des n + i paramStres y suffisamment 
voisines de o, le syst~me b~ liaisons sera susceptible d'une forme d'dqui- 
libre stable tr~s voisine de la forme A. En d'autres termes, si l'on fait: 

(3 )  y = y ,  . . ,  y,, = fl,, 

on pourra prendre les fl assez petits pour que la fonction F soit suscep- 
tible d'un maximum (en tenant compte des l i a i sons)e t  pour  que ce 
maximum ait lieu pour des valeurs des x aussi petites que l'on veut. 

Appelons en effet D le domaine comprenant tous tes systSmes de 
valeurs des variables x,,+~, x,+~, . . . ,  x~,, . . .  qui sont telles que la s~rie 

(4) a , , ~ , x ~ + ,  - -  ~,,+~. , , .~  - - . . . - -  %,~ i  ~, - - . . .  

soit convergente et air une somme plus petite que s. La limite du 
domaine D se composera d'un domaine 3 comprenant tolls les systSmes 
des valeurs des x tels que la s6rie (4) soit convergente et ait une somme 
6gale k z. 

Quand les y sont nuls, la fonction F est 6gale h A quand les x 
sont nuls, et ~ A - - z  + ~" quand les "x appartiennent au domaine 3 (~ 
6tant un infiniment petit d'ordre supdrieur h celui de ~). I)onnons main- 
tenant aux y les valeurs (3). La fonction F 6tant continue, nous pourrons 
prendre les fl assez petits pour que F diff6re aussi peu que nous voudrons 
de A quand les x sont nuls, et aussi peu que nous vondrons de A -  s + 
quand les x appartiennent au domaine 3. On pourra done prendre les 
fl assez petits pour que F soit plus grand quand les x sont nuls qu'en 
aucun point du domaine 3. 

II en r6sulte que lu fonction F prendra en certains points du domaine 
D des valeurs plus grandes qu'en aucun des points de la limite de ce 
domaine. II faut donc conclure qu'en un certain point, du domaine D, 
la fonction F atteint un maximum. I1 est necessaire toutcfois, pour quc 
cette conclusion s'impose, que l 'on admette que la fonction F ne va pas 
en augmentant  ind6finiment k mesure que la s6rie (2) devient de moins 
en moins convergente. Il y aurait bien des objections s faire, mais on 

Acta mathematiea. 7. Imprim~ le 22 Septembre 188,5. 36 
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ne saurait exiger en m~canique l~ m~me rigueur qu'en analyse pure pour 
~ ~  . 

ce qui concerne lmfim. 
Le principe auquel nous sommes ainsi conduits peut senonc~r ainsi: 
Si un syst~me m~canique quelconque, et en particulier une masse 

fluide, sont en dquilibre stable sous l'action de certaines forces, et si on 
vient y appliquer en outre des forces perturbatrices infiniment petites, ce 
syst~me prendru sous l'action de ces forces, une figure d'~quilibre stable 
infiniment peu diffdrente de sa fgure  primitive. 

Je ne crois pas qu'on puisse le mettre s~rieusement en doute, malgr~ 
les  objections dont je viens de parler et qui sont de nature h int~resser 
plut6t  l 'analyste que le m~canicien. 

Cela pos~, la forme d'(~quilibre stable du syst~me ~ liaisons dolt ~tre 
regard~e comme d~finie; elle le sera par exemple par les ~quations 

(5) x .~ ,  = r f l , ,  f t , . . . ,  fl,,); x . ~  = r 2 4 7  f l , ,  fl~, . . . ,  ft,); . . .  

Les fonctions ~, seront des fonctions continues des /~ et ellcs s 'annuleront 
avec /~ quelles que soient les valeurs de /~1, /~2, . . . ,  fl,,. 

Si nous substituons dans F c e s  valeurs des x,+l, x,,+o., . . . ,  xp, . . . ,  
eette fonction ne d~pendra plus que de /q, /?t, 1~2, . . . ,  /~,,. 

I1 faut m'fintenant chercher quelles valeurs on dolt donner 
fl~, ~ 2 , . . . ,  fl,, pour que l '~quilibre subsiste (sans toutefois rester stable) 
quund on supprime les liaisons. Il faut pour cela que l'on ait: 

dF dF dF 
dfl-Z --- d--:~ . . . .  - -  di~, - -  o .  

En d'autres termes, il faut eonsid~rer que, les x ~tant d~finis par les 
~quations (5), la figure du syst~me ne d~pend plus que des n variables 
/~,, 1~, ~ . . ,  fl~, et il flint chereher les conditions d'~quilibre du syst~me 
ainsi d~fini. 

Je veux faire voir que pour les valeurs de fl voisines de o, ce 
syst~me admet une forme d'~quilibre. Pour cela il me suffit, puisque 
ce syst6me ne d~pend plus que d'un hombre fini de variables, de ehercher 
les coefficients de stabilit~ pour /~ ~ o. 

Or pour fl ~ o, puisque les fonctions ~ s'annulent, on a: 

�9 " - -  A + ~,fl~ + ~/~ + . . .  + ~ /~  + z 
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Z 6tant un ensemble de termes d'ordre sup6rieur au second par rapport  
aux ft. Les coefficients de stabilit6 sont donc: 

~I~ ~2~ " * ' ,  ~n 

et, comme attcun d'eux n'est nul, la foriue d'6quilibre consid6r6e ne peut 
6tre une forme liinite, et l '6quilibre sera encore possible pour les valeurs 
de fl voisines de o. 

Ainsi, m6me lorsque la forme du syst6me d6pend d'un non,bre in- 
fini de variables, une figure d'6quilibre ne peut 6tre une figure limite "~ 
moins que l 'un des coefficients de stabilit6 ne s'annule. 

2 ~ et 3 ~ II resterait ~ 6tablir les deux autres propositions enonc6cs 
plus haut. On les d6montrerait par une m6thode, absolument identique. 
On introduirait  dans le syst6me les liaisons 

(6) x, = f l , ,  & =fl.~,  . . . ,  z,, =i~,~ 

de fa~on que la forme d'6quilibre A devienne stable. On trouverait  alors 
que pour: 

y=f l ,&=f l , ,  . . . ,  ~,,  = fl,, 

le syst6me ~ liaisons est susceptible d'une position d'~quilibre stable d~- 
finie par les 6quations 

( 5 )  x , ,+ ,  = r  ,~ , ,  . . . ,  fl,,)_; - . .  

Si l'on suppose maintenant les x assujettis "k ces 6quations (5), ,nais 
que l'on supprime les liaisons (6), la fonetion F ne d6pend plus que des 
fl, la figure du syst6me ne d6pend plus que d c n  variables. ( )nes t  done 
ramen6 au cas d'un nombre fini de vaxiables, auquel les propositions 
6nonc6es s 'appliquent d'elles-m6mes. 

En r6sum6, il r6sulte des consid6rations expos6es dans ce paragraphe 
que les r6sultats des paragraphes 2 et 3 s'6tendent au cas d'un syst6me 
dont la figure d6pend d'une infinit6 de variables, ct en particulier au cas 

d'une masse fluide soumise k diffSrentes forces. 
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w 5. l*renliO.re r 

MM. TArt et 'Fuo.~lsoN ont annoncd sans ddmonstration que, l)armi 

les tigures d'dquilibre dont est susceptible une masse ttuide animde d'un 

mouvement de rotation, il y a n n e  figure ammlaire de rdvolution. 

On peut ddmontrer ec rdsultat en al)l)liquant les 1)rincipes exl)oSds 

dans los trois t)aragral)hes prdc(!dents. 
Je  considbrc une masse fluide h()mog(',ne 6gale it M e t  animde d'une 

vitesse de rotation ~o autour d 'un axe quelconquc que jc prendrai pour 

axe des z. Je suppose que t()utes les moldeules de cette masse s'attirent 

conformdment ~r la loi de NEWTON. ,Je choisirai les unitds de telle faeon 

que la densit6 du fluide soit 6gale b~ i ,  et qu(' l 'attraction de deux unitds 

de masse h l'unit6 de distance soit 6gale ~r l'unit6 de force. 
Je puis assujettir la masse fluide /r "tffeeter la f()rme d'une figure de 

rdvolution. Si l'6quilibre a lieu en tenant compte de cette liaison, il 
arrivera, en vertu de la nature mdme du probl6me, que l '6quilibre sub- 

sistera encore quand elle ser'~ supprimde. Cette liaison ne change pas 
les conditions d'dquilibre, elle n'influe que bur les conditions de stabilit6 

dont nous ne nous occul)erons pas I)our le moment. 
Soit R la distance ~ l'axe du centre de gravit6 de la section m6ri- 

dienne et ;r~ l'aire de cette section. On aura: 

(I) M = 2 5" R. 

Lc plan des x!! sera le plan perpendiculaire k l 'axe et passant par 
ce centre de gravit6. J 'assujettirai encore, pour simplifier un peu les 

calculs qui vont suivre, la figure de la masse fluide k rester sym6trique 
par rapport au plan des .r~j. I1 est clair que si l '6quilibre a lieu avec 
cette liaison, il subsistera encore sans cette liaison. 

Pour  ddfinir la section m6ridienne, je me servirai des coordonndes 

polaires p et ~-, en prenant le p61e au centre de gravit6 et l'axe polaire 
dans le plan des xy. Soit: 

p = r -f-/~lcos~ -4- 1~.2 cos 2~c -+- . . .  -4- 1~,, cos'n~, -4- . . .  

l 'dquation de la section mdridienne. 
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Eerivons que l'aire de cette section est 6gale i~ ~ro, il viendra: 

2 

Ecrivons que le centre de gravit6 de cette section est au p61e, il viendra 

(3) r'~l~ + r(fl~i~ + fi.,~ + . . .  + j~,,j~,,+, + . . . )  + S = o 

S 6tant une sdrie convergente dont lcs termes sont homogSnes et du 
t, roisi~me degr6 par rapport aux 1~. 

J 'ai  ~ rechercher s'il existe une figure d'6quilibre peu diff6rente d'un 
tore. Je dois donc supposer que les ~ sont trds petits par rapport ~ r. 

Je supposerai de plus que les rapports ~ et par cons6quent r~ sont 

tr~s petits, ainsi que to. 
Cela pos6 soit I le moment d'inertie de la masse fiuide par rapport 

'~ l'axe. Soit: 

f dm d~f w = j  X 

l energm potentielle due '~ l 'attraetion newtonienne (off dm et din' sont 
deux 616ments quelconques de la masse et A la distance de ces deux 
616ments). Soit: 

2 

l'6nergie potentielle due '~ la force centrifuge. L'dquilibre aura lieu quand 
la variation premiere de l'expression 

u - =  w + '~ 
2 

sera nulle. 
Nous allons encore introduire une liaison nouvelle. Nous supposerons 

que r o et par eonsdquent R sont assujettis '~ conserver des valeurs donn6es. 
Cette liaison, ~ la diff6renee des pr~c6dentes, change les conditions d'6qui- 
libre. Posons: 

(4) fl, ~ T, ro, u = AdR(log  8-~ + V + H). 
r 0 
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I1 viendra, en tenant compte de (2) 

[ ( 4) )1 8 R + + ~, R fl,, r o [ 7 I "31- B -]- C (5) U =  A raR l o g T /  

___"~z' (2 rob "~ :' + z3 R,'~) + w'~l). 
+ 2 

Dans eette 6quation, A designe une constante num6rique qu'il est 
inutile de d6terminer davantage; B e s t  un ensemble de termes contenant 
r~, en facteur; C est un ensemble de termes de degr~ sup6rieur au second 
par rapport aux fl; enfin D est un ensemble de termes s 'annulant avec 

les ft. 
Nous donnerons '~ A la m6me valeur dans les 6quations (4) et (5)- 

I1 viendra alors: 

V ~ - I Z 2 t I  > B + r,, V ~ -  ' + ar'~u - -  + ~ + 7X-  ~, ,.~ + + A,.au 
H. 

On trouve ais6ment: 

2w 2~r 2 ~  2 x  

Mais les 6quations (2) et (3) peuvent s'6crire: 

f p'dr = :~r,':o, f p3 c o s r  = o 

de sorte qu'il reste simplement: 

, ,  = �88 ~Rf(p'  - -d )cos  ~ r  + s f  (p' - -  ~a) c~ r  

Nous prendrons 

2 A ro 

de sorte que V sera d6sormais d6termin6. 
Comme r 0 et R sont provisoirement regard6s comme des constantes, 

le maximum de U aura lieu en m~me temps que celui de V, de sorte 
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que  l '6quilibre de notre syst6me k liaisons aura  lieu dans les mt3mes 

conditions que si V 6tait la fonction des forces. 

Supposons que dans V, on fasse ro ----o, il viendra 

V = ' ~ 3_ ~,o [ (,,, _ _  I cos~ F@" 4 "1- Z Y - "  - -  I -~ ~ ._1.: 3;':,r 
- A~I~ it -A + 4 A , ]  \r;', 

Si nous faisons encore to ~ o,  il viendra:  

+ r,, , ~ -  ~ + A,.Ur 

Si l'on t ient compte de l '6quation (3), il vient: 

T I = E  

E 6tant un ensemble de termes du second degr6 au moins par  rappor t  

a y~, T~, . . . .  On peu t  donc 6crire: 

F .6tant un ensemble de termes du troisi6me degr6 au moins par  rappor t  

k T~ , T3 , . . . .  

Oette 6quation prouve que si l 'on fait to = r 0 -= o, la fonction V 

est susceptible d 'un m a x i m u m  qui est a t te int  quand t o u s l e s / - s ' a n n u l e n t .  

Les cogfficients de stabilit6 sont: 

I I I 
- - ~  l~ - - ~  I~ . . . ~  - - ~ I ~  . . .  
2 3 n 

Comme aucun de ces coefficients n'est nul,  la forme d'6quil ibre corres- 

pondante  ne pourra  ~tre une forme limite, c'est ~ dire que pour  les va- 

leurs tr6s petites de % et de o~, le syst&ne ~ liaisons considdr6 sera 

susceptible d 'une forme d'6quilibre, pour  laquelle les T auront  des valeurs 

tr6s petites. 

On aura  slots pour  cette forme d'6quilibre:  

(6) r.  = ~,(r0, ~) 

f .  6tant une fonetion continue de r o et de to s 'annulant  avee ees variables. 
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I1 reste k cherchcr quelle valeur il faut donner k r 0 pout' quc l'dqui- 
libre subsiste encore quand on supprimc la liaison que nous avions pro- 
visoirement introduite, et quand on n't~ssujettit plus r 0 et R '~ avoir des 
valeurs donndes. 

Supposons qu'on remplace dans U les ;- par leurs valeurs (6) et B 
par sa valeur tirde de l '6quation (t). Alors U ne sera plus fonction que 
de % et de w, et on aura la condition pour que l'6quilibre subsiste aprds 
la suppression de la liaison, en dcrivant: 

dU 
(7) d,-o --  o. 

Je dis que pour les valeurs tr& petites de w. il y "tura toujours 
une valeur tr& petite de r0 pour laquelle cette eondition (7) ser't remplie. 
Nous pourrons @tire: 

(s) o a B~o'  (2. U --= At; log~, + ~'-7-, + 

Les lettres A, a et B ddsignent des eonstantes ne ddpendant que de 21[ 
et C u n  ensemble de termes tr6s petits par rapport aux deux premiers 
quand % et w sont tr6s petits. Inutile d'ajoutcr que les lettres A, B e t  
C n'ont plus la m6me signification que dans la premidre p'trtie de eette 
d6monstration. 

Soit s une quantit6 tr6s petite que nous regarderons eomme eonstante 

et qui sera telle que: 

2As log ~ ~ 3As 4BC~ - -  o. 

Nous allons faire varier % depuis 2s jusqu'h o. Pour r, ~ 2s, les deux 
premiers termes de l'expression (8) se rdduisent h: 

a I A :  log a 4As~l~ + 3-~ ' ~' 
3 A s 2  I e5  o a As-log-a + q" 

64 32 

Pour % ----s, cos dcux m6mes termes se rdduiscnt k 

x As ~ log a 3 As 2 As  ~ 10g q- 2- ~ 4 = 4_Ss, log  + 
32 
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Enfin pour G = o, on a U =  + cxv. Dans ces 6galit6s, S~ et S~ 

d6signent des termes t, rds petits par r'apport ~ s~log.~.  

On a donc: 

' ~ 1 7 6  s'-' log  ~ - -  25 d log  5 " pour r o = a s  U - -  3-- f - -  32 -]- "x 

- -  l o g . ~  - -  l o g . ~  v I O 0  S, ~ a 5 2 8~ a _]_ "~'2 
pour r o = s U - -  3 2 , 32 

p o l l r  T 0 ~ O W ' - - -  
32 

2"1 et 2'~ sont des ensembles de termes trbs petits par rat>port k s+ log~ .  

et qui n'influent pas  sur le signe de l'expression 

U - -  L -  log 
32 - s 

Cette expression est done positive pour r 0 = 2s, ndgative pour r o ~ s e t  

positive pour r o ----o. Elle s'annule done deux fois quand t o varie de 
, d U 

2s a o; sa d6rivde ~ dolt done s 'annuler une lois dans le m&ne intervalle. 

C. Q. F. I). 

Ainsi pour une valeur donnde tr6s petite de t o ,  on peut trouver un 

syst6me de valeurs de r 0 et des 7" qui satisfasse aux conditions d'6quilibre, 
et cela apr6s suppression de la liaison que j'avais d'abord provisoirement 
introduite. 

I1 en rdsulte qu'une masse fluide anim6e d'un mouvement  de rotation 
est susceptible d'une forme annulaire d'dquilibre, qui d'ailleurs est probable- 
ment  instable. 

J 'ai donn6 une esquisse de la pr6sente d&nonstration dans le Tome II 
d u B u l l e t i n A s t r o n o m i q u e .  J ' a i d o n n 6 6 g a l e m e n t d a n s c e m ~ m e v o l u m e  

une fa(;on de calculer approximativement les 616,nents de cette figure 
annulaire. L'analyse que j'ai e,nploy6e pour d6terminer ces 616ments 

pr6sente le plus grandes analogies avec celle dont M m~ KOWALEVSm a fait 
usage dans ses recherches sur l 'anneau de Saturne. 

Aeta mathematica. 7. Imprim6 le 19 Septembre 1885. ~'~ 
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w 6. E x e m p l e s  d 'dqui l ibres  de b i furcat ion .  

Dans les N ~ 27 et 28 du Livre III de la Mdcanique Cdleste, LAPLACE 
traite l e  probl6me suivant: Une sph6re solide, de densit6 p et de rayon 
c est recouverte d'une touche fluide homog6ne de densitd I. Quelle est 
la figure d'6quilibre de cette touche fluide? Quelle sera k l'6tat d'6quilibre 
la forme de la surface libve de cette touche? 

Une des formes d'dquilibre cst 6videmment une sph6rc concentrique 
k la sph&e soiidc, auque[ eas l'dpaisscur de la couche fluide est uniforme. 

On peut se demander s'il y c n  a d'autres. Pour cela appelons 

. r  = (/(I -}- 0f/J) 

I'L distance au centre d'un point quelconque de la surface tibre. On 
d6veloppera y e n  s6rie de fonctions sph6riques: 

+ Y, + . . .  + + . . .  

et l'6quation d'6quilibre, comme l'indique LAPLACE page 87 (6dition de 
1878), s%crira : 

~3 ~S 

pourvu toutefois que l'on n6glige le carr6 de a. 
Quant k t'6nergie potentielle, elte a pour expression" 

J 

en n6gligeant le cube de a. A est une constante et l'int6grale est 6tendue 
k tous les 616ments alto de la surface sph&'ique (Cf. R~SAL, M~canique 
Cdleste, 1 ~re 5dition, p. 238 ). 

J'ui pos6 pour abrdger 

(,3 
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Cevte expression de W montre qu'on a une forme d'~quilibre quand tous 
les Y s'annulent, c'est k dire quand l'~paisseur de la couche fluide est 
uniforme. Les coefficients de stabilit~ sont: 

3 3 
P r - -  1 ,  P l  5 '  " ' ' '  Pj  2 u +  l '  " ' "  

L'un d'eux s 'annulera si l'on a: 

3 
P~ 2~ + i 

&ant  un entier positif. A chaque valeur de pl correspond une forme 
d'~quilibre parfaitement d~finie q u i  est la sphere. Ces spheres forment 
une s~rie lin~aire de figures d'~quilibre r~elles. Si donc Fun des coeffi- 
cients de stabilit5 s'annule, c'est que la sphSre correspondante est une 
forme d'~quilibre de bifurcation. 

Etudions d'un p e u  plus prSs ce qui se passe. Dans le N ~ :7 ,  
LAeLACE suppose que la couche fluide consider& cst assujettie ~ conserver 
une figure de r~volution autour de l 'axe des z. Dans cette hypothSse, 
la fonction sph~rique Y~ se r~duit au ve polynbme de LEGE~DRE, de sorte 

, 3 quril n 'y a qu un soul coefficient de stabilit~ qui soit ~gal k p ~ -  e~ + l" 

On est ainsi ramen5 au cas le plus simple, celui o/a un seul coefficient 
de stabilit~ s'annule et oh la forme de bifurcation appartient ~ deux sdries 
lin~aires de formes d'~quilibre rdelles. 

LAVLACE semble dire qu'il ne peut y avoir en g~n5ral qu'une scule 
forme d'~quilibre lorsque l'on n,a pas: 

3 
Pl 2~ + i 

et que lorsque cette relation a lieu, il y a deux formes d'~quilibre, puis- 
que ay est susceptible de deux valeurs, dont l 'une est donn& par la 
supposition de y ~ o, et dont l 'autre est donn& par la supposition de y 
~gal au ~e polynSme de LEGENDRE. 

Ce passage a dfi paraltre obscur ~ plus d'un lecteur. En effet 
LAPLACE ayant  n~gligd les puissances sup~rieures de a, ce coefficient n'in- 
tervient plus dans l '~quation d'~quilibre ( i ) ;  il semble done qu'on puisse 
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le choisir arbitrairemcnt, et alors on n'aurait plus deux figures d'6quilibre, 
mais une infinit6, qui seraient comprises dans l'6quation g6n6rale: 

2 6tant une constantc arbitraire et Y~ le ,~~ polyn6mc de LEGENm~. 

I1 semblerait done que pour lea valeurs de p~ diffSrentes de 3 
2vq-  I '  

la sph6re serait la seule figure d'6quilibre possible, et que pour lea valeurs 

3 il y aurait une infinit6 de figures d'dquilibre de /~ de la forme 2,~ + ~ '  

indiff6rent. Mais les termes de degr6 sup6rieur en a empdchent qu'il en 
soit ainsi. 

3 , il y a deux figures Pour lea valeurs de p~ trds voisines de 2~ + 

d'dquilibre: l 'une est une sph6re, et l 'autre est trds peu diff6rente d'une 
sphdre. Toutes deux se confondent pour: 

3 

Il y a cependant une exception; pour ~-~ i ,  on trouve p~ ~ I. La 
densit6 de la sphSre solide dtant alors la m~me que celle de la eouche 

-fluide, le sph6ro'ide eat homog6ne, et l '6quilibre subsistera quand la sur- 
face libre, au lieu d'dtre une aph6re concentrique ~ la sph6re solide, sera 
une sph6re dont le centre sera quelconque (pourvu toutefois que les deux 
sph6res ne se coupent pas). 

L'6quilibre est dqnc indifferent. Pour Pl ---- I,  Ia figure fortune par 
les deux sph6res concentriques est donc encore une figure de bifurcation, 
mais on se trouve dans un de ces cas exceptionnels que j 'ai signalds au 
paragraphe 2. Cette figure appartient bien encore ~ deux s6ries lin6aires 
de formes d'~quilibre. Mais il n'arrive plus, comme cela a lieu d'ordi- 
naire, que pour chaque valeur de p~ voisine de ~, on trouve dana chacune 
des deux sdries une figure d'~quilibre et une seule. Une seule des deux 
sSries prdsente ce caract6re; l 'autre es't une s6rie de formes d'6quilibre 
indiff6rent qui correspondent toutes au cas de Pl ~ i .  

Dans le N ~ 28, LAeLACV. passe au cas off la figure d'dquilibre n'est 
plus assujettie ~ 6tre de r~volution. Dans ce cas il y a 2~ q- I lone- 
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tions sph6riqucs Y.~ linSairemcnt ind6pend:mtcs. 1)one quand t% devicnt 

3 , it y a 2v-t- I coefficients de stabilit6 qui s'annulent s la (~gal ~ 2~+ i 

3 , il y a non lois. Donc pour les valeurs dc p~ tr6s voisines de ~-,~ + l  

pas deux figures d'~quilibre peu diff6rentes d'une sl)h6re, mais un plus 
grand nombre. I1 y e n  a m~me une infinit6, si l'on tient compte de ce 
fait que si on a une figure d'Squilibre non sph6rique, l'~,quilibre subsiste 
quand on oriente cette figure d'une mani5re quelconque. 

Je pense que ces remarques suffiront pour (iclaircir ce qu'il pouvait 
y avoir d'obscur dans le texte de LAPLACE. 

w 7. ~$abil i td de  l ' dqu t l i b re  re lat~f .  

I1 est tr~s facile de trouver les conditions de stabilit6 de l '~quilibre 
absotu d'un syst~me matSriel rapport6 ~ des axes fixes; pour qu'un tel 
~quilibre soit stable, il faut et il suffit que la fonction des forces soit 
maximum. Mais le problb, me de la stabilit4 de l '~quilibre relatif d 'un 
systSme matSriel rapport6 s des axes mobiles est infiniment plus com- 
pliqu6. Cettc th~orie n'a jamais, ~ ma connaissance, 6t~ convenablement 
trait6e que dans le Treatise on Natural Philosophy de MM. TAIT et THOM- 
SON. Elle repose sur la distinction de la stabilit~ sdculaire et de la 
stabilit~ ordinaire; j 'en vais rappeler les principaux r~sultats, en donnant 
sur un point des compl~ments qui me seront utiles dans la suite. 

Supposons que la position du syst6me envisag6 par rapport aux axes 
mobiles soit d6finie par n variables x~, x2, . . . ,  x,,, choisies de telle sorte 
que l'6quilibre air lieu pour: 

X 1 - - ~  X ~  ~ . . , ~ 'X n - :  O .  

Si l'on d6range tr6s peu le syst6me de sa position d'6quilibre, les valeurs 
de x~, x2, . . . ,  x,, seront tr6s petites ct, si l'on n6glige les carr~s de ces 
quantit6s, les ~quations diff~rentielles qui en d6finiront les variations 
seront lin6aires. 

On trouvera done: 

x, = X,~A, ,[ i ,  mJe ~-', [,=,,~ ..... ,; ~,=,,~ ..... 2,]. 
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Dans cette formule les An sont des constantes d'int6gration, les [i, m] et 
les ~,~ sont des constantes qu'il est ais6 de d6duirc des 6quations diff~ren- 
tielles du probl6me. 

Si tous les 2,, sont purement imaginaires, il y a stabilit6. Si tous 
les ~.,,, ont leur partie r6elle nulle ou n6gative, il y a encore stabilit6 
(et ce cas peut se pr6senter si l'on tient compte des r6sistancea passives, 
telles que la viscosit6 des liquides). Si enfin un des ,~ a sa pattie r6elle 
positive, il y a instabilit6. 

Les X,, sont donn6s par une 6quation alg6brique de degr6 2n, de 
sorte que pour trouver les conditions de stabitit6, il suffit de discuter 
cette 6quation en 2. 

Noua supposerons que toutes les forces r6elles auxquelles le syat6me 
est soumia sont les actions mutuelles de ses parties, de telle sorte que le 
moment de la quantit6 de mouvement du ayst6me soit constant.. Parmi 
ces forces r6elles, nous distinguerons les forces ind6pendantes de la vitesse 
qui devront admettre une fonction des forces, et lea forces d6pendantes 
de la vitesse, c'est ~ dire les r6sistances passives dues ~ la viscosit6. Le 
travail de ces derni6res forces doit toujours ~tre n6gatif. 

Outre lea forces r6elles, le syst6me sera soumis ~ deux sortes de 
forces apparentes: la force centrifuge ordinaire, ind6pendante de la vitesae, 
et la force centrifuge compos6e, d6pendante de la vitesse; le travail de 
cette derni6re est toujours nul. 

Soit T la demi-force vive et U l'6nergie potentietle due ~ toutes les 
forces ind6pendantes de la vitesse, y compris la force centrifuge ordinair~. 
Si nous n6gligeons, comme il convient de le faire, les puissances sup6rieures 
des x et si nous supposons que U soit nul  dans la position d'6quilibre, 
T sera une forme quadi, atique par rapport aux:  

dx~ t 

X~ -~- dt 

et U une forme quadratique par rapport a u x  x~. 
Nous poserons selon l 'usage: 

d T 
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de sorte que les 6quations diff6rentielles s'6criront: 

295 

dpi ~ d U dxi d T 
dt dxi + V~, dt - -  dpi" 

Duns ces 6quations lea V~ repr6sentent l'ensemble des termes provenant 
des forces d6pendantes de la vitesse. Si l'on n6g(lige les puissances 
sup6rieures des x, les V seront lin6Mres par rapport aux p. Lea dqua- 
tions diff6rentielles seront done linSaires. 

Duns le cas de l'6quilibre absolu, c'est ~ dire si le mouvement de 
rotation est nul, il faut et il suffit pour la stabilit5, que la fonction des 
forces soit un maximum, c'est it dire que la forme quadratique U soit 
d6finie positive. 

Cette condition est encore suffisante, mais elle n'est plus n6cessaire, 
s'il y a un mouvement de rotation. Ainsi, pour parler le langage des 
paragraphes pr6c6dents, si tous les coefficients de stabilit6 sont n6gatifs, 
il y aura certainement stabilit6, m6me dana le cas d'un mouvement de 
rotation. 

Dana un tr~s grand nombre de probl~mes, on peut negliger la vis- 
cosit6; si dans cette hypoth6se l'6quilibre relatif est stable, il y aura 
stabilit5 ordinaire; si l'6quilibre reste stable quand on tient compte dc la 
viscosit6, il y aura stabilit6 s6culaire. 

I1 peut y avoir stabilit6 ordinaire sans qu'il y ait stabilit6 s6culaire; 
il arrive alors, si la viscosit6 est trSs faible, ce qui est souvent le cas, 
que la figure du syst6me se maintiendra pendant fort longtemps, mais 
finira toujours par 6tre boulevers6e. 

Pour qu'il y ait stabilit6 s6culaire, il faut et il suffit que la forme 
U soit d6finie positive, c'est k dire que tous les  coefficients de stabilit6 
aoient n6gatifs. 

Lea conditions de la stabilit5 ordinaire sont beaucoup plus compli- 
qu~es. Bornons-nous it dire que cette stabilit6 ne pourra jamais avoir 
lieu si le nombre des coefficients de stabilit6 qui sont positifs est impair. 

Tels sont les r6sultats tr~s pr6cis que l'on trouve d6montr6s dana 
l 'ouvrage de MM. TalT et THOMSOn. II y a toutefois une importante 
restriction it faire et sur laquelle je d6sirerais attirer l'attention. L'argu- 
mentation de MM. TAIT et T~OMSON repose tout enti6re sur cette hypo- 
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th6se que le travail de la viscosit6 esi toujours n6gatif (et non pas nul) 
pour tous les mouvements possibles. I1 n'en est pas toujours ainsi. 

Supposons par exemple une masse fluide isol6e dans l'espace. Si 
cette masse se d6place sans se d6former, ce mouvement  ne sera contrari6 
par aucune r6sistance passive analogue h la viscosit6. Le travail de la 
viscosit6 sera alors nul et non pas n6gatif. Nous devons donc, si nous 
voulons appliquer 1~ th~or(~me de MM. TAx'r et THOMSON, supposer qu'on 
a introduit dans le syst6me des liaisons telles que la masse fluide ne 
puisse se d6placer sans se d6former. Si l'on fait cette hypoth6se, la 
proposition est applicable, et l'on peut dire que les conditions de stabilit6 
sent les m~mes si l'on tient compte ge la fois de la viscosit6 et de 18 
force centrifuge compos6e, ou bien si l'on n6glige ~e la.fois ces deux forces. 

Avant de terminer ce qui concerne cette stabilit6 de l'5quilibre relatif, 
je dois examiner un cas particulier. Supposons qu'k l'6tat de l'5quilibre 
relatif, le syst/3me envisag6 affecte une figure de r6volution autour de 
l'axe des z. Pour simplifier l'exposition, nous supposerons qu'k l'6tat 
d'6quilibre, toute la matiSre du systSme soit uniform6ment r6partie sur 
n circonf6rcnces parallSles dent les rayons seront r~, r2, . . . ,  I",. Soit m 
une mol6cule appartenant au parall~31e de rayon r~. Supposons que l'on 
d6place cette moldcule de telle fa~on que sa distance au plan des xy 
augmente de z~, sa distance k l'axe des z augmente de u~ ct qu'enfin le 

dibdre du plan moz "tvec le plan xoz augmente de v~. Si les quantit6s 
?'i 

u~, z~ et vi sent les mSmes pour toutes les moldcules d'une mdme paral- 
151e, le syst~me affectera encore aprSs cette d6formation, une figure de 

r6volution. Si l'on suppose de m~me que d~r~lt, -- u~, dc~tlt --v~, dZ~dt z~' sent 

les m6mes pour toutes les mol6cules d'un m~me parallSle, la demi-force 
vive totale du systSme a pour valeur: 

T---- + + zT) 

.41, .42, . . . ,  .4,, 6tant n constantes que nous regarderons comme donn6es. 
Enfin l'6nergie potentielle U ne d6pendra que des u et des z, rant que 
les quantit6s u~, vi et z~ conscrveront la m~/ne valeur tout le long d'un 
parali~le. Les 6quations du mouvement seront alors, cn supprimant 
toute viscosit6: 
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A i d ~ u i  d U  2A ,  todvi  
dt '~ - -  d'u i ~[[[ 

A,  ~ i  ~ - -  2 A , w  , A ,  
d ~ z i  d U 

dt dz~ 

to d6signant la vitease angulaire de rotation due au mouvement  d'en- 

trainement. Ces 6quations sont lindaires en u~, v~ et z~. On y satisfera 
en posant: 

u~ ----- a i cos Jtt 
( 0  o 

z~ ---- b~ cos) , t ,  vi = 2 a , - ~ s m 2 t  

et une condition n6cessaire pour qu'il  y ait stabilit6, c'est que les valeurs 
de 2 qui permettent de satisfaire de la sorte k nos 6quations diff6rentielles 

soient routes r6elles. On volt par ces 6quations que si les conditions 
initiales du mouvement  sont telles que u,; v , ,  z, ,  u~, v~, z~ soient les 

m~mes tout le long d'un parall61e, il cn sera encore de m~me au bout 

d'un temps quelconque et le syst6me restera de rdvolution. 
On pourra trouver pour ~ un certain nombrc de valeurs distinctes 

que j 'appellerai  4-_ 2~, __+ 22, " -  et l ' int6grale g6n6rale des 6quations pro- 

pos6es en supposant que le syst6me reste de r6volution sera: 

u , ' =  Z p B p a , p  cos(2pt + %) 

z, = Y.,  B,b,,  cos + z,) 

('1 ip �9 
v,----- 2 t o Z v B  ,-~; sm (2pt -4- %) 

les Bp et les % 6tant 2p constantes d'int6gration. 
Mais on dolt avoir: 

T +  U = ( :  

C 6tant une constante. I I  est facile de voir que si U n'est pas une 
forme d6finie positive, on peut  choisir les conditions initiales du mouve- 

Aeta mathematiea. 7. lmprim~ le 6 0 c t o b r e  1885. ~ 
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ment de telle sorte 
trouve: 

que 

H. Poineard. 

la eonstante C ait le signe que l'on veut. On 

T =  Do + Z D ,  cos2(2,t  + ~,e) + XDp, cos [(). e + ,tq)t + z, + Sq] 

+ XD;.q cos O.pt - -  ),et + s, - -  sq) 

U = -  E0 + XEp eos2(apt + %) + X(E'pq ou E;q) cos[(2p _+ aq)t + % •  ,q]. 

On a done: 

Do + Eo = C, 

On trouve 
et 

E , = o ,  + = o,  D;, + E; ,  = o. 

d'ailleurs en faisant attention g la nature des formes T 
U et g la. forme des 6quations (2): 

Do = ~.~B~Dp 

2Ep -- Y',A,(;t~a,~ -t- ),~b~,- 4to'a~,). 

On tire de 1~: 

(3) 
et d'autre part:  

Do -4- E o -  ZB~(D~ + Ep) = C. 

Les coefficients A~ sont essentiellement positifs. Si donc les ~p sont 
tous r6els, le second membre de ( 3 ) e s t  essentiellement positif. Mais 
nous avons vu que C peut devenir n6gatif ~ moins que la forme U ne 
soit d6finie positive. Si donc cette forme n'est pas d6finie positive (au 
moins tant que le syst6me est assujetti ~ rester de r6volution) il ne peut 
y avoir stabilit6. 

Cette d6monstration se trouve, sauf la forme et les notations, dans 
la Mdcanique Cdleste de LAPLACE, Livre IV, Chapitre II, n ~ i4. 

On doit donc conclure que si un syst6me affecte, ~ l'6tat d'dquilibre 
relatif, une figure de r6volution, eet 6quilibre ne jouira pas m6me de la 
stabilit6 ordinaire, si l '6quilibre dt~ syst~me n'est pas stable quand oil 
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supprime la force centrifuge compos6e et qu'on introduit des liaisons 
assujettissant le syst6me k rester de r6volution autour de l'axe des z. I1 
faut toutefois observer b~ quelle condition cc th6or6me de LAPLACg est 
applicable. I1 pourrait  se faire que l 'un des ~ ffit nul et alors le raison- 
nement pr6c6dent tomberait  de lui-mdme. I1 pourrait  y avoir encore 
stabilit6 en ce sens que la figure ext6rieure du syst6me demeurerait  tou- 
jours tr6s peu difl'6rente de la figure prilnitive; mais les divers parall61es 
tendraient ~ tourner avec des vitesses diff6rentes. 

I1 reste h, examiner si les th6or6mes 6tablis dans les paragraphes 
pr6c6dents subsistent encore dans le cas de l '6quilibre relatif. Le pre- 
mier d'entre eux, d'apr6s lequel, si un des coefficients de stabilit6 change 
de signe quand on suit une s6rie lindaire de figures d'6quilibre, la forme 
corrcspondante est de bifurcation, subsiste 6videmment, car le mouvcment 
de rotation et la force centrifuge composde ne changent pas les conditions 
d'6quilibfe et n'ont d'influence que sur les conditions de stabilit6. 

Quant au second th6or6me, c'est ~ dire au principe de l'6change des 
stabilitds, il subsiste encore en ce qui concerne la stabilitd s6culairc dont 
les conditions ne sont pas non plus chang6es par la force centrifuge 
compos6e. 

I1 subsiste mdme en ce qui concerne la stabilit6 ordinairc, mais 
seulement ~ la condition qu'un seul des co(ffficients de stabilit6 s 'annule 

la fois. Nous avons vu en effet qu'il  ne pout  y avoir mdmc stabilit6 
ordinaire quand un seul co~fficieT,t de stabilit6 (ou plus gdn6ralement un 
hombre impair  de ces co(ffficients) est p5sitif et les autres ndgatifs. 

w 8. Fonctio~ts  d e  L a m ~ .  

Apr6s ees longs prol6gom6nes, j 'arrivc k l 'objet principal de ce travail. 
Nous nous occupons de d6terminer la forme d'dquilibre d'une masse 

fluide homog6ne dont routes les mol6cules s 'attirent d'apr6s la loi de 
I~IEWTO~ et qui est anim6e d'un mouvement de rotation uniforme autour 
de l 'axe des z. Si nous ne nous occupons que des conditions d'6quilibre 
en laissant de c5t6 la question de stabilit6, nous n'avons pas k tenir 
compte de la force contrifuge composde, et nous pouvons traiter le 
probl6me comme s'il s'agissait de l '6quilibre absolu d'unc mass'6 fluide 
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soumise seulement '~ l'attraction newtonienne et s la force centrifuge or- 
dinaire. 

Nous connaissons d6j~ plusieurs s6ries lindaires r~elles de figures 
d'dquilibre, ce sont les ellipsoides de rdvolution et les ellipsoides de JA- 
COBI. La figure de ces ellipsoides d6pend de la vitesse angulaire de ro- 
tation to qui jouera ici le m(~me r6le que jouait le paramb~tre y dans les 
paragraphes 2, 3 et 4. 

Nous pouvons, sans restreindre la g6ndralit6, imposer ~r notre masse 
fluide certaines liaisons. L'axe de r6volution que nous avons pris pour 
axe des z, peut dtre regard6 comme fixe. Nous regarderons 6galement 
eomme fixe le centre de gravitd de la masse. Cela ne suffit pas encore 
pour notre objet; si l'on se bornait l~ en effet, on pourrait fake tourner 
l'ellipsoide de JACOBI d'un angle quelconque autour de l'axe des z sans 
que l'6quilibre eesse. On aurait done pour chaque valeur de to une in- 
finit6 d'ellipso~des '~ trois axes indgaux qui satisferaient ~ la question. 
Afin d'dviter 'cette circonstance, qui sans pouvoir causer de v6ritables 
difficult6s, nous g(!nerait dans l'exposition, nous assujettirons notre syst6me 
"~ unc liaison de plus, en supposant que le plan des x z  soit un des trois 
plans principaux d'inertie. I1 rdsultera de cette hypoth6se que si un 
ellipsoide k trois axes indgaux satisfait k la question, ses trois axes 
d'inertie seront les trois axes  de coordonndes, et de plus le m~me el- 
lipsoide satisfera encore ,~ la question quand on l'aura fait tourner de 
9 ~ autour de raxe des z. 

Dans ces conditions, voici les rdsultats bien connus de la discussion 
des 6quations d'dquilibre. 

Quand to2 croit depuis o jusqu'K 4~" X 0,093,  il y a quatre ellipsoIdes 
qui satisfont k la question, k savoir deux ellipsoides de r6volution et deux 
ellipsoides de J , con l .  Ces deux derniers ne diff6rent l 'un de rautre que 
par leur position, et on passe de l'un ~ l 'autre par une rotation de 9o ~ 
autour de l'axe des z. 

Pour to2 = 4z • 0 ,093,  les detlx ellipsoides de J , c o m  se confondent 
entre eux et avec un des deux ellipso'ides de %volution que nous appel- 
l e rons  l'ellipsoide E .  

Quand to ~ croit de 4zr X 0 ,093 /r 4z: X o , I  I2, il y a deux ellipso'ides 
de r6volution qui satisfont a la question. 



Sur l'6quilibre d'une masse fluide animde d'un mouvement de rotation. 30I 

Pour a,~-= 4 , ' r •  les deux ellipsoides de r6volution se con- 
fondent en un seul E' .  

Pour to ~ > 4z • o ,  I i2, il n'y a pius d'ellipsoide satisfaisant ~ la 
question. 

Pour parler le langage des premiers paragraphes, il y a quatre 
s6ries lin6aires de f igures r6elles d'6quilibre depuis ~o2 : -o ,  jusqu'k 
to ~ =  4~ ' .o ,o9;  il n'y en a plus que deux depuis t o 2 =  4, 'r .o,o9 jusqu'k 
to ~-= 4rr. O , l ! ,  et il n'y en a plus du tout ~ partir de eette derni6re 
valeur. 

L'ellipsoide E'  est une forme limite puisque, en faisant croitre o) 2, 
on volt ies deux  ellipso'ides r6els de r6volution se confondre avee E' 
pour devenir ensuite imaginaires. 

L'ellipsoide E est k la fois une forme de bifurcation, (puisqu'il  ap- 
partient ~ la fois b~ la sdrie d e s  ellipsoideS de r6volution et ~ la sdrie 
des ellipsoides de JACOBI) et une forme limite, (puisque, en faisant croitre 
co 2, on voit les deux ellipsoides r6els de JACOBI se confondre avec E 
pour devenir ensuite imaginaires. 

Outre les ellipsoides, on salt qu'il existe des figures annulaires 
d'6quilibre, dont nous avons pari6 dans le paragraphe  5. Nous nous 
proposons de reehercher s'il existe en outre des sdries lindaires de figures 
eonvexes d'6quilibre non ellipso'idales. Pour cela nous ehercherons ~ re- 
connaitre si parmi les ellipso'ides de rdvolution et eeux de JACOBI, il y a 
des formes de bifurcation. 

Pour.: arriver k ee~ rdsultat, il .faut caleuler les eofifficients de stabilit6 
de ces ellipso!des et rechercher dans quels cas ils s'annulent. On  verra 
plus loin que ces coefficients dfpendent  des fonctions de LAM~, mais nous 
allons d'abord rappeler les r6sultats si remarquables des travaux de LAM~ 
et de LT-OUVlLLE au sujet de ces fonctions. 

Nous emploierons dans ce qui va suivre les notations de LIOUVlLIm 
dans ses lettres K BRACHnT ( J o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s  p u r e s  e t  
a p p l i q u 6 e s ,  z ~*~ s6rie, T. XI, I846). P~appelons ees notations. 

On donne k l '6quation de l'ellipsoIde eonsid6r6 la forme: 
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et on d6finit la position d 'un  point sur cet ellipsoide par les deux autres 

coordonn6es el l ipt iques # et ~. 

Une fonction de LAMI~ d 'ordre  
4 formes: 

t = P., 

n e s t  ulle fonction R de l 'une des 

R = v'F'--~I ' , ,_ , ,  R = r  

R = v ( #  , - -  b~)(p ~ - -  ~)I',,.~ 

(oh t',, ddsigne un po lyn6me de degr6 n en p) et sat isfaisant/r  l '6quation 
differentielle:  

2 ,  d~R .~. dR 
(,) ( {92- -b*) (p~- -c  ) ,~jp~ + ( ~ p " - - b ' - ' - - c  ) p ~ =  [ . ( . +  , ) p ' ~ - - B I R  

(B 6rant une constante convenab lcment  choisic). 

Avan t  d 'a l ler  plus loin, indiquons quelles sont 

qu'i l  peut  &re uti le de donner  ~ l 'dquation (i).  
Nous poserons: 

(l ') 

O U  {9~, e t  

Ics diverses tbrmes 

{91 V/D ~ b '~ _ _  o I c ~ 

R =  pTo ~-- {9,T, = mT.~ = {9~m Uo = {9,o~ U, = {9{9, V~. 

l , '6quation peut  alors se met t re  sous la forme g6n6rale: 

a , v  
+ ( ~  + f l ) ~ =  (H~ ~ + K) VI 

Darts cette 6quation gdn6rale, a repr6sente l 'une des variables p ,  {9~ 

V l 'une des sept fonctions B ,  T ou U. On a d 'ai l leurs:  

a = 2, H =  n(n + i), s i V - - R  

a =  4, H =  n(n + I ) ~  2, s i V =  T 

= 6 ,  H = n(n + I ) ~  2, s i V =  U.  

D'aut re  par t :  

p = 2b ~ __ c ~, 

= 2C 2 - -  b 2, 

q ~ b 2 c ~ y  

q = _ b , ( ~  ~ _ b ~ ) ,  

q = c2(c,-- b,), 

s i a  -----p 

si a = Pl 

si a ---- p~. 
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D mlleurs: 

f l = P ,  

f l  = p - -  2c  ~, 

---- 3P, 

Enfin on trouve: 

K =  - -  B, 

If_----- - - ( B - - c 2 ) ,  

K = - - ( B ~ q ) ,  

siV---- R 

s i r =  T,, 

s i  V = U. 

a ----- p e t c .  

s i V =  R, a = p  

si V---- T~, a----p 

siV---- Uo, a----'p 

s i V =  R,  a----p~ etc. 
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K = - - [ B  + n 0  + ~)b2], 

Pour  achcver de d6finir la fonction R,  nous supposerons: 

lira R pour p = co. n P 

A ehaque fonction R correspondent deux fonetions M et N q u e  l'on 
obtient en chaogeant dans R,  p ,  V ~ - - b  '~ et qp~--c  --~ cn p,  ~//d--b" et 

~/e ' - - /d ,  en ce qui concerne M,  et en v, v/b~--~', ~, 'c'--v' en ce qui 
concerne N. 

A ehaque fonction R correspondra en outre une fonction S de p 
d6finie par l 'dquation: 

s = (2n + ~)n/~R~v'O'd ' 0  
- -  1,'Xp' - -  ~ ') 

P 

et satisfaisant eomme R ~ l'6quation (i). 

LIOUVlLLr, pose de plus: 

P h 1----- 
p V/(p ' - -  b')(p - -  c') %/(p' - -  b')(p" - -  c') ~, (p" - -  ld)(p" - -  v~) ' 

P e s t  la distance du centre de l'elllpso]de au plan tangent. 

LIOUVILLF~ trouve ainsi les 6quations suivantes: 

(2) f f l 'M 'N ' , l~O '__A 4::RSMN2n + I 
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Dans cette 6quation (2) on considSre deux points de l'ellipsoide ayant  
pour coordonndes elliptiques p,  /~, v e t  p, /~' et ~'; M,  N e t  1 sont les 
fonctions d6finies plus haut de /.t et de ~; M' ,  N '  et l ' sont les fonctions 
correspondantes de /t' et de ~'; A est la distance des deux points /~, 
et /~', v'; dto' est un 616ment de la surface de l'ellipso]de ayant  pour 
centre le point /~', ~' et ! ' int6grale est 6tendue ~ t o u s l e s  616ments dto' 
de l'ellipsoide. 

LIOUVILLE trouve encore: 

(3) f f  l M N M  1 N, dee = o 

oh dw est un 616ment de l 'ellipsoide; l, M,  N,  M, et N, les fonctions 
d6finies plus haut  des coordonn6es /~ et v du centre de cet 616ment. M 
et N sent deux fonctions de LAM~ conjugu6es; M, e t N ,  sent deux autres 
fonctions de LAMk 6galement conjugu6es, mais qui doivent ~tre diffdrentes 
des premieres. 

LIOUVILLE d6montre de plus que la fonction R est constammcnt 
positive et croissante quand p varie depuis ~ c jusqu's + ~ . .  Pour 
les valeurs p ~ o ,  p----_+ b, p : _ + c ,  une des deux fonctions R ou 
dR 

~/(p - -  b2)(p= ~ c~) dolt s'annuler. 

I1 me reste s parler des 6quations qui d6terminent la constante B. 
Cherchons quelle est la condition pour que l'6quation (V) soit satisfitite 

par un polyn6me de degr6 2, (oh 2 : n ,  s iV- - - -R;  o u n - -  i siV---- Ti 
ou n - - 2  s i V - -  U). 

Posons s cet effet: 

V =  o~ + r , a  ~--~ + r~o ~-' + . . .  + r~a ~-~. 

Nous prendrons ~-----2x si A est pair et 2- - - - -2x+ i si 2 est impair. 
Nous trouverons alors en substituant ee polyn6me h la place de V dans 
l '6quation (i ')  et identifiant les deux membres: 

*r,+, + (~ r --1,9 r, + qOr,-, = o 

( i=O,  1, ~, ..., x) 

( (4) ~ ' =  p ( , ~ -  ~i) ~ -  ~ i -  i + 
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L'6quation (4) est une sorte de relation de rdeurrence qui permet 
de calculer de proche en proche les coefficients Y, en partant  des valcurs 
initiales i'0 ---- I, T-x ~ o. On trouve ainsi ~-~ sous la forme d'un polynbme 
de degr6 i en k. Comme on doit avoir T~+,----o, la valeur de k (et par 
cons6quent celle de B) se trouve donn6e par une 6quation alg6brique de 
degr6 x + I. 

Nous avons vu plus haut  que la fonction R peut prendre l 'une des 
quatre formes 

R = r n ,  22 = < , o ' - b ' P , , ,  

22 = _ p , _ , ,  22 = - -  b')(p-'  - -  

A ces quatre formes correspondront quatre 6quations en B qui seront 
respectivement de degr6 

Tb n ~ ?l, 

2 + I ,  ~ , ~ et 2 

si n e s t  pair, et de degr6 

- - ,  - - ,  et 
2 2 2 2 

si n e s t  impair  et que j 'appellerai pour abrgger (E,) ,  (E2), (E~)e t  (E4). 
Pour former l 'une de ces quatre 6quations, on formera l 'dquation (i ') 
de fa~on que la fonetion V doive ~tre un polyn6me entier et on en 
dgduira les 6quations (4) correspondantes. I1 est ~ remarquer que cha- 
eune de ees quatre dquations peut ~tre ainsi construite de trois mani6res 
diff6rentes. En effet, pour chacune de ces quatre formes de la fonction 
R on peut dcrire l '6quation (I') de trois mani6res diff6rentes, selon 
que l'on choisit pour variable ind6pendante p,  Pl ou P2" 

LAMI~ a d6montr6 que ces quatre 6quations (E)  ont toutes leurs 
racines r6elles. LIOUVlLLE, en rappelant ce r6sultat, ajoute que la m6- 
thode de STURM y aurait  conduit p l u s  rapidement. Comme il ne donne 
pas d'autre d6tail, il ne sera peut-6tre pas inutile d'6claircir sa pens6e 
par quelques explications. 

Si on revient aux 6quations (4), on verra que le coefficient @ y 
eat toujours n6gatif et le coefficient 0 toujours positif. Si donc on 

acta  mathematiea. 7. Imprim6 le 7 0 c t o b r e  1885. ~9 
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suppose que q so;t n6gatif, les fonctions ~-, qui sont, comme on l 'a vu, des 
polynbmes entiers de degr6 i en B, jouissent de la propri6t6 caract6ristique 
dos fonctions de STURM~ c'est h dire que, quand /-, s'annule, 7,+1 et T~-I 
sont de signes- contraires. On voit de plus que si le coefficient de k ~ 
dans j-r est posifif, le coefficient de k '+1 dans ~'r sera n6gatif et r6ci- 
proquement. On peut donc appliquer le raisonnement de STURM ~ la 
suite: 

~'x+l, rx ,  " ' ' '  T2, r l '  To" 

Mais on peut toujours supposer que q est n6gatif; il suffit pour eela de 
prendre & pour variable ind6pendante. C'est ainsi que la m6thode de 
STURM est applicable aux 6quations qui nous oeeupent. 

D'ailleurs, si q est n6gatif, et si l'on 61imine les ~- entre les 6qua- 
tions (4) par le moyen d'un d&erminant, l '6quation ( E ) a i n s i  obtenue 
aura la m6me forme que ))l'6quation en S~) que l 'on rencontre quand on 
recherche les axes prineipaux d'une surface du 2 a ordre. 

Voiei une autre d6monstration du m6me th6or6me, que je erois 
nouvelle et qui pourra nous &re utile. 

Dans le eas de b2--=-c =, on a ain~i que LiouvnmE l'a montr6: 

i 

R = (P'~ - -  c=)~ d'+" (p~ - -  ~)"  
2n(2,z  - -  r ) . .  (,z - -  i + f) d/,,+- 

Dans le eas de b = =  o, on a: 

B = i=c = (;=0,1.~ ..... ,,) 
i 

2 n ( 2 n - -  I) . . .  (~/. - -  g + I) dp i+n 

Ainsi pour b ~ =  c ~ les raeines des ~quations E 1 e t  E a sont: 

~(n-1L ,)c' ,  [,g(gg-~- i ) - - 4 ] c  2, etc., [ , ,(n-~ i ) - - 4 k ~ ] c  ~, (.2k<., 

et eelles des 6quations E= et E a sont: 

[ n ( - +  , ) -  I n ( n +  , ) - - 9 ] c  ~, etc., [ n ( n +  , ) - - ( 2 k +  ,)2]c', 

(2k + i n). 
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Ainsi si l 'on envisage seulement les 6quations E~ et E 2 par exemple, 
les racines de ces deux 6quations seront toutes r6elles et se sdpareront 
mutuellement.  

Faisons varlet b: d'une mani6re continue depuis sa limite supdrieure 
c ~ jusqu'k sa limite infdrieure o. Les racines des deux 6quations E 1 et 
E 2 varieront d'une mani6re continue. Pour qu'elles cessassent d'6tre toutes 
rdelles, il faudrait que deux racines de El ou deux racines de E,~ devins- 
sent 6gales. Mais pour que cela ffit possible, il faudrait d'abord que les 
racines des deux dquations cessassent de se s6parer mutuellement.  Pour 
qu'elles cessassent de se s6parer~ il faudrait que l 'une des racines de E1 
devint 6gale k une des racines de E 2. 

Or je dis que cela est impossible. Soit en effet B une racine que 
nous supposons appartenir k la fois '~ E t et k E 2 et envisageons l'6qua- 
tion (i) correspondante. 

Cette 6quation admettra deux int6grales, l 'une de la forme P,,, 
l 'autre de la forme v'p '--c"P,_~. Soient R ct R~ ces deux intdgrales. 
On peut former une 6quation lindaire du 3 ~ ordre, k eo(~fficients rationnels 
et admettant  pour int6grales les earrds des int6grales de (i). Un systdmc 
fondamental d'int6grales sera : 

B "~, RR~ et B~. 

Cette ~quation admettrait  done comme intdgralcs deux polyn6mes entiers 
R: et R~ essentiellement distincts. 

Mais l '6quation (i) admet, outre l'int6grale R, l 'intdgralc S d6finie 
plus haut ct qui est telle que: 

lim Sp"+~= I, pour p = ~ .  

L'6quation du 3 me ordre dont nous venons de parler admettra done comme 
syst6me fondamental d'intdgrales: 

R 2, R S ,  S ~. 

Si nous convenons de dire qu'une fonction F de p e s t  de degr6 p en p 
si le rapport de F k pV tend vers une limite finie quand fl croit ind6- 
finiment, il r6sulte de ce qui pr6c6de que les trois int6grales R 2, R S  et 
S 2 sont respeetivement de degr6 2n, - -  I et - -  (2n + 2). Une intdgralc 
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queleonque de l'5quation du 3 me ordre sera une eombinaison lin6aire de 
R 2, R S  et $2; elle sera done, g moins d'etre identiquement nulle, de l 'un 
des trois degr6s an, ~ i et - - ( 2 n  -4- 2). 

Or R : - - R {  qui est une de ees int6grales, ne peut ~tre ni de degr6 
- -  I, ni de degr6 ~ (2n q- 2) puisque e'est un polyndme entier; ni de 
degr6 2n, puisque le premier terme de R ~ est F"  de mdme que le pre- 
mier terme de R~, de sorte que les termes de degr6 2n disparaissent 
dans R ~ - R ~ .  II faut done que: 

o n  

R--~- R 1 

ce qui est impossible et contraire aux hypoth6ses fares plus haut. Nous 
devons done eonelure que les racines des 6quations E 1 et E~ sont toutes 
r6elles et st s6parent mutuel lement ,  quelle que soit la valeur de b 2. 

Cela va nous permettre de distinguer les unes des autres les diverses 
fonctions R. 

Nous 6crirons: 
R(k) n~ i �9 

L'indiee sup6rieur k sera 6gal k I, 2, 3 ou 4 selon quc R sera de la 
forme 

P. ,  ou qp '~- -b 'P ._ , ,  ou ~ , ' p ' ~ P , , _ , ,  ou ~/(p'--b')(p'-- c') P._,.  

L'indiee n indiquera le degr6 de la fonction R, enfin l 'indiee i devra 6tre 
ehoisi de telle sorte que R.,~ se r6duise g: 

i 

A ( p '  - -  c')  D ' + -  ( p '  - -  c')" 

pour b 2 =  c ~, A ddsignant un coefficient constant dont on t rouvera  plus 
haut la valeur, et le signe D i+" exprimant qu'on dolt effeetuer i + n 
diff6rentiations par rapport g p. 

.~, On volt akement  d'apr6s ee qui pr6c~de que la fonetion /~k).,~ est 
parfaitement d6termin6e. Pour b 2 =  o on trouve: 

/ 

R(k, A (d  + + u j i  

oh j a une valeur que nous allons d6terminer. 
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On voif  aisdment que i est pair si k----- i on 4 et impair si k----- 2 
ou 3; tandis que j e s t  de m6me parit6 que n, si k = I ou 2 et de parit6 

diff6rente si k----3 ou 4- De plus, pour une m6me valeur de k, les 
valeurs de j devront croitre quand celles de i d6croitront. On a donc: 

s i k ~ I  ou 3, 

si k = 2 ou 4, 

i - - { - j : - -n  

i + j = n +  I. 

Nous pouvons d6duire de 1~ quelques propri6t6s des fonctions R .  

Combien l '6quation: 

(5) /i~." n , i  --= O 

(oh le premier membre  est suppos6 d6barrass6 du faeteur radical V'p'--b', 
~/p~- - :  et ~ / ( p ~ - - b ~ ) ( p  ~ --c'), qu'il  pourrait  contenir, ainsi que du facteur 

p s'il y a lieu) aura-t-elle de racines rdelles et comment  ces racines 
seront elles distribu6es? Nous prendrons pour inconnue p~ et non pas p. ! 

Faisons d'abord b ~ =  d .  On verra que l '6quation admettra  ~: racines 

6gales ~ c 2 et 7/ racines comprises entre o et c ". 
Si nous faisons ensuite b 2 - -  - o, on verra  que l '6quation admettra  

~' racines 6gales ~, o et 7/' comprises entre o et cL 
Les valeurs des hombres ~:, 7/, ~' et 7/' nous seront donn6es par le 

tableau suivant, oll la premi6re colonne donne la valeur  de k, ta seconde 

le reste de n ~ 2 et les quatre autres les valeurs des quatre nombres: 

i ~ 2 ~ ,  n - - i - - 2 ~ , j - - 2 ~ ' ,  ~ j ~ 2 ~ ' .  

I 0 0 0 0 0 

I I 0 [ I 0 

2 0 I I 2 0 

2 i I o i o 

3 o i i i i 

3 I I 0 0 I 

4- 0 2 0 I I 

4 I 2 I 2 I 
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Ce tableau  mont re  que l 'on a toujours:  

$ = r]', $' = r]. 

Qu'arrive-t- i l  ma in tenan t  pour  les valeurs  de b 2 comprises entre o 

et c~? Pou r  une parei l le  valeur ,  l '6quation ne peut  avoir  de .racine 

dR s 'annula ient  ~t mul t ip le ,  car si pour  une certaine va leur  de p ,  R et 

d ~R 
la fois, le coefficient de ~ dans l '6quation (i)  devra i t  6tre nul  6gale- 

ment ,  ee qui  ent ra inera i t :  

fl~ = .b ~ o u  c ~. 

I ) 'aut re  par t  aucune  des racines de l '6quation ne peut  dtre 6gale h, o, 
b ~ ou "~ c:; car si l 'on forme l '6quat ion dd te rminante  de l '6quation ( i)  

pour  les points p - - - - •  b, p - - - - +  c, on t rouve que les racines de cette 

6quation ddterminante  sont o et i .  D'ail leurs,  comme on a suppos6 
2 

qu 'on enlevai t  dans l '6quation (5) le fac teur  p s'il s'y t rouvai t ,  il ne 

pourra i t  a r r iver  qu'i l  y restgt ensuite, que s'il y entra i t  all carr6 avant  

qu 'on ne l'et'tt enlev6. Or nous venons de voir que cela ne peut  6tre. 
On dolt  donc conclure  que lorsque b ~ d6croit  depuis c ~ jusqu'b~ o, 

l '6quat ion (5) aura  ~1 racines rdelles entre o e t  b ~ et ~7, racines r6eIles 

entre b ~ et c 2 et que ces deux  nombres  $i et r]~ demeure ron t  invqriables. 
Pour  b 2 =  c?, il a r r ivera  que les r]~ racines comprises entre  b ~ et c ~ 

deviendront  6gales ~ c~; on pour ra i t  supposer aussi qu 'un  certain hombre  

de racines d 'abord  imaginaires ,  ou non comprises entre b ~ et  c: tendent  

aussi vers c 2 quand  b ~ tend v e r s c  ~, de sorte qu 'on aura :  

r] 1 < $ .  

Quant  aux  $1 racines comprises entre  o e t  b 2, elles resteront  com- 

prises entre o et c~; on pourra i t  supposer toutefois que quelques  unes 

d 'entre  elles se rdduisent  i~ c2; on aura  done 

Supposons ma in tenan t  que  3 ~ tende vers o; il a r r ivera  que les ~ racines 
et peut-6tre d 'autres  t endron t  vers o, et que les r]~ raeines, comprises 
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entre ces mdmes limites, quelques unes d'entre elles pouvant se r6duire 
k o. On aura done: 

~ ,  r] l ~___ 

Mais si d 'autre part  on observe que l'on a 

$ -= 7 / ' ,  ~'-----~; 

on verra qu'on dolt avoir constamment 

7]~ = $ = ~ ' ,  ~ = ~ ' = r  1. 

II en r6sulte que l 'dquation ( 5 )  a toujours toutes ses racines r6elles et 
comprises entre o et c~; quant  au hombre de racines comprises entre o 

et b 2, ou entre b 2 et c 2, il est donn6 par le tableau pr6cddent. 
Si par exemple n est pair, l 'dquation 

R~I)~ ~--- 0 

n - - i  i 
aura - ~  racines comprises entre o et b ~ et ~ comprises entre b ~ et c~. 

Je ne veux pas, pour le moment  du moins, m'~tendre plus long- 
temps sur les propri6t6s g6n6rales des fonctions de LAM~; je me bornerai 

rappeler les deux r6sultats suivants qui sont bien connus. 

En premier  lieu, B e s t  toujours compris entre o et n(n + x)c 2. 
En second lieu, une fonction quelconque de # et de ~, pour les 

valeurs de ~ comprises entre o e t  b 2 et pour celles de l~ comprises entre 
l? et c ~, peut toujours ~tre d6velopp6e en une s6rie de la forme: 

E.4,M N, 
o h  A~ d6signe un co(ffficient constant, pendant  que M~ et N~ d6signent 
deux fonctions de LAM~ conjugu6es de # et de ~. 

w 9. D d t e r m i n a t i o n  des  co~]'flcients de stabili tY. 

Consid6rons un ellipsoide fluide et homog(~ne en 6quilibre sous l 'action 
de l 'attraction newtonienne et de la force centrifuge. Supposons qu'il 

(~es r6sultats ont dtd donnds par M. KLgtN, qui y a dtd conduit par des con- 
siddrations un peu diffdrcntcs. 
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subsiste une d6formation infiniment petite, sans que son volulne change 
et cherchons k 6valuer le travail des forces qui agissent sur le corps 
pendant cette d6formation infiniment petite. Soit: 

x__ ~ y~ z ~ 

l 'ellipsoide envisag~ et soient # et ~ les coordonn5es elliptiques qui d~- 
finissent la position d'un point sur cette surface. Soit r la distance de 
l'ellipsoide ~ la surface d6form~e compt6e sur la normale ~ l'ellipsoide; 
soit g la rdsultante de l 'attraction et de la force centrifuge en un point 
de la surface de l'ellipsoide ~ l'~tat d'~quilibre; cette r~sultante est comme 
on salt normale k rellipsoide. Soit enfin dto un dl6ment quelconque de 
la surface de t'ellipsoide. Pendant  la d~formation, une mol5cule quel- 
conque peut (~tre regard~e comme soumise '~ trois forces: ~ l 'attraction 
de l'ellipsoide suppos~ fixe, k l 'attraction du bourrelet infinitd.simal form5 
par la diff5rence entre la surface ddform~e et l'ellipsoide, et ~ la force 
centrifuge. Si nous considdrons un point materiel quelconque de masse 
I e t  que nous appelions A sa distance k un dl6ment quelconque dm' de 
la masse de l'ellipsoIde et r sa distance k l 'axe des z; si nous posons: 1 

f dm' eo~ r' v= 
la variation de V mesurera pr(~cis~ment le travail des forces agissant sur 
ce point  materiel et dues ~ l'attraction de l'ellipsoide et ~ la force cen- 
trifuge, en laissant de c6td l 'attraction du bourre]et dont nous venons 
de parler. 

I1%sul te  des hypotheses faites, que sur toute la surface de l'ellipsoide, 
la fonction V a une valeur  constante que nous appellerons V 0. Si au 
lieu d'un point situ~ sur l'ellipsoide, nous envisageons un point M infini- 
ment voisin de cette surface, nous abaisserons du point M sur l'ellipsoide 
une normale MM' de longueur infiniment petite A. La valeur de la 

i On remarquera que je dgsigne par w la vitesse de rotation et par  do~ un dldment 

de l 'r  par  /z uae des coordonn~es e]liptiques et par d/z un dMment du bourrelet. 

II  n'en peut r~sulter aucune confusion, puisque les diffdrentielles de eo et  de/L n 'entrent  

pas dans le calcul. 
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fonction /7 au point 3/1 sera pr6cisSment aussi la valeur de la d6riv6e de 
la fonction V, estim@ suivant la normale. On aura done au point M, 
en n6gligeant les infiniment petits du 2 '~ ordre 

r =  Vo - -  

Quelle est maintenant l'6nergie potentielle totale de la masse fluide 
d6form6e? L'6nergie due ,~ l 'attraction seule aura. pour expression 

dm et din' ~tant deux 516ments queleonques de la masse fluide et A la 
distance de ees deux 5lSments. L%nergie due h la force centrifuge sera: 

fw---fr~dm 

r &ant la distance de l'515ment dm k l'axe des z. Le double de l '@ergie 
potentielle totale sera done: 

2 W = Jd{'['a~a~'A + f o,~r,dm. 

J'appellerai W 0 la valeur de W dans i '&at d'~quilibre, e'est b~ dire 
quand la figure de la masse fluide se r6duit k l'ellipso~de. 

Mais nous devons distinguer parmi les ~l&nents de la masse fluide, 
les fil6ments de l'ellipso'ide que j 'appellerai dm et din', et les filaments du 
bourrelet que j 'appellerai d# et d#'. Parmi ees ~l&nents, il y en aura 
de n~gatifs, puisque, le volume ne ehangeant pas pendant la d~formation, 
on dolt avoir: 

f d f i t ~ o .  

On a done 

2 W_ f f  dmd,~'_~___+ f f  dmdg f f  a~'az f f  dt~a# F A + A 

+ f,,/r=d.,n+ 

2 W o  --- JJ[T + f ,o',.',t,,, 
Acta rnathemaHea. 7. ImpFim~ ]e 60ctobre 1885. 4 0  
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ce qui peut s'dcrire: 

f f  <'o.',,, f ,,,v:+ < i'at" 2 w = 2 ) ~  + 2 t- .+ j , - - ~ "  

ou puisque: 

o n  a u r a :  

,o,,, 
j A  + 2 

f f  aI@; : w =  + f v t, + 

Considdrons un 616ment quelconque dto de la surface de l'ellipsoide. 
Menons par les divers points de cet 61dment des normales k l'ellipsoide. 

Nous aurons ainsi d6termind une sorte de cylindre infiniment ddli6 et dans 

lequel nous ddcouperons une tranche infiniment mince en le coupant par 
deux plans situds k des distances 2 et 2-1-d). du centre de l'616ment do) 
et parall61es au plan de cet 616ment. Si ~ est compris entre o et (', la 
tranche ainsi ddcoupde dans ce cylindre appart iendra k notre bourrelet;  

ce sera un de nos 61dments d/t, de sorte que nous pourrons 6crire: 

Nous 6crirons de m4me: 

dtt --= d),<ho. 

Nous aurons done pour trouver l'expression de W h calculer les deux 

int6grales: 

Vd~doJ et FF d),d~o d2'<l~o' f JJ A 

Mais 2 6tant trbs petit, on a comme on a vu 

V =  V o - - g ; t  

ce qui donne pour la premi6re int6gralr 
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Le premier terme est nul;  le second peut s'dcrire 

-- f .do, f 
0 

ou bien: 

I1 reste k calculer la seconde int6grale. Nous remarquerons quc 
et 2' 6tant trSs petits, on peut consid6rer A comme repr6sentant non pas 
l a  distance des 616ments d/.L et d/,', mais celle des 616ments d o  et do)' 
qui en diff6re tr6s peu. A est alors ind6pendant de 2 et de 2' et i'on 
peut 6crire: 

ff f/ f/ ~,~,~' _ d ,odo, ' f  d~, f d~' = a,o,z,o':~' 
X ~ o o A 

I1 restc donc finalement: 

j ~  t t 

w = W o -  9r  + ~ X ' "  

Avant d'aller plus loin, il faut calculer 9. La force g peut 6tre 
d6compos6e en trois composantcs dirig6cs suivant los trois axes des x, des 
y et des z. Ira composante parall61e h l'axe des x par cxemlfle , est 
parall61e ~ la coordonn6e x du point d'application. De mdme pour lcs 
deux autres composantes. 

Si donc on appelle a, fl, ~- les cosinus directeurs de la normale et 
k, k', k" trois constantes, on aura: 

g a = k x ,  g ~ = k ' y ,  g r = k " z .  

Mais l'6quation de l'ellipsoide est 

~1~ 2 y~ Z 2 
p ~ + p ' - - b '  + p * - c ' -  i 
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ec qui donne: 

x y b ~ p ,  z 

On a donc: 

p ___ 

+ (p' - -  b') 2 + (p' - -  c') '  

g _ k/," k ' ( p '  - -  b ')  k " ( n '  - -  r 
P P P 

Si nous reprenons los notat ions du pa ragraphe  pr6cddent  et que 
# �9 ~ 

ecrlvlons: 

il v iendra  

I = 
P 

p~/(p~ - -  b ' ) ( p '  - ~') 

K 
g = f  

nOUS 

K 6tant  une nouvel le  eonstante ne d6pendant  que de p ,  b e t  c. 

II reste ~ ddterminer  cette constante. P o u r  cela il ~uffit de ca lculer  

l 'expression de g ~ l 'extrdnfit6 de l 'axe des z; dans ce cas, g se r 6 d u i t / r  

l 'a t t ract ion de l 'ellipsoide et peut  s'6crire: 

1 

t u~du 4~PV~O' - -  b'~/p" - -  c~ , %/[p, _ c" + (c' - -  b'~)u'] [ p '  - -  c" + c ' u ' ] "  

o 

D'ai l lcurs  ou t rouvc ais6ment: 

I 
l - -  

~/p'(  n '  - -  b') 

I1 vient  donc, par  une t ransformat ion  simple de l ' int6grale: 

gl = 41r(p ~ - -  c ~) 
t '  - -  c ' )  ~ / ( t "  ~ b ' ) ( t  2 ~ c') 
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La fonction x/p ~ -  c '~ est une fonction de LAM~ que nous appellerons R~; 

c'est d'ailleurs la fonction que nous nylons d6sign6e dans le paragraphe 
pr6c6dent par  l a  notation .plus compliqu6e: 

1 , 1 "  

blous chereherons k 6viter les triples indices routes les fois qu'ils ne seront 
pas n6cessaires et nous rangerons les fonctions de LAMII dans u n  ordre 

quelconque; nous les appellerons: 

NOUS poserons done: 

R1, R2, - - . ,  Ri ,  . - .  

Si d'autre part, nous envisageons la fonction S~ conjugu6e de R~, nous 
aurons: 

{3 ~ . S, --~ 3~/~ - -  (t' - -  : )q ( t '  --  b~)ff ' - -  e') 
P 

On a done ~ l 'extr6mit6 de l 'axe des z 

gl ~ 4_ ~l~t $I 
3 

et comme nous avons vu plus haut  que gl est une constante, nous pourrons 

conclure que gl conserve cette valeur sur toute la surface de l'ellipsoide. 

D6vcloppons maintenant  ~ qui est une fonction de /~ et de v en une 

s6rie convergente de la forme suivante: 

E A ,  M, Ni 

A~ 6tant des constantes et M~, N~ des fonctions de LAM~. Cela est 

toujours possible, comme nous l'avons dit ~ la fin du paragraphe pr6c6- 

dent. Nous aurons donc: 

et de mOne: 

r  Z Atilt, N, 

r ---- E A,1,M;N; 
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On tire de . lk :  

OU: 
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$ak 2 

_ =  ~ .  A,Z I'M~N~' ' + ~ A,A,~'M,N,M,N, 

)do, ~ a~ f et"d., x M:X: + ~_..~,.~,f aZ"d.,M,N,M,N, 

�9 , 2 4 7rR1Sl flM, N,M,N, do~ = Z 4A~_~_ ~,~,'~ o,~ f lMcN, d,o + ~. A,A, -i 

f f  ~ '  deo deo' j 4 rr R i S i X - ~ A~ "lM:2v:d., x ~,~ + ,  

les deux indices i et k pouvant  dtre 6gaux ou diff6rents. Mais on a" 

f l'M'L.N'kdo;__ 41rRkS~M,N, 
A 2n't" ! 

Oil a done 

f f  :r'd,od,o' ['IM, N,M,N, dw 4~rR.8. 5-" A~Ak • 
-A , . - 2 , ~  + I 

Si i est diff'~rent de k, on aura:  

f l M ,  N , M , N ,  do, = o. 

I1 reste done: 

f f . . , , x f f ,  k ~.~ d~od~o U M~Ni M ~ ~ kdeodeo -- A,A, 

o u :  

Si l 'on observe que: 

il restc: 

On t rouve d 'autre  part :  

f tM, NjtLN, d., = o 
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On arrive donc finalement ~ l'expression suivante pour W: 
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W ---- Wo ~ - -  4:Z 3 R, H! ~ 1M:N~dw ; 
2n + I~ 

n est bien entendu le degr6 de la fonction de LAM~ R~. 
Nous pouvons consid6rer la forme de la surface ddformde comme 

d6finic par les coefficients A~. Les coefficients de stabilit5 seront alors: 

[~ /R,S, to, s, ) 1M?N~doJ. 
2 u  Jr - I 

Pour qu'un des ellipsoides puisse 6tre une forme de bifurcation, il faut 
que l'un de ces coefficients s'annule, c'est h dire que l'on ait: 

R~S, RiS~ 
- - - - - 0  

3 2 n . 4 -  I 

pour l'une des fonctions R~. 
D'apr6s cela, il y a un des coefficients qui cst toujours nul, c'est 

celui qui correspond ~ i : I. Cela 6tait ais6 k pr6voir. En effet on 
peut d6placer l'ellipsoide paraIl~lement k lui-m~me et parall61ement "~ 
l'axe de r6volution sans changer l'6tat d'6quilibre. Si l'on imprime ainsi 
k l'ellipsoide un mouvement de translation infiniment petit et parall61e h 
l'axe des z, et si l'on appelle ~ la distance des deux ellipsoIdes infiniment 
voisins compt6e suivant la normale, on a en n6gligeant les infiniment petits 
du 2 a ordre: 

c =  A, ZM, N, 

A, 6rant une constante. Comme les deux ellipsoIdes sont des surfaces 
d'6quilibre, il faut done bien que le coefficient de stabilit~ qui correspond 

i ~ I s'annule, Y a-t-il des cas oh d'autres coefficients de stabilit6 
s'annulent? c'est ce que nous examinerons dans les paragraphes suivants. 

On peut arriver k l'6quation (1) par une autre voie un peu plus 
simple et que j'aurais mdme pr6f~r6e si je ne me r6servais d'examiner 
plus loin la question de stabilit& 

Supposons q~e l'on ajoute k l'attraction newtonienne et ~ la force 
centrifuge qui agissent sur l a  masse fluide, des forces perturbatrices quel' 
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conques, mais trSs petites. La masse fluide prendra alors une forme 
d'Squilibre trSs peu diff~rente de l'ellipso~de. Cette forrne sera unique si 
aucun des coefficients de stabilit6 ne s'annule; clle sera real dStermin~e 
en g6nSral, si l 'un de ces coefficients est ntfl. 

Nous reprendrons les mdmes notations que plus haut  et nous d~- 
finirons la surface d'(~quilibre dSform~e par la valeur de ~" que nous 
de~velopperons en s~rie comme pr~cSdemment: 

r  ZA,tM,N, 

les A~ (~tant des coefficients infiniment petits qu'il s'agit de d6terminer 
pour d6finir la nouvelle forme d'6quilibre. Soit comme plus haut  V le 
potentiel dfi k l 'attraction de l'ellipsoide et k la force centrifuge, v le 
potentiel dO ~t l 'attraction du bourre!et, v" le potentiel dfi aux forces 
perturbatrices. O n  devra avoir sur toute la nouvelle surface d'Squilibre: 

(2) V-I- v q- v' ----- const. 

Mais on a, puisque (" est infinimcnt petit: 

et de plus: 

v =  v0--gr 

f r 
v---- A 

A 4rant la distance d'un point quelconque du bourrelet au point envisag~ 
de la nouvelle surface libre; mais comme ~" est infiniment petit, on peut 
remplacer ces deux points par leurs projections sur l'ellipso~de. A est 
alors la distance de deux points de l'ellipsoide et on a: 

f rM',N',d,o' __ 47r Z Ai Ri S~ ltli N~ 
v =. A,  A 2n + I 

Nous pouvons 6erire d'ailleurs: 

ZB, M,N, 

les B~ 6tant d e s  co~.fficients trd~s petits que l'on peut regarder comme 



Sur l'dquilibre d'une masse fluide animde d'un mouvement de rotation. 321 

donn6s. L'6quation (2) pourra alors s'6crire, en remplaqant  g et ~ par 
leurs valeurs: 

wR18 ~.,.A,M~.N~ -3 t- 4,-r Z A~R~S,M,N~ 2,11, .Jr. I "Jf- IF-, B, M~N~ ----- eonst. 

Nous identifierons dans les deux membres les co(!fficients de M;N~ et il 
vicndra: 

�9 /R ,S ,  R~Si \ 
4zrA~ k- ? 2n + I ) B,. 

Ccs 6quations d6termineront compl&emcnt les coefficients A, et par 

consdquent la nouvelle forme d'dquilibre, h, moins qu'on n'ait:  

(I) R1S 1 /~iSi --  O. 
3 2~t + t 

C'est done lfi~ aussi la condition pour que l 'un des coefficients de 
stabilit6 ' s annule. 

w 10. D i s c u s s i o n  de l '~q, tat ion f ondamen te t l e .  

Nous avons maintenant  k reehercher si l 'dquation 

RIS. R i S_____A_i (I) - -  o 
3 2 n +  I 

oh p~ est l ' inconnue admet  des racines comprises entre -4-c ~ ct + co.  

Parlons d'abord de l '6quation plus g6n6rale: 

( 2" F ----- R~8, R~Si 
- - - " ' 0  

2 m  "~- I 2 n  + I 

n e t  m 6tant les degr6s des fonctions R~ et R, .  Le premier  membre  F 

tend vers o quand p crolt ind6finiment, cur les fonctions R,S ,  et R~S~ 
sont de degr6 - -  i en p,  comme on l'a vu dans le paragraphe pr6c~dent. 

Si R, et R~ contiennent en facteur ~ /p ' - - c ' ,  F s'annule encore pour 
p2 ~ c~. 

Acta mathematica. 7. Imprlm6 le 26 Septembre 188~. 41 
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On a d'ailleurs: 
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F S ,  l R2 S~ I 

Les racines de l '6quation: 

F 
(3 )  = o 

qui sont sup6rieures ~ c 2 sont les mdmes que eelles de l~6quation (2); en 
effht Rk peut s'annuler pour p2 ___ c ~, mais jamais pour p~ > c ~. 

Si nous voulons sdparer les racines de l'6quation (3), il suffit d'appli- 
quer le thdord~me de ROLLE et d'dcrire que la d6rivde du premier membre 
de (3) est nulle. On obtient ainsi l '6quation: 

d Sk .R2 d Si 84 d Rg 
dp(2m + I)t~, R~dp(2n + l)R~ (2J~ + I)R, dpR~ 

~ O .  

Mais on a, d'aprbs la d6finition m~me des fonetions S: 

d S, - -  I 
@(2m + I)R~ I:t~ V(p  ~ - -  b~)( p ~ - -  c') 

I1 reste done: 

d S~ - -  I 

Si  d R2 
~ O  

R i  ce qui exprime que le rapport ~ passe par un maximum ou minimum, 

car S~ ne peut s'annuler. 

Nous pouvons done dnoncer le r6sultat suivant: 
Les racines de l'6quation (2) supdrieures ~ c 2, en laissant de c6t6 la 

racine c ~ si elle existe, sont s6pardes p'w les racines de l'6quation: 

d R~ 
~ ~ 0 
dp Rt 
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ce qui peut encore secmre: 

(4) R ; R , -  R'~R, = o 

oh 
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, dR~ ]" @ 
1~, = d ~ "  z ~--- , ~ / ( p '  - -  b ' ) ( , o "  ~ c') 

P 

Cherchons maintenant i~ s@arer les racines de l'~quation (4) clle- 
m~me. Pour cela annulons la d~riv~e du Ier membre par rapport  ~ s. 
I1 viendra : 

(s) 
oh 

t t  ~ t t  R~ Bk R~ R, = o 

1~' .~ d'R~ 
des �9 

Mais l'~quation ( I ) d u  paragraphe 8 peut s'~crirc: 

R;' = [n(n "F ,)p2 B,]R, 

en ce qui concerne R~, et 

en ce qui eoncerne Rk. L'Squation (5) devient ainsi, en supprimant lc 
facteur R~Rk qui ne peut s 'annuler pour les valeurs sup~rieures ~ c2: 

(6) + , ) -  + B, + = o. 

I1 est clair qu'une pareille 6quation ne peut avoir qu'une racine 
sup5rieure ~ c ~. L'~quation (4) aura done au plus deux racines 5galcs 
ou sup~rieures ~ c ~, et l '~quation (2) aura au plus trois racines supSrieures 

c 2 (sans y comprendre la racine c 2 si elle existe, mais en y comprenant 
la racine cxv). 

Si l'~quation (4) n'a aucune racine sup~rieure ~ c ~, le rapport  R-A R, 
est toujours croissant ou toujours d6croissant quand p2 crolt de c ~ h r 
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Supposons par cxeml)le qu'il soit toujours croissant. 

d R~ 
c~o R?, > o 

O i l  a u r a  alors: 

d F 
- - - - < o  

F 
l'expression ~ est done toujours ddcroissantc et commc clle tend v e r s o  

pour p--~ oo, elle doit toujours 6tre positive. On a donc: 

F~ O. 

Rcvcnons en particulicr k l'6quation (i) ct supposons: 

Supposons d'abord que R, conticnne en facteur V~o~--c5 nous pourrons 
6crire: 

6tant un facteur qui pourra 6tre 

p ,  p~c/p'  - -  b ~ 

et P~ 6tant tm polyn6me entier en p~. 

o u  ~/p2 b ~ 

L'dquation: 

P~ ---~-- o 

n'est autre chose que l'6quatioo (5) du paragraphe 8, d6barrass6e des 
facteurs que nous sommes convenus de lui enlcver. Nous avons vu que 
cette 6quation a toutes ses racines rdelles et qu'elles sont comprises entre 
o c t  cL L'6quation 

dP~ 
~ o  

d(p  ~) 

aura donc aussi toutcs ses racines r6elles et comprises entre o et c~; d'oli 
il r6sultc que, p2 croissant de c ~ k "4- 0,9, P, sera constamment croissant. 
I1 en est de m~me de p e t  de v/p ' - b '  et par cons6quent de ~, et de 

Ri 
R--; = ~ . P , -  
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tl en r6sulte que si R~ contient vJe ,_c  ' en facteur, l'dquation ~l) n'a 
aucune racine sup6rieure h c 2 et que son premier membre est toujours 
positif. 

Supposons maintenant quc R, ne contienne pas ~/p~--c ~ en facteur. 

Quand p est tr6s grand, on peut regarder t - comme un infiniment petit 
P 

du I ~ ordre. On a alors en n6gligeant les infiniment petits du :d ordre: 

d ' o l l :  

p 

3 2 n  + I [ 2 n  + I > O. 

Le premier membre de (t) est donc toujours positif, ~ moins quc n ne 
soit 6gal h ~. 

Pour p~----c 2, / ~ S  1 s'annule et par hypoth6se R , S ,  ne s'annule pas; 
le premier membre  est donc n6gatif. Ainsi la substitution de p 2 =  c 2 
et d'une valeur de p* positive et tr6s grande, donne des r6sultats de signe 
contraire; le nombre des racines de l '6quation (I)sup6rieures h. c ~ et finies 
sera donc. impair. 

Or nous avons vu que le nombre des racines sup6rieures ~r c ~ 6tait 
au plus 6gal ~ 3, en y comprenant la racine p~ = cx9; si on ne tient pas 
compte de cette racine, le nombre des racines sera au plus 6gal k 2; et 
comme il doit ~tre impair, il faut qu'il soit 6gal ~ ~. 

Nous avons laiss6 de c6t6 le cas oh n = i auquel correspondent 
deux fonctions R,, ~ savoir: 

R~ ---- p ,  17~ ~ ~/p*-- b ~, 

I1 est ais6 de voir que quand p~ crolt depuis c ~ jusqu'~t + o,3, les rapports: 

P e t  v;P~ ~ b~ 
V/P 2 - -  c2 ~/p' - -  c '  

vont toujours en ddcroissant. On doit donc conclurc que l 'dquation (I) 
n'a aucune racine finie et plus grande que c 2, et que son premier membre 
est toujours n6gatif. 
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Voici done en r6sum6 quel est le nombre des racines de l'6quation 
(I) finies et sup6rieures ~ d :  

R, divisible par ~/p*--c*; pas de racb~e; 1 ~'" membre positif; 

R, non "tlivisible par Vp ~ - -  c'~; n > 1; une racine, 

R~ non divisible par ~.p~--c'~; n ~ - 1 ;  pas de racine; 1 ~r membre ndgatif 

Rcnenons maintenant au cas g6n6ral, et cessons de supposer que 
Rk--~ R,; qu'arrive-t-il alors de l '6quation (2)? 

Soit d'abord n > m, et supposons que /~, soit divisibIe par ~ o ' - - c  ~ 
et que Rk ne le soit pas. On voit alors tout de suite que F est positif 
pour p 2 =  c ~ et pour / )  tr6s grand et positif. L'6quation (2) n'a donc 
pas de racine finie et sup6rieure i~ d ,  ou bien clle en a deux. Quant 

au rapport ~ il est nul pour p : - - - c  ~ et infini pour p 2 =  c,,9; il est 

donc croissant pour les valeurs de p~ tr6s peu sup6rieures ~ c ~ et pour 
les valeurs tr6s grandes. Donc dans les cas o(t l '6quation (2) a deux 

Ri 
racines, il doit en (~tre de mOne de l'6quation (4) et le rapport ~ doit 

pr6senter un maximum et un minimum. 
Supposons maintenant que Rk soit divisible par ~,p '--c ~ sans que R~ 

le soit. Alors pour p~-= d ,  on a: 

F < o ,  

pour p~ positif et trSs grand 

F > o ;  

il y a donc un nombre impair de racincs, ct comme ce hombre nc peut 
ddpasser 2, il faut qu'il soit 6gal i~ I. 

Supposons maintcnant que R, et Rk soient tous deux divisibles par 
~/o~--c '* ou ne le soient ni l 'un ni l 'autre; on aura alors pour p ~ =  c~: 

R; n ,  - -  n l  n ,  = o .  

I1 est possible que cette m6me 6quation (4) puisse avoir une autre racine 
supSrieure b~ c ~, .mais elle n'en peut avoir qu'une. Pour qu'elle en ait 
une, iI faut d'abord que l'dquation (6) en ait une, c'est '~ dire que: 
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(7) 13,-- > [n(n + + 

Cette condi t ion  est d ' a i l leurs  suffisante. Si cette condi t ion  est r emp l i e  

l '6quat ion  (2) p o u r r a  avoir  une racine. Dans le cas eontra i re  elle ~fen 

~ura  aucune.  D 'a i l leurs  il en eat encore  de m ~ m e  si, la condi t ion (7) 

n ' & a n t  pas rempl ie ,  R~ est divisible par  ( f , ' - - c  '~ sans que R,  le soit. 

Dans  le cas de n- -=-m,  qu ' i l  nous  reste ~ examiner ,  l '5quat ion (6) 
qui  sc r6dui t  

B ~ - - B ,  = o 

ne peu t  avoir  aucune  racinG. L 'dqua t ion  (4) no p e u t  donc en avoir  q u ' u n e .  

et l '6quat ion (2) en au ra  6ga lemen t  une  au pills. 

Si de plus  R; et  R ,  sont  tous  d e u x  divisibles par  v'o ~ -  c ~, ou ne lc 
sont  ni l ' un  ni l 'autre ,  le p r e m i e r  m e m b r e  de (4) s ' annule  p o u r  p~--- -c  2 

et  ne peu t  avoir  d ' au t r e  racinG. L '6qua t ion  (2) n 'en a done aucune .  

Si R~ est divisible pa r  ~ /p~- -~  et que R~ ne le soit pas, il peu t  y 
R; 

avoir  o ou une racinG. II n 'y  en a pas si ~ est plus  pet i t  que I pou r  

p posi t i f  et tr&s grand.  II y e n  a une  dans le cas contra i re ;  car alors 
pou r  les valeurs  t r6s grandes  de p ,  F est ndgatif ,  et pou r  p 2  c 2, on 
volt  a i s6ment  que F est  positif. 

En r6sum6 on a 

si 

S1 

S1 

Sl 

Sl 

Sl 

Sl 

Sl 

n > m R~ div. R~ non div. o ou 2 racines 

n > m R~ non div. Rk div. i racing 

n > m R~ et  Rk div. o ou I racine 

n > m Ri et  Rk non div.  o ou I racine 

n = m R, div. R,  non div. o ou ~ racine 

n-----m R~ non div. R,  div. o ou  i racine 

n--=-m /3~ div. Rk div. o racine 

n - - - - m  R, non div.  Rk non div. o racine. 
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w 11. Ell ipso~des de rdvolat ion.  

Parmi les ellipso'ides aplatis de rdvolution qui sont des figures d'6qui- 
libre de notre masse fluide, y en a-t-il qui sont des figures de bifurcation? 

Pour 6tudier ces ellipso'ides nous prendrons pour variable ind6pen- 
dante ~//,~_ c'* que nous appellerons k h, l 'exemple de LmUVILLP, et non 
plus P.2, afin d'dviter l'indiee 2. Nous prendrons v pour unit6 de longueur, 
de telle sorte que c ~ =  I. On aura alors: 

oh 

.4 

R,,,, = A(k + + 

i + j ~--- n on n + I 

A 6tant une constante et D un indice de ddrivation par rapport ~ k. 
A une m~me fonction: 

J 
(,) A(k + + ,)" 

correspondent en g$n6ral deux fonction~ de LAM~ distinctes, ~ savoir: 

et 

R1._s,. et 2 ~n+ l--j. n 

4 R~_j,. et R.+I_~,. 

si j + n e s t  pair 

si j -}- n est impair. 

A chaque fonction (t) eorrespondront done deux coefficients de stabilit6 
que j 'appellerai pour abr6ger: 

B+,. et Cj,.. 

I1 y a exception quand j = o. Dans ce eas en effet, ~ une fonction (i) 
ne correspond qu'une seule fonction de LAM~, RI.,,, si n est pair et R,~,,. 
si n e s t  impair, et par cons6quent ne correspond qu'un seul coefficient 
de stabilit& 

Quand on fait croitre to depuis o jusqu'bo une certaine valeur co0, on 
trouve comme figures d'6quilibre deux cllipsoides de r6volution qui se 
confondent pour to ---- to 0 et disparaissent p o u r  to > to 0. A chaque valeur 
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de oJ < w o correspondent done deux valeurs de k et il est ais6 de voir 

que pour oJ = o ,  ces deux valeurs sont k----o et k = c o .  PouroJ-----w0, 
ces deux valeurs se confondent en une seule k 0. II y a done deux s6ries 

lin6aires Z et Z' de forrnes d'6quilibre r6elles, la s6rie S comprenant  lcs 

ellipso'ides tels que k < k0z et la s6rie 2:1, les ellipso'ides tels que k > k 0 . 

L'ellipsolde k = k 0 est une forme limite. 
Si l'on fait varier k depuis o jusqu'k + co ,  on volt l'ellipsoide, 

d'abord infiniment aplati, se rapprocher ensuite ind6finiment de la sph6re. 

En m6me temps oJ crolt d'abord de o k oJ 0 et d6croit ensuite de to o k o. 
Si en suivant la s6rie v o u  la s6rie S1, on volt un des coofficients 

de stabilit6 changer de signe, l'ellipsoide correspondant sera une forme de 
bifurcation. Les deux coefficients de stabilit6 Bj,, ct Ci., que je viens 
de d6finir sont toujours 6gaux entre eux. Quelle est la condition pour 

que ces coefficients s 'annulent? L'6quation 

E , n  ~ O 

n'est autre chose que l '6quation (x) du paragraphe pr6c6dent. D'apr6s la 
discussion de ce paragraphe, on voit que le coefficient Bj,,, s'annulera 

pour une certaine valeur de k, si j + n e s t  pair ct si n est plus grand 
que I ,  et ne s 'annulera jamais si cette condition n'est pas remplie. Cette 

mOne discussion montre que ce coefficient change de signe en s'annulant. 
Done l'ellipso'ide correspondant est de bifurcation. 

Ainsi bo tout syst6me de nombres j e t  n tels que: 

(2) j ~ n(mod 2), ,z > I 

correspond une valeur de k qui annule deux coefficients de stabilit6 et 

par cons6quent un ellipsoide de bifurcation. 

I1 y a exception pour le syst6me: 

L'ellipso'ide correspondant est l 'ellipsoide o~ = ~o 0 , k = k 0 dont nous avons 
parl6 plus haut. C'est une forme limite et non une forme de bifurcation. 

Un autre syst6me int6ressant est le suivant: 

j~------ 2 s n =  2 .  
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L'ellipsoide correspondant est eelui qui apparticnt k la fois k la sdrie des 
ellipsoides de rdvolution et k celle des ellipsoides de JACOB*. 

Soient deux nombres j et n quelconques, satisfaisant aux conditions 
(2); soit I~ , .  la wdeur de k qui annule le eo(ffficient B~,,, et o , .  la valeur 
de to correspondante. 

Faisons maintenant 

z 6tant une quantit6 infiniment petite; k cette valeur de to eorrespondront 
deux formes d'dquilibre, tin ellipsoide de r6volution E et une figure ~P 
tr6s peu diffdrente. Etudions de plus pr6s cette figure r Nous ddfinirons 
cette figure de la fa~;on suivante: Mcnons h l'ellipsoide E une normale 
queleonque. Nous ddfinirons le point de l'ellipsoide qui est le pied de 
cette norm]le par deux coordonn6es ,r et I1; V ser~ l 'angle form6 par le 
plan qui passe par le point consid6r6 et l 'axe des z avec le phm des 

i '  = xz, et i~ sera la deux eme coordonnde elliptique comprise entre b ~ o 
et c ~ =  i .  Je prendrai sur cette normale une longueur ~'. La position 
d'un point dans l'espace sera ainsi d6finie par les trois coordonn6es ~, # et ~, 
et e'cst dans ce systbme de coordonndes que je vais 6crire l '6quation 
de la figure *P. Au syst6me de nombres j e t  n correspondent deux fonc- 
tions de LAMI'~ ainsi qu'on l'a vu: 

o~1 4 B, ~ ~ "~ et R,~,+~__i. 
--n ~ j ,  u n 

attxquelles il faut adjoindre leurs conjugudes: 

j ] l -1  o u  3 1 1 r 2  o n  4 
- j ,  n e t  2ps + i - j ,  n 

(3) 
N,~ o,~ 3 -,~0. o .  4 

_ j , .  e t  ~ , , + 1 - - j ,  ,, �9 

Les deux fonctions M sont 6gales entre elles et s 'obtiennent en remplaqant 
dans la fonction R correspondante, k par ~:~ --,,,~ et les deux fonctions N 
sont 6gales, l 'une h cosjF , l 'autre ~ s in jF .  

L'dquation de la figure ~ pourra alors s'6crire: 

en n6gligeant les infiniment petits du 24 ordre (z 6tant du I ~ ordre). 
Dans cette dq,,ation l a  le ,n(hne sens que dans le w 8; M~, ~ ,  M s et ~ 
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sont les fonctions (3); A~ et A~ sont deux constantes infiniment petites 
du I ~ ordre et dont le rapport  est arbitraire. 

Posons: 

A~ = Oeos +~, A: ---- Osin), 

8 6tant une constante infiniment petite ddpendante de s,  et ), 6tant une 
constante arbitraire; il vicndra; en remplacant M~, N~, M~ et N 2 par 
lcurs valeurs: 

(4) ~ '=  O/cos (./F - -  ),) i l l  

la fonetion M s'obtenant comme je l'ai dit plus haut. 
Si l '6quation (4) 6tait l '6quation exacte de la figure tp, cette 6quation 

prouverait que la figure ~P jouirait  des sym6tries suivantes: 
I ~ Si j =  o, la figure r serait de r6volution autour de 1'axe des z. 
2 ~ . Si j n'est pas nul, la figure ~ n e  changerait  pas quand on la 

2~r ferait tourner autour de l 'axe des z d'un angle ~-;  clle admet t r a i t j  plans 

de sym6trie passant par l 'axc des z, de fa(;on que l 'angle di6drc de deux 

de ces plans de sym6trie cons6cutifs soit ~. 
d 

3 ~ . Comme j - t - n  est toujours pair, le plan des xy strai t  aussi un 
plan de sym6trie. 

4 ~ . Enfin si j est pair, l 'axe des z serait un axe de sym6trie, ct 
l 'origine un centre de sym6trie. 

Mais l '6quation (4) n'est qu'une 6quation approximative de la figure 
(P. Pour l '6tablir nous avons n6glig6 les infiniment petits du 2 d ordrc; 
de sorte qu'on peut se demander si ccs diverscs sym6tries subsistcront 
encore quand on 6tudiera l '6quation cxacte de la figure r et qu'on tiendra 
compte des termes d'ordre sup6rieur. La r6ponse ~ cette question dolt 
4tre affirmative.- 

Pour s'en assurer, voici quel artifice on dolt employer. Supposons 
qu'on introduise dans le syst6me des liaisons auxiliaires et qu'on assujettisse 
la masse fluide ~ pr6senter les sym6tries que nous venons d'dnumdrer. 
Je dis que, mgme avec ces liaisons suppl6mentaii~es, l'ellipso'ide qui corres- 
pond K la valeur Kj. ,  de k et ~ la valeur ~2j,. de.to sera encore une 
forme de bifurcation. 
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En effet nous avons vu au w 9 qu'une surface tr6s peu diffdrente 
de cet ellipso~de peut ~tre d6finie par la distance ~" d'un point de cette 
surface ~ l'ellips0ide (comptde sur la normale ~ l'ellipsoide) et que cette 
distance ~" elle-m6me est donn6e en fonction des coordonn6es elliptiques 
sous la forme d'une s6rie convergente 

ipNp 
J]/p, et IV, 6tant des fonctions de LAM~, de telle sorte que la surface en 
e~uestion sera d6terminde par la connaissance des coefficients A,. Nous 
avon~ vu ensuite dans le mdme paragraphe que l'dnergie potentielle totale 
I/V pouvait s'6crire, en n6gligeant les cubes des cor Ap: 

(5) w =  w0 + 

les By 6tant les coofficients de stabilit6; de plus, avons-nous dit, pour que 
l'ellipsoide soit une figure de bifurcation, il faut et il suffit que l'un des 
Bp s'annule. 

Qu'arrive-t-il maintenant quand on introduit des liaisons dans le 
syst6me? 

Supposons d'abord qu'on assujettisse la masse fluide h ~tre de r6votu- 
tion autour de 1'axe des z et sym6trique par rapport au plan des xy. 

Comment ces conditions s'exprimeront-elles analytiquement? Elles signifie- 
font que tous lcs coefficients Ap sont assujettis k dtre nuls, sauf ceux qui 
correspondent k une fonction 3I~ dont les nombres caract6ristiques.j~ et 
n~ satisfassent s la condition: 

j ,  -~- o, n, ~ o (mod 2). 

Que faut-il maintenant pour que l'ellipsoide soit de bifurcation quand 
on envisage l'6quilibre d'une masse fluide assujettie ~ ces liaisons? I1 
suffit que dans l'expression (5), le cosfficient Bp de Fun des termes A~ 
qui ne sont pas assujettis ~ 6tre nuls, change de signe. 

Nous avons suppos6 que pour l'ellipsoide k~---Kj,~, le coefficient de 
stabilit6 d6fini par les deux nombres j e t n  s'annulait; si nous avons: 

d = o ,  . - -  o (mod 2) 

ce eo6fficient de stabilit6 est un de eeux qui nmltiplient un terme A~ 
non assujetti par les liaisons K ~tre nul. 
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Si done on envisage l '6quilibre du syst6me soumis aux liaisons que 
nous venons d'6num6rer, l'ellipso'ide k ~---K0,. sera encore une figure de 
bifurcation. Pour la valeur de 

on aura donc deux formes d'6quilibre du syst6me b~ liaisons, k savoir un 
ellipsoide et une figure ~' tr6s peu diff6rtnte. 

t 
La figure ~', k cause des liaisons m~mes auxquelles elle est suppos6e 

assujettie, sera de r6volution et sym6trique par rapport au plan des xy.. 

Mais par suite de Ia nature m~me de ces liaisons, la figure ~' qui est 
en 6quilibre en tenant compte des liaisons, restera tn 6quilibre quand ol] 
les supprimera. Ce ne peut donc ~tre que la figure ~ elle m6me qui st 
trouve ainsi 6tre de r6volution quand j tst  nul. 

Supposons maintenant  que j ne soit pas nul. 
Assujettissons le syst6me attx liaisons suivantes; la masse devra 

admettre pour plans de symdtrie le plan des xy et les j plans: 

y hTr 
z - -  t g ~ - -  ( h = O ,  1, '2, . . . , j - -  1) 

Ces conditions traduites analyt iquement  signifient que tous les coefficients 
Ap sont assujettis k ~tre nuls, saul  t eux  qui correspondent k une fonctioIL 
]tip dont les nombres caractdristiques j~ et n~ satisfont k la condition: 

j~ -- o (rood j ) ,  J, -4- n~ = o (,nod 2). 

De plus nous avons vu que parmi lts fonctions N,  les unes sont de 
la forint cosj~ et les autres de la forme sinj~r les coefficients de ccs 
derni6res seront tous assujettis /~ ~tre nuls. 

Pour que l'ellipsoide soit de bifurcation quand on consid6re l%quilibre 
d'une masse soumise k ces liaisons, il faut et il suffit qu'on vole s 'annuler 
l 'un des coefficients de stabilit6 Bp qui multiplie un t t rme A~ que les 
liaisons n'assujettissent pas k dtre nul. 

P o u r  l'ellipso'~de k ~---Kj,., les deux coefficients de stabilit6 d6finis par 
les deux hombres j et n s 'annulent i or l 'un d'entre eux multiplie un 
terrnc A~, que les liaisons n'obligent pas k s'annuler. 
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Doric, mdme dans le syst6me ~ liaisons, l'ellipsoide Kj,, sera une 
forme de bifurcation. Si l'on fair: 

o,=.%.. + 

on aura deux formes d'dquilibre du syst6me ~ liaisons, k savoir un 
ellipsoide et une figure q)' tr6s peu diffdrente. 

La figure O', en vertu de ses liaisons mdmes, aura j -1-  I plans de 
symdtrie. Mais ces liaisons sont de telle nature que l '6quilibre dc la 
figure (b' subsistera quand on les supprimera. La figure ~' n'est donc 
autre chose ~lUe la figure r elle-mdme qui dolt ainsi avoir j + I plans 
de sym6trie. 

Je vais maintenant expliquer pourquoi les liaisons, dont il vient 
d 'd t re  question, sont telles que si une masse fluide est en 6quilibre en 
tenant compte de ces liaisons, l '6quilibre subsistera encore quand on les 
supprimera. 

Pour simplifier l'exposition, je supposcrai un seul plan de symdtrie 
P qui pourra dtrc, soit le plan des xy, soit un plan passant par l 'axe 
des z. 

La condition d'dquilibre de la masse fluidc supposdc libre, c'est que 
le potentiel V, dfi h Faction de toutes los forces qui agissent sur une 
mol6cule du fluide, soit constant sur toute la surface libre. 

Si on assujettit la masse fluidc ~ dtre sym6trique par rapport au 
plan P, cette condition se trouve un pen modifide. Soit V lc potentiel 
en un point quelconque de la surface libre, V" le potentiel en un autre 
point de cette surface, symdtrique du premier par rapport  au plan P;  
la nouvellc condition d 'fquil ibre sera: 

V + V' ---~ const. 

Supposons que cette condition soit remptie et que la masse fluidc se 
trouve en dquilibre sous Faction des forces cxtdrieures et des liaisons, e t  
soit par cons6quent sym6trique par rapport au plan P .  Si les forces 
ext6rieures se rdduisent k l 'attraction et k la force centrift, ge, elles seront 
elles-mdmes sym6triques par rapport au plan P e t  on aura par cons6quent. 

V ~  V' 
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d'ofl l'on d6duit 

V ~ const. 

335 

Cette condition montre que l '6quilibre subsistera encore quand on suppri- 
mera lcs liaisons. 

C. Q. F. D. 

]1 resulte de eette discussion que les sym~tries que nous avions 5t6 
conduits ~ attribuer k la surface ~, en partant de l '6quation (4) qui 
n'etait qu'approximative, lui appartiennent rigourcusement, m6me quand 
on tient compte des termes d'ordre sup6rieur qui entrent dans son 6qua- 
tion exacte. 

Nous allon8 nous occuper maintenant de d6montrer un r6sultat qui 
nous sera utile dans h~ suite. 

Si k est positif et tres grand, l'ellipso'ide est t r~s voisin de la sphere 
et t o u s l e s  coefficients de stabilit6 sont n6gatifs. Si l'on fait d6croitre k, 
il arrivera un moment  oh un ou deux de ces coefficients s'annuleront. 
Quel sera le premier de ces coefficients qui changera ainsi de signe? Je 
dis que ce sera celui qui correspond aux nombres: 

j ~ 2 ,  ~ ~ 2 .  

Appelons en effet R 2 la fonetion de LAMI~ correspondante et S~ sa 
conjuguee. Nous aurons: 

R ~ k ~ +  I. 

Soit maintcnant R~ une autre fonction de LAMI~ et Si sa conjugu6e. Nous 
aurons: 

J 

R, = A(k + " + ,)" 

A 6tant une constante. Nous supposerons que j + n e s t  pair, sans quoi 
le coefficient correspondant k R~ ne s'annulerait jamais. 

Il s'agit de d6montrer que l a  racine 1(2,2 de l'6quation 

3 5 
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est plus grande que la racine K~,~ de l'6quation: 

R,S, RiSi 
O. 

3 2 n +  I 

Pour cela il suffit de d6montrer que l'expression: 

R~S~ RiSi 
5 2 n + I  

est toujours positive, ou bien encore que le quotient: 

Ri 
R2 

est toujours croissant. 
Nous distinguerons trois cas. 
i ~ Supposons d'abord j > x. 
Il vient alors: 

j--2 

1b _ A ( k  ~ + , ) - V D ~ , . ( k  ~ "4- ~)n. 
R2 

j--2 

A cst une constante positive; (k~-{ - i )2  se r6duit ~ I ou est toujours 
croissant; enfin le dernier facteur DJ+'(k~-{  - I)" est un polyn6me entier 
en k dont tous les coefficients sont positifs et est par cons6quent, toujours 

croissant. 
C. Q. F. D. 

2 ~ Supposons maintenant j ~- o; n ~ 2p. 
I1 vient alors 

I~A = A D~P(k' + i)~p 
~, (k' + i) 

La d6riv& logarithmique d'u ~r nombre est donc 

D~p+l(k ' + l)~p 2k 
DO-v(k ~ + I)~v k ~ + t" 

Je veux d6montrer qu'elle est positive, c'est s dire que 

F : (k 2 + I )D ~p+~- 2kD~P > o 
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oh D ~p et D ~p+1 d6signent les d6riv6es d'ordre 2p et 2p + • de (k~-I - I) ~p. 
On trouve:  

]2p k 2q w=o,,.~ ..... ~v) l_qlzv--q 
d ou: 

D ~p= ~ Iql~p I~  I~q k~p  - - q  ]2q--2p 

Nous 6crirons pour abr6ger:  

( q = p ,  p+l~ ...,2p) 

D2p ~ ~_,Aqk~q-~p 
et il viendra:  

F - ~  (k ~ + i ) X A q ( 2 q - -  2p)k :q-~p-1 - -  2kXAqk ~q-~p. 

Le coefficient de 

k2q-2p + 1 

dans F sera donc 

(2q ~ 2 _ p -  2)Aq + ( 2 q -  2p + 2)Aq+l. 

Pour  que F soit toujours positif, il suffit que tous ces coefficients soient 

positifs. Or comme tous les Aq sont positifs, il ne peut  y avoir de doute 

que si 2 q -  2 p - - 2 " e s t  n6gatif, c'est k dire pour:  

q~--p .  

La coefficient de F devient alors 

2 A p + l -  2At. 

Si nous 6crivons qu'il  est positif, il viendra; 

ou bien: 

ou bien encore: 

Ap+ 1 > Ap 

Iv + ~ I v - '  I_ ~ > I_pl--~e 

( 2 p  -Jr 2 ) ( 2 p  dl- I )  > I 

2.(p + ~) p 
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Oll enfin: 
p ( 2 p  + I) > 1 

ce qui est 6vident; done F eat toujours posjtif. 

0. 

I1 viendra 

On peut suppoaer enfin: 

] =  I, n - - 2 p +  I. 

D2p+2(~ 2 i) ~p+l 
Ri __ A + 

R ,  ~/k 2 4. I 

C . Q . F . D .  

Ri AD 2v+: 

R2 ~i'~ 2 4. I 

dont la d&iv6e logarithmique eat: 

D ~v+3 k 
- - ;  

D~V+ ~ k ~ + I 

pour qu'elle soit positive, il faut que 

OF o n  fl, 

d o u :  

F = (k 2 + I )D  ~ - -  kD ~p+~ > o. 

]2p 4- t 
k~q (k + = Z 4 - i  q 

"D:P+ '=~ 'A , k ' q - "v - '~ - - -Z lq_ I zp  + i _ _ q l 2 q _ _ 2 p _ _  2 

( q = p  + i, p + 2, . . . ,  + 

I1 vient done 

F =  (k ~ "4- I ) E A q ( 2 q - -  ~ p - -  ~ ) k ~ q - : v - S - - k E A q k  ~q-~-~. 

Le coefficient de 
k ~q- ~p- I 

ou en d6signant simplement par D k la k e d6riv6e de (k'~+ I) ~p+~ 
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dans F sera donc: 

Aq(2q~  2 p ~  3) + A q + t ( 2 q -  21) ). 

Ce coefficient ne pourrait 6tre n6gatif que si l 'on avait: 
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2 q - - 2 p - - - 3  < ~  

ce qui ne peut avoir lieu que pour q = p  + 1. 
Le co6fficient de F devient alors 

2 A p + : -  3Aj,+I- 

Eerivons que ce cofifficient est positif, il viendra: 

[2p -[-_LI 1219 "F 2 1219_+ I_[2],-1- 4 
3 [p + ~_[p < 2Iv +~1~,__,1__ ~ 

OU: 

3_ < (2p + 3)(2p + 4) 
p p + 2  

OU: 

OU: 

p(2p + 3)(2p + 4 ) -  3(~ + 2) > o 

4p 3-4- i4/) ~ + 9 p - - 6 >  o 

in_6galit6 qui est v6rifi6e m&ne pour p = i. 
Donc F est encore positif. 

C. Q. F. D. 

Nous devons conclure de cette discussion que si l'on fait d6croitre k 
depuis + cxv jusqu'~ o, de faqon que l'ellipsoide d'abord tr6s voisin d'une 
sph6re s'aplatisse de plus cn plus, on rencontrera une infinit6 d'ellipso'idcs 
qui appartiendront ~ d'autres s6rics lin6aires de figures d'6quilibre. Le 
premier que l'on rencontrera ainsi sera cclui qui appartient k la s6rie 
des ellipsoides de JAcom et qui correspond au cas de j = n = 2. 
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w 1 '2. J E l l i p s o ~ d e s  d e ,  J a c o b i .  

Nous allons rechercher maintenant si parmi les ellipso'ides de JACOB! 
il y a des formes d'6quilibre de bifurcation. 

Nous poserons COlmne dans le paragraphe pr6c6dent: 

D2 ~ if2 _{_ C 2, C ~ - -  I 

et nous ferons varier b ~ depuis o jusqu'k c-" == I. 
A ehaque valeur de b ~ correspondra une valeur de k ,  que j'appel- 

lerai H et qui sera telle que l'ellipsoide dont les axes sont k, ~ / k ~ - . k c ' ~ - - b  '' 

et v/k~+ ~ soit un ellipsoide de JACOBI. 
Voyons quelle relation lie b ~ k H. 
Parmi les fonctions de LAM~ du 2 d ordre, je eiterai la suivante: 

p ~/p~ - -  b ,. 

Nous l 'appellerons R~; en effet si on fait b 2 =  o, elle se r6duit K k 2 +  i;  
c'cst done bien une des deux fonctions que nous avons appel6es R 2 dans 
le paragraphe pr6c6dent et qui se r6duisaient toutes deux ~ k ~ +  i pour 
b 2 = o ;  nous r6serverons la notation R~ ~ la seule fonction p @ 2 - - b ' ~ ,  

laquelle correspondront une fonction S~ et deux fonctions: 

M 2 = f l  vii" - -  b '~, N 2 -= v ~/b "~ - -  V". 

Si l'on fait tourner l'ellipso'ide E d'un angle infiniment petit autour de 
l 'axe des z, de fa~on ~ lui faire occuper la position E' ;  puis que ron  
appelle ~ la distance des deux ellipsoides E et E '  compt6e normalement 

l'un d'eux, on trouvera ais6ment: 

A 2 6tant une eonstante infiniment petite. 
Mais si l 'ellipsoide E est un ellipso'ide de JACOBI, son 6quilibre sera 

indifferent et ne sera pas alt6r6 quand on fera tourner la figure d'un 
angle quelconque autour de l'axe des z. L'6quilibre subsistera quand 
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on fera varier A 2 d 'une manidre quelconquc. Donc le coefficient de 

stabilit6 correspondant devra ~tre nul,  c'est ~ dire que l'on devra avoir: 

ll, S 1 R, S., 
( i)  3 5 - o .  

Telle est l '6quation qui lie H k b 2 et qui exprime que l'ellipso'ide E est 

un ellipsoide de Jacol~r. 

Cela montre qu'~ ehaque valour de b 2 correspond une valeur de H 
et une seule. Lorsque b ~ tend v e r s c  ~, eettc valeur de H tend v e r s o .  

On salt en effet que quand o) tend vcrs o, le rapport du petit axe au 

moyen, dans l'ellipsoide de JACOBI, tend vers l 'unitd et que le rapport  

du petit axe au grand tend v e r s o .  

Pour  qu 'un ellipsoide de JAcom soit de bifurcation, il faut qu 'un 

autre de ses coefficients de stabilit8 s'annule, ce qui exige que l'on ait: 

(2) 
H , S , R , S ,  RiSi 

3 5 2 r ~ +  I 

n 6tant l 'ordre de la fonction R~. 

L'dquation: 

R,S, ll, S, 
(3) = o 

3 2~), "4- I 

aura une racine que j 'appellerai  K,, pourvu que R, ne soit pas divisible 

par ~,o ~ --  c '~ . 
Les 6quations (2) se r6duiront donc k 

II  = K,. 

Pour  b " =  o, oil revient au eas du paragraphe prdeddent, et on a vu k 

la fin de ce paragraphe que: 

H > K ,  

car la plus grande des valeurs de k pour lesquelles un coefficient de 

stabilit6 s 'annulait,  6tait pr6cis6ment K~,~ c'est k dire H.  

Voyons maintenant  ce qui se passe pour b ~ =  c ~ =  i. 
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La fonction R, se rdduit 

h 

A ( p  = - -  I) 'D"~-"(/,  = -  I~ n 

h 6tant un entier plus petit que u. En particulier R~ se r6duit 

1 

(l, 2- I) ~. 

I1 r6sulte de 1,~ que si h n'cst pas raft, l '6quation (3) est satisfaite pour 
/ , ' ~ -  J. Par consdqucnt pour b ~ =  c '~, If~ devicnt nul et 6gal ~ H. 

Au contraire si h = o, R ,  se rdduit "~ 

A D " ( p  ~ -  i)" 

et K, est positif et par consSquent plus grand que H. 
Si done h est nul, l '5quation H = h~ est satisfaitc 

lois, et certainement un nombre impair de lois. 
Nous pouvons discuter 5galement l '6quation: 

au rnoins une 

( 4 )  5 2n + I 

Nous devons rechcrcher d'abord dans quels cas le rapport ~'~ est 

toujours croissant. 
Si nous laissons de c5t6 comme il convient les fonctions R~ divisibles 

par ~io ~ -  c ~, la fonction Ri peut affcctcr 4 formes diffdrentes, g savoir: 

R ,  = ( : , ' - -  ~ , ) ( : , ' -  - -  ~ )  . . . ( : , ' - -  ~,.) 

R ,  = : ,  ~ e "  - ~ ( , o '  - -  = , ) ( : , :  - -  ~. , )  . . . ( ? '  - ~, , ._ , )  

s i n - =  ep et 

n ,  = : , ( p "  - -  ~ , ) ( : ,  - ~ )  . . . ( : ,"  - -  =,,) 

R ,  = ~ , ' : , , -  ~ , , ( : ,=  - -  ~ , ) ( : : - -  ==)  . . .  ( : , '  - -  ~ , )  

si n---- 2p-4- I. Les a sont des quantit6s positives comprises entre o et 
c 2 et que je suppose rang6es dans l 'ordre d6croissant. 
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T o u s l e s  ~ 6tant plus petits que c ~, tous lcs factcurs p ~ - - a  seront 
croissants quand p= croitra de c '  ~ Jr-co. De m~me tous les a 6tant 
positifs, le rappor t  

tO "a - -  (s  

P 

sera constamment croissant. Enfin le rapport: 

p 2  m a 

V/p ~ - -  b ~ 

sera croissant si a est plus grand que b ~. 

Dans les quatre cas possibles, nous pourrons 6crire: 

~ ,  _ I,  ~ -  . ,  e "  - ,,~ ( / , ~  _ ~. , )  . . . (, ,  , _ ~ )  

R ,  V!to "~ _ b ~ p 

Ri 

R i  _ _  f l  ~ - -  a L 
n ~  v p ' -  b '  ( p ~  - ~ ' )  " ' "  ( z ' ~  - -  ~,o  

R~ _ to, - , ~ ,  ( p ~  _ ~ ) . . .  ( p ~  _ %,). 
R~ p 

Tous ces facteurs seront croissants si % est plus grand que b 2, ou bien 
encore si Ri est divisibt6 par vp ~ -  b*. Dons ces deux cas le rapport 
R~ 
R-~ sera toujours croissant. 

I1 suit de lg que l'6quation (4) ne pourra avoir de racine que si 
R~ n'est pas divisible par v'p'a ~ e t a  tous ses z6ros inf6rieurs g b ~. 
Les seules fonctions Ri qui satisfassent ir ces conditions, sont celles que 
nous avons reprdsent6es par la notation R~o,, et qui pour b 2 =  c 2 =  I sc 
r6duisent i~ 

AD"(p2 - -  I ) ' .  

Les 6quations (2) nc peuvent donc 6trc satisfaites si R, n'est pas 6gal 
R 1 et si R~ R l 0,,, = 0,,, nous avons vu qu'elles peuvent toujours FOre. 

I1 resterait g 6tablir qu'elles ne peuvent l'(~trc que d'une seule 
]T l an l e r e .  
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Bien que diverses raisons me fassent penser qu'il en est probable- 
ment  ainsi, je  n'ai pu encore le d6montrer rigoureusement. II y aurait 
surtout intSrdt h dtablir cette proposition en ce qui concerne la plus 
simple de routes Its fonctions Rio,,, c'est k dire en ce qui concerne: 

_n,',o,~ = I ? [ 5 ? ~  2 (b ~ + : )  + ~/4b" - 7 ~ ' :  + 4:)- 

I1 faudrait pour cela des calculs qui seraient sans doute fort longs, mais 
qail ne seraient pas inextricables. 

Soit 6;  le coefficient de stabilit6 qui s'annule quand les dquations 

1 1 R~ 81 __ R~ $3 _= R0,, s0., 
3 5 2 n +  I 

sont satisfaites. 
Supposons que b" croisse depuis o jusqu'h I ; nous verrons tous les 

coefficients C,, s 'annuler successivement. 
On peut st demander quel est celui qui s'annule le premier. Je 

vais ddmontrer que c'est Q~. 
I1 suffira pour montrer qu'il en est ainsi, d'6tablir que le rapport 

~'0.. (o4 n > p) 
R~., 

est toujours croissant quand p~ croit de c 2 K l'infini. 
On le vdrifie ais6ment quand b 2 - -  o e t  quand b 2 =  c 2. 
Supposons maintenant  que b ~ soit quelconque. Soient 11. ct Bp les 

/ ~ 0 ,  p " valeurs de B qui correspondent aux fonctions R~,. et 1 Pour quc 

le rapport: 

R~0,. 
R~,. 

ne ffit pas constamment croissant, il faudrait, comme on l'a vu au w l o 

quc l'dquation en p~ 

r = [n(n + . ) - - p ( v  + . ) > 2 _  ( B , . -  B~) = o 

efit une racine sup6rieure g c ~. Je dis que cela est impossible. 
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En effet l 'expre~ion suivante:  

345 

R~ dRY,. R~ dR~,p 
o, r d~ o,. de 

s'annule pour p~--~ b ~ et pour p~---~ c~; car ecs valeurs annulent  ~ la 

fois d/~, ,  et dR~~ 
d~ ~ "  

Il faut donc que dans l ' intervalle compris entre b~et  c~,l , 'expression 

_ _  1 1 0,. R~, d R0, ~ r R0,. Ro, R~,pd~ R 1 ~ I 

s 'annule au moins une lois. Or R0 ~, , et R~,p ne peuvent s 'annuler puis- 
que tous leurs zSros sont inf~rieurs k b ~. Done ~b devra s 'annuler pour 
une valeur de p2 comprise entre b 2 et c~; cette expression, qui est du 
I ~ degr6 en p2 ne pourra donc pas s 'annuler pour une valour p~ plus 
grande quc c 2. 

C. Q. F. e .  

Nous devons done conclure que C s est le premier co(ffficient qui 
s'annule. 

Les ellipsoides de JACOBI pour lesquels un des coefficients C. s 'annule 
sont des ellipsoides de bifurcation. A chacur~ de ces coefficients correspond 
donc une nouvelle s~rie lin6aire de formes d'(~quilibre. Que savons-nous 
sur les figures qui font pattie de ces differentes series lineaires? 

Soit eo. la valeur de la vitesse angulaire pour laquelle le coefficient 
C. s 'annule; soit e une quantit~ infiniment petite. Pour la vitesse an- 
gulaire e o . +  e, il y aura deux figures d'equilibre possibles, k savoir un 
ellipso'ide et une surface S qui en diffbrc infiniment peu et qui a pour 
equation: 

(5) 

Dans cette equation, ~', 0 et l ont la mgme signification que dans le 
paragraphe precedent, et M0~,,,, N0~. sont les fonctions conjuguees de R~0,.. 
La fonction M ~ .  ne contient en facteur ni ~ /c ' - - /?  ni v ' t : - - b ' ;  de m~me 
la fonction Nr ne contient en facteur ni ~/,.~--u' ni v'l) ' -  ~'. Done ~" 

Acta mathematica. 7. " Impr im6 le 30 Sep tembre  1885. 44 
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ne change pas quand un de ces quatre radicaux change de signe, c'est 
k dire quand y se change en - - y ,  ou bien z cn - - z .  

Cela veut dire que les plans des x z  e t  des x y  sont des plans de 
syrn6tric de la surface S. 

Si maifftenant n e s t  pair, _M01,,,, N0~,, et par cons6quent ~'ne changent 
pqs quand on change /~ en - - t t  ou ~ cn - - u ;  cela revicnt k d i re  que 

ne change pas quand on change x en - - x  ou que la surface S est 
sym6trique par rapport au plan des y z .  

Cette sym6trie n'a pas lieu si n est impair; ~" se change alors en 
- - ~  quand x se change en - - x .  

Ainsi la sm'face S admet, s i n  est pair, les mSmes plans de sym~trie 
que l'elljpsoide dont elle d6rive, et si n c s t  impair, elle n'est sym6trique 
que pat- rapport aux plans qui sont perpendiculaires au petit axe et k 
l'axe moyen. Dans tous les cas, elle est sym6trique par rapport au 
grand axe. 

Ce grand axe n'est pas l'axe de rotation et si n est impair, la surface 
S n'est pas symStrique par rapport k l'axe de rotation. II est vrai que 
l'6quation (5) sur laquelle nous venons de nous appuyer pour 6tablir 
ces rdsultats n'est qu'approximative et qu'on y a ndgligd les quantitSs de 
l 'ordre de 0 2. Mais on montrerait  par un raisonnement, de tout point 
semblable k celui du paragraphe prgc6dent, que les sym6tries auxquelles 
nous conduit l '6quation approximative (5) subsisteraient encore si on la 
remplacait  par l 'dquation exacte de la surface S. 

Cette surface a donc r igoureusemen t  deux plans de symdtvie s i n  est 
impair, et trois si n est pair. 

Parmi les surfaces S, nous distinguerons la surface _r qui correspond 
au cosfficicnt de stabilit6 ('3- Quellc est son intersection avec l clllpsolde 
dont elle d6rive? Pour avoir cette courbe, il suffit d'6crire que ~'est 
null ou que 

i 0 ' , 3  = o ,  = o 

cc qui donne: 

/ t ~ o ,  
i / 2 ( b  2 Jr" c ~) --'~/4b* - -  7b'~c ~ + 4c' + 

- - -  ~f 5 

Cette' intersectiorL se compose donc de l'ellipse principale, section de l'ellip- 
so'idc par le phm des y z  et de deux lignes de courhm'c de oct ellipsoidc. 



Sur  l ' dqu i l ib re  d ' une  masse fluidc animde d 'un  m o u v e m e n t  de rotat ion.  3 1 7  

Cola n'cst vrqi, bien entendu, qu 'approximativcmcnt ct cn n6gligd~nt le 
carr6 de 0. 

La figure repr6sente en projection sur l 'un des deux plans de sy- 
m6trie la surface 2'~ et l'ellipsoide dont elle d6rive. 

/" 

/ 

\ 

Le contour apparent de l'ellipso'ide est repr6sent6 en trait pointill6, le 
contour apparent de 2,'~ et l 'intersection dcs deux surfaces en trait  plein. 
On a couvert de hachures la portion dc la surface Z~ qui est vuc 
travers l'ellipsolde. 

On volt d'apr6s cette figure comment on passe de l'ellipso'ide de 
JACOBI g la surface ~' ,.~. La plus grande portion de la mati6re semble 
st rapprocher de la forme sph6rique, tandis que la plus petite portion 
de cette m6me ma.ti6re sort de l'ellipsoide par l 'extremit6 du grand axe, 
comme si elle voulait  se s6parer de la masse principale. Qu'on me par- 
donne d'employer un langage aussi d6pourvu de prdcision mathdmatique. 

w 1 3 .  P e t i t s  ,mo t t v e m e ~ t s  d ' u n  .ell i lgso~'de. 

hnaginons d'abord une masse fluide homog6ne rapport6c h des axes 
fixes; et supposons que ses mo16cules s 'attirent suivant la loi de NI,;WTON 
et que chacune d'elles soit soumise en outre it une force dont les com- 
posantes suivant les trois axes soient ax,  fly et rz. Les coefficients a, 
fl et ~ devront 6tre choisis de telle sorte que la masse soit en 6quilibre 
absolu sous la forme de l'ellipsoide: 

Xe y2 Z ~ 

p--~ -4- p.~ __ b ~ "1- 19 % - -  c ~ -~- I .  
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Supposot~ r~mintenant que la masse soit ddrang6e de cettc position d'6qui- 
libre, de ~ I e  fa~;on que les coordonn6es de la mol6cule ( x , y , z )  devien- 
nent x q- 3x, y -4- @, z -4- 5z. Nous imaginerons que 5x,  3y, 5z sont 
tels que: 

 xdx + +  zdz = 

soit une diffdrcntielle exacte ct que: 

d~ d~ d~ 
3z =- ~z . 

Pbur l'6quation de continuit6, nous dcvons avoir: 

d*~, d ~  -f- d*~ = o 
dx~ -{- dy--~ dz z 

de sortc quc nous pourrons 6crire: 

= Z ~ . R M N  

les r 6tant divers coefficients constants et R, M, N 6taut los fonctions 
de LAME. 

Les composantcs de la vitcssc de la mol6cule ( z , y , z )  sont: 

' U -  d2q~ ~ ) -  d ~  d~  
dxdt ' dydt ~ w --~ dzdt 

La dcmi-force rive T aura alors pour expression: 

l'int6gralc 6tant 6tenduc k tous lcs 616ments du volume de l'cllipsoide. 
Mais en vertu du thdor6me de GRr3ES, cette int6grale peut dtre remplac6e 
par la suivante: 

i f #  2 J d t  (udydz + v d x d z  + wdxdy)  

en tcnant compte de l'6quation de continuit6, ou bien encore: 

i [  d~ d'~ dto. 
2 r dt dtdn 
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Dans cette expression do ddsigne un 61onent quelconque de la superficic 
d~f d'r dn est l'accroissement de la fonetion ~ quand le de l'ellipsoide et d--/~ n 

point correspondant subit un d6placement dn dans une direction normale 
k rellipsoide. 

Cherchons k dvaleur d'~ Nous trouverons: ~-i-~" 

et 

O r  on a :  

d~ d$ 

d*~v d$ M N  dR dp 
dt d~r 

dp _= 1 ~/(p, _ b,)(t,, _ ~,) 
d~ 

1 ayant la m~me signification que dans les paragraphcs pr6c6dents. 
On en conclut: 

i  lv) MIN, )  _ b,,ip, _ o,)d  T = ~  dt 1~ -~ dp 

la fonction de LAM~ ~I 1 pouvant fitre identique ou non identique ~ la 
fonction M et la sommation indiqu6e par le signe ~ s'6tendant ~ tous 
les syst6mes de fonctions de LAM~ M et 21/1, 

Mais si l'on tient compte de l'6quation: 

f lMNM~Nflo = o, (M ~ M,) 

il viendra simplement: 

Soit maintenant U l'6nergie potentielle de la masse fluide dans une 
position quelconque et U 0 la valeur de cette 6nergie dans la position 
d'6quilibre. Nous avons vu au w 9 que l'on a: 

U:Uo--2=ZA'(a~ 2,~+;'s)j't~'~N'd". 
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Ici n d6signc l'ordre de la fonction R, g est la fi)rce normale qui agit 
cn un point queleonque de la surface de l'ellipso'ide. Enfin on suppose 
que le d6placement d'une moldcule quelconque de cette surface, estim6 
normalement  k l'ellipsoide a pour expression 

~.,AIMN. 

Dans le cas qui nous occupc, ce d6placement est 6gal a dn ou a: 

5 M N  dd~ dp __ Z $IMN dR /, .~ dn ~ ~ ~p - -  b')(p ~ - -  c") 

d'oh 

et: 

A = ~ - p  ~/(p - -  b ' ) ( p '  - -  c ' )  

, . 2 d R  ~ / 

u = V o  - ( p '  - - ( g l  
\ 

Rs ) f l~l,N~do,. 
2 u  "Jr I 

Les 6quations du mouvement  scront: 

ce qui donne 

d~ R_. . d R  (g R8 ) 
(- ' )- ~t  ~ 2,~ + , = - -  4 7 r e d - - p - V (  p - -  b ' ) ( ? '  - -  c ' )  1 - -  - �9 

Cette 6quation montre, ce quc nous savions d6jlt, que l'6quilibrc est stable 
pourvu que tous les coefficients: 

RS 
gl 2~+ i 

soient positifs, et elle nous apprend en mOne temps k calculer les 
p6riodes des oscillations lnfiniment petites de notre masse fluide. 

Avant d'aller plus loin, nous allons calculer en restant dans l'hy- 
poth~se pr6c6dente, le moment de la quantit6 de mouvement  par rapport 

l 'axe des z. Nous repr6senterons ce moment  par la lettre M.  
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Nous aurons: 

M = M ~ + M ~ =  

off 

M~ = v d ~ t  

/ ( a c a , r  M, = ~ a~at 

~ , d~. (x + ~x) d@ ] dxdqdz + oy) -~- - ,  d,t j ' 

x dy dr/ 

d~ d~ ~ dxdydz. 
dz dy dr] 

Le premier terme M~ peut se ealeuler imm6diatement. 
GREr:N donne en effet: 
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Le thdor6me de 

Ml ---- J'd~i a'~ dw (y e o s a - - x  cos/?) 

d6signant toujours un 616ment de la surface de l'cllipsoide, et eosa, 

\ 
M, j ,~t d,, cos ~ - -  ~ eo.~fl). \dy 

Calculons maintenant ~1~; le th6or6me de GREEN nous donnera encore: 

- -  c i ~  - -  b ~ @ ~  - -  r  

Si l'on appelle $2 le coefficient de R2M25 ~ dans l'expre.~sion de $-, 
il reste simp|ement:  

d~, flM~N~d,o 

do) 

cos/?, cos i- 6tant les cosinus directeurs de la normale. 
On trouve alors: 

y cosa - -  x cos/3 == klM.~N~ 

off M 2 et N 2 ddsignent eomme dans le paragraphe pr6c&lent deux fonc- 
tions de I, AM~ eonjugudes: 

/ t  ~/f~2 _ _  b'  e t  ~ v'b" - -  ; 

et k un coefficient d6pendant seulement de p e t  6gal k: 
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Nous allons nous occuper de calculer le facteur: 

F = ~ cos ~t ~d~' cos ft. 

Nous remarquerons pour cela que si l'on pose avec LmUVlLLE: 

P = lp  ~/p' - -  b ' v ' p '  - -  ~" 

on a: 
P~ Py Pz 

COSa = --p,, cos/~ = p.z - -  b' ' cos j" = p, __ c.~ 

ce qui donne: 

F =  
d~ 

\ p dy 

Nous pouvons encore exprimer F d'une autre mani6re. 

et z des accrolssements 

Donnons h x, y 

8 x =  ~ #sp~ Y-~_b,, ~9 = os  y ,  ~z  = o 

il en r6sultera pour la fonction ~ un accroissement @ et l'on aura: 

F = lp ~(p, - -  b')(p' - -  r ~ .  

II importe de remarquer  que si le point ( x , y ,  z) est sur l'ellipso'ide, il 

en est de mdme du point infiniment voisin ix + 3~, y + 3y, z + 8z). 
~ o u s  aHons maintenant  utiliser une r emarque  de LIOUVILLE, grace 

laquelle les fonctions de LAM~ peuvent ~tre ramen6es aux fonctions 

sph6riques. 
Soit ~ = R M N  le produit  de trois fonctions de LAM~ conjugu6es 

d'ordre n. Changeons de variables en posant: 

X =  z Y Y Z - -  z 

p ,  4 7 , _ _ b "  ~/r - -  ~" 

Si le point ( x , y ,  z) se trouve sur l 'ellipsoide 
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le point correspondant (X, Y, Z) se trouvera sur la sphbre: 
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X 2 + Y2  + Z ~ ~ -  I 

et pour t o u s l e s  points de cette sph6re, la fonction 7 sera 6gale k une 
constante multipli6e par une fonction sph6rique de degr6 n. Nous pour- 
rons dcrire 

r 1 6 2  

~b 6tant un polyn6me homogdne de degr6 n en X, 
/r l '6quation: 

d~r d'r  d'r 
d X 2 .gv - d ~  -~ d Z, j 0 

Y e t  Z et satisfaisant 

et e 6tant une fonction de X ,  

points de la sph6re de rayon I, 
NOUS aurons d'autre part: 

Y et Z qui est constante en tous les 

L y 
3 X  = ~ ~ -  - -  3 s o ( p  ,.  b-') ~ -  - -  ~ s p ~ / p ~  b ~ 

et de mSme: 
X 

3 Y =  asp_---,~/~_b~ ~Z = o. 

On aura dans les m6mes conditions: 

~$. -~- O~ 
/ de  ._ de , \  

d~otl: 

et enfin: 

~s p~/p* __ b ~ \ d Y  - -  d X ]  

X dYdr _, ,tr 

I1 est ais6 de v6rifier que si r est un polyn6me homog~ne de degr6 
n, en x, y .et z s'd,isfaisant k l%quation: 

d X  ~ + ~ + dZ---" = o 

Acta mathematica. 7. Impr im6 le 30 8eptembre  188,~. 45 
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,tr 
X dY Y dX--" 

I1 en r6sulte que si F est dgal k une eonstante multiplide par le pro- 
duit  de trois fonctions de LAM~ conjugu&s et d'ordre n, F sera de la 

forme suivante: 

Dans cette expression, a~, a:, . . . ,  % sont des quantitds qui restent con- 

stantes sur toute la surface de notre ellipso~de et M'~, N'~; 3I~, N,~; . . .  ; 
M~,, N~ sont des syst6mes de fonctions de Lh.~t~ conjugudes et qui sont 

toutes d'ordre n. 
Nous dirons pour abrdger qu'une somme de la forme: 

+ + . . .  + 

est une somme de LAMf~ d'ordre ~. 

Si alors nous avons, eomme nous l'avons suppos6 plus haut:  

il viendra: 

r 
--:- Z $ , R , M , 5 ,  

Hi &ant une somme de LAMI~ de m&ne ordre que les fonctions R, M,  N. 

Ainsi les coefficients d 'une m&ne ind6terminde $ seront de m&ne ordre 

dans l'expression de 7 et dans celle de F .  

I1 vient alors: 

j ~ de d&. f lH, MkNkdeo. 

Remarquons que l ' intdgrale: 

f lH, lt, g, lo, 

est nulle si les sommes He et 3IkNk ne sont pas de m6me ordre. 
Nous dirons pour abr6ger que l ' ind6termin6e $i est de rang n si les 

fonctions Ri, Mi et N~ sont d'ordre n. 
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I1 rdsulte de ce qui pr6c6de que l'on a: 

355 

M~ E ,  ,.dSk 

les A~,. 6tant des coefficients constants qui sont nuls si les ind6termin6es 
~:~ et Sk ne sont pas de mdme rang. 

Nous ne nous sommes occupds jusqu'ici que des petits mouvements 
absolus d'un ellips0ide rapportd ~r deux qxes fixes. Passons maintenant 
au cas des petits mouvements relatifs d'un ellipso~de fluide r~lpportd k 
un syst6me d'axcs mobiles tournant avec une vitesse uniforme to autour 
de l'axe des z. 

Envisageons les 6quations gdn6rales de l 'hydrodynamique:  

du dn d~t du (tl, 
a~ + 'u ~ + v h~ + W-d- ~ = X - -  d~ 

off u, v, w d6signent los composantes de la vitesse; X ,  Y ,  Z les com- 
posantes de la force; p la pression, ct oh la densitd de fluide cst prise 
pour unit~. Nous aurons d 'ai l leurs:  

d V  d V  d V  
X = d x - -  2toy, Y - -  dy -~ 2tou, Z ~ -  dz  

oh V repr6sente le potentiel des forces et off - - t o y  et tou sont les com- 
posantes de la force centrifuge composde. Si nous posons: 

V - - I ~  = r 

et si nous n6gligeons le carrd de u, v, w cn observant que les mouve- 
ments doivent dtre trSs petits, il vieudra: 

d~ A- 2 to v = d,-~ 

(~) dv de 
- - ~  2 t o l g  = - -  
d t  d y  

dw = d_~ 
dt dz 
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avec l'6quation de continuit6: 

On en tire ais6ment: 

d u  d v  d w  
O. 

(3) d 'Ar  d'r  
d P  - -  4eo 2-d~z~ " 

Cette 6quation ne suffit pas pour d6terminer la fonction r I1 faut pour 
achever de connaitre cette fonction, tenir compte de cette circonstance 
que la pression doit ~tre nulle sur toute la surface libre. On dolt donc 
avoir sur cctte surface: 

r  

Pour pousser plus loin cette analyse, envisageons s6par6ment un des 
mouvements 616mentaires dans lesquels on peut d6composer tous les 
petits mouvemenls de l'ellipso'ide. Soient 3x, (~y, 3z les d6placements in- 
finiment petits d'une mol6cule et 6crivons: 

~ x  = e'~t~,  @ = e~tT], 

$, 7 2 et ~ 'ne d6pendant que de x, y e t  z. 
viendront alors: 

Les 6quations (2) et (3) de- 

de, 
dx 

- -  r/2' + :a,i,I~- ar dy 

dz  

d'~,  .31_ d'~,  (I 4r d'~,  
d* '  ~ +  - - -2 - /  ~-P~' - -  o 

oh r ne d6pend que de x, y e t  z. 
Voyons maintenant ce que devient la condition relative k la surface libre. 
Soient cosa, cos/?, cos T les trois Cosinus directeurs de la normale 

en un point de l'ellipsoide et supposons que l'on ait en tous les  points 
de cette surface 

$cosa + r cosfl + r r = IF.A, IM, N, 



Sur  l 'dquil ibre d 'une masse fluide anim(ie d 'un mouvement  de roiation. 357 

le second membre &ant une sgrie d6velopp6e suivant les produits M k N t  

de deux fonctions de La~' i  conjugu6es. Une formule .du w 9 nous don- 
hera, en t o u s l e s  points de la surface libre 

V = - -  4 a ' e ' a t Z A ,  (R,_8, 
k 3 2n-4- ! 

L'6quation ~b--= V se r6duit done b.: 

\ 3 2n + i /  

D'autre part les 6quations (4) nous donnent:  

d'ofi 

ar ~. + de,  o. i de,  a _  ar , . i  de,  
dx  d!l d-t.! d~ dz 

2 ( 2 ' - - 4 t o  ~) ' ~ = - -  2(J 2 - 4 ~ o ' )  ' ~ ' - -  2 2 

(4o~' ---- )3) ($ cos ~ + r cosfl + r r) 

L dx l "~ dy l --~ ~ I 22 ] "4- [_ dy l dx  l 

Mais nous avons trouv6 plus haut: 

COS ~ 
l p ~ / r  b 'v '7 2_ 

co_s p y 
i = P 4 U  ~ - - ~  ~/p2 _ r ~ 

COS ~- z 
t = P C p 2 - b 2 r  

~ ~ c ~ 

d'o{l : 

a ( 4 o , ,  ~2) (~ cos a + r / c o s / / +  r 
t p @ . -  b ~ / p -  e 

[ a r  de, .u d e , (  0,' ~ - .rdr de,, 7t ] 
dz p" - -  b 2 
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ou  enf in  

L&t ,  , +  dvr , ' - ' - -> '+Tg,  1 ~ / y - - 7 ~  

[ d~.f~ I 33 
"Jr- 2oJi k d y  ~ ,  de, y J __ _),(4~_u~ Z ),~) E A ~ ] [ k N - .  

d x  o " - - b  "~ , va----'a '7 -  c.~ j p ~ p  --- b ~ p  - -  

1,e probh~,ne est don(: ra,nen6 i{ trouvcr unc fonction ~',, qui satis- 
fassc g la derni~re des 6quations (4) a l 'int6rieur de l'eilipsoide et aux 

6quations (5) et (6) sin" la surface de rempso~d~. 
Supposons donc d'abord que w soit nul; la derni6re 6quation (4) se 

r6duira k 
A r  = o 

de sorte que nous satisferons k la lois aux 6quations (4)e t  (5)en faisant: 

0 ~0 

2n + i /  R ~ 

Dans cette expression R ~ est la valeur que prend R, sur la surface de 
l'ellipso]de. 

De cette expression, on d6duira pour t o u s l e s  points de la surface 
de l'ellipsoide: 

dRk  

W', ~ W', :~ '~r ~ Z (1~,,s', 1:,s',  't + ~' + d,a p - -  ~= + d~ p" - ~ --  4z A, \- ~ 2,~ + , / ~ _ a r k < .  

de sortc quc l'6quation (6) sc r6duit h: 

- -  47r1 Z A ~ .  ( R ,  8 ,  
\ 3 

dR,  
_ _ ) , s  

R,s~ ~ + M~X,. = Z A , M , % .  
2.~ + ~ / ~ ,o ~ (:,' - -  b ')(,,,' - -  ~.'-') 

Pour que eette dquation soit satisfidte, il faut et il suffit que tous 
les coefficients Ak soicnt nuls, except6 un que nous appcllcrons AI, , et 
que ), satisfasse ~t l'6quation: 

_/RE$'," 
" \  3 

R1, S I, '~ dIlp -- ~ (,,,~ - -  b:): p '~ - -  c') - -  )JR, ,  = o .  
2,u + I / dp  ' 
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On est donc ainsi conduit pour les p6riodes des diverses petites 
oscillations possibles aux m~mes valeurs que par l'6quation (i). 

Nous allons maintenant supposer que to n'est pas nul. 
Posons 

la derni6re des 6quations (4) deviendra: 

d% d% d% 
d .  ~ + G ~ , /  + &'--=' = o. 

Quand le point (x, y, z) d6crira l'ellipsoide E qui a pour 6quation: 

X ~ y ~  z 2 
--7 . - -  I ,o~ q-/,~__b.-, q-o~ r 

le point @, y, z') dderira l'ellipsoide E ' q u i  a pour dquation: 

~ t a o yo V " 

- - v + - - - -  + o~___ jo ~ p ~ - -  b ~ j c ~ 
- -  I .  

Nous appellerons R', 31' et N'  les fonctions de LASI~ form6es ~ l'aide 
de l'ellipsoide E', et l' la quantit6 qui joue par rapport k l'ellipsoide E'  
le m6me r61e que 1 joue par rapport  h l'ellipsoide E.  

Nous appellerons cos a', cos fl', cos r' les cosinus directeurs de la nor- 
male en un point de la surface de E'. Nous poserons de m6me: 

et 

p~ 
s -  

T ~ 

P '  = l 'p v(~" - -  t,")(, o~ - - ~ " 9  

de m~me que l'on a, d'apr6s les notations de LIOUVIr, LE: 

P = ~p~/) ~ ~ , % - " - -  ~9. 

II viendra alors pour 1111 point de la surface de E ' :  

t i 
c o s  n x c o s  fl '  y c o s  ~" z v~z 

P' p'~ ' P' p~ .-- b:-' ' P' ,o* --- c ''~ p~ --  c ~ 
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d~oll: 

dr  d!/, i y de, r% I ( ~ x ~  a' de '  c o s f f  -4- d~'1'' ') 
dx ~ '  + dy ,0'~ ~-- b '~ "]" dz p'~ - -  c' - -  P' cos + ~ ~ cos y 

d~, x 
dy p~ d x p ' * - - b " - -  P' cos - - - ~ c o s  �9 

Consid6rons maintenant un point quelconque de l'ellipsoide E ayant 
pour coordonn6es elliptiques # et v e t  pour coordonn6es ordinaires x, y 
et z; consid6rons cnsuite le point correspondant de l'ellipsoide E' ayant 

pour coordonndes ordinaires x, y et z ' =  z et pour coordonndes elliptiques 
2" 

I~' e t v '  (dans le syst6me d6riv6 de l'ellipsoide E'). Soit Mq une fonction 
quclconque de LAM~ de la eoordonn6e p' et Nq la fonction conjugude de 
la coordonnde v'. A chaque point de E correspond comme nous l'avons 
wl un point de E'  et rdciproquement. A chaque systSme de valeurs de 
/~ et v correspond donc un syst~me de valeurs de p' et ~' et rdciproque- 
ment, de sorte que le produit M'qN'q qui ddpend de p' et v' pourra aussi 
~tre regard6 comme fonction de I~ et ~; k ce titre, il pourra 8tre d6velopp6 
en une s6rie ordonn6e suivant les produits de LAMI~ ] ]~ .N k ddriv6s de 

l'ellipsoide E.  On aura donc: 

(7) M;N; = F.B,,qM, N,. 

Nous allons maintenant, s l'aide de la remarque de LIOUVILLE dont 
nous avons d6j~ fair usage plus haut, montrer que dans le second membre 
de l'idcntit6 (7) n'entrent que des fonctions de LAM~ de mdme ordre quc Mq. 

En effct, d'apr6s cette remarque de LIOUVILLE Si l'on pose: 

Z' 
X x y z __----, Y - -  = Z - -  

,0 V'P' - -  b" ~ / f , "  - -  d '  v ' p '  - -  ~" 

le produit 21I~ Nq sera sur la sphb, re: 

X~ "4- ~'2 _3(_ Z ~ = I 

une fonction sph6rique de mSme ordre que M'q et le produit Jl~Nk une 
fonction sph6rique de mSme ordrc clue M~. L'identit6 (7) ne peut donc 
subsister que si toutes les fonctions de LAM~ qui entrent dans le second 

membre sont de m~me ordre que Jli~. 
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Ce second membre n'est donc pas une s6rie infinie, mais un polyn6me 
form6 d'un nombre fini de termes. 

De plus clans ce second membre ne peuvent entrer que des fonctions 
de LA~t~ pr6sentant les m(hnes sym6tries que M~. Si par exemple M'q 
est divisible par ~/!/~--b'~ il devra en ~tre de m('mm de toutes les fonc- 
tions M~. 

Nous renverserons l'identit(~ (7) en berivant: 

M , N ,  --- ~= C~,qM',N'q. 

La fonction ~,, devant satisfaire it la derni6re des 6quations (4) pourra 
s'6crlre: 

r  ---- ~.  DqR'qM'qN'q 

les Dq 6tant des coefficients constants et les R;, M'q, N'~ 6tant des fonc- 
tions de LAMg d6riv6es de l'ellipso'ide E'. 

A la surface de cet ellipso'lde, nous aurons: 

r Z Z D c B , , q R ' q M ,  3,r~. 

en tenant compte de (7), de sorte que l'6quation (5) se ram6nera uux 
6quations: 

( R t S  t R t S t  ) ~ , q D q B .  q ( 8 )  + �9 = , R ; .  

On a d'autre part k la surface de E' :  

x d9t ,  , + + dR'q _ , . ,  

D'autre part il r6sulte de l 'analyse faite plus haut it propos des moments 
des quantit6s de mouvement  que l'on a sur route la surface de E '  

r t I t p t d(RqMqNq) z d(l~qMqNq) y , , , 
dy p~ dx p,  __ b~ = ~,t~q., .M'kN, 

les F 6tant des constantes et les M~ et N2 des fonetions de LAMk de 
m6me ordre que M'q, mais ne pr6sentant pas les m6mes sym6tries. Si 
M~ contient en facteur v~,~ ' ~ -  c '~ il en est de m6me de M~ et rdciproque- 

acta mathematiea. 7. Imprim6 le 30 Septembre 1885. 46 
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ment, mais si M'q eontient en faeteur ~/d ~ -- b", Mi ne le contiendra pas 
et inversement. 

Nous 6crirons en tenant compte de (7) 

= Z e , . , i , N ,  

ce qui donnera enfin: 

d~, x 
dy p~ 

de,  y - -  E E D q G q  ,.M,.N,.. 
dx p" - -  b ~ 

L'6quation (6) se ram6ne alors aux dgalitds: 

(9) p~/p' - -  b'~/p: - -  c' = 2..qDql~,..q-fi-~ "-~ 2o)iEqDqGq,~.  

II s'agit maintenant de disposer de ~, des Dq et des At de filr k satis- 

faire aux dgalitds (8) et (9). 
Or on pourra arriver k ce r6sultat en supposant d'abord que tous 

les A~ et tous les Dq son t  nuls, sauf ceux qui se rapportent ~ des fonc- 
tions de LAMI: d'un certain ordre, d'ordre n par exemple. Il restera alors 
2 n  ~[- I 6quations (8) et 2n + I 6quations (9) entre 2, lea 2n-{- i co(~ffi- 
cients A~ et les 2n + , co(~fficients Dq qui se rapportent aux fonctions 
de LAMr~ d'ordre n et qui par cons6quent ne sont pas nuls, d'apr& la 
convention pr@ddente. Cela fait en tout 4 n + 2 dquations lin6aires et 
homog~nes par rapport aux 4n + 2 cosfficients A, et Dq.  

Si on 61imine ces 4n + 2 coSfficients entre ces 4 n -{- 2 ~quations par 
le moyen d'un d6terminant, on obtiendra une 6quation qui d6terminera 
lea p6riodes ), des oscillations infiniment petites de l'ellipsoide. I1 importe 
de remarquer que ~ nent rera  pas dans cette 6quation seulement explicite- 

ment, mais que lea cosfficients Bk, q~ Gq,k, dR'q d o '  R'q qui entrent 6galement 

dans cette dquation ddpendent de 2. N6anmoins, mt~me en tenant compte 
de cette circonstance, l'6quation est algSbrique en 2. 

Il y aura une infinit6 de pareilles 6quations en 2 que l'on obtiendra 
en consid6rant successivement les fonctions de LAm~ du 2 ~, du 3 ~ ,  . . . ,  
du n ~ ordre, etc. Pour la stabilit6 il faut et il suffit qu'aucune de ces 
6quations n'ait de racine imaginaire. 
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Ce qu'il faut surtout retenir, c'est que dans un m6me syst6me d'dqua- 
tions (8) et (9) n'entrent que les coefficients qui se rapportent aux fonctions 
de LxM~ d'un mdme ordre. 

Si done nous 6cr iv6ns ' la  valeur dc r relative ir une oscillation in- 
finiment petite obtenue en consid6rant l 'une des solutions d'un syst6me 
d'dquations (8) et (9), on trouvera: 

~, = d. '~ZD~M'+N;R'q.  

Dans la somme du second membre n'entrent que des fonctions de LAM~; 
d'un m~me ordre, d'ordre n par exemple. Une pareille oscillation infini- 
ment  petite s'appellera un mouvement  harmonique d'ordre n. 

II r~sulte de ce qui pr6eSde quc deux mouvements harmoniques 
d'ordrcs difi~rents sont ind6pendants l'un de l'autre, c'est k dire que ron 
peut imposer k la masse fluide, comme liaison, la condition de ne pouvoir 
dprouver d'autres ddplacements que des mouvements harmoniques d'ordrc 
n sans que les 2n ~ - i  mouvements harmoniqucs d'ordre n possibles 
soicnt altdrSs. 

Nous pouvons encore 6nonccr cc r6sultat d'unc autre mani/~rc. 
Dans un mouvement  harmoniquc d'ordre n,  on a sur la surfac:c dc 

l'ellipsoide de E :  

v = r = e '.'' Z A,_ t.ev. 

M~ e t N k  6tant des fonctions de LAME d'ordrc n ct los Ak des coeflicicnts 
constants. Sur la surface de cot ellipsoidc, le potentiel V s'exprimc done 
par une somme de LAM~ d'ordre n. 

hnposons-nous donc la liaison suivante: quc .los d6placcments dc 
notre masse fluide soient toujours tels que le potentiel s'exprime k la 
surface librc par une somme de L~,M~ d'ordrc n. En tenant compte de 
cette liaison, on trouvera que certaines petites oscillations de la masse 
sont possibles. On cherchera t o u s l e s  syst6mes d'oscillations possibles en 
supposant que la valeur de V k la surface soit assujettie k ~tre une 
somme de LAM~ d'ordre 2, 3, . . . ,  n, . . . ,  ad inf.; on composera ensuitc 
tous ces syst6mes d'oscillations, d'apr6s la r6gle ordinaire de la composition 
des petits mouvements, et on obtiendra de la sorte t o u s l e s  petits mouve- 
mcnts possibles du syst6me, en le supposant d61ivr6 de toutes ses liaisons, 
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Mais il y a plus. J'ai dit que dans une m6me 6quation (8)ou dans 
une m6me 6quation (9) ne peuvent entrer que des coefficients Ak et Dq 
se rapportant "~ des fonctions de LAM~ d'un mOne ordre. On peut ajouter 
que dans une m~n,e 6quation (8) ou dans une ,name 6quation (9) ne 
peuvent entrer que des gk et des Dq se rapportant tous k des fonctions 
de LAMI~ qui ont comme facteur V c2--/? ou r162 ou bien des.,4~ et 
des Dq se rapportant tous k des fonctions de LA.~t~ qui n'admettcnt pas 
ce facteur. Si la fonction M, ne contient pas le facteur ~/c'--/J?, le 
produit MkNk est symdtrique par rapport au plan des xy; (c'est k dire 
qu'il ne change pas quand on change z en ~ z )  il ne l'est pas dans le 
cas contraire. 

Voici quelle est la cons6quence de ce fait. Supposons que l'on 
cherche k trouver tous les mouvements harmoniques possibles d'ordre n 
que nous appellerons H.  hnposons-nous d'abord la liaison suivante: que 
la valeur superficielle de V soit une somme de LAM~ d'ordre n e t  sym6- 
trique par rapport au plan des xy. Nous trouverons qu'en tenant compte 
de cette liaison, il y a certaines oscillations possibles H'. hnposons-nous 
maintenant une autre liaison: que la valeur superficielle de V soit une 
somme de L.~M~ d'ordre n et change de signe avec z. En tenant compte 
de cette liqison, il y aura certaines oscillations possibles H". Si nous 
composons ensuite Its oscillations H '  et H"  d'apr6s la r6gle ordinaire de 
la composition des petits mouvements, nous aurons tous les mouvements 
H possibles. 

~ Or" Ces r6gles permettent denwsa~,er s6par6ment les mouvements harmo- 
niques d'ordre .n sans tenir compte des mouvements harmoniques d'ordre 
diff6rent qui pourraient exister simultan6ment. 

Un cas particulier off les 6quations (8) et (9) se simplifienf consi- 
ddrablement, c'est celui oh l'ellipso'ide E et par cons6quent l'ellipsoide .E' 
sont de r6volution. II arrive alors que tous les  coefficients B,,q sont nuls 
quand k est diff6rent de q et que l'on peut prendre: 

Une dcrni~re remarque: pour que l'analyse pr6c6dente puisse s'appli- 
quer, il faut, k ce que l'on croit d'abord, que l'on ait: 

p'--c' p~ b2 O <  < - -  
T 2 
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ce qui obligerait 2 ~ rester compris entre certaines limites. Cependant il 
est ais6 de voir que ces rdsultats subsistent quelle que soit l 'hypoth6se 
faite sur la valeur de ~. En effet il semble d'abord que les fonctions 
de LAM~ R', M'  et N' ne sont d6finies que lorsque les axes de l'ellipsoide 
E' ,  d'oh d ies  d6rivent, sont r6els et si 1'axe des z e s t  le petit axe dans 
E '  comme dans E.  Mais le produit  R'M'N' est un polyn6me entier en 
Z, y et z qui est parfaitement d6fini dans tous les cas possibles et qui 
jouit toujours des m~mes propri6t6s. 

Si m6me ~ > 2to, c'est "X dire si r ~ est n6gatif et si l 'un des axes 
de E '  devient imaginaire, les r6sultats de l 'analyse prdc6dente subsistent 
encore. 

w 14. Stabilitd des ellipso~des. 

Pour reconnaltre si un ellipso'ide de r6volution ou un ellipso'ide de 
JACOBI est stable, il faut se reporter au w 7. D'apr6s la %gle de ce 
paragraphe, qui 5tait soumise, je le rappelle, ~ certaines restrictions, une 
figure d'6quilibre nc peut jouir de la stabilit6 s6culaire qu'~l la condition 
que t o u s l e s  coefficients de stabilit6 soient n6gatifs. Si cette r6gle 6tait 
applicable sans modifications ~ l'ellipso'ide de JAconb cette figure n 'aurait  
jamais la stabilit6 s6culaire, car un de ses coefficients de stabilit6 est 
toujours positif; c'est celui qui se rapporte s la fonction R'0.2. Mais la 
r6gle du w 7 n'est applicable, comme nous l'avons vu, que si dans tous 
les mouvements possibles le travail  des r6sistances passives est toujours 
ndgatif sans pouvoir jamais dtre nul. Ce n'est pas le cas si l'on envisage 
une masse fluide isol6e dans l'espace, car si une pareille masse se ddplace 
sans se d6former, il n'y a pas de r6sistance passive. Si au contraire la 
rotation de la masse fluide 6tait d6terminSe par celle d'un axe rigide qui 
la traverserait de part  en part et qui l 'entrainerait  par frottement (comme 
dans les exp6riences de PL.~'rEAU par exeinple), tout d6placement produir- 
ait une r6sistance passive et l'ellipsoide de JACOBI serait toujours instable. 

Mais ee cas est sans int6rdt. Envisageons done une lnasse isol6e dans 
l'espace et voyons comment dolt dtre modifi6e la r6gle du w 7- 

Consid6rons deux syst6mes d'axes: un  syst6me fixe et un syst6me 
mobile tournant avec une vitesse angulaire constante to auto.ur de l'axe 



366 H. Poincard. 

des z. Supposons que la masse fluide ait une position d'6quilibre relatif  

dans laquelle elle soit anim6e d'une vitesse de rotation to par rapport aux 

axes fixes, et par cons6quent en repos par rapport  aux axes mobiles. 

Soit, darts cette position, I 0 son moment  d'inertie par rapport k l'axe des 

z et U 0 son~6nergie potentielle par rapport  aux axes fixes. Consid4rons 
maintenant  une configuration de la masse fluide voisine de la figure 

d'dquilibre et telle que cette masse cesse d'etre en repos par rapport aux 
axes mobiles. Soient, dans cette nouvelle position, I e t  U les valeurs 

du moment  d'inertie et de l'6nergie potentielle. Soit T la demi-force 
r ive relative par rapport  aux axes mobiles; soit m la masse d'un des 

points du fluide; r sa distance k l 'axe des z, et to + $to sa vitess'e angu- 
laire autour  de cet axe. Les 6quations de la conservation de l'6nergie 

et de la conservation des moments des quantitds de mouvement  nous 

donneront:  

a,~l ,o'Io T + t o Z m r 2 5 t o + - - 2  - +  U -  2 + U~ + h  

t o I  Jr" E m r ~ & o  --~ toIo 

(h 6tant une constante qui est tr6s petite si lcs d6placements initiaux et 

lcs vitesses initiales sont tr6s pctits cc que nous supposons) d'ofi: 

T ~'I  ~'Io + h. 
- - - 5  -- + U :  U0 2 

Mais on a: 

d'oll 

I I (Zmr~&o) ' to~(l - Io)" 
T >  -~,mr"3to ~ > 2 Emr ~ - -  2 I 

u - - u o - - 5 -  - -  
,o' ( t - -  Io)' 
2 I 

- - < h .  

Si done on a pour toutcs lcs configurations tr6s voisines de la figure 
d'6quilibre: 

(1) U - -  U~ - -  7'~ ( I - -  lo) + ,o'2 (I--i Io)' > o, 
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on sera certain que l'6quilibre est stable. S'il y a des r6sistances passives, 
h ne sera pas une constante, mats ira constamment en diminuant; donc 
afortiori, il y aura encore stabilit6 si la condition (I) est remplie. Cette 
condition est donc suffisante pour qu'il y air stabilit6 s6culaire. 

D'ap%s la %gle du w 7, la condition n6cessaire et suffisante pour ]a 
stabilit~ s6culaire 6tait que l'expression 

2 

ffit minimum, c'est k dire que: 

_ '~  U--Uo 

On volt que la %gle actuelle est plus favorable k la stabilit6. 
D'ailleurs ]a condition (l) peut encore s'~noncer d'une autre mani~re. 

Elle signifie que rexpression: 

(2) U + 
z 1 

doit ~tre minimum pour la figure d'6quilibre (Cfi TAIT et TnOMSOS, 
Treatise on Natural Philosophy, w 778" [2"] et [k]). 

II faut voir maintenant si cette condition (I) est n6cessaire pour qu'il 
y ait stabilit6 s6eulaire. Nous avons vu au w 7 que les d6plaeements 
infiniment petits xi des diverses mol6eules d'un syst6me k partir d'une 
position d'6quilibre relatif pouvaient s'exprimer de la fagon suivante: 

x, ---- EA. ,  [ i ,  m] ' 

les A ,  6tant des eonstantes arbitraires d'intSgration, tandis que les It, m] 
et les 2,, sont des constantes d~pendant des 5quations diff6rentielles donn~es. 

Pour qu'il y ait stab{lit5 s~euluire, i l  faut que tous les A aient leur 
partie r~elle nulle ou n6gative. 

Plagons-nous d'abord darts les conditions oh la rSgle du w 7 est 
c e~t g dire oh tout d6plaeement entraine une r6sistance passive. applicable, ' 

Tous l e s  2 devront alors avoir leur partie %elle n6gative, et tousles  x~ 
tendre v e r s o  quand t eroltr.~ ind6finiment. L'expression suivante: 

T+ U--Uo T 
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(si l'on n~glige les cubes des xi, ou ee qui revient au mOne les cubes 
des Am) est une forme quadratique par rapport aux Am. 

Cette forme dolt tendre vers o quand t eroit ind6finiment. Mais 
d'aprSs la nature m~me des r6sistances passives, cette forme dolt aller 
eonstammen~r en diminuant. I1 faut done que  sa valeur initiale soit 
toujours positive quelles que soient les constantes arbitraires A,,~. La 

forme ~ est donc toujours d(~finie positive, c e,t a dire que U--~~ dolt 
2 

('~tre minimum dans la position d'6quilibre. C'est 1~ la d6monstration de 
la rSgle du w 7- 

Supposons maintenant que eette r~gle ne soit plus applicable, c'est 
/~ dire que certains d(~placements n'entralnent pas de r6sistances passives. 
I1 pourra arriver alors s'il y a stabilit6 s6culaire que parmi les 2m, il y 
en ait un certain nombre que j 'appellerai les 2~ et dont la partie r6elle 
est nulle, pendant que d'autres que j 'appellerai les ),q auront lcur parfie 
r(~elle n6gative. 

D'apr6s cela la forme tP ne tendra pas vers o,  en gSn6ral, quand 
t croltra indSfiniment; elle partita de sa valeur initiale ~0 et tendra vers 
une certaine valeur limite ~ que l'on obtiendra en remplacant dans ~o 
tous les .Aq par o e t  en conservant aux Aj, leurs valeurs initiales. Comme 
la forme d~ dolt aller constamment en diminuant, on devra avoir: 

quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires Ap et Aq. Pour 
cela il faut que la forme quadratique tp soit la somme de deux autres, 
la premiSre ne contenant que les Aj,, la seconde ddfinie positive et ne 

contenant que les Aq. 
Si done dans la forme ~0 on annule t o u s l e s  Aj,, cette forme de- 

viendra ddfinie positive. 
Dans le cas qui nous oecupe, et si nous supposons que le centre de 

gravit5 de notre masse soit fixe, il n'y a que trois d4placements qui 
n'entralnent pas de rdsistance passive, ce sont les rotations autour des 
trois axes. II y a donc au plus six des ),,,, dont la partie r~elle est 
nulle; en d'autres termes, il y a au plus six Ap. En r4alit6, il n'y a 
que quatre Ap. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tolls 
les Aq sont nuls, en supposant que les diverses molecules de la masse 
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fluide tournent d'un mouvement  uniforme, a la fa(~on des diff6rentes parties 
d'un m(hne corps solide, autour d'un axe quelconque et avec une vitesse 
quelconque. On obtiendra t o u s l e s  mouvements pour lesquels tous les 
Ap sont nuls, en considdrant les ddplacements de la masse fluide qui sont 
tels que le moment de la quantit6 de mouvement  relatif par rapport aux 
axes mobiles soit nul. Pour qu'il y air stabilit6 sdculaire, il faut que la 
forme r soit toujours positive quand les d6placements initiaux et les 
vitesses initiales des diverses mol6cules sont telles que tous les Ap soient 
nuls, c'est ~ dire que le moment  de la quantit6 de mouvement  soit nul. 
Or il est ais6 de voir que cela ne peut avoir lieu que si 1'expression (2) 
est un minimum. 

C'est done lb, la condition ndcessaire et suffisante de la stabilit6 
s6culaire. 

L'expression: 

Uo - -  U - -  ~~ (~o - -  I) = r - -  
2 

est aussi une forme quadratique par rapport aux A,,, quand on n6glige 
les cubes de ces quantit6s. Cette forme peut 6tre r6duite en une somme 
de carr6s et ce sont les coefficients de ces carr6s que nous avons appel6s 
jusqu'ici coefficients de stabilit6. D'apr6s ce qui pr6c6de, il convient 
maintenant d'envisager la forme: 

F =  Uo- -  u- - '~  - 
2 

+o* ( I  - -  Io)  ~ 

2 I 

Cette forme peut aussi ~tre r6duite en une somme de carr6s et j 'appellerai 
les coefficients de ces carr6s coefficients de stabilit6 corrig6s. Ils devront 
6tre tous n6gatifs pour l a  stabilitd s6culaire. 

Supposons que la forme d'dquilibre relatif soit un ellipsoide et que 
la figure troubl6e soit d6finie par la distance ~" d'un point de sa surface 

l'ellipso'ide compt6e normalement  k l'ellipsoide. 
Si l'on a: 

Z AJ ,Ni 

nous avons vu au w 9 que les cogfficien.ts de stabilit6 s'dcrivent: 

4,'r ; (R,S, R,S', ) lM~N~<ho. 
2 ,  \ 3 2 n + I  

Aeta mathematiea. 7. Imprlm6 le 30 Septembre 1885. 47 
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I1 est aisfi de voir que si l'on n~glige le cube des A~ il viendra: 

+o" ( I -  Io)" _ ( B A  --k B ' A ' )  2 
2 I 

B e t  B' 6tant des coefficients qui ne d@endent  que des axes de l'ellipsoide 
pendant que A et A' sont les coefficients de: 

darts l'expression de r 
I1 r6sulte de l~ que les coefficients de stabilit6 corrig6s no diff6reront 

pas des coefficients de stabilit6 primitifs, si l'on excepte ceux qui se 
rapportent aux fonctions de LAM~: 

R0t.2 et R~.~. 

Or si l'on se reporte au paragraphe pr6c6dent, on verra que nous pouvons 
envisager s6par6ment les mouvements harmoniques des divers ordres, et 
que pour qu'il y ait stabilit6, il faut ct il suffit que cette stabilit6 existe 

la lois en ce qui concerne les mouvements harmoniques de chaque ordre. 
Mais d'apr6s ce que nous venons de dire des coefficients de stabilit6, 

la r6gle du w 7 s'appliquera aux mouvements harmoniques de tous les 
ordres si l'on excepte le second. 

Pour qu'il y ait stabilit~ s~culaire en ce qui concerne les mouve- 
ments du n e ordre, il faut et il suffit que les coefficients de stabilit5 
corrig6s qui se rapportent aux fonctions de I,A.~lff. d u n  ~ ordre soient tous 
n6gatifs; or ils ne diffSrent pas des coefficients primitifs s i n  > 2. 

Consid~rons d'abord les mouvements du 2 6 ordre; i|s ne seront pas 
alt~r6s comme nous l'avons vu, si nous nous imposons comme liaison la 
condition que ces mouvements soient seuls possibles. Cela revient h 
assujettir la figure de la masse fluide k la condition de rester toujours 
ellipso]dale. 

Pour que la stabilitd soit s@ulaire, en tenant compte de cette liaison, 
il faut et il suffit que l'expression: 

~o'1 
(2) U + 21 

soit plus grande pour un ellipsolde quelconque que pour l'ellipso~de 
d'Squilibre. 
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L'expression eoI o est le moment de la quantit6 de mouvement; c'est 
une  donn6e de la question. Les quantit6s qui ddfiniront l'ellipso:fde seront 
deux des axes, a et b; le troisi6me axe par rapport auquel on prendra 
les moments d'inertie sera fonetion des deux premiers, puisque le volume 
est suppos6 donn6. 

A tout syst6me de valeurs positives de a e t  b correspond une valeur 
de (2) qui tend vers une limite nulle ou positive quand l 'un des axes a 
ou b tend vers o ou vers cxv d'une mani6re quelconque. 

Si done on appelle ~1, ~ et ~a" le hombre des minima ndgatifs de 
l'expression (2), celui des maxima n6gatifs, et celui des ellipso'ides d'6qui- 
l ibre qui correspondent k une valeur n6gative de (2) qui n'est ni un 
maximum ni un minimum, on aura par simple raison de continuit6 ct 
en vertu des principes bien connus de l'Analysis Situs: 

(3) > o. 

Pour les valeurs de o~I 0 qui sont inf6rieures k une certaine limite, 
il n'y a qu'un seul el l ipsoide d'6quilibre qui est de r6volution. Si los 
axes de cet ellipsoide sont p, to et ~'p'---c ~, ces valeurs de p satisferont 
k l'in6galit6: 

(4) R,s,,3 > o .  

J 'appellerai  un pareil ellipso'ide: ellipsoide pea aplati pour le distinguer de 
ceux qui ne satisfont pas k l'inSgalit6 (4). 

Puisque n o u s  n'avons qu'une seule figure d'6quilibre, les in6galit6s 
(3) ne peuvent subsister que si cette figure correspond ~ un minimum. 

Les ellipsoides peu aplatis sont donc stables en ce qui concerne les 
mouvements du 2 ~ ordre. 

Pour lea valeurs plus grandes de roI0, il y a trois figures d'6quilibre: 
un ellipso'ide de r6volution ne satisfaisant pas k l'in6galit6 (4) (je dirai 
qu'il est tr~s aplati) et deux ellipso'ides de JACOBI 6gaux entre eux et ne 
diff6rant l 'un de l 'autre que par la permutation de a et de b. I1 faut 
donc que les deux ellipso'ides de JACOBI correspondent tous deux h un 
minimum de (2) ou que cela ne soit vrai d'aucun des deux. Dans ces 
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conditions, les in6galit6s (3) ne peuvent subsister que si les ellipsoIdes de 
JAeOBI correspondent h u n  minimum et si l'ellipsoide de r6voluti0n ne 
correspond n i  ~. un maximum, ni ,~ un minimum. 

Done en ce qui concerne les mouvements du 2 d ordre, lea ellipsoides 
de JACOBI sont toujours stables et les eIlipsoides tr~s aplatis toujours 
instables. 

Si par cons6quent nous imposons h la figure de la masse fluide la 
condition de rester ellipso'idale, les ellipsoides peu aplatis et ceux de 
JACOBI seront stables, pendant que les ellipso~des tr6s aplatis seront in- 
stables. (Cf. TArr et THOMSON, Natural Philosophy, 778'', If]) .  

Voyons maintenant si la stabilit6 s6culaire subsiste encore lorsqu'on 
consid6r5 les mouvements harmoniques d'ordre supdrieur. 

Cela est 6vident en ce qui concerne lcs ellipso]des peu aplatis. Con- 
sid6rons en effet un ellipso]de de rdvolution qui, se rdduis,'mt d'abord it 
une sph6re, aille ensuite en s'aplatissant de plus en plus, de fa(;on que 
si ses axes sont p et ~ ,o" -c  ~, p d6croisse de + o,v h c. Nous avons vu 
au w I I que t o u s l e s  coefficients de stabilit6 sont d'abord n6gatifs; puis 
qu'un certain nombre d'entre eux s'annulent successivement pour devenir 
positifs. A la fin de ce mdme paragraphe, nous avons d6montr6 que le 
premier de ces coefficients qui s'annule ainsi, c'est celui qui correspond 

la fonction de L.aMI~ R~.2 qui se rdduit ~ p~ pour b 2 --~ o. Si donc ce 
coefficient cst n6gatif, c'est it dire si l'indgalit6 (4) est satisfaite, tous les 
autres coefficients seront aussi ndgatifs. L ellipsoide peu aplati est donc 
stable. (Cf. loe. cit. 778" [b]). 

Qua:nt K l'ellipsoide de JAcom, il sera stable en ce qui concerne les 
mouvements harmoniques d u n  ~ ordre, pourvu que les coefficients de 
stabilit6 (corrig6s ou non, cela revient au m6me s i  n > 2) qui affectent 
des fonctions de LAM~ d u n  ~ ordre soient tous ndgatifs. Or nous avons 
vu au w I2 que tous les coefficients de stabilit6 d u n  e ordre restent tous 
n6gatifs pour t o u s l e s  ellipsoides de JAcom, ~ l'exception du coefficient 
qui se rapporte s la fonction R0~,, et que nous appellerons coefficient 
principal du n r ordre. Ce coefficient principal, d'abord n6gatif pour les 

b" 
valeurs suffisamment petites de ~ finit par s 'annuler et par devenir positif 

b ~ 
quand on fait croitre c- z . 
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b ~ 
Nous disons que l'ellipsoide de JAcom est peu allongd si ~ est assez 

petit  pour que t ous l c s  coefficients principaux soient n6gatifs, et trds allongd 
b ~ 

si ~ est assez grand pour que l 'un au moins des coefficients principaux 

soit positif. 

D'apr6s ce que nous avons vu au w i2, il est certain que le premier 
de ces coefficients principaux qui s 'annule est celui du 3 ~ ordre, de sorte 
que l'ellipsotde limite qui sdpare les ellipsoides peu allong6s des ellipsoides 
tr6s allong6s, est celui dont les axes satisfont s la relation 

R,S, Ro ~8,, ~ 
3 7 

~ O .  

D'apr6s ce qui pr6c6de, les ellipsoides peu allong6s seront stables ct 
les ellipso'ides tr6s allong6s instables en ce qui concerne tes mouvements 
harmoniques d'ordre sup6rieur au second. 

En rdsumd, si la figure de la masse fluide n'est assujettie it aucune 
condition, les ellipso~'des de rdvolution peu aplatis et les ellipsoides de JACOBI 
peu allong~s jouiront de la stabilitd sdculaire, pendant que les ellipso~des de 
~volution trOs aplatis et les ellips~Mes de JAcom trOs allongds n'en jouiront pas. 

Ces derniers pourraient toutefois jouir de la stabilit6 ordinaire sans 
jouir de la stabilit6 s6culairc. I1 nous reste s examiner s'il en est ainsi. 

Occupons-nous d'abord des petits mouvements harmoniques du second 
ordre des eIlipsoides de r6volution. Supposons donc, ce qui n'alt@e pas 
ces mouvements, que la figure de la masse fluide soit assujettie ~ rester 
ellipso'idale. 

D'apr6s le paragraphe pr6c6dent, nous pouvons m~me (sans alt6r, cr 
les petits mouvements qu ' i l  s'agit d'6tudier) supposer que la valeur super- 
ficielle du potentiel V e s t  assujettie non seulement ~ ~tre exprim6e par 
une somme de LAM~ du 2 a ordre, mais encore soit ~ ~tre sym6trique par 
rapport  au plan des xy, soit au contraire ~ changer de signe avec z. 

I,a seconde hypoth6se est sans int6rdt; elle nous conduirait simplement 
une sorte de mouvement de pr6cession. Tenons-nous done s la premidre 

et supposons que l a  figure de la masse fluide est assujettie s dtre toujours 
un ellipso'ide ayant  un axe dirig6 suivant l 'axe des z. 
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Xs y l  Z 2 

P + ) + e ' - ' = '  
l'ellipso'ide envisag6. Nous aurons k consid6rer les trois fonctions 

R,,2. Nous poserons donc: LAMI~ R 2 = P ~ / p ' ~  - -  b'~ = P~, B~o,2 et 

P1 ---- R 2 M ~ N ~  = x y  

p~ l l , ~ x ~ _ _  y~ = Ro,2Mo,:No,~ 

1}3--=-~1 M1 .Vl __  6z "~ ~ o ~ , : - ' ~ , 2 - ' . 2 , ~  ~ 3 x~ "{- 3Y ~ ~ 2 .  

Nous poserons de plus: 

R , S ,  R,S,,  
K ,  = T - - T  - 

R ,  8 ,  ]~[. '3~ . 
IC~ - -  3 5 

de 

R,8, ~',8:,~ 
3 5 

Nous reprendrons d'ailleurs les notations du paragraphe pr6c6dent. 
La fonction r devant satisfaire k l'6quation: 

d'r d'r r ~ d~r -- o 
a~ ~ + - ~  + dz" 

nOUS ] e c r l r o n s :  

r = -4( x ' ~ -  y~) + Bxy -4- C' (x  ~ + y~ - - -  r , /  -t- D 

A ,  B ,  C et D 6tant des coefficients constants qu'il s'agit de ddterminer 
et qui jouent le m6me rble que les Dq du paragraphe pr6c6dent. 

L'dquation (5) du paragraphe pr&6dent devient: 

~'1 = - -  4 z [ A ' K ~  (x ~ -  y2) "b B ' K l x y  -t- C'K~ (3 x2 + 3y ~ -  6z 2 -  2)] 

A' ,  B ' ,  C' 6tant des coefficients constants, et elle doit devenir une identit6 
en tenant compte de l'6quation de l'ellipsoide. 
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On trouve d'ailleurs: 
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d~b, z de, y d~', r'z 
dz p'~ + dy p'  - -  b' + dz p ' - -  c' 

~2 _ _  y2  

- -  2 A  I- 2 B ~  
xy 

p~ P 

."  .~' 2, ~ ) 
+ 2C p+, p ' - -  I 

de,  z de,, Y 
dy p~ dz p ~ - -  b' 

4Azy  - -  y '  p ,  + B z" p, 

de sorte que l'6quation (6) du paragraphe pr6c6dent devient: 

p,  (2A), + 2Btoi) + - -  + p ,  
2Z t 

p ' - -  I) 

a(4,o' - -  , P )  [A,(x~ __ y , )  + B'xy  + 6*(3 x2 + 3Y' - -  6z~ - -  2)] 

et elle dolt 6tre une identit6 en tenant eompte de l'6quation de l'ellipso'ide. 
On doit donc avoir: 

A = - -  4~rA'K1, 

(s) D 
C--k p ,  - -  4mU'K.2 3 - - ~ ,  , 

et d'autre part: 

2 A2 + 2 Btoi ----- 

(9) 

B = - -  4 ~ B ' K  1 , 

20 D __ (6C, K2 + 2C'K 2 "~ 
7 7 + f ' - -  i \ p , _  ~/4T, 

),(4,~' - -  ,t') A', 
~ / p , a  1 

2B~ - -  8 A w i  - -  ,i(4,o' --  ,i') B, ' 
V?"-- i 

2C ~--- 4~a__~'-- 2 ' ( , ,  3 - -  �9 
V~o s - -  I 

Ce sont lk les 6quations (8) et (9) du parqgraphe pr6c6dent. On peut y 
satisfaire: 

I ~ en suppo~qnt que C, D et (7' sont nuls, ce qui donne en 6liminant 
A, B, A', B' 

4~0 ~ -  ,1' - .. 2 [ 2 +  ~--~I]' 2m~ 
4a'K, ~/p' 

~ O  
4o~'-- 2* 

- -  8toi ,  ~ [ 2  "4" 4rrK, ~ / p ' - -  , ]  
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Oi l :  

O l l  : 

)fl 2 -t-  4,'rK, ~,p~" ~ - -  1 6 0 )  = 0 

)L ( 2  -t- 4~~  ) "-- + 40)- 
47,K~ / 2 - - ~ o  - -  I 

Cette 6quation a toujours ses trois racincs r6elles si K 1 est positif; l'ellip- 
soide jouit donc alors de la stabili% ordinaire, ce que l'on pouvait p%voir; 
car si K 1 est positif, l'ellipsoide est peu aplati et, ayant la stabili% sfieu- 
laire, il doit a fortiori jouir de la stabilit6 ordinaire. 

Dans tous les cas, on trouve en prenant le signe -t- par exemple: 

+ 20)) - -  8 K, ' = o 

avec 2 ~ 20) pour la 3 e racine. 
La condition de %alit6 des raeines est done: 

4~o ~ 

]I r6sulte de lk qu'alors m6me que K~ devient n6gatif et que l'ellipso]de 
devenant tr6s aplati cesse de poss6der la stabilit6 seiculaire, il jouit  encore 
pendant un certain temps de la stabilit6 ordinaire. 

Cela a lieu bien que l'expression: 

(02/0 
(2) U + z t  

ne soit ni minimum, ni maximum et qu'elle soit un ))minimax~ pour 
employer une expression consacr6e en Angleterre. (Cf. loc. cit. 778" [3]). 

2% Supposons maintenant que A, B, A', B' soient nuls et que C, 
D et C' ne le soient pas. 

D'apr6s la forme m~me des 6quations (8) et (9) que nous venons de 
former, il existera un mouvement  harmonique du 2 a ordre qui satisfera 
k ces conditions. I1 rdsulte 6galement de la forme de ces 6quations, que 
ce mouvement  harmonique ne sera pas alt6r6 si l'on astreint la masse 
fluide k affeeter la figure d'un ellipso'ide de r6volution. 
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Mais si on introduit eette liaison, l'ellipsoide de r~volution quel que 
soit son aplatissement, jouira non seulement de la stabilit~ ordinaire, mais 
de la stabilit~ s&ulaire. (Cf. loe. cir. 778" [a]). 

Ainsi certains ellipso]des tr~s aplatis possSdent encore la stabilit~ 
ordinaire. I1 en est probablement de m&ne de certains ellipsoides de 
JACOBI tr~s allongds. 

Ne nous occupons plus maintenant que de la stabilit~ s&ulaire et 
cherchons quelles sont, parmi les figures d'Squilibre non ellipso'idales dont 
nous avons d~montr6 l'existence, celles qui poss~dent cette stalAilit& A 
cet effet nous pourrons appliquer le principe de l '&hange des stabilit~s, 
ce que nous ne pourrions pas faire pour la stabilit~ ordinaire. 

Soient S et S' deux s~ries lin~aires de figures d'~quilibre et F une 
figure de bifurcation commune ~ ces deux sSries. Si pour cette figure, 
tous les coefficients de stabilit~ sont n~gatifs, exceptd un qui est nul, il 
y aura en  g~n~ral tant dans la s~rie S que dans la s~rie S', des figures 
tr~s peu diff~rentes de F qui seront stables. Si pour la figure F il y a 
des coefficients de stabilit5 positifs, toutes les figures de S et de S' tr~s 
peu diff~rentes de F seront instables. 

Nous avons consid~r~ diverses s~ries lin~aires de figures d'~quilibre, 
s savoir: lat s~rie S des ellipsoides de r~volution; la s~rie S' des ellipso]des 
de JACOBI; les s~ries 2' qui ont une figure commune ~ avec la s~rie S; 
les s~ries S~, S~, . . . ,  S,, . . .  qui ont respectivement une figure commune 
E~, F, ,  . . . ,  F . ,  . . .  avec la s~rie S'. La figure F.  sera un ellipsoide 
de JACOBI pour lequel on aura: 

n ,s ,  R:,.8'~,. 
3 2 n +  I 

- - 0 .  

D'apr~s ce qui pr&4de, toutes les figures ~ seront des ellipso'ides de 
r~volution tr~s aplatis, pour lesquels le coefficient de stabilit~ relatif 
la fonction de LAM~ R~.~, sera positif. Donc toutes les figures des s~ries 
Z n'auront pas la stabilit~'s~culaire; c'est ~ dire qu'elles seront instables 
pourvu que le fluide soit visqueux et si peu qu'il le soit. Cela n'est vrai 
toutefois que pour celles de ces figures qui diffSrent trSs peu de l'ellipsoide 
et qui sont les seules dont nous sachions quelque chose. Il n'est pas im- 
possible que les s~ries X contiennent des figures stables trbs diff~rentes de 
l'ellipso~de. 

A c t a  m a t h e m a t t e a .  7. Imprim6 le 29 Septembre 3885. 48 
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Toutes les figures ~'3, F~, . . .  sont des ellipsoides tr6s allong6s pour 
lesquels un certain nombre de coefficients de stabilit~ sont positifs. Un 
seul est except6; c'est l'ellipso'ide limite qui s6pare Ies ellipso:fdes tr6s 
allong6s des, ellipsoldes peu allong6s et pour lequel tous les  coefficients 
de stabilit6 corriggs sont n6gatifs except6 un qui est nul. 

Nous avons vu au w i 2 que cet ellipsoide limite n'est autre que F s. 
Done les figures peu diff6rentes de l'ellipso:ide sont instables (s6culaire- 

ment) clans les s6ries $4, 5'~, . . . ,  S.; et stables clans la s6rie 38. 
La forme d'dquilibre repr6sent6e dans la figure p. 347 est done une 

forme d'6quilibre stable. 

w 15. Conclus ions .  

Les ellipsoides ne sont pus les seules figures d'dquilibre que puisse 
affecter une masse fluide homog6ne dont toutes les mol6cules s'attirent 
d'apr6s la loi de NEWTON et qui est anim6e d'un mouvement de rotation 
uniforme autour d'un axe. Si on laisse de c6t6 certaines formes d'dqui- 
libre o~l la masse cn question se subdivise en deux ou pl.usieurs corps 
isol6s, et d'autres oh elle prend une configuration annulaire, il existe 
encore une infinit6 de s6ries de figures d'6quilibre. 

Toutes ces figures sont sym6triques par rapport ~ un plan perpen- 
diculaire ~ l'axe de rotation. En outre elles ont un certain hombre de 
plans de sym6trie passant par l'axe (elles en ont toutes au moins un) et 
certaines d,entre elles sont de r6volution. 

Pa rmi  ces sdries de figures, il n'y en a qu'une qui est stable et elle 
a deux plans de sym6trie seulement (voir la figure p. 347). 

Les ellipso'ides de r6volution sont stables s'ils sont moins aplatis que 
celui q u i  est en mgme temps un ellipso:ide de JACOBI; les ellipsoides de 
,lAco~I sont stables s'ils sont assez peu allong6s. 

Duns ces conditions la stabilit6 subsiste quand mgme le fluide est 
visqueux. 

Les ellipso:~des de r6volution qui sont plus aplatis que celui qui est 
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en m6me temps un ellipsoide de JAcom, mais dont l 'aplatissement rcste 
inf6rieur k une certaine limite, sont stables si le fluide cst parfaitcment 
d6pourvu de viscosit6; ils ne le sont plus si le fluide est visqucux ct si 
peu qu ' i l  le soit. 

Consid6rons une masse fluide homog6ne anim6e originairement d'un 
mouvement  de rotation; imaginons que cette masse se contracte en se 
refroidissant lentement, mais de fa(;on k rester toujours homogSne. Sup- 
posons que le refroidissement soit assez lent ct le frottemcnt int6rieur du 
fluide assez fort pour que le mouvement de rotation reste le m6me dans 
les diverses portions du fluide. Dans ccs conditions le fluidc tendra tou- 
jours h prendre une figure d'6quilibre s6culairement stable. Lc moment  
de la quantit6 de mouvement  restera d'ailleurs constant. 

Au d6but, la de nsit6 6tant tr6s faible, la figure de la masse est un 
ellipso'ide de r6volution tr6s peu difi'6rent d'une sph6re. Le refroidissemcnt 
aura d'abord pour effet d 'augmenter l 'aplatissement de l'ellipsoide, qui 
restera cependant de r6volution. Quand l'aplatisscment sera devenu ~ peu 

pr6s 6gal ~ �88 l'ellipso]de cessera d'etre de r6volution et deviendra un 

ellipso'ide de JACOBI. Le refroidissement continuant, la masse cessera 
d'6~re ellipsoidale; elle deviendra dissymetrique par rapport au plan des 
yz et elle affectera la forme repr6sentde dans la figure p. 347. Comme nous 
l'avons fait observer k propos de cette figure, l'ellipso'ide semble se creuser 
16g6rement dans sa partie moyenne, mais plus pr6s de l'un des deux 
sommets du grand axe; la plus grande pattie de la mati6re tend k se 
rapprocher de la forme sph6rique, pendant que la plus petite partie sort 
de l'ellipsoide par un des sommets du grand axe, comme si elle cherchait 
k se d6tacher de la masse principale. 

Il est difficile d'atmoncer avec certitude ce qui arrivera ensuite si le 
refroidissement continue, mais il est permis de supposer que la masse ira 
en se creusant de plus en plus, puis en s'6tranglant dans la partie moyenne 
et finira par se partager en deux corps isol6s. 

On pourrait 6tre tent6 de chercher dans ces consid6rations unc con- 
firmation ou une r6futation de l'hypoth6se de LAPLACE, mais on ne doit 
pas oublier que les conditions sont ici tr6s diff6rentes, car notre masse 
est homog6ne, tandis que la ndbuleuse de LAPLACE devait ~tre tr6s forte- 
ment condens6e vers le centre. 
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J'ai eru nSanmoins devoir exposer ici ce qui arrive d'une masse 
homog~ne qui se contracte lentement et incessamment, car c'(~tait le meil- 
leur moyen de rdsumer sous une forme un peu plus concrete les princip- 
aux r~sultats de ce long mdmoire et de faire comprendre quel intdrdt il 
y aurait ~ combler les lacunes que j'y ai laiss~ subsister. 

Paris, i6 Juillet x885. 


