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ZU!R T H E O R I E  D E R  G A M M A F U N C T I O N  I 

VON 

HJ. M E L L I N  
i n  H E L S I N G F O R S .  

Den Ausgangspunct dcr nachfolgenden Untersuchungen bildet eine 

Function der allgemeinen Form 

,,,,) I (~ %) l'"*' (~ ..... ,,,) 
e " "  - " 

/"Jl .~ . - -  ih ) l'""(z --- b..) ..... I'"' (z - -  b,) 

wo /q, . . . ,  /z,., ~,, . ,  ~, positive ganze Zahlen und a, a~, . . . ,  a,., 

b,, . . . ,  b, beliebige von z unabhl;mgige Grossen bezeiehnen. 
Die S'atze, welehe Herr Pm'M in seiner in CI~ELLE'S J o u r n a l  Bd. 82 

publieirten Arbeit: Z u r  Theorie  der  Gammafanc t i on  entwiekelte, konnen 
als ganz speeielle Fgdle yon denjenigen betraehtet werdmb die im Folgenden 
bewiesen werden sollen. Indem ieh von dem MrrTaG-Ln~'FLF,~'sehen Satze 
Gebraueh maehe, erhal te  ieh eine grosse Anzahl neuer lranseendenten, 
die mit der Gammafunetion sehr nahe verwandt sind. Die Theorie der 
Gammafunetion wird gleiehzeitig nieht unbedeutend erweitert. Besonders 
bemerkenswerth ist die formale [Jbereinstimmung, welehe dieselbe in ge- 
wissen Hinsiehten mit der Theorie der linearen Differentialgleiehungen 
erh'alt. Dieser Umstand kann, wie ieh bei einer anderen Gelegenheit 
zeigen will, dadureh erklr~rt werden, dass in der That aueh eine nrdmre 
Beziehung zwisehen den Integralen gewisser linearen Differentialgleiehungen 

i Vergt. meine Abhandlung: O m e n  ~y klass af  tra~scendenta fa~ctio~er, hvilka dro 
ndra besl~gtade reed gammafunktionen, Acta soe. scient. Fennicm~ Tom. XIV~ XV; 
I885~ I886. 

Acta mathematica. 8. lmpr tm~ le 19 F~vrier  1886. 
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und solchen Transeendenten, yon denen im Folgenden die Rede wird, 
stattfindet. Diese Beziehung giebt eiu Satz am Ende dieser Abhnndlung.  

Die Function F(z)  genfigt offenbar der Gleiehung 

( 2 )  1,'(z + 

W O  

b) 

ist. 

r ( z )  = e 
t~ t,,)~'(~ - -  t,~) '~ . . .  (~ - -  b,) ~ 

Zum Ausgangspunete unserer Untersuchungen hittten wir eine Func- 
tion der noeh ~dlgemeineren Form 

r p 

II ';' " ) ~ F'pC I Pi%z op =1" ~"P-- rpz) 
n q 

pII= ~ l'~,o(/~z be) } I  l'"p(,lp o~z) 

wi~hlen konnen, in welcher IZ, v, m, n, a, /~, F, (~ positive ganze Zahlen 
und a, b, c, d beliebige yon z unabh~ngige Grossen bezeiehnen. Dass 
dies nicht gesehehen ist, hat hauptsaehlieh seinen Grund in dem folgenden 
Satze: 

Jedcr beliebigen falionaleJJ, Funclion r (z )  entspricht eine und zwar, 
wenn man von einem Factor d ~~"~, w o k  eine ganze Zahl, absieht, nur eine 
einzige Fullctiol~, welche die Form (i) hat und der Gleichun 9 (2) .qeniigt. 
Jede andcre Fanction, die derselben Gleicllung geniigt wie F(z) ,  kann a u f  
die Form f ( z ) F ( z )  ,qebracht we,'dea, wo F(z) eine gewisse Function mit 
der Periode i be~,eichnet. 

Auf  Grund dieses S'ltzes, von dessen Riehtigkeit man sieh sofort 
iiberzeugt., k0nnen die Funetionen der Form (i) als die Grundformen be- 
trachtet  werden, aus denen man ~flle i~brigen einer Gleiehung (2)ge-  
n~genden Functionen dureh Multiplication mit periodisehen Funetionen 
erhlilt. 
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I I  

Der Eigenschaft F ( z - 4 - ~ )  = z F ( z )  der Gammafunction entspricht 
? .  die Etgenschaa F(z  4 - I ) =  r ( z ) F ( z )  yon F(z). Ebenso entspricht der 

Eigenschaft 1 
F(z + m) 

}im ]m [m" - -  I 

der  ers teren F u n c t i o n  eine i ihnl iehe E igenseha f t  der  le tz teren.  S te l l t  m a n  

n' ,hnlieh diese G l e i e h u n g  m i t  d e m  A u s d r u e k e  yon  F ( z ) z u s a m m e n ,  so 

f inder  m a n  dass 

l i m F ( z +  m )  _ _  I 
..... (z ,~) 

ist, wo die Grosse (z, m)(lurch die Gleichung 

(~, ,,~) --_ e o (~ , , , , ) ( ! ' ' - - 'm  . . . .  )'~'(I m ~ , , :  o~),-.. (I ~ i,,~ . . . .  
�9 - z - - b 2 ~ ' )  2 (Ira ,m~-~')'~'(!,, . . . .  ,m ) . . . ( I , , - - I m ~ - " ) "  

def in i r t  ist. ~_eCzt m a n  zur  A b k i i r z u n g  

(4) I~ = t~1+ I~,,. + ..  + I~,, 

(~) ~ = , ~ , + ~ + .  + ~ , ,  

(6) z = ~,b~ + ~b~ + . .  + ~ s b s - - / ~ 1 a l - - / ~ a ~ - - . . . - - / a ~ a ~ ,  

so kann (z, m) in der einfachen Form 

(7)  (~, '") = e~ '+" ~(  " ~ -  ~ " 0  ..... "~ 

gesehr ieben  werden .  

Z:~ 2 m ~ = i + z log m + - - l o g  m + . . .  ; mit log m i s t  der rcelle Logarithmus zu 
1 . 2  

v e r s t e h e n .  
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Es befriedigt also F(z) ein System yon Functionalgleichungen yon 
folgender Form 

(8) 

sich 

+ , ) =  

liln F(z + ~) 
. . . . .  (g ' ,  ;J:J~" ) 

Dutch wiederholte Anwendung der ersteren dieser Gleiehungen ergiebt 

F(z + m) F(~ + r~) 
F ( z )  ~-- r (z )r ( ,  + 1 ) . . . r ( z  + , / / b - -  s )  - -  (Z, 97<1,) 

Wendet man auch die letztere an, so folgt 

(Z �9 '~'t) 

r(z)r(z + I ) . . .  r(z + m - -  f) 

(9) lin, ~ (1"' - -1  " 7 " - - " "  �9 
. . . .  r(z)r(z  + ~ ) . . .  r(z, + ~ - -  i) 

Die reehte Seite dieser Gleiehung hat Mso einen bestimmten end- 
lichen Werth fi;lr jeden Werth z, dec nicht gleich einer Unendlichkeits- 
stelle yon F(z) ist. Da dieser neue eindeutige Ausdruck far  F(z) eine 
nolhwendige Folge der Bedingungen (8) allein ist, so geht dar-ms zugleieh 
hervor, dass _F(z) dutch diese Bedingungen eindeutig bestimmt ist. 

Die Gradzahl des Zr~hlers yon r (z)  ist offcnbar gleieh # und (lie des 
Nenners gleich ~. Ist p > ~ so ist immer 

ist # < ~ so ist immer 

ist # = v  so ist 

lira (z, m) = oo; 
~ n = m  

l im(z,  m) = o; 

llm (z, m) c-~, 

wenn der reelle Theil yon = posit ivist ,  und 

lira (*, m) - -  o,  

wenn derselbe n e g a t i v i s t .  
Null, so ist 

I s t  dagegen dee reelle Theil yon a gleieh 

lira (~, 'm) = oo, 
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wenn der reelle Theil yon z positiv ist, und 

l im (z, m) --: o ,  

wenn derselbe nega t iv i s t .  Ist auGh der reelle Theil von z gleieh Null, 
so ist 

I(z, m ) l -  le-:l" 

Die letztere der Gleichungen (8) sagt als0 a u s ,  wie siGh (lie Function 
F(z)  verhalt, wenn des Argument  z ~ x -I- 0 sich dem Puncte cxv in 
positiver g ich tung Phngs einer der x-Axe parallelen Gerade n'Ahert. 

Wit- setzen hier noch folgende Bezeichmmgen lest, die wit  ki'mftig 
anwenden werden: 

I 
( to )  s ( , )  - r ( , )  

r 0 ( z ) -  ~ (,~ a,)",(z a~) ~"'-' (z a,) "~ 

r , (z)  -= (z  b,)'~,(z b~)'~'-. . . (z  - -  b~) ~' 

(~3) l i m r ( z )  = M. 

Ist die Gradzahl ,,x yon r ,(z)  grSsser a,ls dig {,radzahl u yon r ~ ; ) ,  so 
ist 3 1 =  r 1st , ,~<~ so ist 3 1 - - o .  Ist / ~ - - u  so ist 

M _~ e ~. 

Es hat  sieh zweckmassig gezeigt, die Constanten a und b in F ( z )  

ether gewissen Bedingung zu unterwerfen, und zwar der Bedingung, dass 
die Differenz irgend zweier dieser GrSssen weder eine positive noch eine 
negative ganze Zahl sein daft. VermSge der Gleichung I ' ( z - [ - I ) = z l ' ( z )  

finder man, dass diese Bedingung nicht yon ether mehr beschrankenden 
Natur  ist, als dass F ( z ) ,  wenn die Bedingung nicht erfi~llt ware, auf die 
Form eines Productes gebracht werden kOnnte, dessen Factoren eine ra- 

Atta  matb~matica~ 8. Imprim~ le 12 F6vrier 1886, 6 



4 2  Hj. Mellin. 

tionale Function und eine Function derselben Form wie F(z)sein worden, 
in der aber die Constanten a, b die fragliche Bedingung erft~tlten. 

Ist diese Bedingung fhstgestellt, so k0nnen niemals zwei yon den 
r 4- s Functionen 

v " . ( , - - < ) ,  . . . ,  v , . ( , - - < ) ,  v , ( , - - b , ) ,  . . . ,  

for denselben Werth z unendlieh werden. 

Da die Gammafunetion keine Nullstelle besitzt, so kann aueh der 
Nenner yon F(z) for keinen Werth des Arguments gleieh Null werden. 
Diejenigen Werthe, for die F(z) unendlich wird, sind daher  in den Un- 
endliehkeitsstellen des Zghlers enthalten. Der Factor F>(z--%) des 

Zikhlers yon F(z) wird immer und nur dann unendlieh, wenn z ~ % ent- 
weder gleieh Null oder gleieh einer negativen ganzen Zahl ist, d. h. fi~r 

4) z = a a ,  a o - -  ~, . . . ~  a o - - n  , . . . ,  

und zwar wird er an jeder dieser Stellen unendlich der Ordnung /~tp. 
Da keiner yon den obrigen Factoren des Zahlers und auch keiner yon 
denen des Rennets zufolge der festgestellten Bedingung an diesen Stellen 
unendlich werden kann, so wird auch die Function F(z) selbst far jeden 
der Werthe (I4) unendlich der Ordnung/~o. Setzt man in ( t4)p- -~ ,2 , . . . , r ,  

so ergeben sich si~mmtliche Unendlichkeitsstellen for .F(z). Diese Stellen 
zerfallen also in r arithmetische Reihen, die den r Factoren im Zghler 
yon F(z) entsprechen. 

In ahnlicher Weise ergiebt sich, dass die Nullstellen yon F(z) als 
Glieder in den s arithmetischen Reihen enthalten sind. welche man erh~lt, 
indem man in 

(i5  b o, b . - - I ,  . . . .  b o - - n ,  , , .  

den Index p die Werthe i, 2 . . . .  , s durchlaufen l~sst. An jeder der 
Stellen (~5) wird F(z) Null von der Ordnung up. 

Die Nnllstellen des Z'ahlers r,(z) der rationalen Function r(z) sind 
nach w i 

und zwar sind diese bezOglieh Yon den Ordnungen p,, /12, . . . .  /~,. Jede 
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diesel- Stellen ist als erstes Glied in einer der r arithmetischen Rcihen 
cnthalten, in welche die Unendlichkeitsstellen yon F(z) zerfallen. 

Die Nullstellen des Nenners rl(z ) yon r(z)  sind 

(I7) bl, b~, . . . ,  bs, 

und zwar haben diese bezi~glich die Ordnungen ~1, u.2, . . . ,  v,. Jede 
dieser Stellen ist als erstes Glied in einer der s arithmetischen I~cihen 
enthalten, in welche die Nullstellen yon F(z) zerfallen. 

Da keine zwei von den Grsssen a, b einander gleich sind, so kSnnen 
Z~hler und N~nner in r(z) keinen gemeinsehaftlichen Theiler haben. 

. 

hn crstcn Theile der schon citirten A rbeit habc ich gczcigt, dass 
die Function F(z) -- I''(z), we!the der Gleichung 

.F(z -4- I ) ~  z:"[F(z) 

geni~gt, als Summe einer Partialbruchreihe P(z) und einer besti~ndig con- 
vcrgirenden Potenzreihe Q(z) dargestellt werden kann, von dcnen P(z) 
elner Gleichung 

P(~ + , ) =  : P ( , )  R(,) 

genl~gt, wo R(z) eine gewisse ganze rationale Function, dercn Gradzahl 
nicht gr(~sser als p - -  I ist, bezeichnet, Hieraus folgte sodann, dass Q(z) 
der Gleichung 

Q(, + i ) -  z.Q(~) + R(~) 
Genlige leistet. 

Diese Ergebnisse geben Veranlassung zu der Vermuthung,~dass sich 
i~hnliche Si~tze auch fiir die durch Gleichung (I) definirte allgemeincre 
Function E(z) bewcisen lassen miissen. Diese Function befriedigt die 
Gleichung 

F(z q- I) -- r(z)F(z) 
oder 

r~(~)~'(~ + , ) - -  ro(~)F(~) = o. 
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Nach'dem MVrTAG-LEFFL~U'schen Satze kann man 

F(,)  = P(z) + Q(z) 

setzen, wo P(z) eine Partialbruchreihe und Q(z)eine besti~ndig conver- 
girende Potenzreihe bezeichnet. Es llegt nun am ngchsten anzunehmen, 
dass P(z) die Gleichung .... 

r , ( ~ ) v ( ,  + i) - - -  r o ( ~ ) v ( , )  = - -  n ( , )  

befriedige, wo R(z) sowie ro(Z ) und r~(z) eine ganze rationale oder we- 
nigstens eine ganze transcendente Function bedeutet. Wli, re diese An- 
nahme richtig, so wtlrde O(z) die Eigenschaft 

r,(z~ Q(z + , ) -  r0(~)q(~)= R(~) 

besitzen. I)iese Gleichung sagt indessen nur in dem Falle ctwas Bemer- 
kenswerthes aus, wo sich R(z) auf eine ganze rationals Function reducirt. 

Die allgemeine Form der Partialbruchreihe P(z) kann nach dem, 
was in w 2 gesagt ist, leicht aufgestellt werden. Setzt man 

~ .(,o, ,o A(,o, ,) A~p,. ) , 
(IS) S(z; , tp)= ( ? ! ~ -  n!,p--1 ,, + .,,~_, +... + - -  +g,,(z, ~,~) ), 

~=0 \ ( z - - a  + n)' r' (z--  z ~ a e  ' % + n)', + n 

wo A Constante und ~ ganze rationals Functionen bezeichnen, die so zu 
wghlen sind, dass die Reihe gleiehmgssig eonvergirt, so kann P(z)in 
der Form 

('9) s ( z )  = s (z ;  ~,) + s (z;  ~ )  + . . .  + 8(~; ~,) 

geschrieben werden. 
Wenn die Constanten A solchc speciellc Werthe haben, dass S(z) 

als Partialbruchreihe for F(z)  betraehtet werden kann, so wenden wit 
folgende Bezeichnungen an 

P(z) statt S(z) 

Bevor wit (lie Constanten A der Partialbruchreihc P(z) bestimmen, 
suchen wit erst die Frage  zu beantworten, ob es ('~bcrhaupt mOglich sci, 
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in einem Ausdrucke der Form S(z) die Constanten A und die ganzcn 
rationalen Functionen g so zu bestimmen, dass die r Reihen, yon dcnen 
S(z) eine Summe ist, gleichmassi~ convergirende Reihen ergeben und die 
Differenz 

(:o) + i)  - -  r0(z)s( ) 

eine ganze, rationale oder transcendente, Function werdc. Ist dies m0g- 
lich, so kann die Differenz 

+ 

im Endlichen nur ft~r solche Werthe unendlich werden, ffir welche der 
Ncnner yon r(z) verschwindet. 

Vorausgesetzt, dass die Reihen, yon denen 8(z) eine Summe ist, 
gleichmassig conver~iren, so stellt der Ausdruck (20) immer und nur 
dann eine gauze Function dar, wenn er in der Umgebung jeder Unend- 
lichkeitsstelle to ft~r S(z) oder S(z-4- 5) nach positiven ganzzahligen Po- 
tenzel~ yon z - - t o  ent)vickelt werden kann. Es miissen mithin r0(z)S(z ) 
und r,(z)S(z-f- ~) for dieselben Werthe unendlich werden und zwar so, 
dass in den Entwickelungen derselben nach ganzen Potenzen yon z - - t o  
die Coefficienten der gleich hohen negativen Potenzen bezichungsweise 
einander gleich sind. 

Die Unendlichkeitsstellen yon S(z) sind als Gliedcr in den r arith- 
mctischen Reihen 

enthalten. 

( t ~  a p - -  I ~  . . �9 ~ g p - - n ~  . . . 

tO ~ I ,  2 ~  . . . ~ r 

Die crstcn Glieder 

al~ a2~ � 9  ~ a r  

sind offenbar keine Unendlichkeitsstellen fc, r S(z-f-i).  Das Product 
ro(Z)S(z ) kann auch an keiner der letztgcnannten Stellen unendlich 
werdcn, denn ro(Z ) wird ft~r z =-ao Null v o n d e r  Ordnung /,~ wi~hrend 
S(z) fi~r denselben Werth unendlich h0chstens yon der Ordnung /~:, 
werden kann. Die Differenz (2o) kann mithin, auch wenn die Grossen 
A in S(z) unbestimmt gelassen werden, nut an denjenigen Stellen einen 
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unendlich grossen Werth annchmen, wo S(z)  und S(z + ~) beide gleich- 
zeitig unendlich werden. Diese fiir S(z)  und S(z A - i )geme inscha f t -  
lichen Unendlichkeitsstellen sind offenbar als Glieder in den r arithme- 
tischen Reihen 

a s -  i~  ~ t p - -  2 . . . .  ~ up  ~ . . . 

p -=- i~ 2~ . , . ~  ~" 

cnthalten, die man "tus den Reihen (21) dutch Absonderung der rcsp. 
ersten Glieder erhMt. Diesen Reihen entsprechen rcsp. die r Differenzen 

r , ( z )S ( z - f -  i ;  % ) - - r 0 ( z ) S ( z :  ap) 

/0 - -  I ~  2~ . . .  ~ ~" 

in welche die Differenz (2o) aufgelOst werden kann und far welche sic 
bczt'~glich die Reihen der Unendlichkeitsstellen bilden, wenn die GrSssen 
A als unbest immt betrachtet werden. Nach den Voraussetzungen, die in 
w 2 gemaeht wurden, sind je zwei dieser Reihen in den Gliedern 
yon einander ganz verschieden, und es k(~nnen also keine zwei der Diffe- 
renzen (23) an derselben Stellc unendlich werden. Damit die Differenz 
(20) eine ganze Function sei, ist es daher nothwendig, und hinrei- 
chend, class auch eine jede der r Differenzen (23) eine ganze Function 
sein soll. 

In der Umgebung einer far S(z; ap) und S(z-4- i ;  a,o)gemeinschafk- 
lichen Unendlichkeitsstelle a p - - n ,  n > I, hat man 

S(z; a p ) =  A's + . . .  + 
(z a s + ~)"s z ap + ~, k ~;(z - -  a s + ~,) 

und 

8(z + ~; as)= 
(s .... 1) A{S .... 1) A"s + . . .  + 

(z ap + n)"s z - - a  s + n 
+ r + ,),  

wo ~ und ~ nach positiven, ganzzahligen Potenzen von z - - a p  + n 
fortschreitende Reihen bezeichnen. Soll nun die Differenz 

(:4) rl(~)s(~ + ~; as)--r0(~)s(~; as) 

eine ganze Function sein, so ist es, vorausgesetzt, dass die Rcihe S(z; ae) 
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gleiehm~ssig convergirt, daher nothwendig und hinreichend, die Constanten 
A so bestimmen zu ksnnen, dass eine je,le tier unendlich vielen rationalen 
Functionen 

/ A(p, a--l) ~(p, n--l) ) 

(Z--ao + ~y,o + "'" + z - - %  + 

t A(o, n) 1 **I'.p A~ p' ~) 
- -  r~ 0 - - - o  + ,~Y>+ " "  + , _ 7 . ~  + ,~ 

= 1, 2~ 3, - . .  

eine ganze rationale Function werde. 
Fiir den reciproken Werth der rationalen Function r (z)  haben wit 

dig Bezeichnung s(z) gewi~hlt. Da der Nenner r0(z ) yon s(z) naeh den 
in w 2 festgesetzten Bedingungen an keiner der Stellen 

Z ~ a o - -  ' l~  ~ ~ I~ 2~ 3 ,  "" �9 

Null werden kann, so sind die Functionen 
alle ganze rationale Functionen, wenn die 
dureh - -  r 0(z) abgeleiteten Functionen 

(25) immer und nut dann 
aus ihnen mittelst Division 

A(p, n) A~O, n) 
/"P + ... q 

( z -  % + n)"p z --O,o + r~ 

.47'"-1) A)o,.+, 
- -  s (z )  " + . . .  + 

. . . .  'o - - a o  + n /  

~t = I~ 2~ 3 ,  " ' "  

beztiglich nach positiven ganzen Potenzen von 

z ~ a p  --}- n ,  n ~ i~ 2 ,  3 ,  . . .  

entwickelt werden kt~nnen. Wendet man nun die Gleichung an 

s ( ~ ' ( ~ - -  ~) (z - -  a~ + ~0 ~ + . . . ,  
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bewerkstelligt die Entwickehmg und setzt die Coeffieienten der negativen 
Potenzen yon z -  a o + n gleich Nlfll, so ergeben sich die Gleichungen 

el•", (~, - -  ~) A;:;--" , ~ -  

A~y_, - -  s ' ( a -  ~,?'*("-'~,, + s ( .  - -  ,,)AS:;~? 

- -  S ( I ' : - ' I ) ( ( L  - -  97,) A(n__l) 
(_06) ASY_,,,- s<"'(~ ")AT-" + + . . . +  s(a __ ~,~ a(,,-l) 

"" I. Ir - -  I ,,,.'-1 "") ~*. , ( -~" 

s " - ' ( . '  . -  ,,) d':-~)(<,. ' 
~(") = A ? - ' ) +  - -  ~") A ('- '> (a ~ ~.) A7 ' - ' )  

~*' I , " - ' - ' _  ' I~ ' - ' - -~__ " - '  + ' + =  ' 

wo dee Index p der Krwze halber r~berall fortgelassen ist, indem ieh 

A(,o, ,,) --_ A(,,) /so -= #' , o--1" **, , ( --k~" ap - ~  a~ 

gesetzt hi, be. 
Unter Voraussetzung dee gleichmgssigen Convergenz der Reihe S(z;  %) 

driicken die recurrirenden GleMiungen (26) die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir aus, dass die Differenz (_04) eine ganze Func- 
tion sein soll. 

Sobald den Constanten 

,4(o) A(o)  A ( o )  

des ersten Gliedes yon S(z;  %) beliebige bestimmte Werthe zuertheilt 
werden, so sind die Constanten A der folgenden Glieder +lurch die Formeln 
(26) eindeutig bestimmt, und zwar sind fi~r jedes n 

A ( . )  A ( ~ )  .'*' ' ~ I g - ' '  " ' ' '  ~l~ ')  

homogene lineare Funetionen yon 

A(0) a(0) A g ) .  

Bedenkt man ram, dass man immer, wie a ueh die Consta.nten A 
des ersten Gliedes von S(z; a o) gewr~hlt women seien, naehdem den- 
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jenigen der folgenden Glieder die aus den Formeln (26) sich ergebenden 
Werthe zuertheilt worden sind, solche ganze rationale Functionen $0(z; ap), 
~h(z; a o), . . ,  darstellen kann, dass S(z; ap) zu einer gleichm~ssig conver- 
girenden Reihe wird, so geht hieraus hervor, dass es unendlich viele Func- 
tionen der Form S(z; %) geben muss, welche die Eigenschaft besitzen, 
die Gleichung 

rl(z)S(z q- i; ap)= ro(z)S(z; %) - -R( z ;  c9) 

zu befriedigen, wo R(z; ap) den Charakter einer ganzen Function hat. 
Wird auf beide Seiten dieser Gleichung dm'eh rl(z) dividirt, so folgt 

S(z ~- I; a o)= r(z)S(z; ap)--R(z; a,), 

~VO 

- R ( z ;  %) R(z; ap)- 

Die Gleichung (27) driickt eine bemerkenswerthe Eigensehaft der Function 
S(z; a~) aus, well die beiden Functionen r(z)  und R(z; ap) nut eine end- 
liche Anzahl yon Unendlichkeitsstellen haben, wiihrend die Anzahl der- 
selben for S(z; a o) eine unendliche ist. 

Auf Grund der jetzt gewonnenen Resultate ergiebt sieh in Bezug 
auf den Ausdruck S(z), dessen allgemeine Form die Gleichungen (~8) 
und (I9) angeben, Folgendes. Es giebt unendlich viele Functionen dieser 
Form, welche dig Eigenschaft besitzen, der Gleichung 

S(z + r) = r ( z ) S ( z ) ~  R(z) 

zu gent~gen, wo R(z) eine Function bezeichnet, welche in der Form eines 
Qvotienten, dessen Z~hler eine ganze Function und dessen Nenner die ra- 
tionale gauze Function r~(z) ist, dargestell t  werden kann. Soll S(z) 
dieser Gleichung genngen, so mi~ssen vor allem die Constanten A der 
Reihen, yon denen S(z) eine Summe ist, durch r diesen Reihcn ent- 
sprechende Gleichungssysteme der Form (26) bestimmt werden. Sind 
ausserdem die ganzen rationalen Functionen ~ so bestimmt, dass diese r 
Reihen gleichmassig convergiren, so sind zugleich alle Bedingungen dafar, 
dass S(z) eine Function der angegebenen Beschaffenheit darstelle, erfi~llt. 

Acta  m a t h e m a t i e a .  8. Imprim6 le 15 F6vrier 1886. 7 
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Die zu F(z) gehSrige Partitdbruchreihe P(z) hat dieselbe Form wie 
S(z). Es ist nun die Frage zu beantworten, ob sie auch eincr GMchung 
derselben Form geni~gt wie S(z). 

. 

Wit nehmen an, dass die Constanten A in dem allgemeinen Aus- 
drucke S(z) solche specielle Werthe haben, da,s.q wit 

s(~) = p(z) 

s(z; up)= p(,; ~) 
f l  = I~  2~ �9 , .  :, r 

setzen kSnnen, und werden zeigen, dass die zur Reihe P(z; ap)gehSrigen 
Constanten A die Bedingungen (26) erfi'dlen. Damit ist auch bewiesen, 
dass P(z; ap)die Gleichung 

P(z + I; a,)= r(z)P(z; a o)--R(z; a o) 

und mithin P(z) die Gleichung 

P(z + I) = r ( z )P(z ) - -R(z )  

erfflllt, wo mit R(z; a o) und R(z) Functionen bezeichnet werden, die sich 
beide in der Form eines Qvotienten, dessen Zahler eine ganze Function 
und dessert Nenner die rationale ganze Funclion rl(Z ) ist, darstellen lassen. 

Wenn die Constanten A die fraglichen Werthe besitzen, so gilt ffir 
eine gewisse Umgebung der Stelle 

die Gleichung 

A O0 A~ n) 

F(~) (~-~s-~} ' ~ ' + ~ T  " q  . - ~ . + n  F ( r  

W O  
z~(n) A(p,  n) (g --- ap ~ [3' 
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und 6 eine nach positiven ganzzahligen I)otenzen von z - - a  + n fort- 
schreitende Reihe bezeichnet. Bekanntlich kann man nun einc jede der 
GvSssen A in der Form eines bestimmten Integrals ausdrOcken, und 
zwar ist 

2 ~  

,,,,-a. = ( a -  n -Jr" re")(re")"-*dt, 

wo r eine beliebige positive Grosse, welehe kleiner als der Convergenz- 
radius dee Reihe (~ ist, bezeiehnet. Aus (29) ergiebt sieh 

( 3 o )  ..,_,*"-" = _ 
0 

n + I + rei')(re")"-kdt. 

Setzt man in (29) 

F ( a  - -  n + re") =-= F ( a  - -  n + i + re") s (a - -  n + re") 

/.--,>'=~" s~ - -  n) 
\ ~=2=6 / 

fi;thrt die Integration gliedweise aus und beachtet die Gleichung (3o) ,  

so folgt 

( 3 I )  ~<"> = s ( a  - -  n) ~~ s ( ~ > ( ~ - - " ~ ) A " - "  -~,,,.' k --1,.'-k + s '(a ~ ~ i n - .  , , v -~ , ; - , - . l  + . . .  + ,]; -,,' 

2r:  

+ + ,  + re")(re"),';+If(re")dt. 
0 

Hier bezeichnet f(re") offenbar eine in Bezug auf rd' rationale Function, 
die ft'u" r ~  o cinch endlichen Werth amlimmt. Well 

lira F ( a  n + i + re")(rdty  
r = O  

eine endliehe GrOsse ist, und mithin 

? l i m F , a - -  n + I + rd')(,'d'):'+l/(rd *) - - o ,  

~o ist das !ctzte Glied der recl~tcn Seite yon (3 I) ebenfa!Is Fleich Null, 
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Wird dasselbe aus der Gleichung fortgelassen und werden die obrigen 
Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihenfolge geschrieben, so 
erhMt man 

/]in) s(k)((s 1) s(k--1)( r 9~')A(n 1) ((~ a,'~ +4<n 1) 

Diese Gleichung zeigt, dass die Constanten A der Partialbruchreihe 
P(z; ap) den Bedingungen (26) gen(lgen. 

Es ist m ithin eine ganz allgemeine und zugleich bemerkenswerthe Eigen- 
sckaft der Partialbruchreihe P(z) Ader F~,nction F(z), welche die in w 2 
erwahnten Bedhzgungen erfiillt, dass sie der Gleichung 

v( . ,  + i)  - 

geniigt, mithin eine (ihnliche Eigensckaft besitzt wie die Functio~ F(z),  
welehe die Gleichung 

F(z + 1 ) =  r(z)F(a~) 

befi'iedigt. Die _Vuncti~,n R(z)  ist in der bbrm eines Qvotienten darsteUbar, 
dessen Zahler eine game Fu,netion und dessert Nenner gleich de~enoen 
yon r(z) ist. 

Aus den vorigen Untersuchungen hat sich ferner ergeben, dass es 
unendiich vide andere Functionen giebt, wclche gleichwie _P(z) eincr 
Gleichung der Form (28) genOgen. 

Unter diesen Functionen S(z), welche die Eigenschaft besitzen, einer 
Gleichung der Form (28) zu gcn0gcn, sind natorlich diejenigen am 
meisten bemerkenswerth, ftir welche R(z) sich auf  eine rationale Func- 
tion reducirt. 

Bis jetzt ist die rationale Function r(z)keinen tmderen Bedingungen 
unterwcrfen gewesen, als dass der Zi;~hlcr keine Constante und die Diffe- 
renz irgend zweier der r +  s GrSssen a, b keinc ganze Zahl sei. Ist 
r(z) gegeben, so ist auch diejenige Function dcr Form (I), die der 
Gleichung 

F(z + i)----: r(z)F(z) 

genilgt, eindeutig bestimmt bis auf einen Factor e 2k~'~, w o k  due ganze 
Zahl. Umgekehrt ist r(z) eindeutig bestimmt, wenu F(z) gegeben ist. 
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Weiterifin werden wir berficksichtigen ob, die GrOsse 

53 

l imr(z)  = M 
Z=c,o 

dem absoluten Betrage nach grSsser als, gleieh oder ldeiner als I ist. 
Von nun an soil vorausgesetzt sein, dass 

] M ]  > i .  

Ft'sr diesen Fall wollen wir zunrmhst zeigen, dass die Reihen 

s g ;  s( , ;  , s ( , ;  a,), 

yon denen S(z) eine Summe ist, aueh dann gleiehmlissig eonvergiren, 
wenn man die in den Gliedern derselben vorkommenden ganzen ratio- 
nalen Funetionen g gleieh Null annimmt. Alle auf diese Weise erhaltenen 
Funetionen S(z) zeiehnen sieh dadureh 'ms, &,ss die entspreehenden Fune- 
tionen :R(z) immer rational sind. 

Von grossem Interesse ist der I/all, wo [ M [ =  I ist; hierher ge- 
t h0ren beispielsweise dig Potenzen des ~ EuLmCsehen Integrals erster Gat- 

tung 
1 

t z - - l ( 1  ~ t )a-- ldt  F(z)F(a) 
�9 ~ -  1"(* + a { "  
0 

In diesem Falle convergiren die Reihen S(z)zwar nicht immcr gleich- 
m:assig, wenn die ganzen rationalen Functionen g gleich Null angenom- 
men werden, wohl aber kann man bewirkcn, dass die Reihen gleichmi~ssig 
convergiren, ohne dass die Gradzahl der Functionen 9 mit der Ordnungs- 
zahl fiber jede Grenze hinaus zu waehsen braueht. Die Untersuchung 
for den Fall, wo [M I = - I  ist, will ich einer spateren Arbeit attfbe- 
wahren, da sic nicht durch so einfache Betrachtungen, wie sit weiterhin 
in Frage kommen, erledigt werden kann. 

Von nicht so grosse Interesse scheint des- Fall zu sein, wo [M[ < I 
jst, weil die Gradzahl der Funetionen g suit dcr Ordnungszahl fiber jcde 
Grenze hieraus wachsen muss, damit die Reihen S(z) gleichmi~ssig con- 
vergiren. 
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o. 

Wir setzen a l so  im Folgenden voraus, dass die Gradzahl des Zahlers 
yon r (z)  entwcder gr~)sser als die des Nenners oder gleich derselben sci, 
und, wenn das lclztere zutrifft, dass 

iim r (z) = M 

dem absoluten Betrage nach grSsser als I ist, mit andern Worten, dass 

1st dann 

o <  7g < I .  = 

(3=) s(~,; a~)=  -,* q " , " ' - '  
.=0 -~+. , ) ,"  (~ . + ~ ) ' - ' + ' " + ~ - - ~ u  

A ') ~ A ~,'') a =  a e # ' = 1 , , o )  

cine Partialbruchreihc, in der die GrOssen A die Bedingungen (26) er- 
fallen, so kann bewiescn werden, dass diese Reihe glcichmiissig convergirt. 
- -  Es sei n'~mlich s cinc positive Gr~sssc, wclche die Bedingung 

erfi'dlt. W'eil 

i s t ,  und mithin 

I 

S ( Z ) -  r(z) 

I 
lira s(z) = ~ ,  

so kann immer eine positive Grosse p so angenommen werden, dass 

wenn die Veri~nderliche z dem absoluten Betrage naeh grosset als p ist,: 
Wird s(z) ix, der bekam~ten Form einer Su:nme yon PartMbrachen mid 
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ciner ganzen Function dargestellt, so muss offenbar dicse ganze Function 
i 

gleich ~r sein. Werden nun durch Differentiation iihnliche Ausdrficke ft]r 

die Ableitungen von s(z) cntwickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass 

l i m s ( ~ ) ( z ) = o ,  k =  I,  2, 3, . . . .  
g = r 1 6 2  

Bezcichnet also # eine positive Grosse, welche die Bedingung 

Z -{- (/J~'-- I)(~ < I) #'  = # p  

erfiallt, so ist es immer mSglich, eine positive ganze Zahl n' so anzu- 
nehmen) dass die Ungleichheiten 

I " ( .  - ~)1 < ~, I s'(a - ~,.)1 < ,~, . . . ,  I s,!.-'>(. - ,~)1 < 

stattfinden, wenn ~ grOsser als n' ist. Aus den Gleichungen (26) geht 
nun hervor, dass 

I A(") A(~'-~) 

I A<"' I < ~ 1 " - "  *"- '> *"-"> !,.,, o,., I + ~ 1  I + ~ 1  I = , ,  ~ J l ( - - 1  " ~ ! ~ ' - - 2  

�9 �9 , �9 , �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 = , 

< ~ I* ' - ' >  * " " }  * ' - ' }  

I A':>I + I A'"' [ + + I A~">I 

[~ + ( # ' - -  I)~] I A("-" I + [-" -4- (#' 2)#] ] A ("-" 

und mithln 

14!,.;'> I + I A~:> ~ I + . . .  + I 1~"' I 

< [~ + (~' ~)4 (I A,,-,> 

Well e + ( # ' - -  I )#  < I SO ]st 

~o 

(33) ,~o (I A';> I + I*"> .. A~ ~ 
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eine eonvergirende Reihe. Nachdem nun die Convergenz der Reihe (33) 
naehgewiesen ist, so ergeben die gcwOhnliehen Sehlussfolgerungen, dnss 
die Reihe (32) eine unbedingt und gleichmi~ssig eonvergirende ist. 

Mit der Bezeiehnung S(z; %) soil im weiteren Verlaufe dieser Unter- 
suehungen immer eine Reihe verstanden sein, welehe dureh die Gleichung 
(32) definirt ist. Die Constanten A sind den Bedingungen (26) unter- 
worfeff, durch welche die Constanten 

A ( O )  /l(o) A(O) 
l z '  ~ ~ % ' * . ' - - 1  ~ * ' �9 

des ersten Gliedes yon S(z; ap) nicht bestimmt werden. Indem man 
diesen Const'mten verschiedene Werlhe beilegt, erhttlt man eine unendliche 
Anzahl yon Functionen, yon denen jede ein,er Gleichung 

(34) S(z-Jr- I; ap)= r(z)S(z; ap)--R(z; ap) 

Gent~ge leistet. 
Legt man ferner dem Index p in der Gleichung (32), wo der Kt~rze 

halber 
i1~';"I A~"> = 

] .  - -  j 

gesetzt sind, die Werthe t9 - - - I ,  2, 3, " ' ' ,  r bei, so entstehen r ver- 
schiedene Gruppen x~on Funetionen. Zu jeder dieser Gruppen gehsrt tin 
System yon reeurrirenden Gleichungen der Form (26), mittelst dessen die 
Constanten A jeder zur Gruppe gehsrigen Function bereehnet werden 
k0nnen. Dieses System ist yon einem zu einer anderen Gruppe gehorigen 
Systeme wenigstens in den Coeffieienten verschieden. Die Reihen 

2,(.; o,), z ' ( . ;  a,), , v ( . ;  .,), 
deren Sllln lne 

P ( , )  = 2-(,; a,) + 2,(,; ,=) + . . .  + P( , ;  a,) 

gleleh der zu F ( , )  gehSrigen Partialbruehreihe ist, gehSren zu je einer 
diescr r gruppen. Diejenige Gruppe, zu weleher P(z; %) geh0rt, wollen 
wir kurz mit (ap) bezeiehnen. Nach den in w 2 erw'ahnten Bedingungen 
ksnnen zwei zu versehiedenen Gruppen gehgsrige Reihen fi~e denselben 
Werth der Veri~nderlichen a nieht unendlieh werden. Dagegen werden 
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alle zur Gruppe (%) gehsrigen l~eihen unendlich, wenn die Verixnderliche 
z mit einem Gliede der n rlthmetischen Reihe 

aa, ap - -  I, . . . ,  a a ~ n ,  . . .  

zusammenfMlt. 
Die Richtigkeit dieser letzten Behauptung geht aus dem Satze hervor, 

class die Constanten A desselben Gliedes einer Reihe S(z; %)nicht gleich- 
zeitig Null sein k6nnen, wenn nicht S(z; a o) identisch gleich Null sein soll. 
Dieses folgt aus den Gleichungen (26) und zwar, weil nicht nut cine 
jede der Constanten 

A ( . )  . . )  A(;O 

als eine hom0gene lineare Function yon 

A(O) .,(o) A~O) 
t ( ~ . Z I p . ' - - I  ~ �9 . . 

ausgedrt'mkt wcrden kann, sondern auch eine jede der letzteren als homo- 
gene lineare Function der ersteren, da s ( a -  n) yon Null verschiedcn ist. 

Aus den n~mlichen Gleichungen leuchtet auch die Richtigkeit des 
folgcndcn Satzcs tin: Wenn jede der Constanlen A des ersten Gliedes einer 
zur Gruppe (%) gek6r~qen Reike gleich der entsprechenden Constante einer 
anderen za dersdben Gruppe gehSrigen Reihe ist, so sind die beiden Reihen 
iden[isck. 

Ferner kann offbubar ]ede homogene und lineare Function einer Anzahl 
zu derselben Gruppe gehSriger Reihen gleich einer eiuzigen zur Gruppe ge- 
hSrigen Reihe gesetzt werden. 

Es seien 

, a3 

/~o zur Gruppe (a o) gehsrige Reihen und 

i (p) A(p) A(p) 
11 ~ ~ x 1 2  ~ " " ~ ~ ~ l I *  p 

A ,o, . A(,o, 
21  ~ 5 " " 5 ~ x 2 1 t  p 

f f • ( p )  A(p) .A(p) l~p l ~ ~ X l t  p 2 ~ " " " ~ l~p ,ap 

A e t a  m a t h e m a t i e a .  8 .  I m p r i m &  le  4 M a r s  1 8 8 6 .  
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die zu den bezfiglichen erslen Gliedern derselhen gehsrigen Constanten. 
Sind nun die Reihen S so 9ewdhlt, dass die Delerminante 

(35) Ao - -  

A(p) A(p) A(p) 
11 "t'L12 " �9 " "~'llxp 

' ~ 2 2  �9 �9 " ~2, ,~p 

A(o) A(p) A(e) p.p 1 1Zp 2 . . . . .  p.p #p 

yon Null verschieden ist, so kann jede andere zur Gruppe (G) gehdrige 

Reihe S(z; ap) immer und nut  auf eine Hreise als homogene und lineare 

Function yon $1, S:2, . . . ,  $1, p ausgedriickt werden, d. h. in dcr Form 

( 3  6 )  S(,~'~ a,o ) -"--- p ~ ~  ~ a o ) -J/-  ,~)~P)S2(.~; ap )  - - ~ . . .  -3[- pl,.p,k~,zp.(~,, (p) �9 a o ) ,  

Denn, falls 
A~ ~ A~ "), s  

die. Constanten des ersten Gliedes yon S(z; G) bezeichnen, so giebt es, 
well (tie D('tcrminante A o des linearen Gleiehungssystems 

A(,) p?) a(p) Ai  ~ 11 "-[- P(2 p) "4- + A(P) ~(p) - -  �9 ~a21 �9 �9 �9 p . [ l  ~',,Lp 

A(P) ~(p) A~p ) 
(37) 

�9 �9 �9 . �9 , . �9 �9 �9 . �9 �9 

A(e) ~(p) a(e) ~(e) ACe) ~(e) A(,,) 1~plq + + + -- , "L'~21* p l"2 . . . . .  pp l~pL~lLp ---p.p 

unserer Annahme nach yon Null verschieden ist, ein, und zwar nut ein 
einziges, System 

p(iG p(?), - ('< �9 �9 . . ~)i, p9 

welches dem Gleichungssystcme geniigt, und for welches auf Grund der 
beiden vorhergehenden Siitze die Gleichung (3 6) besteht. 

Belrachten wit jelzt (lieFunetionen, uelche durch den allgemeincn 
Ausdruck 

r 

(3s)  s ( z )  - X s ( , ;  
p = l  
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dargcstellt  werdcn, wo S(z; ap) cine beliebigc zur Gruppe (ap) gch0rigc 
Function bezeichnet, so ist 

(39) S(z -~- i) = r(z)S(z)- R ( z )  

und 

(4o~ 
r 

= %). 

Es seien 

s , ( . ;  , s . J . ;  %) 

wic vorher /,p zur Gruppe (%) geh0rige l{eihen, die so gew~thlt sind, dass 
die Detcrminantc A, cinch yon Null  verschiedcncn Werth hat. Es be- 
steht dann die Gleichung (36), mit deren HQlfe S(z) auf die Form 

(4*) S(z) -~- ~7. [p~P)S,(z; %) -I- p~p)S:(z; ap) -1- , . .  qt_ plP,~Sp.p(,z; ae)7 ] 
p = l  

gebracht werden kann. In diesem Ausdrucke komlnen/ , ,  q- g~ q- ... + I*,. = # 
l{eihen vor und ebenso viele Constanten p. Dadureh, dass man nur diese 
Constanten veri'mdcrt, werden alle Functionen erhalten, die dureh den 
Ausdruek (38) dargestellt  werden. Sind die indicirten Reihen gegeben 
und handelt es sieh d~rum, 8(z) in der Form (4*) darzustellen, so hat 
man die Constanten p durch ein System von I*, + 1~ + . . .  + / z ~ - ~ i ,  
linearen Gleiehungen zu best*tureen, wodureh die r Systeme, welehe man 
dadureh erhii.lt, dass man in (37) naeh einander p = I, 2, . . . ,  r setzt, 
zusammenbegriffcn werden. Wird die Determinante des so erhaltenen 
Systems mit  & bezeichnet, so ist 

A~ 

A 
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wenn A~ das Schema 

bczeichnet. 

(42) 
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1 1  " " �9 , 1 

�9 �9 . . �9 . �9 �9 

4(,) A(p) , , t p l  �9 " " l X p , U p  

Aus dieser Form der Determinante A geht hervor, dass 

A = A 1 A 2 . . .  A,.. 

. 

Wit wollen nun nachweisen, dass in der Gleichung (34), welcher 
eine zur Gruppe (a,) gchorig e Reihe gent~gt, die Function l~(z; a~)immer 
rational ist. Die Gleichung (40) zeigt sodann, dass auch R(z) in (39) 
rational ist. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zi~hler von R(z; a:): 

(( --'~'<~ A~~ 
= r o ( z )  - ~  , + . . . +  

z o )  I< z - -  a/  

= '- " -<"> " :  - " ' ( ' )  ~ - 7  + . . . 4  ~ - ,  + , , i /  + ~ l r . ( z 7  "%- ,+...~ 

wo der Kiirze halber 

. • ( p ,  n) /1(') 

gesetzt sind. 

Weil r0(z ) for z = a Null der Ordnung /Y wlrd, so kann das erste 
Theil der rechten Seite gleich ciner ganzen rationalen Function gesetzt 
wcrden, deren Gradzahl hochstcns / x - - I  ist, wcnn # wie in w I die 
Gradzahl yon r0(z ) bezeichnet. Da R(z; a:) den Charakter einer ganzen 
Function hat, so kann auch keines yon den Gliedern des zweiten Theiles 
unendlich werden. Wird also das allgemeine Glied nach ganzen Po- 
tenzen yon z -  a + n cntwickclt, so miissen die Coefficienten der nega- 
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tiven Potenzen von z - - a  + n gleieh Nul l  werden. Weil die Gradzahl 
l ~ yon r0(z ) nicht kleiner ist als die Gradzahl ~ yon r~(z), so ist often- 
bar der Exponent  der hsehsten positiven Potenz von z - - a  + ~, die im 
Gliede ~tberhaupt erscheinen kann, gleich # - -  I. Das allgemeine Glied 

kann mithin auf die Form 

Ao  "q t- A ~ ( z - -  a qt_ n)  -~  . . . . q t _  A , , _  a ( z - -  a -a c n)  p -  ~ 

gebracht werden. Wird dieser Ausdruck nach Potenzen von z entwickelt, 

so folgt 

I~(Z; Up)=  n~=o (S~ D + t~{n'i~ "~ �9 �9 �9 "-]'- B ( ~ n - ) l Z : Z - 1 ) -  

Da die Reihe S ( z ;  ap) glGichmtissig convergirt, so ist dies auch mit 
R(z; ar der Fall. Man darf also diese Reihe nach Potenzen yon z ent- 
wickeln und erh~dt somi t  Gin Resultat der Form 

(43) /t(z; ~) - : ? ) +  =7'z + + -'P)~'-' �9 " " - - [ z  *-  

wo a~ P), ~2-~P), ..  . , ,.~-(P) yon z unabhrmgige GrSssen bezcichncn. 
Die in Gleichung (34) vorkommende Function R(z; ap ) i s t  mithin 

immcr rational und kann in dGr Form eines Qvotienten, dessen Nenncr 
gleich demjenigen yon r (z)  nnd dessert Zr~hler eine ganze rationale Func- 
tion hSchstens ( / z - - I )  t"" Grades ist, dm-gestcllt werden: 

(44) R(z; %) -- R&; ,p) r,(z) 

VermOgc der Gleichung (40) gilt das ni~mliche v o n d e r  in Gleichung 
(39) vorkommGnde. Function R(z) :  

(45) R ( z ) - -  ]r rl(z) '  

(46) 
r 

I~(z) = ZI~(z; ap) = ~, + ~ z  + . . .  + ~,,z '~-'. 
p = |  

Der B~weis, das~ jcde lCeihe S(z; ap) der Form (3:), dGre. Co.- 



62 Hj. Mellin. 

stanten A die Bedingungen (26) erffillen, unbedingt und gleichm~ssig 
convergire, wuede unter der Voraussetzung geffihrt dass 

l i , n l r ( z ) l  = IMI  > i 
g ~ o  

sei. In diesem Falle ist aber naeh w x 

lira (z, m) = r 
I l l  = r 

woraus sieh ergiebt, da offenbar 

l imS(z + m; ap) ----- o 
m = o o  

ist, dass S(z; ap) nicht nut die Eigenschaft 

S(z + l; %) = r (z)S(z;  a , ) - -  R(z;-%) 

sondern auch die folgende besitzt: 

lira 8(z + m; ep)= o. 

Hieraus geht null ferner hervor, dass auch jede in dcr Form (38 ) oder 
(4I) "msdrflckbare Function S(z) den beiden Gleichungen 

S(z + x) ---- r ( z ) S ( z ) -  R(z) 

lim Sfz + m) __ o 
..... ~ (z, m) 

geni'lgt. Es fragt sieh nun, ob jede beliebige Function nfit diesen beiden 
Eigenschaften in der Form (38 ) oder (41 ) darstellbar sei. Mit dieser 
Frnge hrmgt eine andere zusammen. Wit k0nnen zwar unbcschr~nkt viele 
Functionen der Form S(z) bilden, yon denen jede zwei Gleichungen der 
oben angegebenen Form befriedigt, wo R(z) eindeutig bestimmt ist, 
sobald S(z) gebildet ist. Ist es aber, wenn die rationale Function R(z) 
beliebig gegeben ist, auch umgekehrt msglich eine Function S(z) her- 
zustellen, welche diesen beiden Gleichungen gentigt? - -  Indem wir diese 
Fragen beantworten erhalten wit einen neuen allgemeinen Ausdruck fi]r 
die in der Form (3 8) oder (4 I) darstellbaren Functionen. 
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. 

Zunachst wollen wit  den folgenden Satz bcweisen: 
Jeder belieb~,qen rationalen Function I t (z)  entspricht eine und zwar nur 

eine einzige Function S(z)  mit den beiden Eigenschaflen 

(47) 

8@ 2g I) --":-- r(z)S(z)- R(z)  

I lim S(z + m) . . . .  (z, ~,,,) - -  o. 

Durch wiedcrholte Anwcndung der ersten dieser Gleichungen er- 
gicbt sich 

(48) 
8(z + m) 

r(z)r(z + t ) . . . r ( z  + m - -  l) 

= 

- -  \r(z) + 
R(z + I) 

r(z)r(z + 1) 
. . .  + 

R(z + ~ - -  t) ~. 
/ r(z)r(z + 1) . . . r (z  + ~,,.-- t) 

Wci l 

S(z + m) 
r ( z ) . . . r ( z  + m t) 

S,z + m) 
( Z ,  't/t,) 

( Z , ~97,) 

r(z) .. r~z + m -  I) 

ist, und nach w I 

= F ( z ) ,  lira r(z)r(z + i ) . . .  r(z + m I 
m = o o  

so zeigt die zweite der Gleichungen (47), dass die l inke Seite von (48) 
f('lr wachsendes m die Null zur Grenze hat, wenn z von den Uncndlich- 
keitsstcllen der Function F(z)  verschieden ist. Wenn also einc Function 
mit den Eigenschaftcn (47) aberhaupt  existirt, so ist sie eindeutig be- 
st immt dutch (tie Glcichung 

(49) 

av 

: Z R(z + q,) 
S~z) - -  r(z)r(z T 7J [ [_rCz + ~,)" 

n = 0  

Soll hiermit die Existenz einer Function mit den genannten Eigenschaften 
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erwiesen sein, so muss die reehte Seite yon (49)eine convergirende Reihe 
bilden, far welche diese Eigenschaften nachgewiesen werden k0nnen. 

Da der Qv0tient eines Gliedes der Reihe S ( z ) d u t c h  das vorher- 
gehende gleich 

R(z + ~) I 
R'z + n - -  1)'r(z + ~) 

ist, well ferner in diesem Ausdrueke 

und 

R (z + ~,) 
lira R(z + ;~- -- i) = I 

lira r ( z+~)  :-= M < l 
~ = o o  | 

ist, so ergiebt sieh dureh ganz gew0hnliehe Belrachtungen, dass S(z) 
eine unbedingt und gleiehmassig eonvergirende Reihe ist. Sie stellt also 
eine analytisehe Function dar, die offenbar den Charakter einer rationalen 
Function hat. Aus dee einfaehen Bildungsweise der Glieder geht ferner 
hervor, dass sir die erste der Gleiehungen (47)befriedigt, wovon die 
Gleiehung (48)e ine  Folge ist. Aus dieser und den beiden darauf fol- 
genden Gleiehungen findet man, dass sir aueh der zweiten yon den Glei- 
ehungen (47) Geniige leistet. 

hn Folgenden betraehten wir nun die Reihe (49) nur unter der An- 
nahme, dass R(z) eine rationale Function bezeielmet, welehe auf die Form 

//(,) 
R ( z )  - -  r , (z )  

gebraeht werden kann, wo der Znhler R(z) eine ganze rationale Function 
hoehstens ( I * - - I )  tr Grades ist: 

R(z)  = ~z~ + cz,z + . . .  + %z'*-'. 

Indem man den Coeffieienten a~, a~, . . . ,  % versehiedene Werthe zuer- 
theilt, bekommt man unendlieh vide Funetionen der Form (49), yon 
denen jede einem bestimmten Gleiehungssysteme (47) Geniige leistet. Zu 
diesen geh0ren alle Funetionen, die in der Form (38) oder (4I )dar-  
gestellt werden k0nnen. Es bleibt noeh iibrig zu entseheiden, ob aueh 
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ulngekehrt jede Reihe der Form (49) auf die Form (4~) gebraeht werden 
kann. 

Um dies entseheiden zu ksnnen muss man sieh zungehst davon t~ber- 
zeugen, (lass man unter den Funetionen der Form (4 I) iron:let /z ver- 
sehiedene ausw'ahlen kann, zwischen denen keine lineare homogene Glei- 
ehung mit  eonstanten Coeffieienten stattfindet. 

Man verfahre z. B. so, dass man aus der Gruppe (al) /'1 Reihen 
S(z; a~) nimmt, fi]r welehe die Determinante A 1 yon Null  versehieden 
ist, aus der Gruppe (a~) t~: Reihen S(z; a2) far welehe die Determinante 
A 2 yon Null  verschieden ist, u. s. w., und schliesslieh aus der Gruppe 
(a,.)' [,,. Reihen S(z; a,) ftir welehe die Determinante A yon Null  ver- 

sehieden ist. Man bekommt so im Ganzen lh q - / h  q" ... q-1",. = I  -~ Reihen, 
die wir in einer beliebigen Reihenfolge sehreiben und mit  

(5 O) S l ( ~ ' ) ,  S 2 ( ~ ) ,  , L~,,t(~) 

bezeiehnen wollen. Zwisehen diesen Reihen kann nun keine lineare ho- 
mogene Gleiehung mit eonstanten Coeffieienten stattfinden. Denn wfirde 
eine solehe bestehen, so m~sste aueh, da zwei zu versehiedenen Gruppen 
gehsrige Reihen keine gemeinsehaffliehe Unendliehkeitsstelle haben, eine 
lineare homogene Gleiehung mit eonstanten Coeffieienten zwisehen den zur 
Gruppe (ap), (p = ~, 2, . . . ,  r), gehsrigen Reihen stattfinden, was un- 
moglieh ist, da die Determinante A o yon Null  versehieden ist. 

Es seien nun 
&(z -t- ,) = r ( z ) & ( z ) -  R~,(z) 

die l~ Gleiehungen, denen beziehungsweise die Reihen (5o) geniigen; es 
werde 

R~,(z) - -  R,,(z) 
r , ( ~ )  ' 

/~),(,y) = 0~).1 _~ ~)2 z + �9 �9 �9 ._[_ q),,,.~,',--1 

gesetzt, und (lie Determinante 

( 5 I )  

~11 ~12 " " ' ~Iy. 

3 ~  
�9 o o . �9 �9 �9 �9 , 

Aeta mathematiea. 8. Imprim~ le 6 Mars 1886. 
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gebildet, so gilt der folgende Satz: Wenn die Fanctionen (50) so gew(~hlt 
siud, dass zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit conslante~, 
Coefficienlen sta#findet, so kann die Determinanle ~ nicht gleich Null sein. 

Denn bildet man die Function 

f(~) --- p~s~(~) + p~s , /~)  + . . .  + ~,,,s,~(~), 

so besitzt sie offenbar die Eigenschaft 

f ( z  + ~) == r ( z ) f ( z ) -  R(z), 
WO 

und 

ist. W i r d - B ( Z )  
der Form 

R(~) ~r 
r~(z) 

R ( ~ ) - - - v ~ R , ( ~ )  + poR:(~) + . . .  + p:, R:,(~) 

naeh Potenzen yon z enLwickelt> so folgt ein Resultat 

D _ - -  

(~.Z . 

W'are nun ~ = o so k6nnte dem homogenen linearen Gleichungssystem 

~t ~ r + ~ P . ~  + . . .  + ~,.~P~,. ~ o 

~ - ~1~1h + ~ P ~  + . . .  + ~l,.~Pt,, : o 

ein Werthsystem 

genagen, wo 
aber sein 

und mithin 

~, : ~,~,Pl + ~,,,P~ + . . .  + % P , ,  : o 

Pl, P~> . . . ,  P,,, 

die sammtliehon p nieht gleieh Null sin& 

f(1 -'1- I ) =  r ( z ) f ( z )  

Alsd,qnn wilrde 

r ( z ) r ( z  + i ) . . .  r( ,  + m - -  i ) =  f(z), 
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wie gross auch die positive ganze Zahl m sein mag. Es mi'tsste also 
wegen der Relationen 

l imf(z + m) = o, l i m l r ( z ) ]  > 

f (z)  identiseh versehwinden, mit andern Worten die Gleichung 

f(~) = ~ . s , ( ~ )  + p :s~(~)  + . . .  + p,.s,~(~) = o 

far alle Werthe der Ver~inderlichen z stattfinden. Dies stimmt aber nicht 
t'lberein mit unserer Annahme, d,~ss zwischen den Funetionen S keine 
lineare homogene Gleiehung ,nit constanten Coefficienten stattfindet. Es 
muss also 3 yon Null verschieden sein, wenn die Functionen S linear 
uuabh~ngig sind. 

Wir wollen jetzt naehweisen, dass jede Reihe der Form (49), we 

R(z)  r,(z) ' 

/~(~) --~ ~ + ~ z  + . . .  + ~,,.z'-' 

ist, auf die Form (4 I) gebracht werden kann. Es seien wie fraher 

s , (~) ,  s:(~) ,  . . . ,  s,,(~) 

/, Reihen (5o), zwischen denen keine lineare homogene Gleiehung mit 
constanten Coefficienten stattfindet, und man bilde den Ausdruck 

f (~)  = p , s , ( ~ )  + l,.~s2(~) + . . .  + ~,,,s,(~). 

1)a die Determinante 3 des linearen Gleichungssystems 

nach dem vorstehenden Satzc yon Null versehieden ist, so giebt es ein 
und zwar nut ein Werthsystem 

Pl, 1):, " ' ' ,  l)~, 

welches den Gleichungen gent'~gt, far welches mithin 
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ist. Ft~r dieses Werthsystem sind nun auch die Brtiche It(z) und I t(z)  
gleich, da sie denselben Nenner haben, und es ist also bewiesen, dass die 
Functionen f ( z )  die erste der Gleichungen (47) befriedigt, denen S(z)  
Geni:lge leistet. Sie befriedigt aber offenbar aueh die zweite. Nach dem 
im Anfange dieses w bewiesenen Sat ze ist also 

f ( 4  = 

Hiermit ist nun folgender Satz bewiesen: 
Sind 

. . . ,  

# Functiorwu der Form (37) oder (4:), welche so gewdhlt sind, dass zwischen 
ihneu keine lineare homogene Gleichm~g mit consta~teu Coefficienten staltfindet, 

�9 , ~  �9 

so kann jede i unctwn S(z)  mit den beiden Eigenschaften (47), wo 

I t ( z )  ~ -  < + a~z + . + ~,~,,.-1 r,(~) 

ist, immer und zwar nut auf eine l~Veise in der Form 

+ + . . .  +p , , , s , , (&  

wo p:, p, ,  . . . ,  p,,,. Coustauteu bezeiclmen, dargestellt werden,. 
Im Vorstehenden ist bewiesen worden, dass die Determinante 3 einen 

yon Nun versehiedenen Werth hat, wenn die Iaunetmnen &(z), &(z), ..., ~5,,(~) 
so gewi~hlt sind, dass zwisehen ihnen keine lineare homogene Gleiehung 
mit eonstanten Coeffieienten stattfindet. Aus den dabei angewandten Be- 
traehtungen ergiebt sieh aber, dass eine solehe Gleiehung besteht, wenn 
3 = o ist. Eine nothwendige uucl hiureichende Bedingung daf,:ir, dass die 
Functionen S linear unabh(ingig seien, ist mithin, &ess die Delerminanle 3 
einen yon Null verschiedenen Werth babe. 

o 

~ �9 Es sei It(z) eine rationale t unction der Form 

I t ( z )  < + ~ '~  + "'" + 0"~"-1 
- -  r , ( z )  ' 
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wo ~,  ~, . . . ,  % als unbestimmte GrOssen betraehtet werden, und cs 
mag ein l)articulares Integral des Systems der Funetionalgleiehungen 

(5:) 
] S(,~' --~ I) = r(z)S(,~)- R(z) 

lira S(a + m) . . . . .  (*, m)  = o 

jede Function hcissen, die eineln dee unendlich vielen Gleiehungssystemen 
gent'~gt, worin das System (52) nbergehen kann, wenn R(z) als eine spe- 
eielle rationale Function der angegebenen Form aufgefasst wird. Ald- 
dann hat man den folgenden Satz, der mit einem fundamentalen Satze 
aus der Theorie der linearen Differentialgleiehungen vollstii, ndig i;lber- 
einstilnlnt. 

/[st 

(53) sl(~), & ( G  . . . ,  ,%(.~) 

ein solches System lmrticularer Integrale des obige~ Systems yon Functional- 
yleichungen~ dass seine Delerminante (} einen yon Null verschiedenen Werth 
hat, so kann jedes andere Integral S(z) desselben Systems als lineare homo- 
ge,,e I~unct~ou mit constanten Coefficienten yon Sl(Z), S~(z), . . . ,  S.,.(z)aus- 
ge&'iickt werden: 

(54) s (~)  = ~ , , s , 9 )  + v~6'.,(~) + . . .  + v.,,s,,.(,~). 

I)a der Ausdruck (54) dutch eine geeignete Specialisirung dcr Con- 
startten pi, p._,, . . . ,  p:,. gleieh jeder beliebigen Functionen gemacht werden 
kann, die einem speciellen Gleiehungssysteme der Form (52) genOgt, so 
nennen wit diesen Ausdruek das allgemeine Integral des Systems der Fune- 
tionalgleichungen (52). Wird ferner mit einem Fu~zdamentalsystem par- 
tieul:arer Integrale jedes System (53) bezeichnet, yon dessen Elementen 
jedes Integral yon (52) als lineare homogene Function ausgedrt'tekt werden 
kann, so gilt noch der folgende Satz: 

Die l~articularen Integrale 

< ( G  ~ % ( ~ ) ,  . . . , , % ( ~ ' )  

constituiren ein Fu~damentalsyslem einzi9 und allein in &m ladle wo keine 
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lineare homogene Gldchung mit constanten Coefficienten zwischen ilmen statt- 
finden kann. 

Schliesslich hat man den folgenden Satz: Zwischen je /~ + I particu- 
hi'ten [ntegralen des Systems (52) besleht eine lineare homogene Gleichung 
mit constanten Coefficienten, 

. 

Wir betraehten jetzt die Gleiehung 

(55) 
wo P(z) die zu F(z) geh(~rige Partialbruchreihe und Q(z)eine bestrmdig 
convergirende Potenzreihe bezeichnet. Da die Function P(z) nach den 
vorigen Untersuchungen ein particul~res Integral des GMchungssystems 
(5 2) ist, so hat man 

(56) P(z "4- i) = r(z)P(z)  - R~(z), 

wo R*(z) eine gewisse rationale Function der Form 

bezeiehnet. 
(55) zusammen, 
reihe 

der Gleichung 

(57) 

R.(z) = a, + a.~, + ... + at,~ '~-1 r,(z) 

Stellt man die Gleichung F(z + i ) =  r ( z ) F ( z ) m i t  (55)und 
so findet man, dass die best~ndig convergirende Potenz- 

Q(z) = Co + c,z + . . .  + c , / +  . . .  

Q(z + , ) =  r(z)Q(z) + R~(z) 

genfigt. 
Die Potenzreihe 

(52) nich~ genrlgen. 

(5s) 

Q(z) kann de,n System der Functionalgleichungen 
Das genannte System ist ein Specialfall des folgenden 

I lira S(z + m) 
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wo K eine unbestimmte Constante und R ( z ) e i n e  allgemeine rationale 
Function der in vorigem w angegebenen Form bezeichnet. Dass Q(z)e in  
particuli~res Integral des Systems (58) ist, geht aus dem folgenden Satze 
hervor: 

Jeder Combination einer bestimmten Co~stante K und einer speciellen 
rationalen Function R(z )  der off genannten Form entsl)richt ei~e und zwar 
nur eine einzifle Function S(z)  mit den beiden Eigenschaften (58). Es ist 
ferner immer und nut auf eine Weise m6glich die Constanten p~, p~, ..., p,,., q 
so zu bestimmen, dass 

s(?.) = + + . . .  + + 

wird, wo S~(z), S:(z), . . . ,  S~,.(z) ein Fundamentalsystem particuh'i,'er Inte- 
grale des Systems tier Fanctionalgleiehungen (5 2) eonstituiren. 

Dureh wiederholte Anwendung der ersten der Gleiehungen (55) e r -  

h M t  man  
S(z + m) 

r(z)r(z + l ) . . .  r(z + m- -  I) 

= S ( z )  \ r ( z )  Jr- 
R(z + ~) 

r(z)r(z+ i ) + " "  + 
R(z + ' m  - -  x) \ 

r(z)r(z ~-- i-)_~ ~ r~  ~- ~ - -  ~))" 

Wendet man die zweite Gleichung an, so folgt 

l i  m 
S(z + ~) 

. . . . .  r(z)r(z "-t- I ) . . . r ( z  + m --  I) 

= lim S(z -I- m) (z, m) , 
..... (z, m) r(z )r (z  + i ) . . .  r(z + m - -  r) K . I ' ( z ) ,  

wenn auch die Gleiehung (9) in w I in Betraeht gezogen wird, und es 
muss mithin 

R (z + ~) 
S(z)  = K F ( z )  + ,,=o r(z)r(z +- ~)_.. r(z + n) 

sein. Wenn also eine Function mit den beiden Eigenschaften (5 8) existirt, 
so ist sie in dieser Form darstellbar. Da die reehte Seite der letzten 
Gleiehung eine Function wirklieh darstellt, welehe die beiden angenom- 
menen Eigensehaften der linken Seite offenbar besitzt, so ist hiermit der 
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erste Theil des obigen Satzes bewiesen. Setzt man ferner auf der rechten 
Seite 

so folgt aueh die R.iehtigkeit des zweiten Theiles, wenn man bemerkt,  
dass es immer und zwar nur auf eine Weise moglieh ist, die Constanten 

P~, P2, . . . ,  ~J,~ so zu bestimmen, dass 

KI)( z ) + 
r(z)r(z g [)-_ ._r(.~ + ,,.) 

wird. 
Da also der Ausdruek 

- -  - -  p,&(:,,) + p~s,(~) + . . .  + p.,,~,,(~) 

(59) 15/(2') = 1)1Sl(~) + 1 ) 2 ~ 2 ( , ' y )  "Jr- . ' ,  "Ji- }),j ~'-('l'/It ('~) -t- Is  

dureh eine geeignete Speeialisirung der Constanten Pl, p~, . . . ,  1),,,., K 
gleieh jeder beliebigen Function gemaeht werden kann, die einem sped- 
ellen Gleiehungssysteme der Form (58) genagt, so ist dieser Ausdruek 
das allgemeine I~tegral des Systems der Funetionalgleiehungen (58). 

Nimmt man an, es sei K = I, und bestimmt die Constanten 1) so, dass 

, , ,s ,(s) + 1,,x.,(.,) + . . .  + ~,,,.,~,,(.,:)= i,(~) 

ist, so wird 
x(;~,) = u(~) i  

Nimmt man an, es sei K -  o, und bestimml; die Constanten 1) wie 
fraher, so wird 

Nimmt man an, es sei K ~  I, und selzt 1), =-1)2 . . . .  =1)~, ~ ~  
so wird 

x(~)  =-- 0(~) .  

Es rind also F(z) ,  P(z),  Q(z) particulnre Integrale des a l lgemdnen 
Gleichungssystems (58). 

Aus dem soeben bewiesenen Satze geht nun auch die Riehtigkeit des 
folgenden hervbr: 
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Die Fanetion F(z), welche die char~dderistischen Eigenschaflen 

m=~o (z, m )  - -  I 

besitzt, kann als eine Summe zweier anderen Functionen P(z) und Q(z) 
dargestellt werden, yon dene~ P(z) eine Partiqlbruchreihe der Form (38) 
mit den charakteristischen Eigenschaflen 

P(z + i) = r ( z )P(z )  - R*(z), lira P(z + .~) ~=~ (z, m) - - o  

und Q(z) eine best(indig convergirende Potenzreihe mit den charakteristischen 
Eigenschaflen 

Q(z + i) = r(z)Q(z)  + R*(z), lira Q(z + m) 

bezeichnet. 
Untcr den particuli~ren Intcgralen des Systems (58) sind F(z),  P(z), 

Q(z) besonders bemerkenswerth und zwar aus folgenden Grt~nden. 
F(z) ist, abgesehen yon einem constanten Factor, die einzige Function, 

welche dem Gleichungssystem (58) genfigt, wenn R ( z ) ~  o ist. 
Das allgemeine Integral geht nut dann in F(z) f iber ,  wenn man 

K---- I und 

p,S,(z) + p~S~(z) + . . .  + p,,S,,(z)= P(z) 
setzt. 

Q(z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function 
mit dem Charakter einer ganzen Function, welche dem Gleichungssystem 
(58) genilgt, und dann muss R(z)~---~R*(z)  sein. Deswegen ist aueh 
die rationale Function R*(z) besonders bemerkenswerth. 

10. 

Nach den vorigen Untersuchungen entspricht jeder Function S(z) 
der Form (38) eine rationale Function der Form 

R ( z )  ai + ~ z  + . . .  + c~,z ''-1 
r l (z )  

Acto mathematica. 8. Impr im6  le 6 Mars 1886. 10  
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far welche die Gleiehung 

Hi. Mellin. 

s(~ + , ) =  r(~)s(~)--  R(~) 

stattfindet. Umgekehrt entspricht auch jeder rationalen Function der ge- 
nannten Form eine Function S(z), welche dieser Gleichung geniigt. Es 
ist noch fibrig zu zeigen, wie die eine dieser Functionen bestimmt werden 
soll, wenn die andere gegeben ist. 

Es mag zunachst angenommen werden, dass S(z) gegeben ist und 
dass R(z) bestimmt werden soll. Es sei a irgend ein Werth, far den 
weder S(z) noch S(z + I) unendlich wird. Werden r0(z), rl(z), S(z), 
S(z + I) nach positiven ganzzahligen Potenzen yon z - - a  entwiekelt und 
der Zf~hler yon R(z) 

naeh wachsenden Potenzen von z - - a  geordnet, so werden die Coeffi- 
cienten derjenigen Potenzen, deren Exponenten grSsser als , u - -  I sind, 
gleieh Null. Setzt man 

n(~) = A, + A.(~-- ~) + . . .  + A,,I~- a):' ', 

so ist offenbar 

S~ ) r0(a) S~ ~)(~) A~§ i_ ~ + j ~ - i  
r'))(") X(a) + 

ri~)("J) ) s(~-l)(a + ~) + . . .  + 8(a  + ~) . 
+ r;(a) i ~ _ ,  

( ~ , = o ,  I, . . . ,  # - -  I). 

Hat man in dieser Weise far die Elemente 

s,(~), s~(~), . . . ,  s,,(~) 

eines Fundamentalsystems yon (47) die entspreehenden Functionen 

R,(4, R~(~), ..., R,~(~) 

bestimmt, so ist diejenige rationale Function R(z), die einem anderen 
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beliebig gegebenen partieul~lren Integrale S(z)  entsprieht, durch die Glei- 
chung 

R(~') =/'~lSl(~') "-~ p2 S,(z) -Jr-... -]-- [,,.~~/z(z) 

gegeben, wenn p~, p:, . . . ,  p~ dasjenige Werthsystem bezeichnet, for 
welches die Gleichung 

stattfindet. Die Constanten p ergeben sich durch AufiOsung tines Systems 
yon ,a linearen Gleichungen. 

Ist R(z) gegeben, so ist die entsprechende Function S(z)  durch die 
Gleichung 

R (z + n) 
S(z)  = r(z)r(z + ~)-]. 7r(z + ~) 

? t~O 

unmittelbar bestimmt. Hier tritt die Function S(z) jedoch nicht in der 
Form einer Partialbruchreihe auf. Hat than aber fiir ein Fundamental- 
system, dessen Elemente Sl(z), S~(z), . . . ,  Sp.(z) in dieser Form gegeben 
sind, die bezt~glichen zu den Elementen gehsrigen rationalen Functionen 
R~(z), R2(z), . . . ,  R,,(z) bestimmt, so kann S ( z ) d u r c h  Aufl0sung eines 
Systems von /~ linearen Gleichungen auf die Form einer Partialbruch- 
reihe gebracht werden. Es ist ni~mlich 

S(z) = plSI(Z) -Jl- p2S2(,~) -Jr- . . .  -Ji- 2)lzS, t(z), 

wenn p,, P2, . . . ,  P~ dasjenige Werthsystem bezeichnet for welches 

R(z) = p,R,(z) + p~R2(z) + . . .  + p,,R.,(z). 

l l .  

Nach dem, was im vorigen w gezeigt worden ist, braucht es keiner 
ni~heren Erorterung, wenn es sich um die Lssung der soebcn betrach- 
teten Probleme fi~r das allgemeinere System der Fmmtionalgleichungcn (58) 
handelt. Es sei nut bemerkt, dass alsdann P(z) und die entsprechende 
rationale Function :R*(z) besthnmt scin mi:lssen. 
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Die Function P ( z ) i s t  cine Summe von r Reihen: 

(60) / ' ( ~ )  = P ( , ;  < )  + P ( ~ ;  ,~) + . . .  + f ' ( z ;  < ) .  

Zu jeder dieser r Reihen gehort ein System von Bedingungsgleichungen, 
denen die Constanten A geniigen. Durch diese Gleichungen werden die 
Constanten des ersten Gliedes nicht bestimmt. Dicsc sollen jetzt ermittelt  
werden. 

Bezeichnet man die logarithmischen Ableitungcn yon F(z )und  F(z) 
beziehungsweise mit r  r  so ist offenbar 

(6,) 

- -  lJl r (Z - -  hi) - -  1)2r - -  b~l ) - - . . . - -  ~ s r  - -  bs). 

Die Function r  kann bekanntlich in der Form 

r  = - -  c - - -  I~ + (i  
z + I  

I 2) 
z +  + "" 

dargestellt werden, wo C die EULER-.MASCHERONI'sche Constante bezeichnet. 
Es sei nun P(z; as) eine der Reihen, yon denen P(z) eine Summe ist, 
unc lcs  mag dcr Kfirze halber 

gesetzt werden. 
a u s  

die Gleichung 

(6:) 

Setzt 

Seite das Glied ltpr 

A ( o  o) = A,~p--k 
l*p - k  

Durch theilweise Integration erhalten wir nun zunachst 

-4,F~ = ~ f F((,, + ,'~")(,re"}"-~-*dt 
0 

2~ 

- = 2(,~p -- l~),z 1~ (a, + re") q;(a, + re")(re"}"~F~+ldt. 
0 

man in Gleichung (6I) x = a e -4- re", so erscheint auf der rechten 
Set zt man 

~,r  (,.e") - ~ + m r + ,.~,~) 
~e  
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und entwiekel t  die reehte Seite von (6I)  naeh ganzen Potenzen von r e " ,  

so b e k o m m t  man eine Rcihe der Fo rm 

(63) qJ'(ao -t- r e " ) -  

w o  

7t + ~ -Jr- C'o -1- C~re + . . .  + (re") ~' + . . . ,  
' r 6  

c,, = X ' % r 1 6 2  ~o) 
o - =  1 * = 

ist. Es wird durch  ~(r,) angedeutet ,  dass dasjenige Glied, wo ~ = p ist, 

(lurch per176  zu ersetzen ist. Setzt man  in ( 6 2 ) s t a t t  ~'(ap -4- re")  die 
Re ihenen twicke lung  (63) ein und  fi;ihrt die In tegra t ion  gliedweise aus, in- 

dem man  beachtet,  dass 

f ~ ( . o  + ,,r (,-v,)', ,~t 
0 

fiir h = pe + I, ffp + 2, . . . ,  so ergiebt  sich 

~ 0  

Ck_l At,, k.&o,,_,.= (~ + Co)&o_,.+,, + c,4,.,_~+~ + . . .  + ik _.  , . �9 

Fiir  k = i ,  2, . . . ,  ffp I b e k o m m t  man  die Reeursionsformeln 

(64) 

~vo 

(6s) 

2 A / , p _  2 

3Ai,p-a 

( f t .  - -  I) A, 

= (~, + 0o)-% 

e,A, 
= (~, + Co)4,F1 + L' '~ 

c, A c, A = (~, + Co)A,,_~ + IZ '%-' + I_ 2 " 

�9 �9 , �9 �9 �9 ~ , , 

5 = (~ + Co)A~ + A3 + ,_  A~ + ...  + 2 

A:> l im (z - -  ae)~, F ( z )  
Z = ap 

" ~,)  """p-" p"~+l(a~ - -  - -  ,~r) == e '% 1 '~ ' (% . . . .  1 ~ap - -  % - 1 )  ap+l) . . .  F'~"(ap 
�9 v 2 ~ F~'(ap - -  b , ) [ '  (ap - -  b , ) . .  F '~ r (% - -  b,) 
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Die in den w167 5 - - I  I angestellten Untersuchungen sind unter der 
Voraussetzung gefi;~hrt worden, dass 

l i ,nl r (~ ) l  > ' 
z = ~  

ist. Den interessanten Fall, wo 

l im]  r ( z ) ] - -  i 

ist, will ieh bei einer anderen Gelegenheit behandeln. 
Es findet eine enge Beziehung statt zwisehen den Integralen gewisser 

linearen Differentialgleiehungen und solehen Transeendenten, yon denen 
im Vorigen die Rede gewesen ist. Die Besehaffenheit dieser Beziehung 
soil hier kurz angegeben werden. Die zur Function 

F(~)  = r,'(~,) 

gehr}rigen Reihen S(z) bilden eine Gruppe und haben alle die Form 

S ( ~ ' )  . . 1 ; ,  . Z l / / .  - - 1  

�9 ~ 0  + ~),, -t (~ + ~ff,-1 4 -  . .  �9 4 -  ~ �9 

Jede derselben befriedigt eine Gleichung 

S(z 4- i ) =  z"S(z ) -  R(z), 

wo R(z) eine ganze rationale Function h0ehstens ( / z - - I )  t~ Grades be- 
zeiehnet. Die Constanten 2t gent~gen den Bedingungen 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 

�9 �9 �9 . �9 o o o ~ ~ �9 �9 ~ �9 ~ . . . .  

- - [ 1  - -  I ~q.--1 - - [ 1  ' / - -  I~2 'u ' - -~ t (n__l)  - -  I 1~ 0,--1)  
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Setzt man 

' ~{o) = o ,  . A~ ~ I ,  A ) ~  o ,  ~ , , , _ ,  . . , = 

so bekommt man eine Reihe der Form 

( - - -  I )  !*n I 

S(z) 2_ ,,-0 ( l n )  ' z + ,~ 

Setzt man ferner 

Y = ~:0  ( l ' 0 "  ~" 

so kann S(z),  wenn der reelle Theil yon z grSsser als Null  ist, folgender- 
maassen in der Form eines bestimmten Integrals ausgedri'tckt werden: 

1 

0 

Die besti~ndig convergirende Potenzreihe y genfigt, wie sieh leicht ergiebt, 
dcr linearen homogenen Differentialgleichungen /~tr Ordnung 

D~xD x . . xD~?! = ( I)"y. 

Es gilt nun folgender Satz: 
dedem Fundamentalsystem particuldrer Integrale 

(66) S~(z), S.2(z), . . . ,  S:,.(z) 

des Systems der Functionalyleichunyen 

ts(~ + ,) = ~ " s ( ~ ) -  Ir 
) 

lim ( m -  I m"),". " - -  o 

entspricht ein solches Fundamentatsystem ~articulCirer Integrale 

(67) Y l ,  Y 2 , "  " ' ,  Y/~ 

tier linearen homogenen Differentialgleichung #,e,. Ordnung 

da88 

( 6 8 )  

DxxD~. . .  xD~y = ( ~  I ) 'y ,  

Sz(z) ---- f y~z'-ldx, 0 ,  = I ,  2 . . . .  , / z )  
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wenn der reeUe Theil yon z positiv ist, und umgekehrt entspricht auch jedem 
Fundamentalsystem (67) ein T'undamentalsystem (66), fiir welches die Glei- 
chungen (68) stattfinden. 

Dieser Sa,tz ist nur ein Specialfall von anderen, die sich auf lineare 
homogene Differentialgleichungen der Form 

(69) x~'D~x~'Dx.. . Dxx~,"y ~ cx~D~x~'D~... I):s~'~y 

beziehen. Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe ist yon 
der Form (59). Sie kann in der That folgendermaassen geschrieben werdcn: 

xZDxx','Dxy ~_ x','DxxZ-~+~DxSy. 

Die Gammafunction ist nicht die einzige Function, welche nach dcr 
im Vorigen angewandten Methode behandelt werden kann und yon der 
man alsdann zu neuen mit der Function verwandten Transcendentcn ge- 
langt. Dieselbe Methode kann ebenfalls auf die Function 

Qo o o  

~0('  + b,q'~;~... H0(~ + b~n,;  ' 
(Izl < ~) 

angewandt werden. 


