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SUR UN T H E O R E M E  DE M. H E R M I T E  

RELATIF ~, LA FoNcTION E ( x )  

P A R  

M. A. S T E R N  
B E R N E .  

Une consid6ration tr6s 616mentaire conduit ~ la formule 

que M. HERMITE a ddmontrde dans le T. 5 de ce journal  (p. 3t5).  
Soient k et m deux nombres entiers, k < m, et 

x > E(x) -t-" k ,  x < E(x) + k  + ~. 

On a donc 

mx > ,,~E(x) + k, ,,,x < mE(x) + k + 

et 

E(,~x) = mE(x) + k. 

D'ailleurs on a 

x_]_m--k- - i  k-I -  I . q  m - - k - -  < E(x) + - -d -  I 

k m - -  k x + " ~ - ~  > E(x) + - ~ + - -  
~ m 

,4eta m a t h e ~ t i e a ,  8, Imprim~ le 10 Ma~cs 188~., 
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c'est ~ dire  

M. A. Stern. 

m , - - k - - I  x-~ < E ( x )  + 
~b 

m - - k  
- - >  E(x) + ~.  

Ainsi on voit que chaque t e rme  de la s6rie 

( ) ( ) E(x), E x ~ - ~  . . . ,  E ~ +  ~k ,. 

a la va leur  E(x), pendan t  que chaque  ter ,ne de la s~rie 

m , . , . ,  X _ ~ m - - I  

est -~ E(x)-{- I. La somme de ces d e u x  s~ries au ra  donc la va leur  

( m -  k)S(x)  -t- k[S(x) + ,] = mE(x ) + k = E(mx). 

Cette dSmonstra t ion condui t  aussi au thSor/~me suivant :  

La va leur  de l a  sSrie 

cst = E(x), - - I ,  E ( x ) +  I, z~ro, selon que les hombres  m et k sont 

tous deux  pairs  ou tous deux  impairs  ou m pair  et k impair  ou m 

impai r  et k pair. 

I~ Si m e t  k sont pairs, m - - k - -  I est impair ,  alors les m - - k - -  I 

premiers  te rmes  de la sSrie se r~duisent ~ un seul qui  a la v a l e u r  E(x) 
tandis  que les k t e rmes  suivants se d~truisent  m u t u e l l e m e n t .  

s ~ Si m et k sont impairs,  m - - k - - I  est aussi impair ,  la somme 

des m - - k - - I  premiers  te rmes  a la va leu r  E(x), tandis  que ]es k 

te rmes  suivants se r~duisent  h, un  seul dou6 du signe n6gatif,  ainsi on a 

S=~E(x )  [ E ( x )  + I] = -  I. On volt de m~me que 

3 ~ . Si m est pair  et k impai r  la somme des m - - k - - I  premiers  

te rmes  sera ~--- o et la somme des k suivants se r6dui ra  k E(x) + I. Et  

4 ~ . Si m est impai r  et k pair, t an t  la somme des m ~ k - -  I premiers  

te rmes  que la somme des k s uivants  sc r6dui ra  k z6ro. 
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En combinant les deux th6or6mes par addition et soustraction on 
trouve les formules suivantes: 

Si m cst un hombre pair on aura, selon que k est pair ou impair 

._ E (m~) E ( m z )  + I 
O U  

2 2 

.(~ +-~)+ .(~ + ~)+... + .(~ + ~-~) 
_ E ( m x )  E ( x )  ou = E ( x ) .  

2 2 

S i m  est un nombre impair on aura,  selon que k est pair ou impair,  

E ( m x )  - -  E ( ~ )  
O l l  m 

E ( m x ) -  ~ ( x )  - -  I 

2 2 

E(mx) -- E(x) E(m~) -~-- E(x) -b ! 
O U  - " -  �9 

2 ":2 

I1 est 6vident que, m 6tant pair, E(mx) sera pair si k est pair et impair  
si k cst impair,  tandis que, m 6tant impair, E ( m x ) -  E(x)  sera pair si k 
est pair et impair  si k est impai r .  

Les consid6rations pr6c6dentes montrent  aussi qu'on pou t  exprimer  
la valeur S de la s6rie 

( ) ( ~ - ' )  + ( m - - k )  E x +  ~ - ~  + .... + ( , ~ - - I ) E x + - W - -  

au moyen de E(x) et de E(mx). 
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' Car on a 

(,gt-- k)(~n--/~--2 I_)] (E(z) "31- I) 

m 
~n(/a-- I )E(z  ) Af_ ~/~(~--I) (~?~--~X~,~--k-- I) 

2 2 2 

Si, dans cette 6quation, on subst i tue E(mx) - -  mE(  z)  au l ieu de k, on 

t rouve 
S = (2,~ - -  ,)E(mz) - -  m~E(z) - -  [~(mz) - -  ~ ( z ) ]  ~ 

2 

I9 Soit p. e. x-~--g-,  m = 6, alors on a E ( x ) =  2, E ( m x ) =  I4,  et 

II . 1 4 - - 2 . 3 6 - - 4  
S =  3 9 ~  2 

I1 est 6vident qu'on t rouve par  la m~me m6thode la valeur  de la s6rie 

beaucoup plus gdndrale 

f(l)E(x +i)jf_ f(2)E<x --~ ~>--~. . .  71- f(k-- l)E(x _~.m,--k-- I)+... 

"4- f(m - -  I ) E ( x - I -  m--m ' ) '  

f (k )  ddsignant une fonction de k, si l 'on suppose connue la valeur  d 'une 

sdrie de la forme 

f ( I )  + f ( : )  + . . .  + f (m) .  

Berne le 7 Janvier  I886.  


