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B E W E I S  DES SATZES 

DASS EINE JEDE 

A L G E B R A I S C H E  GLEICHUNG EINE W U R Z E L  HAT 

VON 

E L L I N G  I tOLST 
in C H R I S T I A N I A .  

Unserem Zwecke ist offenbar Gen~ge gethan, wenn wir folgenden 
Satz beweisen: 

Wcnn eine jede ganze Function des ( n - -  I) ~~ Grades sich in n - -  I 

lineare Factoren auflOsen lgsst, so hat eine Gleichung des n '~ Grades 
wenigstens eine Wurzel.  

Die Gleichung, in welcher der Einfachheit wegen dem Coeffieienten 
yon x " der Wer th  ---: I beigelegt sein mag, li~sst sich immer so schreiben: 

88f(88) = K ,  

wo f(x) vom ( n -  I) ~~ Grade ist, und also nach unserer Voraussetzung 
sich in die Factoren (x--a~)(x a:) . . .  (x a,,_t) aufl6sen lli~sst, l)a 

mehrere  der Grsssen a~ einander gleich skin und einige derselben auch 
= o sein konnen, so ergiebt sich als allgemeinste Form der Gleichung: 

( ~ )  : o ( 8 8  ~ ) ' , , ,  . . . (88 - -  ~, ,)  . . . . .  I ~ ,  

W O  

( 2 )  ~17~ o + ~Jl I + . . .  + ~lltp - -  fl,. 

Nun setzen wir: 

Acta mathematica, 8. Impr im6 le 24 Avr i l  1886. 

K ---- Rd~; 
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dann zerfitllt die Gleiehung (I) in die beiden Gleichungen: die Modul- 
gleichung : 

(3) , Art o . m  I / dttp ~ 1 ~  
1 0  ] ' 1  �9 �9 ~ p  

und die Argumentgleichung: 

(4) m0#0 n t- m x f x  --1- . . .  -~- ml, fp  = q) -Jr 2kTr, 

we man die f0, f~, "", ,%,, so wie die r  und < 2re annehmen darf, 
whhrend k jede beliebige ganze positive oder negative Zahl oder Null 
vorstellt. 

Sei n u n  ferner P ein laufender Punkt in der Gaussisehen (x + iy)- 
Ebene, A 0 der Nullpunkt des letzteren, A~, . . . ,  Ap die den Complexen  
%, . . . ,  % entspreehenden Punkte, so werden wir zunrmhst die Gr~Ssse 

t ' a ' ' , P , J ' ' ,  PA . . . . .  R '  q,'(x , y) 

zu untersuchen haben, we x und y jetzt als gewOhnliehe Cartesische Co- 
ordinaten aufzufassen sind, und q"@ ,y) eine ganze Function yon x und y 
veto Grade 2n vorstellt. 

Verlegt man P in einen der Punkte A0, A1, . . . ,  At, so wird: 

r v) < o. 

Besehrelbt man um einen willkarliehen Mittelpunkt C einen Kreis mit 
dem Radius = m + ~/~ + s, wo unter se ine  willkfirliche positive Gr6sse 
zu verstehen ist, und m den gr6ssten unter den Abstgnden des Punktes 
C yon einem der Punkte A0, A1, . . . ,  Ap vorstellt, so liegt jeder der 
letztgenannten Punkte innerhalb dieses Kreises, und die Abstgnde aller 
dieser Punkte von jedem in der Peripherie des Kreises liegenden Punkt 
Q sind immer grosset als {~.  Legt man daher 2P in irgend welchen der- 
artigen Punkt Q, so erhglt man: 

' / " ( , ,  v) > o. 

Aus diesen beiden Ungleiehheiten ergiebt sich. auf Grund der Continuitgt 
der ganzen Function q; far jede reelle und endliehe Variation von x und 
y, der Sehluss, dass jede beliebige eontinuirliehe Verbindungskurve zwisehen 
dem laufenden Punkt Q des Kreises und irgend einem der mehrerwahnten 
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Punktei z. B. dem Punkte A0, zum mindesten einen Punkt enthalten 
lTt HSS~ WO 

, v )  = o .  

Es besteht demgem~ss eine stetige, geschlossene Contour rings um A0, 
in welcher die Modulbedingung (3) aberall erfiillt ist. 

Wenn die hier gefundene Contour nicht noch andere jener Punkte, 
ausser allein A0, umschliesst, so werden jene abrigen Punkte, jeder far 
sieh allein oder mehrere zusammen, von ahnliehen Contouren umgeben 
sein. Aus dem Umstande, dass A 0 auf einem endlieh und stetig be- 
grenzten Theil der gbene liegt, folgt nun abet jedenfalls, dass der Vector- 
radius AP, wenn P den ganzen Umfang dieser Begrenzung einmal dureh- 
wandert, einen Umlauf v o n d e r  Grssse _+ 2~r ausgefahrt hat. Das Zeiehen 
hi~ngt ab yon der Riehtung, in weleher der Umtauf bewerkstelligt ist, und 
bleibt dasselbe, wo innerhalb der Contour der Punkt A 0 aueh liegen mag. 

Wit nehmen an, dass die Punkte: 

A o ?  A I ?  o , o ~ A q ~  (0 <2 q <:p)  

innerhalb der gleichen Contour liegen, und dass somit die Obrigen p - - q  
Punkte sich ausserhalb der Contour befinden. Wird nun letzterc yon 
einem Anfangspunkt P0 aus einmal in positiver Richtung durchlaufen, so 
werden die Argumente, weiche den von den inneren Punkten ausgehenden 
Vectorradien entsprechen, Je um 2rr gewachsen sein, w~hrend diejenigen, 
welche den von den ~usseren Punkten ausgehenden Vectorradien ent- 
sprechen, naeh einem gewissen Oscilliren alle wieder zu ihrem Anfangs- 
werth zur~;mkgekehrt skin werden. Werden nun alle diese Argumente, 
die allen den genannten Vectorradien entsprechen und deren Werthe z. B. 
beim Anfi~ng des Umlaufs ~ o  und < 2;r angesetzt werden ksnnen, in 
das erste Glied der Argumentgleichung (4) eingesetzt, so wird w~hrend 
des Umlaufes dieses Glied continuirlieh wachsen um die Grssse: 

+ % + " "  + m,) 2r ,  

d. h. die Contour enthalt m 0 + m I + . . .  + % Punkte, welehe der Ar- 
gumentbedingung genagen. Der kleinste Werth, den diese Zahl annehmen 
kann, ist I (ngmlich far m o -= I, q - - o ) .  Also hat die Gleichung we- 
nigstens eine Wurzel; was zu beweisen war. 
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Durch Betrachtm)gen von ganz analoger Art, wie dic eben an- 
gestellten, wobei man nur noch zu berticksichtigen hat., dass die Anzahl 
der Wurzeln, oder, genauer gesprochen, die Anzahl der linearen Factoren 
n nicht iiberschreiten kann, wird man noch ohne Schwierigkeit die Rich- 
tigkeit folgender Satze einsehen: 

i. W~hrend immerhin innerhalb einer Contour mehr als eine Wurzel 
liegen kann, kann umgekehrt um einen der Punkte A0, A:, . . . ,  Ap nicht 
mehr Ms eine Contour verlaufen. 

2. Die Anzahl der Wurzcln auf jedcr Contour ist immcr gleich 
der Summe der Multipliciti~ten der eingesehlossenen A-Punkte. 

3. Diese Wurzelpunkte theilen die Contour in Bogen, welche yon 
s~mtlichen Wurzelpunkten nach derselben Richtung durchlaufen werden, 
wenn ~, das Argument yon K, um 27r wachst. Unter diesen Umstanden 
findet also nut eine circulare VertausChung dcr Wurzeln auf derselben 
Contour start. 

4. Eine Doppelwurzel hat die Gleichung nur dann, wenn die Mo- 
dulkurve q:(x ,y)-~-o einen gewshnlichen Knotenpunkt besitzt, in wel- 
chem zwei Contouren zu einer sich selbst schneidenden Contour vereinigt 
sind. Fi~r einen bestimmten Werth yon ~ werden dann die beiden 
Wurzeln der beiden Contoure unter dem gleichartigen Umlauf im Knoten- 
punkte zusammentreffen. 

In ganz i~hnlicher Weise hi~tte dic ursprt'mglichc Gleichung auch 
folgende Gestalt habcn k6nnen: 

x ' f ( x )  --- r  

wo f(x) vom ( n - - t )  ~ ,  und ~(x) vom (l i) ten Grad ist. Nehmen wir 
an, dass hier die Auflssbarkeit der ganzen Function in lineare Factoren 
fi;lr die grSssere der beiden Gradzahlen n t u n d  t I (somit aber 
auch for die kleinere) oder, wenn n ~ t --  t ~ :, far diese Gradzahl nach- 
gewiesen ist, so l~sst die Gleichung sich schreiben: 

_ = , ) , , , .  ( x - -  - K ( x  A)"' . .  ( x - - , % ) " ' ,  

WO 

m o + m 1 + . . .  + m p = n  und n 1 + n~ + . . .  + n r  = t  I. 
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~ o  �9 - �9 ~ p  �9 �9 �9 8 q  

und 

roof o + m , f ~  + . . . + m ~ f ~  ~P+ 2kTr+n ,p ,  + .  + ~ , ~ .  

Die Kurve: 

P A  2"~~ P A  ~''' ~ R ~. PB~"'  PB~"" , 
0 . . . . .  p ~ ' '  

(wo A0, ..., An, dieselbe BedeUtung haben, wie oben, wahrend B~, ..., B~ 
in ~hnlieher Weise den Wurzeln rio, " " ,  flq entspreehen) besteht ji~tzt, wie 
man alsbald ~bersieht, aus: 

I) einer oder mehreren A - C o n t o u r e n ,  die samtliche A~ umsehliessen, 
doeh so, dass keiner yon mehr als einer Contour mngeben ist, und 

2) einer oder mehreren B - C o n t o u r e n ,  welehe in dem Fall, wo irgend 
ein B~ yon irgend einer A.Contour umschlossen wird, Enelaven innerhalb 
der A-Contouren bilden und jenes B~ in soleher Weise umgeben, dass alle 
A-Punkte yon allen B.Punkten gesehieden sin& Kein B-Punkt liegt in- 
nerhalb mehr als einer B-Contour. Die ausserhalb der A-Contouren 
liegenden Punkte B, werden nieht yon Contouren umsehlossen. 

Die gesammte Multiplieitr~t der in den Enclaven eingesehlossenen 
Punkte B~ betrage t', wo also 

o ~ t ' < t - - i .  

Beim Umlauf durch alle Contouren gehoren dann n -  t' Wurzeln den 
A-Kurven die (ibrigen t' den B-Kurven. Das Raisonnement ist ein ganz 
analoges, wie bei dem vorigen Fall, der ja auch nut einen Unterfall des 
hier behandelten darstellt, bei welehem t = I, d. h. t ' =  o geworden ist. 

Besonders beaehtenswerth ist der Fall 

n - - t = t - -  I ,  d. h. n =  2t - -  i .  

Man sehliesst hier, dass der Satz fiir die Gradzahl 2 t - - I  gilt, well 
el" fur die Gradzahl t - -  I gilt und erweitert denselben in solcher Weise 
rasch yon dem 4 t~ Grad auf den 9 ten, den 19 t~ den 39 ten Grad u. s. w. 
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Die versehiedenen Systeme der Contouren, auf welchen (tie Wurzeln 
nach dem bier gesagten sr~mmtlich liegen mi;,ssen, lassen sich, wenn es 
sich nicht urn den Beweis fi;tr die Existenz der Gleichungswurzel handelt, 
ins Unendliche vermehren. 

Christiania, 15 Jan. I886. 


