BEWEIS DES SATZES
DASS EINE JEDE

ALGEBRAISCHE GLEICHUNG EINE WURZEL HAT

VON

ELLING HOLST

in CHRISTIANIA.

Unserem Zwecke ist offenbar Geniige gethan, wenn wir folgenden
Satz beweisen:

Wenn eine jede ganze Function des (n — 1)*" Grades sich in n — 1
lineare TFactoren auflosen lasst, so hat eine Gleichung des n'™ Grades
wenigstens eine Wurzel.

Die Gleichung, in welcher der Einfachheit wegen dem Coefficienten
von 2" der Werth = 1 beigelegt sein mag, lisst sich immer so schreiben:

xf(x) = K,

wo f(z) vom (w— 1)** Grade ist, und also nach unserer Voraussetzung
sich in die Factoren (r — a)(@ —a,)...(w — a,_,) auflosen lasst. Da
mehrere der Grossen o, einander gleich sein und einige derselben auch
= o sein "konnen, so ergiebt sich als allgemeinste Form der Gleichung:

(1) (e —a)" ... (x —a,)"” = K,
wo
(2) my + my, o om, = n.

Nun setzen wir:

X = r,e'", t—a; = re¥, K= Re?

Acta mathematica. 8. Imprimé le 24 Avril 1886.
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dann zerfillt die Gleichung (1) in die beiden Gleichungen: die Modul-

gleichung :
(3) reeryt. L = R
und die Argumentgleichung:

(4) mye, + me + ...+ me, = O+ 2kr,

wo man die ¢, ¢, ..., ¢,, so wie die &> o und < 27 annehmen darf,
wahrend % jede beliebige ganze positive oder negative Zahl oder Null
vorstellt.

Sei nun ferner P ein laufender Punkt in der Gaussischen (z -+ iy)-
Ebene, A4, der Nullpunkt des letzteren, 4, ..., 4, die den Complexen

a ., @, entsprechenden Punkte, so werden wir zunachst die Grosse

o
PA‘(Z)MQPA%'“‘ L PA,?,"'P —_— R2 EES l[J‘(fl/’ 3 ?j)

zu untersuchen haben, wo # und y jetst als gewdhnliche Cartesische Co-
ordinaten aufzufassen sind, und ¥(z,y) eine ganze Function von z und y
vom Grade 2n vorstellt.

Verlegt man P in einen der Punkte 4, 4,, ..., 4,, so wird:

Iz, y) < o.

Beschreibt man um einen willkiirlichen Mittelpunkt C einen Kreis mit
dem Radius = m 4 (R + e, wo unter ¢ eine willkurliche positive Grosse
zu verstehen ist, und m den grossten unter den Abstinden des Punktes
C von einem der Punkte 4, A, ..., A, vorstellt, so liegt jeder der
letztgenannten Punkte innerhalb dicses Kreises, und die Abstande aller
dieser Punkte von jedem in der Peripherie des Kreises liegenden Punkt
@ sind immer grosser als yR. Legt man daher P in irgend welchen der-
artigen Punkt ¢, so erhilt man:

I(x ,y) > o.

Aus diesen beiden Ungleichheiten ergiebt sich, auf Grund der Continuitat
der ganzen Function ¥ fur jede reelle und endliche Variation von x und
¥, der Schluss, dass jede beliebige continuirliche Verbindungskurve zwischen
dem laufenden Punkt @ des Kreises und irgend einem der mehrerwithnten
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Puankte, z. B. dem Punkte 4,, zum mindesten einen Punkt enthalten

muss, wo
Y (x ,y) == o.

Es besteht demgemiss eine stetige, geschlossene Contour rings um A4,
in welcher die Modulbedingung (3) tiberall erfiillt ist.

Wenn die hier gefundene Contour nicht noch andere jener Punkte,
ausser allein A, umschliesst, so werden jene ubrigen Punkte, jeder fur
sich allein oder mehrere zusammen, von ihnlichen Contouren umgeben
sein.  Aus dem Umstande, dass 4, auf einem endlich und stetig be-
grenzten Theil der Ebene liegt, folgt nun aber jedenfalls, dass der Vector-
radius AP, wenn P den ganzen Umfang dieser Begrenzung einmal durch-
wandert, einen Umlauf von der Grosse + 2z ausgefithrt hat. Das Zeichen
hangt ab von der Richtung, in welcher der Umlauf bewerkstelligt ist, und
bleibt dasselbe, wo innerhalb der Contour der Punkt 4, auch liegen mag.

Wir nehmen an, dass die Punkte:

OZa<p

A, A, ..., A4

q9

innerhalb der gleichen Contour liegen, und dass somit die iibrigen p —¢q
Punkte sich ausserhalb der Contour befinden. Wird nun letztere von
einem Anfangspunkt P, aus einmal in positiver Richtung durchlaufen, so
werden die Argumente, welche den von den inneren Punkten ausgehenden
Vectorradien entsprechen, je um 27 gewachsen sein, wihrend diejenigen,
welche den von den #usseren Punkten ausgehenden Vectorradien ent-
sprechen, nach einem gewissen Oscilliren alle wieder zu ihrem Anfangs.
werth zurickgekehrt sein werden. Werden nun alle diese Argumente,
die allen den genannten Vectorradien entsprechen und deren Werthe z. B.
beim Anfang des Umlaufs < o und < 27 angesetzt werden konuen, in
das erste Glied der Argumentgleichung (4) eingesetst, so wird wihrend
des Umlaufes dieses Glied continuirlich wachsen um die Grosse:

(my, + m, + ...+ m,)2x,

d. h. die Contour enthalt m, 4+ m, 4 ... 4 m, Punkte, welche der Ar-
gumentbedingung geniigen. Der kleinste Werth, den diese Zahl annehmen
kann, ist 1 (namlich far m, = 1, ¢ = 0). Also hat die Gleichung we-
nigstens eine Wurzel; was zu beweisen war.
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Durch Betrachtungen von ganz analoger Art, wie dic eben an-
gestellten, wobei man nur noch zu beriicksichtigen hat, dass die Anzahl
der Wurzeln, oder, genauer gesprochen, die Anzahl der linearen Factoren
# nicht Gberschreiten kann, wird man noch ohne Schwierigkeit die Rich-
tigkeit folgender Sitze einsehen:

1.  Wahrend immerhin innerhalb einer Contour mehr als eine Wurzel
liegen kann, kann umgekehrt um einen der Punkte 4, 4,, ..., 4, nicht
mehr als eine Contour verlaufen.

2. Die Anzahl der Wurzeln auf jeder Contour ist immer gleich
der Summe der Multiplicitaten der eingeschlossenen A-Punkte.

3. Diese Wurzelpunkte theilen die Contour in Bogen, welche von
samtlichen Wurzelpunkten nach derselben Richtung durchlaufen werden,
wenn @, das Argument von K, um 27 wachst. Unter diesen Umstanden
findet also nur eine circulare Vertauschung der Wurzeln auf derselben
Contour statt.

4. Eine Doppelwurzel hat die Gleichung nur dann, wenn dic Mo-
dulkurve ¥(x,y)==o0 einen gewdhnlichen Knotenpunkt besitzt, in wel-
chem zwei Contouren zu einer sich selbst schneidenden Contour vereinigt
gsind. Fur einen bestimmten Werth von @ werden dann die beiden
Wurzeln der beiden Contoure unter dem gleichartigen Umlauf im Knoten-
punkte zusammentreffen.

In ganz ahnlicher Weise hatte die urspringliche Gleichung auch
folgende Gestalt haben konnen:
#'f(@) = ¢(x), -

wo f(z) vom (v — )*", und ¢(x) vom ({— 1)** Grad ist. Nehmen wir
an, dass hier die Auflosbarkeit der ganzen Function in lineare Factoren
fur die grossere der beiden Gradzahlen » — ¢ und f#— 1 (somit aber
auch fur die kleinere) oder, wenn » —¢ = ¢ — 1, fur diese Gradzahl nach-
gewiesen ist, so lasst die Gleichung sich schreiben:

xmo(‘% — al)mx T (‘77 - ‘ap)mpv: I{(% — ﬂl)nI N <fl’f' I /’Jq)nqa
A4l

my +m, +...4+m,=n und w +n, +...+n, =1¢t—1.
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Man erhilt dann:

My My anp 7y g
150 Tt Lyt = Rsir. . s)

und
myg, + mye, + oo me, = O+ 2kr 4 nd, + ...+ n,¢,.
Die Kurve: |
PAYs ... PAY = R*. PB" ... PB",

(wo 4, ..., 4,, dieselbe Bedeutung haben, wie oben, wihrend B,, ..., B,
in ahnlicher Weise den Wurzeln g, ..., 5, entsprechen) besteht jetzt, wic
man alsbald ubersieht, aus:

1) einer oder mehreren A-Contouren, die samtliche A4, umschliessen,
doch so, dass keiner von mehr als einer Contour umgeben ist, und

2) einer oder mehreren B-Contouren, welche in dem Fall, wo irgend
ein B, von irgend einer 4-Contour umschlossen wird, Enclaven innerhalb
der A-Contouren bilden und jenes B; in solcher Weise umgeben, dass alle
A-Punkte von allen B.Punkten geschieden sind. Kein B-Punkt liegt in-
nerhalb mehr als einer B-Contour. Die ausserhalb der A-Contouren
liegenden Punkte B; werden nicht von Contouren umschlossen.

Die gesammte Multiplicitait der in den Enclaven eingeschlossenen
Punkte B, betrage ¢, wo also

Beim Umlauf durch alle Contouren gehoren dann # — ¢ Wurzeln den

A-Kurven die ibrigen ¢ den B-Kurven. Das Raisonnement ist ein ganz

analoges, wie bei dem vorigen Fall, der ja auch nur einen Unterfall des

hier behandelten darstellt, bei welchem ¢ =1, d. h. #/ = o geworden ist.
Besonders beachtenswerth ist der Fall

n—=¢t=1¢t—1,d h n=2¢{ —1.

Man schliesst hier, dass der Satz fur die Gradzahl 2¢f— 1 gilt, weil
er fur die Gradzahl ¢-— 1 gilt und erweitert denselben in solcher Weise
rasch von dem 4% Grad auf den ¢*° den 19™®, den 39" Grad u. s. w.



160 Elling Holst.

Die verschiedenen Systeme der Contouren, auf welchen die Wurzeln
nach dem hier gesagten simmtlich liegen miissen, lassen sich, wenn es
sich nicht um den Beweis fiir die Existenz der Gleichungswurzel handelt,

ins Unendliche vermehren.

Christiania, 15 Jan. 1836.




