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THEORIE DER ABEL'SCHEN ZAHLKOR.PER 

V O N  

H. WEBER 
i n  : M A R B U R G .  

I. ABET.~SCHE K O R P E R  U N D  K R E I S K O R P E R .  

In der Folge beabsichtige ich eine Reihe von Untersuchungen t~ber 
Abel'sche Zahlksrper zu verSffentlichen, deren letztes Ziel es ist, alle 
diese Korper vollst~ndig zu bestimmen und darzustellen. Den Satz, welcher 
dies ermsglicht, hat KRONECKER zuerst in einer Mitteilung in den Mo- 
na t sbe r i ch ten  der Be r l i ne r  Akademie  vom 2o ten Juni I853, welche 
aueh in SERRET'S Cour8 d'algibre sup~rieure abgedruckt ist, ausgesprochen, 
den Satz n~mlieh, dass die Wurzeln aller Abel'scher Gleichungen im 
Gebiete der rationalen Zahlen sich aus Einheitswurzeln rational zusammen- 
setzen lassen, dass also mit andern Worten alle Abel'schen K~3rper zugleich 
Krelskorper sind. Nach dieser ersten Mitteilung KRONECKER'S machten aber 
damals die Gleichungen, deren Grad eine Potenz yon 2 ist, noch Sehwierig- 
keiten. In spateren Mitteilungen (Monatsber ichte  der Ber l ine r  Aka-  
demie vom 14 Apr. 1856, I6 Apr. I877 , 7 Dec. i882)is t  KRONECKER 
wiederholt auf den Gegenstand zuriackgekommen, ohne i;lber den Beweis 
des Satzes wesentlich mehr als die Andeutung zu geben, dass die Kc~- 
MER'sche Zerlegung gewisser in der Kreisteilung vorkommender complexer 
Zahlen in ihre idealen Primfactoren dabei gebraucht wird. Eben dies 
ergiebt sich aueh aus einer Bemerkung yon KUMMER im Eingang tier Ab- 
handlung: Theorie der idealen Primfaetoren etc. (Abhand lungen  der  
B e r l i n e r  A k a d e m i e  I856). Dieser sehsne und merkwiardige Kro- 
~,ecker'sche Satz gehsrt ohne Zweifel zu den zukunftsreiehsten der Algebra, 
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da er auf die Wege weist, auf welchen allein ein tieferer Einblick in das 
Wesen der Mgebraischen Zahlgrsssen zu hoffen ist. Der Satz aber, obwohl 
vor mehr als dreissig Jahren entdeckt, ist noch ]ange nicht in dem Maasse 
wie er es verdient, gekannt und verstanden, und ich glaube daher der Sache 
zu dienen, wenn es mir gelingt, durch die Mitteilung eines alle FMle 
umfassenden Beweises das Verst~indniss desselben zu erleichtern und zu 
fsrdern. Das Hilfsmittel, dessen ich mich bei diesem Beweise becliene ist 
die yon DEDEKIND entwickelte Theorie der algebraischen Zahlen, dcren 
Terminologie und Hauptsiitze ich als bekannt voraussetze. Der Leser findet 
dieselben in einfacher und klarer Darstellung vorgetragen im XI. Supple- 
ment zu der dritten Auflage der Dn~IcnImT'schcn Vorlesungen i]ber Zahlen- 
theorie. Die in der vorliegenden Arbeit mit D. bezelchneten Citate be- 
ziehen sich auf dieses Werk. Auch in miindlichem und schriftlichem 
Verkehr babe ich mit meinem Freunde DEDEKIND vielfach ~:tber den Ge- 
genstand dieser Untersuchungen verhandelt, und vcrdanke ihm nt'~tzlichen 
Rath und Anregung, besonders in Beziehung auf die elcgante Formulierung 
des Problems in der ersten Abhandlung. 

Der besseren l~bersicht wegen babe ich die Untersuchung in drei 
getrennte Abhandlungen geteilt, deren jede so viel als msglich ein far 
sich abgeschlossencs Ganze bildet. 

Die erste dieser Abhandlungen behandelt die allgemeine Theorie der 
Abel'schen ZahlkSrper und insbesondere dic Kreisksrper und ihre Dar- 
stellung. Es wird darin der meines Wissens fri~her noch nicht vollstandig 
erbrachte Beweis gefi'lhrt, dass dutch die directe Verallgemeinerung der 
GAuss'schen Perioden alle Kreisksrper, und jeder nur einmM, dargestellt 
werden. K~o~cKm~ bert'lhrt diesen Gegenstand in den Monatsber ich ten  
der Ber l ine r  Akademie  y o r e  I 4  ten Apr. 1856; jedoch bezieht sich die 
dortige Mitteilung nur auf die regul'aren Kreisksrper. 

Diejenigen Abel'schen Ksrper, deren Grad eine Potenz yon 2 ist, 
bieten eine eigentiimliche Schwierigkeit, und erfordern (wenigstens bis jetzt 
noch) die Zuzichung eines fremdartigen tiilt~mittels. Es war daher not- 
wendig, in einer zweiten Abhandlung eine Untersuchung durchzufahren 
fiber die Anzahl der Idealclassen und die Einheiten in den Kreiskt)rpern, 
deren Ordnung eine Potenz yon 2 ist. 

Die dritte Abhandlung endlich soll den vollsthndigen Beweis des 
KRONECKER'schen Satzes liefern. 
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w 1. Allgemeines i'tbeJ, algebraisvhe Zahikiirper und KiOrper- 
permutation en. 

Unter einem algebraischen Zahlkorper n ~~ Grades verstehen wir den 
Inbegriff R(x) aller rationalen Functionen (mit rationalen Coefficienten) 
yon x, wenn x eine Wurzel einer irreducibeln Gleichung n t'~ Grades 

(I) f(x) = o 

ist, deren Coefficienten rationale Zahlen sind. 
i. Jede Zahl eines solchen KSrpers ist wieder die Wurzel einer 

Gleichung n ten Grades, welche entweder irreducibel oder eine ganze Po- 
tenz einer irreducibeln Gleichung ist. Es giebt unendlich viele Zahlen 
im Ksrper R(x), welche irreducibeln'i Gleichungen n ten Grades genilgen, 
und wenn y eine solche ist, so ist der K0rper / / (y)  mit dem Ksrper R(x) 
identisch, (well alsdann sowohl y rational durch x als auch x rational 
durch y ausdrilekbar ist). Solche Zahlen y ksnnen primitive Zahlen des 
Ksrpers /~(x) genannt werden, well sie nieht zugleieh in einem zweiten 
Ksrper yon gleiehem oder niedrlgerem Grad enthalten sind. 

2. Sind die Zahlen eines Korpers R(y) si~mmtlich in dem Korper 
R(x) enthalten, so heisst R(y) ein Teller yon R(x); y ist eine Zahl in 
R(x) welehe einer irreducibeln Gleichung vom Grade des Korpers R(y) 
genOgt; und darnach ergiebt sich aus (i) dass der Grad yon / t(y) ein 
Teller des Grades yon R(x) ist. 

3. Unter dem Product zweier Ksrper R(xl), R(x2) versteht man 
den Inbegriff R(xl, x2) aller rationalen Funetionen yon xl und x~; dies 
Product hat (nach n ~ 2) sowohl R(xl) als R(x2) zum Teller. Es ergiebt 
sich hieraus sofort die Definition des Productes yon mehreren Factoren. 

4. Sind x~, x:, . . . ,  xn die n Wurzeln der Gleiehung ( i ) so  heissen 
die K0rper R(x,), R(x~) , . . . ,  R(x~) (die auch alle oder teilweise iden- 
tisch sein k0nnen) con]ugierte KO'rper. Der Ubergang yon einem K0rper 
zu einem seiner conjugierten heisst eine Permutation, das Ersetzen der 
Zahlen des einen Ksrpers durch die entspreehenden des andern eine Sub. 
stitution. Das Product aller mit einander conjugierten Ksrper heisst die 
Norm eines jeden dieser K0rper. Bezeichnen wir mit z eine rationale 
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Function yon xl, x2, , . . ,  x,,, welche bei allen Vertauschungen dieser 
Grsssen ll(n) verschiedene Werte annimmt, so ist R(z) die Norm yon 
R(xl) (deren Grad niedriger sein kann als II(n)). Ein Korper, der mit 
allen seinen conjugierten identisch ist, and der mithin seine eigene Norm 
ist, heisst ein Normalk6r:per oder ein Galois'scher K6r~ver. Jede Norm ist 
ein solcher Normalksrper, and der Normalksrper kann auch dadurch 
charakterisiert werden, dass er mit seiner Norm gleichen Grad hat. (D. 
w I63.) 

5. Die Permutationen von It(z) bilden unter sich eine Grup:pe, 
deren Grad gleich dem Grade yon R ist. Denn die conjugierten Werte 
z, z', z", . . .  sind alle in R(z) enthalten and werden also in bestimmter 
Weise unter einander vertauscht, wenn z durch eine Substitution S' durch 
z' ersetzt wird. Ersetzt man hierauf mittelst einer zweiten Substitution 
S" z durch z", so geht dadurch z' in z'" nber, and die Substitution, 
durch welehe z direct in z"' abergeht ist also aus den beiden Substitu- 
tionen S'S" zusammengesetzt; hierbei darf im Allgemeinen die Reihenfolge 
nicht vertauscht werden. Diese Substitutionsgruppe heisst die Gruppe, nicht 
nur des K(~rpers R(z), sondern eines jeden der Korper / t (x , ) ,  R(x2) , . . . .  
Jede Zahl des K5rpers R(x~) kann durch die Substitutionen dieser Gruppe 
in jede der mit ihr eonjugierten Zahlen abergefiihrt werden. Denn nehmen 
wir an, dass dies far irgend eine solche Zahl x nicht der Fall sei, so 
wilrde eine gewisse Gruppe der conjugierten Werte yon x nur unter sich 
vertauscht. Diese wilrden also schon for sich die Wurzeln einer Gleichung 
mit rationalen Coefficienten sein, entgegen dem Satze n ~ i. 

6. Da die Zahlen x~, x~, . . . ,  x~ ulle dem Ksrper R(z)angehsren, 
so werden sit durch jede der Substitutionen S in gewisser Weise unter 
einander vertauscht. Es entsteht so eine gewisse Gruppe yon Substitu- 
tionen der Grossen x~, x2, . . . ,  x., welche keine andere ist als die Ga- 
lois'sehe Gruppe der Gleichung (i), da jede rationale Function dieser 
Grsssen, welche einen rationalen Wert hat durch die Permutationen des 
K0rpers It(z) ungeandert bleibt and umgekehrt. 

7. Aus diesen Begriffsbestimmungen ergiebt sich, dass die Norm 
eines Divisors eines K5rpers ein Divisor der Norm ist, and dass die Norm 
eines Productes zweier oder mehrerer Ksrper gleich dem Producte der 
Normen ist. Also ist auch das Product zweier oder mehrerer Normal- 
korper selbst ein Normalk0rper. 
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w 2. Abel'sche KOrl~er. 

Wit nennen einen algebraischen Zahlk~Srper einen Abel'scheJt, wenn 
seine Substitutionsgruppe eine Abel'sehe Gruppe ist, d. h. wenn ihre Sub- 
stitutionen alle unter einander vertausehbar sin& Daraus folgt: 

I. Jeder Abel'sche Kdrper ist ein Normalkdrper. Es ski n~mlieh 
/g(x) ein soleher Ksrper vom Grade n und x irgend eine primitive Zahl 
des KSrpers, deren eonjugierte Werte xl, x~, . . . ,  x,, sind. In der 
Gruppe des Ksrpers existiert gewiss wenigstens eine Substitution S~, 
dureh welehe 51 in einen beliebigen der eonjugierten Werte, xk, nbergeht. 
(w I, n ~ 5.) Ist dann S irgend eine Substitution, dutch welehe xt in 0c~ 
i:tbergeht, so bleibt dureh die Substitution 

das Element xt, ungeandert; wegen der vorausgesetzten Vertausehbarkelt 
ist aber die Substitution (I) -----SkS -1, und diese Substitution lasst daher 
alle x~, x2, . . . ,  xn unge'~ndert. Sie ist also die identische Substitution 
und folglich ist 

(2) s = s , .  

Demnach ist der Grad der Norm yon R(x)  gleieh dem Grade dieses 
K~srpers und daher R(x) ein Normalki~rper. 1 Man kann also die Sub- 
stitutionen Se in eindeutiger Weise durch das Symbol (x~, xk)bezeiehnen, 
wobei noch das eine Glied der Bezeiehnung, x~, beliebig genommen 
werden kann, wenn das zweite passend bestimmt wird. Man kann etwa 
setzen 

S, = (x~, x~,) = (xb, xa~ ) 
und erhhlt 

(31 soso = (xl ,  xoo), sbso = 

also 

(4) Xbal ---= X%. 

' Vgl. tiber diesen Satz KaoI~.CKSa, Berliner Monatsberichte~ I5 Apr. I877. 
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2. Eine einfache Folgerung dieser Definition, ist es, dass alle Teller 
Abel'seher Ksrper selbst Abel'sche Ksrper sind. 

3. Ein Abel'scher Ksrper heisst reguldr wenn die Gruppe seiner 
Substitutionen durch Wiederholung ether einzigen unter ihnen ersch0pft 
werden kann. In diesem Fall lassen sich die eonjugierten Werte einer 
Zahl des KSrpers derart in einen einzigen Cyklus Xo, x~, x~, . . . ,  X,_l 
ordnen, dass dieselben durch die Substitutionen der Gruppe cyklisch ver- 
tauscht werden. Dieser Fall muss eintreten, wenn ~ eine Primzahl ist. 

4. Unter dem Grad ether Abel'schen Gruppe versteht man die 
Anzahl der Elemente, welehe sie enth~lt. Der Grad eines einzelnen Ele- 
mentes ist der  Exponent der niedrigsten Potenz dieses Elementes, welche 
gleich dem Hauptelement (gleich))I)), in unserem Falle gleieh der iden- 
tischen Substitution) wird. Ist p irgend eine im Grade der Gruppe auf- 
gehende Primzahl, so existieren in der Gruppe Elemente yore Grade p.~ 

5- Wenn in der Gruppe G unseres K0rpers R(x) irgend eine andere 
Gruppe G~ vom Grade nl als Teiler enthalten ist, so giebt kS in R(x) 
Zahlen, welche dutch die Substitutionen yon G~ ungeandert bleiben, da- 
gegen dutch jede andere Substitution yon G sich andern. Eine solche 
Zahl ist z. B. bet passender Bestimmung der rationalen Zahl t 

wenn x~, x~, . . . ,  x,,, die Werte sind, in welche x durch die Substitu- 
tionen G~ iibergeht. Von ether solchen Zahl sagt man, sie gehSre zu der 
Gruppe G~. Aus ihr entspringt ein K~)rper R(y) vom Grade n:nl, ein 
Teller yon R(x), der ebenfalls als zur Gruppe G~ geh6rig bezeiehnet 
sein sol]. Wenn umgekehrt y eine Zahl in /~(x) ist, so bilden diejenigen 
Substitutionen in G, durch ~velche y ungeandert bleibt, eine Gruppe G~, 
welche ein Teller yon G ist, und der Ksrper /~(y)oehert zur Gruppe G~. 

1 Die Hauptsi~ze tiber Abel'sehe Gruppen finder man in des Verfassers Arbeit 
~Tber die Darstellung von Primzahlen durch quadratische Formen~ M a t h e m a t l s c h e  An- 
nalen~ Bd. 2o~ S. 3oi (I882)~ ferner: Scnm~iI~G, Die Fundame~talclassen der zusammen- 
setzbaren arithmetischen Formen~ A b h a n d l u n g e n  der  G e s e l l s e h a f t  der  W i s s e n s e h a f -  
ten zu GStt ingen~ Bd. 14 (I868);  KRONZCKER~ M o u a t s b e r i c h t e  der  B e r l i u e r  
A k a d e m i e  I Dee. I87O ; FROBENIUS u~d S'rlCKELB~a(~ER~ Gruppen von vertauschbaren 
Eleme~den, J o u r n a l  ft tr  M a t h e m a t i k ~  Bd. 86~ I878. 
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Jeder Teller R(y) yon / t(x)  geh0rt also zu einem bestimmten Teller G 1 
yon G und umgekehrt. 

Gehsrt Yl zu G1, y: zu G~, und ist G 2 in G 1 enthalten, so ist der 
Korpcr R(y,) in R(y:) enthalten. Sind R(yl), R(y:) zwei Divisoren yon 
R(x), welche zu dan Gruppen G1, G~ geh0ren, so gehsrt das Product 
R(y~,y~) zu dam grSssten gemeinschaftlichen Teller yon G 1 und G~ und 
der grOsste gemeinschaftliche Teller yon /t(yl) , R(y2), d. h. der Inbegriff 
aller in beiden Korpern zugleich enthaltenen Zahlen, zum kleinsten ge- 
meinschaftlichen Vielfachen der beiden Gruppen G~, G~. 

6, Ein Abel'scher Korper wird zerlegbar genannt, wenn er (im 
Sinne yon w I, n ~ 3) das Product zweier anderer Abel'scher K0rper ist. 
Im entgegengesetzten Fall heisst er einfach. Daraus ergiebt sich un- 
mittelbar, dass ein zerlegbarer Abel'scher K0rper in eine endliche Anzahl 
einfacher zerlegt werden kann. 

Hierbei sei zur Vermeidung yon Irrtfimern bemerkt, dass die Zer- 
legbarkeit keineswegs aus dem Vorhandensein eines Tellers folgt, und 
dass die Zerlegung in cinfache K0rper nicht nur auf eiue Art geschehen 
kann. 

7. Ein Abel'scher Korper ist stets zerlegbar, wenn in seinem Grad 
zwei verschiedene Primzahlen p,  q aufgehen. Bezeiehnen namlich S~, S 2 
zwei Substitutionen der Gruppe G yon den Graden p,  q,  deren es nach 
n~ 4 immer giebt, und y~, y~ zwei Zahlen des K(~rpers, die zu den aus den 
Potenzen yon $1, S~ gebildeten Gruppen ptO~ und ~ten Grades geh0ren, 
so sind R(yl), R(y2) zwei Teller yon / t(x)  v o n  den Graden n:p;n:q.  
Der aus beidcn zusammengesetzte K0rper /~(y~ ,y~) ist gleichfalls ein 
Teller yon R(x); sein Grad ist abet sowohl dutch n:p a!s dutch n:q 
teilbar und muss also ~ n sein. Hiernach ist R(yi ,  y~) mit R(x) iden- 
tisch. Darnach lassen sich atle Abcl'schen Korper aus solchen zusam- 
mensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. 

8. Ein nicht regularer Abel'scher Korper, dessen Grad eine Prim- 
zahlpotenz _p~" ist, ist zerlegbar: Sei ni~inlich Seine Substitution in G vom 
Grade p, und S~ eine zweite, welche nicht unter dan Potenzen yon S ent- 
halten ist. Dass bei irreguli~ren Grul~pen solche vorhanden sind, ist leicht 
einzusehen. Die Zahlen y, Yl mOgen zu den durch die Potenzen dieser 
beiden Substitutionen gebildeten Gruppen geh0ren. Dann ist:y~ nicht im 
KSrper /~(y) yore Grade n:p enthalten, da es ja sonst durch die Substitu- 



2 0 0  H .  W e b e r .  

tion S unge'~ndert bleiben miisste. Der Grad des Ksrpers _R(y,yl) ist 
dann durch n:p teilbar, kann aber nicht = n:p sein, well sonst/~(y, y~) 
mit B(y) identisch ware; andererseits ist dieser Grad tin Teiler yon n und 
muss mithln = n sein. Es ist also wieder R(y, yx) mit / / (x)  identisch. 
Es lassen sich also alle Abel'schen K6rper aus reguldren Abel'schen K6rpern 
zusammensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. 

Ein regularer Ksrper, dessert Grad eine Primzahlpotenz ist,, ist da- 
gegen unzerlegbar, well jeder Teller eines solchen Ksrpers jeden anderen 
Teller yon gleiehem oder niedrigerem Grade wieder als Teller enth',ilt. 

w 3. Abel~sche G~uppert und Gruppencha~,etktere. 

Ffir die sp~tere Anwendung sollen zunhchst elnige der Hauptsatze 
fiber Abel'sche Gruppen zusammengestellt werden, die im Wesentlichen 
bekannt sind. Die Beweise findet man in der oben citierten Abhandlung 
des Verfassers. 

I. Es sei G eine Abel'sche Gruppe vom Grade n, und S seien 
ihre Elemente. Diese Elemente lassen sich durch eine Basis darstellen, 
in der Weise 

$1 ~2 $Y 

so dass man jedes Element S yon G ein und nur einmal erhalt, wenn 
s 1 (rood nl), s~ (rood n2) , ..., s~ (rood n~) je ein vollstl;ndiges Restsystem durch- 
li~uft. Es ist alsdann 

2.  W~hlt man die GrSssen to1, to~, . . . ,  oJ~ unter den Wurzeln der 
Gleichungen 

?~1 712 

beliebig -ms, und setzt (naeh (~)) 

(3) z ( s )  = ,o?,  
so erhMt man die n Charaktere der Gruppe G. 
mente S, S' yon G ist dann stets 

(4) z(S)z(S ' )  =x(SS ' ) .  

OJ v ~ I 

Fi~r irgend zwei Ele- 
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W e n n  umgekehrt eine Function x(S)  der Bedingung (4) genngt, so 
ist sie unter deft n Charakteren enthalten. 

Die Charaktere bilden unter sich eine Abel'sche Gruppe vom Grade 
n, wenn man unter Xx'(S) den ~fi:raktcr 

versteht. 
3. Auf Grund dieses Satzes lassen sich die Divisoren der Gruppe 

G genauer charakterisieren. Es sei 

y =  S, S', S", . . .  

eine in G enthaltene Gruppe (ein Divisor yon G). Ist G dureh die Ele- 
mente g nicht ersehspft, so w~hle man ein in g nicht enthaltenes Ele- 
ment S 1 und bilde die Reihe der Elemente 

g, = s , 8 ,  s , s , ,  s , s" ,  . . .  

welche lauter von einander und von g verschiedene Elemente enthMt. 
Ist G noch nicht erschspft, so wimble man $2 so dass es weder in g noch 
in gl entMlten ist, und bilden die dritte Reih~ 

g~ = ~ s ,  s~8', s~s", . . .  

und fahre so fort, bis die Gruppe G erschopft ist. Diese Reihen g, g~, 
g2, . . .  bi lden unter sich eine Abel'sche Oruppe H, wenn wir die Com- 
position derselbcn in dem $inne erklliren, dass g~g2 die Reihe 

g,.q~ = s , s ~ s ,  ~ , s ~ s ' ,  s , ~%s" ,  . . .  
bedcute. 

Wit betraehtcn die Charaktere $(g)dieser  Gruppc H und setzen, 
wenn S~, S~, S~', . . .  in g~ enthalten sind 

$ ( g , )  = $ ( s , )  = $ (  s ; )  = $ ( s ; , )  . . . . .  

Hierdurch ist eine Reihe yon Functionen $(S) bestimmt, welehe der Be- 
dingung 

gen~'zgen, und die daher unter den Charakteren z ( S )  enthalten sind. / ~ r  
die Elemente S, S', S", ..., die in der Gruppe g vorkommcn, und nur flir diese, 

Aeta mathematica. 8. Impr im6 le 19 Mai lg86. 26 
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haben aUe diese Functionen den Wert + i. Daraus' folgt tier Satz: 
Alle Elemente einer Abel'schen Gruppe G, far welche ein oder mehrere 
Charaktere den Wert - h i  haben, bilden einen Divisor yon G, ~ und um- 
gekehr~ erhMt man alle Divisoren Yon G, wenn man alle diejenigen Ele- 
mente sucht, welche einem einzelnen oder einer beliebigen Anzahl yon 
Charakteren den Wert + i erteilen. 

Der !nbegriff derjenigen Charaktere $(S), welche far die sammt- 
lichen Elemente der Gruppe g den Weft + i haben, bildet unter sich 
eine Abel'sche Gruppe deren Grad = n:n  I ist, wenn n~ den Grad yon 
.q bedeutet, und die Gruppe G i s t  durch diese vollstrmdig hestimmt. 
Wir sagcn, die Gruppe g gehdre zu dieser Gruppe yon Charakteren (oder 
umgekehrt diese Charakterengruppe zur Gruppe g). 

w 4:. D i e  Kre i sk i~rper .  

Unter einem Kreisk(~rper versteht man jeden aus rationalen Zahlen 
und Einheitswurzeln zusammengesetzten Zahlk(~rper. Ist r eine primitive 
m t" Einheitswurzel, so soll der Korper B(r) ,  welcher aus s~immtlichen ra- 
tionalen Functionen yon r besteht, der voUst(indige Kreisk5rper der Oral- 
hung m heissen, und mit P~., bezeichnet werden. 

Da man beliebig viele Einheitswurzeln immer als Potenzen einer 
und derselben Einheitswurzel darstellen kann, so folgt, dass jeder Kreis- 
korper ein Divisor eines vollstandigen Kreislc&'pers ist. Man erlddt daher 
jeden Kreisk&'per und jedeu ~ur einmal, wenn man alle diejenigen Divisoren 
eines vollstdndigen Kreiskb:rpers m '~'" Ordnung aufsucht, die nicht z~gleich in 
KreiskSrpern niedrigerer Ordnun 9 enlhalten sind. 

Da r die Wurzel einer irreducibeln Gleichung yore Grade ~(m) ist, 
so ist ~(m) aueh der Grad des Ksrpers .(2 m. Die Gruppe des K0rpers 
besteht aus s~mmtlichen Substitutionen 

(r  ~ ~") 

wenn n die s~mmtlichen relativcn Primzahlen zu m (rood m) durchlauft; 
dicse Gruppe, dig wir mit N bezeichnen wollen, kann dargestellt werden 
durch die sr~mmtllchen naeh dem Modul m redueierten zu m teilerfremden 
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Zahlen. Diese Gruppe ist eine Abel'sche, und folglich ist jeder Kreis- 
kdrper ein Abel'scher Kdrper. 

Um die sgmmtlichen Divisoren eines vollstgndigen Kreiskorpers zu 
ermitteln, hat  man nach w 2, n ~ 5 die sgmmtlichen Teller der Gruppe N 
aufzusuchen, d. h. die si~mmtlichen nach dem Modul m genommenen 
Zahlsysteme 

(~) k0, k,, k~, . . .  

die sich bei der Multiplication unter einander reproducieren. Zu jeder 
solchen Gruppe geh6rt e i n  Teller von .q,~ und umgekehrt ,  zu jedem 
Teller yon ~,,~ eine solche Gruppe. 

i. Ist ml ein Teiler von m, so ist auch dcr voIlsti~ndige Krcis- 
korper ~2~, ein Teiler yon X2~. Die Gruppe, zu welcher dieser Teller 
gehOrt besteht aus alien denjenigen Zahlen k, welche  der Bedingung 
geniagen 

k =  i (rood m,). 

Sind ml, m 2 zwei Divisoren von m, deren grOsster gemeinsehafflicher 
Teller d ist, so gehSrt (nach w 2, n ~ 5) der grSsste gemeinsehaftliche Teller 
yon fl,~,, flm.~ zu der Gruppe 

k - -  I (rood d) 

und ist also der vollstgndige KreiskSrper t2d. 
2. Nun sollen unter den Divisoren yon t2,, diejenigen aufgesucht 

werden, welche nicht zugleich in vollsti~ndigen KreiskSrpern niedrigerer 
Ordnung enthalten sind. Nach n ~ I sind also sotche und nur solche Di- 
visoren yon ~2m auszuscheiden, die zugleich Divisoren yon .(2m, sind, wenn 
m 1 in m enthalten ist. 

Auszuscheiden sind also alle diejenigen Divisoren yon ~2,~ und nur 
diese, welche zugleich Divisoren yon einem der Korper ~2 m sind, wenn 

q 

q irgend eine der in m aufgehenden Primzahlen bedeutet. Das heisst, 
man hat yon den Divisoren ~ der Gruppe N diejenigen auszuseheiden, 
welehe eine der Gruppen 

(~q) k ---- I rood 
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als Teiler enthalten. Die ctbrig bleibenden Gruppen +9, und nur diese 
liefern primitive Divisoren yon ~ ,  und man erhMt also auf diese Weis+ 
alle KreiskC~Ter und jeden nur einmal. 

w 5. Dars teIDeng dev K r e i s k b r p e r  d u t c h  die  Per ioden .  

Um die primitiven Divisoren .(2 Yon ~2., auf die einfachste Weis~ 
! 

darzustellen, hat man eine mSgliehst einfaehe Function yon r zu sucheri, 
welche zu der Gruppe ~ yon ~2 gehsrt. Dass diesen Zweck die Perioden 
(im GAvss'schen Sinne) 

k 

~7 = Z r ~  

erfi;dlen, wird dann bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann, dass unter 
den eonjugierten Werten r2~ , r/2 , ~%, . . .  dieser Perioden nieht zwei ein- 
ander gleiehe vorkommen. Um dies zu beweisen, ist es nOtig, auf die 
Charaktere der Gruppe N etwas genauer einzugehen. 

I. Es ski 

k, f txl  t,l%~ 
( I )  " ~  = 2 ' t l  ~[2 " ' "  

-----o oder ~ 2, qx, q2, " '" die yon einander verschiedenen in m auf- 
gehenden ungeraden Primzahlen. Man setze 

I (2) a = b = i  far . = 2 ,  

el = ~ ( q x l ' )  = qT ' - ' (q~-  i), c~ = ~(q~'~), . . .  

und verstehe unier g~, g~, . . .  primitive Wurzeln yon q~, q~, . . .  Dann 
li~sst sich far jede zu m teilerfremde Zahl n ein System yon Indices 
a, fl, ~'x, F~', . .  nach den Moduln a, b, c1, c 2 , . . ,  aus den Congruenzen 
bestimmen 

(3) n----(-, ,)~5 ~ (mod 2z); n _ g ~ '  (modq~,), n=_g~' (rood q~=), . . .  

Versteht man dann unter s, 0, Wl, ro.~, . . .  primitive Wurzeln der Glei- 
chungen 

(4) e " =  I, 0 ~ =  I, roi'-~ I, r - I, . . .  
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t t r und  bezeichnet rnit a', fl', l'~, ~'~, ." die Indices einer Zahl n, so erhMt 
man die Charaktere der Gruppe N in der Form 

(5) Z~'(~) = ~~ ~'~.. .  

2. Die Oharakterengruppe, zu weleher eine der in n ~ 2, w 4 aus- 
geschlossenen Gruppen s gehsrt ,  erhMt man falls q~ nur einmal in m 
aufgeht indem man w ~ " =  i setzt, und wenn ql mehrmals in m aufgeht, 
indem man ~-'~ dureh q~ teilbar annimmt. Um die Charakterengruppe zu 
welcher E= gehsr t ,  zu bilden, hat man, falls 2 = 2 ist, a', falls 2 >  2 
ist fl' dureh 2 teilbar anzunehmen. Die auf diese Weise definierten Charak- 
terengruppen sol len  mit gq~, g~, . . . ,  g2 bezeiehnet werden. 

3- Is t nun ~ ein Divisor der Oruppe N, lq eine Zahl in N,  die 
nicht in ~ enthalten ist, h2 eine Zahl in N,  die weder in R' noch in 
hi~ vorkommt, u. s. f., so zerfMlt N in die Reihen 

(~) ko, k l ,  k2, �9 . . 

(hl~) h~k o, h~k~, h~k~, . . .  

o, 7 @ . . . .  

Diese Reihen bilden im Sinne yon w 3, n~ 2, eine Gruppe H.  Wir  be- 
zeichnen mit  ~:(n) diejenigen unter den Charakteren z(n), zu welchen 
die Gruppe E gehsrt  und mit ~ die Gruppe derselben. Da hiernaeh 

(6)  ~ (k0)  = ~ ( k l )  = ~ (k2)  = . . . =  i 

ist, so erhMt man fnr die Charaktere der Gruppe H die Ausdraeke 
. . . .  

Hieraus ergiebt sieh, wenn wir 
k 

( 7 )  

sefzen~ 

(s) 

4. 
mehrere der ~h einander gleich sind. 

~h = E r h k  

h n 

Es sollen nun die Bedingungen gesucht werden, unter welchen 
Ist 
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so bilden diese in dem Sinne eine Gruppe, dass auch 

711 ~ ~hh' 

ist, und diese Gruppe ist ein Divisor von H, den wir mit H' bezeichnen. 
Die Perioden 72,~ zerfallcn in Reihen yon gleich vielen unter einander 
gleichen. 

Die Gruppe H '  ist wieder dadurch charakterisiert, dass sie aus allen 
denjenigen h~ besteht, fiir welehe eine gewisse Gruppe unter den Cha- 
rakteren $, die wir mit $' bezeichnen woIlen, den Wert  + ~ hat. Die 
flbrigen unter den Charakteren $, welche also ffir einige EIemente der 
Gruppe H '  yon I verschieden sin<l, bezeichnen wir mit  $". Solche Cha- 
raktere ~" existieren immer, wenn H' mehr als ein Element enthdlt, wenn 
also wirklich mehrere der Perioden ~ einander gleich sin& 

5. Ist nun h' irgend eine zu m teilerfremde Zahl, so ltisst sich die 
Summe (8) so schreiben: 

n 

Z$( . ) , - , ,  = Z$(h'n),-"'" = ~ ( h ' ) Z $ ( n ) , " ' "  = $ ( h ' ) Z $ ( h ) , ; ~ , .  

Wir nehmen nun an, es sei 7/~----72h., und i'olglich aueh 

~h ~ ~hh' 

dann folgt aus der letzten Gleichung wegen (8) 

n n 

~ : $ ( n ) r "  $(h')Z$(n),'n. 

Findet sich nun der Charakter $ unter den $", so kann man h' so 
wi~hlen, dass $(h') yon I versehieden ist, und daraus foIgt: 

(9) E ~ : " ( n ) r "  = o.  

Dicse Bedingung li~sst sich nun in folgender Weise umformen. Bezeich- 
nen wit  mit r0, rl, r~, . . .  primitive Einheitswurzeln der Ordnung 2 ~, 

Z l  X2 ql ,  q~, . . .  so kann man jede primitive m t~ Einheitswurzel in der Form 
annehmen 

( I o )  r = , ~ o r l q  . . . 
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(") 
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~ " ( n  ) = s~"~ OY"~ ,o~ '';, o # " ~  . . . , 
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w e n n  

b) Die S u m m e  
y ' ( =  o (rood q,). 

a, fl 

versehwinde t ,  wenn 2 -  2 ist, d a n n  1113(1 n u t  (]finn, wenn  

r  - o ( r o o d  2) 

und  wenn ~ 3, dflnn und  nur  dann ,  w e n n  

j~' = o (rood 2). 

7. Hiernus  sehliessen wir zuniichst,  dass die G le i chung  (9), ( I2)  
aueh dann  noeh bef r ied ig t  sein muss,  wenn  ~" du reh  einen der  Charak-  

tere ~' ersetzt  wird. Denn se~zen wi t  

und nehmen  an es sei, fulls m d u t c h  eine h she re  'fls die erste Potenz  

yon q~, q2, ... te i lbar  ist, y'~, Y'2, ... n ich t  d u t c h  q~, q2, "" tei lbar ,  ebenso 

fal ls  m d u r e h  4 aber  n ieh t  du reh  8 te i lbar  ist, a', und  falls m du reh  8 
te i lbar  ist ~' ungernde ,  wie es nneh n ~ 6 sein muss,  wenn  ~ : ' ( n ) ~ "  yon Nu l l  

versehieden ist, so kann man in dem zusammengese tz ten  Charak te r  

v t o  1 ~ 2  " " * ' 

so zerfMlt die l inke  Seite yon (9) in Fac to ren :  

a, fl , 7, 72 

woraus  fo lg t ,  dass ~ e n i g s t e n s  e iner  dieser Fac toren  ve rschwinden  muss.  

6. W i t  wol len  n u n ,  u m  die Kette  der  Schliisse n ich t  zu unter-  

b rechen  die fo lgenden ,  im n'~chsten w zu bewcisenden Siitze voraussetzen.  

a) Die S u m m e  
7, 

E (O~,"Y, ~1 ,Y' 

k a n n  n ieh t  versehwinden ,  wenn  x~ ---- i ,  also q~ ein e infaeher  Fac to r  yon 

m ist; ist x~ > i so ve r sehwinde t  dieser A u s d r u e k  d a n n  und  n u r  dann,  
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der offenbar zu den Charakteren ~:" gehort, die ganze Zahl s so bestim- 

men, dass y~s + y'~' nicht durch q~, y~s + ~-'~' nich~ durch q~, u. s. f. und, 
eventuell ,  a's -t- a" oder ~i's + [~" nicht durch 2 teilbar wird. Dadurch 

aber kommt  man zu einem Widerspruch mit der C~leichung;(9). 
8. Nach n ~ 2 und n ~ 6 kann man dem hiermit  Bewiesenen den fol- 

genden Ausdruck geben. Wenn unter den zur.:Gruppe ~ geh6rigen Perioden 
~h mehrere gleiche vorkommen , so  muss ]eder der Charaktere ~, der Gruppe 

m emer der Gruppen ~q,, ~q~, . . . ,  ~2 enthalten~sein,(wobei nu~ d i e -  

jenigen Primzahlen q~, q2, " "  in Betracht kommen, welche mehrfache Fac- 

toren yon m sind und (~2 nut  i~alls m durch 4 teilbar ist). 
9. Daraus kann nun welter gefolgert werden, dass unter den Gruppen 

(~q,, ~q~, . . . ,  {~ mindestens eine dutch die Gruppe ~ teilbar ist, und dass 
folglich ~ dutch eine der Gruppen ~q,, ~q~, . . . ,  ~2 teilbar ist. Es ist 

nhmlich, wenn Z ein beliebiger der Charaktere yon N ist, Z q' in ~q,, Z q~ 
�9 . Z ~ in ~ enthalten. Nehmen wir nun an, es sei keine der in ~ . ,  . , 

Gruppen (~q,, (gq~, . . . ,  ~ durch ~ teilbar, so kann man die Charaktere 

~e0, e ,  ~:, . . .  in (~ so wi~hlen, dass ~0 nicht in ~ ,  $~ nicht in (~q,, ~: 
nicht in ~q~, . . .  enthalten ist; (]ann WrWe aber der zusammengesetzte 

Charakter  
qtq.z... f~2q.,.;,. ~2q~.. .  

zwar in (~, aber wedcr in Eq, noch in ( ~ . . .  noch in (~2 enthalten, ent- 

gegen deln in n ~ 8 Bewiescnen. 
io.  Hieraus folgt nun, dass, wenn man die in w 4, n~ 2 charac- 

terisicrten Gruppen ausgeschieden hat, unter den conjugierten Perioden 
niemals mehrere gleiche vorkommen,  und dass man also s~mmtliche Kreis- 
ko'rper rational dutch diese Perioden darstellen kann. Man kann die- 
selben sogar in einem gewissen Sinne linear durch die Perioden ausdrt~cken. 

Denn setzt man allg(~mein, auch wenn a nicht relativ prim zu m ist 

k 

~ / , -  Zr .k 

so erhi~lt man, wenn k, k' yon einander u~.qbh~,ingig (lie Gruppe ~ durch- 

laufen, for beliebige a, b: 

k . U  k , l  

7/~ --- E~ ~ = E r  ("~+b)~ -- ZT/,,,~b. 
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w 6. B e w e i s  d e s  I ,  e m m a  n ~ 6. 

Zur Vervollstrmdigung bleibt uns noch ~'Lbrig die in n ~ 6 angef0hrten 

Hilfss~,tze zu beweisen. 
i. Ist zun:tchst p eine ungerade Primzahl,  r eine primitive Einheits- 

wurzel der Ordnung p'~, co eine solche der Ordnung g(p"), 9 eine pri- 
mitive Wurzel  yon p~, und fiir jede durch 2) nicht teilbare Zahl ~a 

(:) 9 r = n (mod p~) 

so setzen wir, indem wit  n ein vollstandiges system modulo p~' in eon- 
gruenter  durch p nieht teilbarer Zahlen durehlaufen lassen, 

n 

(~) (~h, ~ ) _  Zo,"~'," 
n 

(s) (~',, ,.,,)-- ~ -~  5:~"~, . . . .  o,-"~(o, h, ,.). 

und wenn man mit r '~ multipl ieiert  und die Summe nimmt:  

n~ n 
( 4 )  (OJ--h~ r ) ( c o  h , r ) -  ~ o ) h T ' / ~ ' n ' ( n + i ) .  

a) Ist 7: = :, so ist die naeh n' genommene Summe 

und da 

also fnr 

so folgt 

/9--1 

2 ~_ I (1110(1 ./9), 

n~---io I, F - -  2 ' 

(s) (o/', ,.)(o,-", , . )=  ( ,)"p. 

Es kann also in diesem Fall (w h, r) nicht verschwinden. 

b) Ist ~ >  I, so ist 

~ Tn'(n + 1) 

Ac?ta m c l l h ~ m a l i e ( ~ ,  8 .  Imprim~ le 20 Mai 1886, 27 
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immer dn,m ~ o, wenn n + i nieht durch p~.-i teilbar ist, und cs ist 

n r 

I 

f a r  n + ~ := p~, Z r  "'('+~) = p ~ - * ( P  - -  ~), r ---- 2 ~(P~') 

n' 
I 

ft',r n + ~ = ~p'-', Z,"'"+" = - -p'~- ' ,  r = ~ e ( p  '~) + ~ (p~- ' ) ,  

worin ), und v gleichzeitig ein vollsti~ndiges Restsystem modulo p durch- 
laufcn (mit Ausschluss yon o ) .  

Hiernach wird also 

(.,", ,-)(o -~, ,.) = ( - -  , ) ~ p ~ - - ( - -  , ) '>~- '  Z o, '*(~- ' ) ,  
0 , p - - 1  

also wenn h nicht dutch p teilbar ist 

(6) (~0", r)(w "-~, r ) =  ( - -~) '>~ .  

Ist aber h dureh p teilbar, so folge aus (3) 

(~,,, ~ , + ~ , " - ' ) =  (~,~, ,-), o.=0,, .... , - , ,  

und wenn man die Summe tiber alle 2 bildet., 

(7) (o~", r) ---- o, h _= o (,nod I'), 

womit n ~ 6 a) des vorigen w bewiesen ist. 
2, Es seien jetzt r ,  0 primitive Einheitswurzeln der Ordnung a z, 

a;'-2, u n d  fclr jedes ungerade n 

(s) ( - -  ~),,.s,~-,, (rood =~), 

worin =, fl wie in w 5, (*) naeh den Moduln a, b genommen sind. 
Setzen wit  nun 

n 

(9) [ ( - -~) ' , ,  e ~, ,.] = X ( -  ~)~o,,',-", 

dann ergiebt sieh zungehst direct: 
a) Ist a--= 2, so vm'schwindet [(--  z) h, O ~, r] dann und nu t  dann 

wenn h _~ o (rood 2). 
b) Ist ) t 7  3, so folgt wie oben 

(~o) [ ( - -  ~),,, o ~, ,.,,1 = ( - -  ~)-',o.'o-',~'[( ~)',, o ~, ,.], 



also: 

Theorie der Abel'schen ZahlkOvper. 

[(-- i ? ,  o ~, ,-][(-- ~)-,., 0% ~] = x ( - -  ,)',0.o,,,,-,,('+.,. 

Die naeh n' genommene Summe ist nun 

,~, 
~r"'("+" = o, wenn n + I nicht dutch 2 ~'-1 teilbar ist, 

= 2 a-1 fi;w n Jl- I = 2 z , a = I,  fl = o 

= ~ a }'-1 f f l r  n- t -  I ~--- 2 )'-1, = - ~  I ,  f l  = 2 z-a,  

woraus sich, falls k ungerade ist, 

(i i) [(--  i) h, 0 k, ?-][(-- i) -h, 

ergiebt. 
8etzt man aber in (x o) 

r , t '  _ 

[ ( -  ~)", 

0 -k, r] ~-  ( ~  I) h2 ~'," 

n ' ~  I + 2 )'-1, 

- -  - - r ~  Gt' = O,  ~' --- 2t"--a~ 

0 ~, - - r ]  = ( - -  I)~[(-- I)", 0 ~, r], 

also 

so folgt 

k--= t (rood 2) 

woraus unmittelbar hervorgeht, dass im Falle eines geraden k 

( I 2 )  [ ( - -  I)  h, O e, F] = O, k ~ O  qlllod 2) ,  

womit also auch n ~ 6 b) des vorigen w bewiesen ist. 

211 

w 7. D i e  [rivage tier vo l l s tdnd igen  Kre i skOrper .  

Die Primideale oder idealen Primfactoren in den vollst'andigen Kreis- 
k0rpern beliebiger 0 rdnung  hat KUMMFA~ aut~estellt in der Abhandlung:  
Theorie der idealen Primfiwtoren get complexer~ Zahten, welche aus l~Derzeln &r  
Gleichung co"= i gebildet sind, wenJa n eine zusammengesetzte Zahl ist. (Abh. 
de r  B e r l i n e r  A k a d e m i e ,  a856.) Das Resultat findet man in anderer 
Form bei D. w I79 und zwar vollsfiindig abgeleitct liar den Fall, dass 
die Ordnung eine Primzahl is t ;  man gelangt qber auf wesentlich dem- 
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selben Weg aueh zu den allgemeinen Resultaten, von welehen hier, soviel 
in tier Folge gebraueht  wird, zusammengestel l t  werden soil. 

i. Die Potenzen yon r: i, r ,  r~, . . . ,  r ~('~>1 bilden im K~srper ~2,,~ 

eine Basis yon t~, d. h. es lasst sich jede gauze  Zahl des Ksrpers ~2,0, als 

gauze rationale Function, h~sehstens vom Grade 9 ~ ( m ) - - I  ,nit g a n z e n  ra- 
tionalen Zahleoeffieienten darstellen. 

2. Ein beliebiges Ideal n oder eine Zahl a des Ksrpers ~2,,, geht 

durch die Substitution (r, r '~) in ein co~,jugiertes Ideal oder eine eonju- 
gierte Zahl rtber, welehe wir mit a,,  a,, bezeiehnen, worin n relativ prim 

zu m ist. Die zu einem Primideal  eonjugierten Ideale sind ebenfalls 
Primideale and wenn eine ganze rationale Zahl dureh irgend ein Ideal 

teilbar ist, so ist sit aueh dureh die s~mmtliehen eonjugierten Ideale teilbar. 

Ist :0 ein in der rationalen Primzahl  /) aufgehendes Primideal  and 

so hcisst p ein P r i m i d e a l  f'~" Grades .  

3- Ist p' die h0ehste in m aufgehende Potenz yon  p,  m = p 'm' ,  

und gehSrt p zum Exponenten f (rood m'), so ist p ( m ' ) =  ef ,  and t~p ist 
die f ( p , ) t o  Potenz eines Products yon e yon einander versehiedenen Prim- 
idealen f ten Grades, 

4. Ist ins Besondere p'-----I,  also p in ~ nicht enthalten, and 
gehsrt  p zum Exponenten f (rood m) so zerfallt p in e verschiedene Prim- 
ideale ften Grades. Unter  den conjugierten Idealen p,, sind 

Pn, !),,~,, iJ,,p=, �9 �9 " ,  lJ,,zS-* 

and mtr diese mit einander identiseh, woraus hervorgeht  dass die e in 19 
aufgehenden Primideale conjugiert sin& 

5. Die I)rimideale IJ sind dann und nur dann vom ersten Grade, 
wenn 

2)--= I (mod m). 

In diesem Falle ist jede ganze Zahl des Ksrpers ~(2,~ ,nit einer g a n z e n  ra- 

l ionale, ,  Zahl naeh p congruent,  and wenn r mit a congruent ist, so muss 

tt zum Exponenten m nach dem Modul p gehoren. ~ Ist daher g eine 
primitive Wurzel  yon p,  so kSnnen wir set zen 

Is t  u~mlieh r = a (rood ~,~), so folgt a " =  I (rood/,) and dicse Congruenz kann for 
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p - - 1  

( , )  ., 

woraus folgt: 
p - - I  

(2) r'*~g " (modp,) 

oder, wenn n' aus der Congruenz 

(3) 
bestimmt wird 
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,p--1 

(4) . r ~ g  m (rood p,,) 

wodurch die eonjugierten Ideale Pn vollst~ndig eharakterisiert sind. 
6. Ist m ~---q~ eine Primzahlpotenz, so ist q assoeiiert mit (r re ' r)  ~('~ 

und 0(, - -  r) ein Primideal, also 0~ die ~(m)t~ Pdtenz eines Primideais 
ersten Grades, und zwar eines ttaul~tideals. 

7. Es ski m 1 ein Teller yon m, 

und folglieh ~,,,, ein Teiler yon ~2,,,. Es sei ferner p eine Primzahl 
I (rood m~) und teilerfl'emd zu m. Diese Primzahl zerfltllt im K0rper 

.(2~, in F(ml) yon einander versehiedene P.rimideale, die wir mit ~,, be- 
zeiehnen, wobei n~ ein vollsti~ndiges System zu m a teilerfremder Zahlen 
durchl[mft; setzen wir r "~ -~ r~, so geht ~,,, aus ~j hervor dutch die 

Substitution (rl, r~'). Die Ideale t)~,,, sind nun Ideale im K~'wper !2m, 
welche der Bedingung geniigen 

und die daher ]ieine anderen idealen Primfaetoren enthalten ksnnen als 
die Primfactoren pn yon p in ~2,,, und die zusammen alle p,, und jeden 
nur  eimnal enthalten. Wenn p~ in 0 ~  aufgeht, so geht )), in ,~,, auf; 
da aber ~,, ungeFmdert bleibt, wenn sich der Index um Vielfaehe yon 
m~ andert, so folgt die Zerlegung 

8 $ 

o~, = lip,+ ..... , o~,,, = lip,,,+ .... , 

8 

keine niedrigere Potenz yon a stattfinden, weil m ~ ~ (t ~ rO~ also keiner you den 
�9 1~ - 1  

Factoren ( I -  r '*) durch p teilbar scin kann. 
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worin sich die P r o d u c t e  nach s n u r  soweit  zu crs t rcckcn haben,  als sic 

yon e inander  versehiedene  Ideale  p,~ l iefern.  

8. Ist  m e i n e '  Po tenz  einer ungeraden Primzahl q, und  ist m 1 > I 

der  grdsste gemeinschafiliche Tel ler  yon p -  I und  m, so ist 

_p"~ --  I (mod m) 

und  m: ist (lie n iedr igs te  Potenz  von p wclche dieser B e d i n g u n g  genfigt ,  

so dass in der  Reihe 
I ,  p~ p'2, " ' ' ,  p,,,.~-I 

si~mmtliche Zahlen  yon der  F o r m  i + sin1, s = o, i ,  . . . ,  m ~ -  i ,  und ,  
nach d e m  Modul  m reduc ie r t ,  jede  n u r  e inmal ,  en tha l t en  sind. Es zerfMlt  

also nach n ~ 4 P im Korper  ~2,,, und  im K s r p e r  ~Q,,, in g le ichvie l  Ideal-  

fac toren  und  es ist dahe r  

Ist q = 2, so gi l t  dasselbe n u r  un te r  der  Voraus se t zung  dass ,m 1 ~ 4 ist;  

N r  m~ = 2 wfi rde  der  K s r p e r  g2,,, m i t  dem der  ra t iona len  Zahlen  zu- 
sammenfa l l en .  1 

w S. D a s  K u m m e r ' s e h e  T h e o r e m .  

Es sei je tzt  p wie oben  eine P r i m z a h l  _--~i (rood m), r eine mt~ r 1 

eine p~~ Einhe i t swurze l ,  und  g eine p r imi t ive  Congruenzwurze l  yon p ,  

welehe als Basis eines Sys tems yon Indices  g e n o m m e n  wird.  Setzen w i t  

in den  A u s d r a c k e n  (2), w 6, r I an Stel le  yon r und  r an Stel le von to ~', 

so gehen  dieselben fiber in  

~ i n d v  v (I)  (r,  r l ) =  (F, 7])"~- /..,' 'F1, 

t in  A u s d r u c k ,  d e r n u r  von den m Pcr iodcn  

V ~VgP - l - m  (2) ~, = r l  + r~ g~ + . . .  + '1 

Diese S~ttzc sind ganz specielle Fiflle einer allgemeinen Untersuchung von DEDE- 
KiND tiber die Ideale in den Divisoren eines Normalk~irpers~ deren baldige Veriiffent- 
liehung sehr dankenswert wiire. Vgl. aueh DEDEKtND: Sur la thdorie des ~wmbres odiers 
algdbriques, w 27 (Bu l l e t i n  des sc iences  ma t h d ma t i q u e s  I877); Comptes  rendus  
dcr Pariser Akademie yore 24t~ Mai I88o. 
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(3) 
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-~ so folgt: Ersetzt man in demselben r i dutch ~a, 

(r, ~,) = r-~~ '2, 
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woraus hervorgeht, (]ass 

(4) (r, ~)' ,  (,--, ~)(,-, ~) . . . .  , (r o, ~)~ ~, ~)~ 

ganze Zablen des KO'rpers &, sind, wenn a, a', b, b', . . .  ganze positive 
der Bedingung a a ' +  b b ' + . . . - - o  (rood m) genQgende Zahlen bedeuten. 

Aus der Formel (5), w 6 

(s) (,", ,~)(~-", ~ ) =  _+_ p 

folgt, dass in den Zahlen (r", r/)" keine -mderen Primideale aufgehen als 
solehe, die auch in p enthalten sind. und es ist eine sch~ne und wich- 
tige Entdeckung von KUMMrm, ~ dass die Zerlegung dieser Zahlen in ihre 
Primfaetoren vollstrmdig durehgeft~hrt werden kann. Da diese Zerlegung 
ffir unsere Aufgabe yon der gr6ssten Bedeutung ist, so soll dieselbe hier 
reprodueiert werden. 

Multipliciert man die Gleichung ( 3 ) m i t  'F(s+l)indvr~ und n immt die 
Summe ~ber alle positiven v, die kleiner als p sind. so folgt wegen (i) 

(6) (r s, r/)(r, r / ) =  Z ,'(*+')~"d"+*"a~'r;(V'+"; 
1 , p  1 

f~r v ' - - : 2 ~ -  I verschwindet {lie nach v genommene Summe, falls, wie 
vorausgesetzt sein soll, r eine primitive m t~ Einheitswurzel und s + i dutch 
m nicht teilbar ist. Wir  ksnnen daher die linke Seite yon (6) naeh (3) 
so schreiben: 

v' v 

Y. ,.,,,-(e+', ,~,j+,)-~ (,.,+~, ,~) X ,.'o~~ (.'+',o~("+',, 
~ p  2 l , p - - 2  

und erhalten also: 

v 

(7) (/ ,  r/)(r, r / )=  ~ r~,a~_(.,+~)~.,~(,+~) = ~s(r), (r ~+~, r/) ~,,-~ 

so dass ~s('r) eine ganze Zahl in g2,,~ ist. 

In der oben citirten Abhandlung. Vgl. auch BACHMANN, die Lehre yon d. Kreis- 

leihotg, XIX. V()rlesung. 
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Wenden wit (7) an auf s : I, 2, . . . ,  m - - 2 ,  ~o f o l g t :  

(r, ~)(,-, ~ ) - - ( r  ~, ~)r 

(~, ~)(r', ~ ) - - ( , - ' ,  ~)r 

(", v)(' .... ,, ~ ) _ - ( ,  ..... 1, ~)r 

und durch Multiplication 

(~, ~)~-1 = (,._,, ~ ) r 1 6 2  r 

woraus endlich noch mittels (5) folgt: 

(s) (,, ~)~ = -+ p r162  .. r 

l)er in (7 )en tha l t ene  Ausdruck yon ~/,, muss nun noch umgeformt werden. 
Setzt man 

(9) ind~ - - i n d ( I  + ,~) = V  (modp - -  I): 

so durehli~uft V gleichzeitig mit 9, wenn aueh in anderer Ordnung, die 
Zahlen i, 2, . . . ,  p - - 2 ,  da yon den Werten der linken Seite yon (9) 
nicht zwei unter einander und keine der Null congruent sind naeh dem 
Modul p - - I .  Es ist dann ferner 

.q"' =~ vg -i"a(l+~) (rood p) 

oder 

(, -4- ~)ff~'=v (,nod/,), (I q- v ) ( t - - g ' S ) ~  I (modp), 

also 

ind(I + u ) = _ - - i n d ( I - - g ~ ' )  ( m o d p - - I ) ,  

und hiernach l~sst sich (7), wenn man wieder ~ an Stelle von ~' set.zl=, 
so darstellen: 

1 ~ p - - 2  

Ist nun p,, eines dcr in iv aufgehcnden Primidealc und also (nach n ~ 5 

(4) w 7) 
, p - - 1  

- - n  - -  

( i i )  , ~ r J  ,,, (moa~,~ ,,,~'~_~ ( , , o a , , )  
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so folgt aus (IO), wenn wit  m i t  

,, den kleinsten positiven Rest yon - - s n  ' p - ~  1 
m 

(I I) [lllod (p - -  I)] 
P I 

7" ) )  ) )  ) )  ) )  ) )  ~ t  ' - -  ~ 
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bezeiehnen, so dass o, so lange s + i < m ist, niemals = r sein kann, 

v 

(12) r ~--0,~9(J--Yr(I --9'~)" (,nod p,), 

wobei das dem v - - o  entspreehende Glied als versehwindend beigefiigt 
werden kann. Entwiekelt  man diese Formel naeh dem binomisehen Satze, 
so ergiebt sleh 

~ H(a) .q'(" ~) (rood p,,). ( I3)  r  ( - -  I)'S H (v,) ri (o. 1/)_ 
0, p--2 0, a 

Nun ist die naeh v genommene Summe naeh dem Modul p mit o con- 
gruent, Wenn v' nicht --:- r ist, und mit  t fi'tr v ' =  r, und daraus folgt: 

(I4) 

r = o (rood p.), 

r (_ , rI( ) 

a < r  

(mod p~), ( r >  ~', 

im Ietzteren Fall  also r nicht dutch p,, teilbar. Ist n + n 1 ----o (rood m), 
so ist a t e  1 - v +  r l = o  [rood ( p - -  i)] also (a r) + ( a x -  rl)----o, so 
dass also ~3, yon zweien Idealen Pn, P-n immer dutch ei~es und n u t  dutch 

eines teilbar ist. 
Da ferner aus (7) mittels (5) hervorgeht  

5) r  r  - p ,  

so folgt, dass ~ , ( r )  nieht dureh das Quadrat  eines Primideals teilbar ist. 
Hiernaeh findet sieh leieht d ie  Zerlegung yon 

(r, ,+)m= + 

indem man abzahlt, wie oft ein Primideal :p. in dem Product auf  der 
rechten Seite vorkommt. 

Acta mathemattea. 8. Impr lm~ le 2 Jn in  1886. ~8 
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Verstehen wir unter t, t' die kleinsten positiven Reste  yon n, n' nach 
dem Modul m, so ist 

V ~  t 'p-I 

und die kleinsten positiven Reste von ~ n', ~ 2n', . . , ,  - -  ( m - -  2)n '  

naeh dem Modul m sind 

I ~  2~ t '  ~ I ~  t '  -if- I ~  . . . ~ ~$  - -  I .  

Unter diesen sind t' - -  I, welche, kleiner als t' sind, und ebenso oft kommt  
also p, in r162  d,.,_~ vor. 
p ,  und &her :  

Dazu kommt noch einmal der Factor p, in 

t 

o(r, H ,I, 

worin t' die kleinste positive Zahl ist, welche der Bedingung 

(I 7) tt' = I (mod m) 

geni~gt, wodurch die gesuchte Zerlegung gefunden ist. Wir  bemerken 
zu derselben nut  noch, dass man fiber die Einheitswurzel r oder fiber 
g so verfi)gen kann, dass unter den conjugierten Factoren yon p jeder  
beliebige an die Stelle yon p~ tritt, wie aus w 7, n~ 5 sofort hervorgeht. 

Der hierdurch bewiesene Satz ist namentlich deshalb yon Wichtig. 
keit, well er ganz allgemein ausser der Primzahl p selbst gewisse Com- 
binationen der conjugierten Primideale p, kennen .tehrt, welche Haupt-  

ideale sind. 

w 9. V o n  d e n  l ~ n h e i t e n  gm K 6 r p e r  l?m. 

Wir schliessen diese Betrachtungen mit  dem Beweis zweier Satze 
fiber die Einheiten in den vollst'~ndigen Kreisksrpern, welche ebenfalls, 
wenigstens ffir den Fall dass die Ordnung des Ksrpers eine Primzahl ist, 
yon KU~MEr~ bewiesen sind. 1 

i Vgl. Kt~M~.a: Bestimmu~g tier Anzahl ~icht ae~uivalenter Classen fiir die aus 
2 ten Wurzeln der Ei~heit .qebildeleu complexen Zahlen und die idealen Facloren derselben. 
Zwei besondere U'Mersuchunge~t iiber die Classe~auzald und iiber die Eb~T~eiten der aus ,~t~,, 
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gent~gt 

(1) ~ ( r ) ~ ( r  -1) = I, 

so ist notwendig 

worin ~ ein ganzzahliger Exponent ist. 
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Ist ~(r)  eine ganze Zahl des K0rpers ~2,~, welehe der Bedingung 

In Folge der Formel (I) ist 
nttmlich $(r)  eine redueierte Einheit des Korpers ~2,,, und mithin eine Ein- 
heitswurzel (vgl. D., w ~77, 8. 566). Ist also ~ ( r ) =  -I-p, so muss der 
aus p entspringende vollstandige KreiskOrper ein Teller yon ~2,,, sein, und 
folglich muss p eine Potenz yon r sein. (w 4, n~ i.) 

2. Ist m = qk eine Primzahlpotenz, so ist jede Einheit ~(r) des 
Korpers ~(~,~ in der Form darstellbar 

(3) ~(") ----- "~(" )  

worin r  eine reeUe Einheit, d. h. eine Einheit ist, welehe der Bedingung 

(4) ~(r) = e(r- ' )  

geniigt, und folglieh nur yon den zweigliedrigen Perioden 

r - . ~ r  -1 

abhi~ngt. Um dies zu beweisen, wenden wir den Sat.z n ~ I auf den 
Quotienten ~ ( r ) :~ ( r - ' )  an, wodureh sieh ergiebt: 

(5) = + 

a) Ist zun~ehst q ungerade, so kann v gerade angenommen werden, 
da man ; eventuell dutch ; - 1 - m  ersetzen kann, und e s  l~sst sieh zeigen, 
dass in (5) das untere Zeiehen unzulassig ist; denn naeh w 7, n~ 6 ist 
o(z ~ r )  ein in q aufgehendes Primideal, und aus (5) folgt 

8(r ) - - - -8(~)~ + 8(:)  [mod o ( x - - r ) ] ,  

Wurzeln der Einheit gebildeten complexeu ZaMen, beide in CtI, ELLI~8 Journal ,  Bd. 40. 
Mdmoire sur la thdorie des hombres complexes composds de racines de l'unitd et de hombres 
entiers, Jou rna l  de LIOUVILLE, T. XVL 
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woraus fCtr das untere Zeichen folgen wiirde 

~(,.)_--o [,~oa ~(~--,-)]. 

gs kOnnte also ~( r )  keine Einheit sein; also hat  
1 

( 6 )  ~(,.) = ~ ~ ( , . )  

die in ~(4): verlangte Eigenschaft. 

b) Ist q =  2, so ist r ~ m -  
Form schreiben 

(7) ~(")  = "~(r-~) .  

- - - - I ,  und man kann daher (5) in der 

Es ist jetzt zu zeigen, dass ~ gerade sein muss. Ware ,~ ungerade, so 
wt~rde aus (7) durch Vertauschung yon r mit  - - r  folgen 

~(,.) _ ~ { r - , }  ~ ( , . )  = _ ~ ( r _ l ) "  
~ - -  r) ~(-- r -1) 

Die Einheit r  wiirde sich also als lineare und homogene Function von 

(:- +) ( , .  , . - 1 ) ,  ( r '  r - ' ) ,  . . . ,  r ~ - -  r 

mi~ ganzzahligen Coefficienten darstellen lassen. (w 7, n~ I.) Es ware 
also 

~(,-) = ~ ( i ) - - o  [ ,nod0(1--r)]  

was dem Begriff der Einheit  widerspricht. Setzt man daher 

1 

( 8 )  ,.-~'~(,-) = ~(,.) 

so genilgt diese Zahl tier in (4) gestel l ten Forderung. 
Ist m eine zusammengesetzte Zahl, so findet d e r  in n~ 2 ausge- 

sprochene Satz nieht mehr start2 
3. Ist m wieder eine Potenz von 2, so findet sich unter den mit r 

conjugierten Zahlen auch ~ r.  Eine Zahl, die dutch die Substitution 
( r , -  r) ungeandert bleibt, gehsr t  dem K0rper ~2,,, an, wrahrend eine 

Zah!, welche durch diese Substitution ihr Zeichen andert, durch Multipli- 
cation mit r in eine Zahl des K0rpers $2~ verwandelt  wird. Es lasst sich 
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nun auf dem in b) eingeschlagenen Wege beweisen, dass bei einer reellen 
Einheit dieser letztere Fall nicht eintreten kann, class also eine Einheit 
$(r) des Ksrpers &, nicht gleichzeitig die beiden Bedingungen 

~a(r) ----- ~(r-'), ~(r)  ~- - -  ~(--  r) 

erffillen kann; denn es wllrde eine solche Function linear und homogen 
mit ganzzahligen Coefficienten darstellbar sein durch 

(r + r~7, ( r  ~ + ,':~), (r ~ + "-~ ..  �9 

und folglich ware 

~ ( r ) - - ~ ( ~ ) - -  ~ ( - -  , ) - - o  [rood o ( , - - ~ ) ]  

was bei dner Einheit nicht msglich ist. 

I'I. U B E R  DI E  A N Z A H L  DER I D E A L C L A S S E N U N D  D I E  E I N H E I T E N  

I N  DEN K R E I S K O R P E R N ,  D E R E N  O R D N U N G  E I N E  P O T E N Z  

YON 2 I S T .  

In den grundlegenden Arbeiten tiber die idealen Primfactoren der 
complexen Zahlen hat KUMMER die Anzahl der Idealclassen in:den Kreis- 
ksrpcrn von Primzahlordnung bestimmt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nach denselben Principien eine Un- 
tersuchung i lber  (tie Anzahl der Idealc!assen durehgeffihrt werden ffir 
den einfachsten Fall, in welchem die Ordnung eine zusammengesetzte 
Zahl ist, namlich eine Potenz yon 2, welche ftir die spatere Anwendung 
auf die Theorie der Abel'schen Korper notwendig ist, wohl aber auch 
ciniges selbstandige Interesse beanspruchen kann. Die vorhergehende Ab- 
handhmg i&er Abel'scbe KO'r:per und K~'eisk6rper soll:mit: I citieS, werden. 
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w 1. E r s t e r  A u s d r u c k  f i 'w  d ie  A n z a h l  d e r  I d e a l c l a s s e n .  

Es sei 2 eine positive ganze Zahl, grSsser als 2, und wir setzen 

( i )  ,,~ = ~'., ~ =  : , .-~, : ,  = : ' . - ~ ,  ~-(m) = ~ ' . - ' .  

Es sei r eine primitive m t~ ginheitswurzel, also elne Wurzel der irredu- 
cibeln Gleichung 

(2) : " - '  + I = o 

und ~2,, oder $2~. oder kurz # der vollsti~ndige Kreisk0rper der Ordnung m. 
Bezeichnen wir mit a die srtmmtlichen Ideale des Korpers $2, mit 

N(a) ihre Normen, so hangt die Bestimmung der Anzahl h der Ideal- 
elassen des Kt~rpers 12 ab von der Bestimmung des Grenzwertes 

~-- gh, (3) lim (s - - , = 1  I ) Z  N(I])s 

worin g ein Zahlenfactor ist, dessen Definition und Bestimmung welter 
unten zur Sprache kommen wird. 

Die in (3) vorkommende Summe lasst sich zunachst in ein unend- 
liches Product :uInwandeln, welches auf alle Primideale IJ des Korpers 
.t2 erstreckt ist 

I I 
(4) Z N(tl) '-- H I - -  N(p) '" 

Nun ist (vgl. I, w 7, n~ 4, n~ 6) unter den Idealen 13 zun&chst ent- 
halten das Hauptideal o ( I - - r ) ,  dessen Norm - - 2  ist. Wenn ferner p 
eine Primzahl ist, welche (modm) zum Exponenten 2 k gehsrt ( k ~  2 2), 
so zerfMlt op in  2~.-k,-i verschiedene Primideale vom Grade 2 k, deren Norm 

also --: p~ ist. Demnach wird 

Z ' ~ I I  ' (5) N(,~: ~ 2 - '  (~ - l ,  _s~fl)2Z k ] 

worin das Product 1-[ sich auf alle ungeraden Primzahlen p erstreckt. 

' Vgl. D., S. 578 f. 
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Wit  betrachten nun die Gruppe N der nach  dem Modul m genom- 
menen ungeraden Zahlen ~ ,  deren Grad 2 ~'-~ ist, und ihre Charaktere 
z(n).  Ist n e i n e  zum Exponenten 2 ~ geh5rige Zahl, so bilden die Po-: 
tenzen yon n einen Divisor yon N yore Grade 2 k, und unter den Charak- 
teren Z giebt es (I, w 3, n~ 3) genau 2 ~'-~-1 welche der Bedingnng 

z ( n )  = 

genagen. Die s~mmtlichen Charaktere Z zerfallen also ill 2 k Reihen, 
deren jede nut  solche 2' enthMt, far  welche Z(n) einen und denselben 
Wert  hat, wli, hrend dieser Wert  far  die verschiedenen Reihen verschie- 

den ist. Da i~berdies alle Z(n) (wegen n ~  (mod m)) 2 ~ Einheits- 
wurzeln sind, so folgt: 

Unter den 2 ~'-1 Werte~ z (n)  kommt jede 2 ~'~ Einbeitswurzel und ]ede 
.qenau 2 ~-~-~ mtd vor. Dies Resultat ksnnen wit auch, wenn x eine be- 
liehige Variable bedeutet, so schreiben: 

z 
(6) (I x2~)~-k-~ = 1 - I [ x - - z ( n ) x ] ,  

worin das Product sich auf alle Charaktere Z erstreckt, und n eine be- 
liebige zum Exponenten 2 k gehsrige Zahl bedeutet. Setzen wit x - - p  ' 
und n ~ p ,  so n immt  hiernach die Formel (5) die Gestalt an: 

I I I P I f l  ( ~( )~--1 (7) Z N(a)" ~ 2-~ p , 

Entwickelt man, ahnlich wie in (5) die einzelnen Faetoren auf der 
reehten Seite VOII (7) naeh Potenzen yon p-" und vereinigt dieselben dann 
durch Multiplication, so folgt wie dort 

(8)  N ( , f f  z - -  2 - '  ,~' ' 

worin jetzt die Summen rechts auf alle ungeraden Zahlen n und das 
Product auf alle Charactere Z zu erstrecken ist. 

Setzt man dies in (3) ein, so kann de r Grenz~'tbcrgang ausgeftihrt 
werden; es ist namlich 

(9) lira s - -  ~ E s=l I 2 - s  -~ I~ 

l i m _ _  ---~7-= E Z 
s = l  
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wenn in ( i0 ) ,de r  Hauptcharakter  ausgeschlossen wird und rechts die un- 
end!iehen Reihen nach de r  Grossenfolge der Zahlen n angeordnet sind. 
(D., w ! x o ,  1,7. ) Demnach ergiebt sich aus (3), wenn  in dem Product  
1-I jetz t de r Hauptcharakter ausgeschlossen wird 

( , i )  gh = 

w 2. Fortse tzung.  

Nach I, w 5, n~ i erhMt man die Charaktere Z(n) fo lgender  Maassen. 
Es seien a, fl die Indices yon n, also: 

(I) (--I)a5~-----9$ (mod 2~), a (mod 2), /~ (rood2 ~'-:) 

und es sei r = + I, 0 eine beliebige 2 z-~te Einheitswurzel, so hat  man 
in (I x) des vorigen Paragraphs alle Ausdriicke yon der Form zu setzen 

mit alleinlger Ausnahme yon r -a t- 1, 0 ~ + I .  
Die in (1 t) auftretenden Summen zerfaH~n dann, je nach den Wer ten  

yon 0, z in verschiedene Classen. Setzen wir namlich, wenn 0 s~mmt- 
li the primitive 2 ~-~'~ Einheitswurzeln durehl~uft 

: o Z ( n )  

so erhMt man, da die Indices ft~r den Modul .2~; denen ffir den Modul 2~, 
falls k < 2 ist, nach den Modu l  2 k congruent sind, die sammtlichen in 

vorkommenden Factoren, V e n n  ,nan m P~: i l  ~, . , i ,  2' Und in 
Qx 2, 3, 4, . . . ,  2 ff ir  2 se~tzt. ~ Defimach wird 

(4) gh = Q2P3Q.~P~Q4. �9 P~Q~. 

FOr Q~ erhMt man direct den Wert  

.~I ~. I I 
(5) - - - - + . . . =  

3 5 7 4 
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und wit k0nnen daher bei dcr ferneren Berechnung yon P~, Q~. stets 
2 ~ 3 voraussetzen. 

Um die Summen p~, @. zu bestimmen, se(zen wir (D, Seite 596) 

t 

(6) ]EZ(t)z '  ----- f (x ) ,  

worin t alle un.qeraden Zahlen die kleiner.als m sind, durchll~uft, so dass, da 

z( t  -4- 2 z--') = - -  z ( t )  

f ( x )  verschwindct, sobald fi'tr x eine nicht primitive m ~~ Einheitswurzel 
oder Null  gesetzt wird. Dann ergiebt sich 

(7) 

1 

~ Z ( ~  
7,. - - f  

0 

t, �9 

f(~),Z~ _ ' 2 : f ( , . , )~og ( ,  < ) ,  ~(I - -  ~") ~'~ 

worin die Logarithmen so zu nehmen sind. dnss ihre imaginrLren Bestand- 

teile in dem Intervall  + gi  liegen. 
- - -  2 

Nun ist abet  nach der in I, w 6, (9) eingcfahrten Bezeichnung 
t 

(s) f ( , . )  = Zc0~, . '  = (~., 0, ,-), 

worin a, fl die Indices yon t mind, und also (I, w 6, (,o)) 

(9) f(,- ') = ~-<,o ,~f(,-), 

und folglich 

(, o> z C = _ _ 
t 

i(~, 0 ,-)N~ "0-,~log(,-  < ' ) .  
'D/  ' 

Diese Formel gilt, auch noch ft'tr ), = 2 und giebt wie oben 

,'7, 
( I I )  03 = ~ "  

Ferner ergiebt sich n,us (Io) far  ), = 3 

( I 2 )  QI) = I ...jr I I I jf I I - -  

3 s 7 (3 + ~ i ~ ' ' ~  2~/~ 

t i I I I _ _  I ~ / 2 +  I _ 

(I3) 3 5 l- 7 -I- 9 I I  "'" -- 2v/? l~ ~/2_ t 1 ) 3  : I 

Ac ta  m a t h e ~ a t i c a .  8.  I m p r i m ~  l e  5 J u i n  1 8 8 6 .  

'_ ~og (~3 + i  ). 
~,/2 

29 
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Ist ), > 3, so kommen die Faetoren in den Produeten P~, Q~ stets paar- 
weise vor, so dass zwei Factoren, welche den Werten 0, 0-:  in Z ent- 
sprechen , ein Paar  bilden, und bei der Berechnung dieser Paare hat in,an 
die in I, w 6, ( : i )  bewiesene Formel 

( '4)  (s, O, r)(s, 0-', r ) =  s,m 

zu benutzen. 

w 3. Bes t i m ,  m,u l lg  d e r  F a c t o r e n  Q~,. 

Die Bereehnung der P~. und Q~., ( ) t~  4) gestaltet sieh versehieden. 
Wit" beginnen mit Q~,, und setzen zur Vereinfaehung 

(,) 
t 

) o 1% (, - ,---'), 

so dash naeh (3), (:o), (I4) w 2 :  

,t 0 

(~) Q,,_ (~C II~-(0). 3.21"-4 

Urn r  zu berechnen, bemerlien wit, dass durch (lie Vertausehung von 
t mit m - - t ,  der Index a in a + i obergeht, withrend fl unge~indert 
bleibt, und daher erh:i,lt man f(ir ~(0) auch 

t 
'm,  

(3) r = ~=-:Z(-- ,),~O-~log(, - - , 9 ,  

und dureh Addition beider Ausdraeke 

(4) 
t Wb ~(o)---- ~ Z ( - -  ,)oo-~1o~(--,.'), 

worin der numnehr  rein imaginiire Logari thmus in dem lnterval l  _+r:i 
lie,-t Wir  l:(~nnen also setzen 

(s) 
2t 
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und t ist a lsdann,  wic oben, dee kleinsle Tosilive Rest yon 

227 

( -  ,)~ s~ (,,oa ,,,). 

Dann wird,  da ~ ( - - I ) " O  -~ verschwindet :  

t I 
(6) ~ (0 )  =--~Z(--,)~O '~t. 

Zwei Wer te  von t, welche demselben fl, abet  verschiedenen Wer ten  yon a 

entsprechen,  erg=anzen einander  zu m,  und  da aueh ~ 0  '~ versehwindet ,  so ist 

(7) ~( 0) = ~, O-"t, 
O, v--1 

wenn t den kleinsten pos i t iven  ges t  yon 5 '~ (rood m) bedeutet .  Der  Aus- 

druek  (7) lasst sieh abet  noeh wel ter  vereinfaehen.  Es ist nitmlieh 

(s) r ( 0 )  = Z o,~t + Z o ,'t. 

Setzt man  in der  letzten Summe fl + # an Stelle yon /~ und bezeichnen 

den kleinsten positiven Rest yon 5 '~§ (rood .m) m i t t : ,  so folgt, da 0 '~ = ~ I 

ist: 

(9) ~(o)  = Z o-,'(t--t,) .  

Es ist dar in  

(~o) t , - t -  5 " ( s ' -  ~) (,,,o,: ,,), 

also t 1 -~t  nach dem Modul 2 a-~, aber  nicht  nach dem Modul 2;'. Es 

ist daher  

(I l )  t ~ t 1 71-" ~.15~2 )'-1 

und s~ = + I, je  nachdcm t > 2 )'-1 ist, da sowohl 

k le iner  als m sin& 

W i t  erhal tcn  also nach (9) 

t als t I positiv und  

� 9  -.- 0 : , . - ~  ( I 2 )  ~ (O -1) = 27'--1(~0 --[- ~1 0 "~ "{- ~"],.--1 /, 
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und 

(I 3) ([ - -  0)~(0~-1) = '1~ (~0 "JI-2S/.~--1 -1"- ~1--2 ~00 "4- " " " "-t ~'p.--1--2 ~'p" '2 02--1), 

Der Ausdruck 

(I4) r176176 t e " -  ' - -  s " -  ~ O,'~ - ' 
2 2 2 

ist nun eine gauze Zaltl des Korpers fl~_:, und es ist, wenn die Normen 

( , s )  = a , ,  - - 0 )  = 

sieh auf diesen K0rper beziehen, nach (2) 

Q,, = 
2'~ 

Es ist aber 

(57) r ~ _ _+_ , [,nod ( L - - 0 ) ] ,  

folglich r  nicht durch ( ~ - - 0 )  teilbar; also auch die Norm yon r  
nicht teilbar dutch 2, woraus folgt, dass az eine ungerade ganze Zahl ist; 
diese Zahl lasst sich ft'lr die ersten Fiille verhMtnissmiissig leicht aus (14) 
und (i5) bercehnen; man finder so z. B. 

a 4 ~ I~ a~ ~ -  I~ (~c, ~ 1 7 ,  a 7 ~ 2 I I 2 I .  

w 4. B e s t i m m a n g  der Factoren Px. 

Um P~, zu finden, fasscn wir in dcr Suiume auf der rechten Seitc 
von (~o) w 2, je vier Glieder zusammen, welche einem Wertpaar  fl und 
fl + # entsprechen und erhalten, da O '~ == - -  I ist, und da in dcm Product 
0 mit  0 -1 vertauscht werden kann, nach w 2, (3), (~o), (I4) 

I o ~ (x - -  r")(I - - , F " )  
(I) /gx-~" ~ H Z 05log r - " ) '  

m o,z-~ (~ + r")(I + '  

worin n -  5 z (mod m). (Es ist hier n fiir t geschrieben, um anzudeuten 
dass es auf t in  Vielfaches von m l~icht ankommt.) 
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Die unter dem Logarith,, ,us auftretenden Quotienten ( I  - -  rn) ; ( I  --~ r n) 

sind Eisheite~a des K0rpers .%, die sich nach I, w 9, yon einer Einheits- 
wurzel abgeschen, durch die zweigliedrigen Perioden r q - r  -~ ausdrtmken 
lassen. In der That  ist, wenn man 

2 z i  

(~) ,. = ~,,, 

setzt: 
- ( l  -'+)t n - 1  n 9 ( l - : ' ) n  "-1- ' r  ~ I - - - 9  ~ " 

( 3 )  I q -  'r" - - -  ' 2 + t'" q - F - a  , / t g  11/, ' 

und wir wollen nunmehr  die folgende Bezcichnung einffdlren' 
wird fl aus ciner dcr beidcn Congrucnzcn 

(4) n ~ + 5 '~ (lnod m) 

bestimmt, so sei 
1~, n - -  1 

�9 _ _  t _ _  . 

(5) "' r"--  ( -  ') ' tg"~ 

Die Functionen r~ bilden ein System yon v reellea Einhcitell des Korpers 
~2z, welche durch die Substitution (r, r -1) ungei~ndert blciben, und durch 
die Substitution (r, r " ; ) i n  r,~+~, t'tbergehen, wenn fl' yon n' so abhangt  
wie fl yon ,n. Ins besondere hat man noch die Relat ionen (da 5 " ~  I + 2  )'-1 
(rood ,n)) 

( 6 )  F~ T ~ 4  p. - -  I ,  

Setzen wit noch 

(7) log d = ~,, G ~  - z~, 

so ergiebt sich hiernach aus (i) 
0 fl 

(s) p~ = ,,,-<~ II  X 02.  
0 / * - - 1  

Das Product der Summen auf der rechten Seite dieses Ausdrucks lasst 
sich in Form einer Determinante darstellen, welche 0 nicht mehr enthMt; 
am einfaehsten gelangt man dazu wohI auf  folgendem Wege. Mail setze 

fl 

(9) . = X o r , ,  
01p.-- 1 
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und bride dutch Multiplication mit den Potenzen yon 0 die Glemhun~,en 

([o) 
�9 �9 �9 ~ . �9 �9 

O " * - ' x  = ~ 11 - -  0 l ~  - -  . . .  + 0 : * - 1 1 o ,  

und hieraus dureh Elimination der Potenzen von 0 

10 ~ x ,  11 , . . . ,  l , ,_I 

- -  z,,_~ , ~ 0 - - ~ ,  . . . ,  6~-~ 

- - 1 1  , ~ 1 ~  , . . . ,  1 o - x  

( i i )  ~ - - O .  

10 ) 

11 , 

( - -  I )  ~'--4 l~ 

ll, ~ * " , 1 , r  

1~, . . . ,  - - 1 o  

, la ,  . . .  , - -  11 

1 1 , - - 1 ,  ~ 1 0 ,  ' ' ' ,  - -  ~rL--2 

so ergiebt sich nach einer Umstelhmg der Reihen, dass das Product de[ 
verschiedenen Werte yon x in (9), welches als Product paarweise con- 
jugier t  imagini~rer Gr0ssen wesentlieh positiv ist, den Wert  el erhrdt. 

Daraus folgt dann 

( [ 3 )  P ,~ ,  = J ' * - - g ' ~ " - - 4 A ( ' ~ 0 ,  ' ~ l Y "  ' ' ,  ~ ' / z - - l )  ~ 

= .~1(~0, ~, ,  . . . ,  ~ ,), 

Es ist dies eine Gleichung /z t~ Grades in Bezug auf x, in welcher die 
h0chste Potenz von z den Co/ffficienten i hat, deren Wurzeln die ,a Fac- 
to[on des Productes (8) sind. Man erhi'dt daher dies Product, wenn man 
in vorstehender Determinante x - =  o setzt. 1st also 



Theorie dev Abel'schen ZahlkSrper. 231 

w 5. Fort den  ree l leu  Einh,  e i ten des KO~3)ers ~2~, 

Wit  nehmen jetzt wieder ), ~ 3 an und betraehten die reelle~.a Ein- 
heite~z des Kdrper,~ ~2a d. h. die von den zweigliedrigen Perioden r d - r - I  a b. 
hi~ngigen, also dem Korper 

~q;. = n ( , .  + ,.-~) 

angehSrigen, da durch diese, multipliciert  mit  den Potenzen von r naeh 
I, w 9 aberhaupt  alle Einheiten in ~ ersehspft sin& Es werde ferner, 
wenn ~(r)  eine reelle Einheit in ~L. ist, unter l~(r)  dcr Loqarithmus von 
~(r)  ~ oder der doppelte reelle Teil (los Loyarithmus yon C,(r) versl;anden. 
Wit lighten fernev (lie Bezeiehnung ein, wenn r die l?edeutimg (2) w  hat: 

(1) ,Y  = r~ 

woraus folgt: 

unter einer primitiven Einheit des K0rpers ~(2 verstehen wir eine solehe 
reelle Einheit ~(r) ,  welche der Bedingung genagt 

(3) ,~(~,.)~(--~,.) ~ -~ ,, ~(~,.) + z ~ ( -  ,) = o 

und die nieht = __+ I ist, :die also jedenfalls nieht dem KOrper ~f2~,_~ an- 
9eh,irt. 

Ein System v o n #  solehen Einheiten 

(4) Co0(r), ~,(r) ,  . . . ,  g,,_,(r) 

heisst ein System von einander unabhanqi.qer primitiver Einheilen, wenn far 
jede derselben die Bedingung (3) erfal l t  ist, und wenn die Determina, nte 

O (s) ~:=~ l c~ 0 (r0 )~ , ( , - ) . . .  ~eo,.~(.,:,,_,) = LiCoo, C.,,, . . . ,  ~,,_,) 

einen yon Null versehiede~wn Weft hat. 
Die in w 4, (5) definierten Einheiten v~(r) genagen der Bedingung 

(6) ~,(.,;~,) = ~ , , ( , - )  

und wegen w 4, (6): 

(7) ~ A , ) ~ , ( - - , )  = - -  , ,  ~ , ~ , + , ~  - -  , .  
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Die Deter,,,inante L(ro, rj, . . . ,  rz,_,) ist yon deln Factor ( - - 1 ) ~ - '  a b -  
gesehen, mit dcr Determinante (12) w 4 identisch und kann also, als ein 
Factor der Classenzahl, nicht versehwinden. DiG Einheiten 

(8) to, r~, . .. , r.,,__l 

bilden daher ein System unabhangiger primitiver Einheiten, wodureh die 
Existenz soleher Systeme bewiesen ist. (Ft'w 2 = 3 ergiebt sieh dies un- 
lnittelbar aus der Betrachtung yon r0(r)0 

Ist g( r )  eine bcliebige primitive Einheit  in ~(2~,, so lassen sieh, da die 
Determinantc (5) yon Null  verschieden ist, die Zahlen eo, e~, . . . ,  e,,_l, 
welche dic Exponenten der Einheit ~( r )  hcisscn mSgen, so bestimmen, 
dass far s = o, i, . . . ,  p - - -  i die Gleiehungen bestehen 

(9) 

und wegen der Relationen (3) gelten diese Formeln aueh noeh wenn rs 
dutch - - r s  evsetzt wird, d. h. for die sammtlichen conjugierten Werte r .  

Die Exponenten eines Products aus mehreren primitiven Einheiten 
sind die Summen der entspreehenden Exponcnten der einzelnen Faetoren. 

Es lrrsst sieh nun, ganz so wie (D, Seite 564) in der Mlgemeinen 
Theorie dcr Einheiten, naehweisen, dass die Zahlen Co, e,, . . . ,  ez~_~ rationale 

Brache sind, und dass es eine gewisse yon ~ ( r )  unabhangige kleinste ganze 

Zahl e giebt, mit welcher die Zahlen Co, e~, . . . ,  ez,_~ ~mdtipliciert werden 

miissen, damit die Producte ganze Zahlen werden. Wit  gebcn diesem Beweis 
hier folgende Gestalt. 

i. Es giebt in .(2 nur clue endliche Anzahl ganzer Zahlen p, welehe 
die Eigenschaft haben, dass die absoluten Werte sammtlieher mit p con- 
jugierten Zahlen untcr einer endlichen Grenze blciben, denn  ist 

.~ m - -  1 p ---- a, + a,r + . . .  + al~_d'~ 

worin die a ganze rationale Zahlen sind, so ergiebt sich, wenn das Zeichen 

~2 sieh auf alle eonjugierten Werte bezieht 

I I I 
m ao = ~ p ,  ~ ma, = ~ p r - ' ,  . . . . .  , ? ma~,,_, = ~,or'-~ ~, 

woraus die Richtigkeit der Beh~uptung unmittelbar erhellt. 
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2. Lassen wit auf der reehten Seite yon (9) die eo, e,, . . . ,  e,_~ 
das Intervall  von o bis I durchlaufen, so bleiben die absoluten Werte 
dieser Ausdri]cke unter bestimmten endliehen Grenzen, also auch die ab- 
soluten Werte der dadurch bestimmten 6(r ,) ,  woraus nach I. hervorgeht,  

? dass die Lxponenten e0, el . . . .  , e~,_a, so lange sie echte Brrmhe sind, nut  
eine e n d l i c h e  A n z a M  yon Werten anzunehmen f~.hig sin& 

3. Wir bestimmen die Reihen der ganzen rationalen Zahlen ~n~, 
m~', m~", . . .  so dass die Differenzen 

e~ - -  m ;  , 2 e ,  - -  m.~' , 3 e ,  - -  m ' / ' ,  . . .  

positive eehte Brr~ehe werden. Jedes der Zahlensysteme 

(i=0, 1, ..., I~--l) 

(I O) keo - -  mCo ~), k e ,  ~ m~ ~), . . . , k e t , _  1 ~ m,,_,(k) 

bildet dann t in  in (9) zulhssiges Exponentensystem, und daraus ergiebt 
sich, dass fi'lr einen gewissen Wert  k = e, der jedenfalls nicht grSsser 
ist als die Anzahl der naeh n ~ 2 zul~ssigen echt gebrochenen Exponenten- 
systeme, die s~mmtlichen Glieder der Reihe (io) verschwinden mi~ssen. 
Damit  aber ist der zu beweisende Satz nachgewiesen. Wi t  kSnnen dem- 
selben 'inch den folgenden Ausdruek geben. Ist 

Coo, 6 1 , . . . ,  Co~-I 

ein System von einander unabhangiger primitiver Einheiten, so giebt es 
eine yon dieser Basis allein abhangige kleinste ganze Zahl e der Art, 
dass for f e d e  primitive Einheit Co sich die ga.~ ,zen  Z a h l e J ,  eo,  e l ,  . . . ,  e . _ l  

(die also jetzt eine etwas andere Bedeutung haben als oben) so bestimmen 
lassen, dass 

-~e 0 e I Eooep--1 
( I  I )  6 e  = ~ 6 0  $ 1  . . . .  ,,,--1 " 

Die Exponenten der Einheit 3 sind alsdann 

eo e l  e!,.-.1 

e e e 

Acta mathemattea. 8. Imprim6 le 1'2 5uin 1886. ~0 
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w 6 .  D i e  E i n h e i t e n  r#. 

Wir legen jetzt  als unabhangige primitive Einheiten das System 

to, r~, . . . ,  r,,._~ zu Grunde und beweisen zunliehst folgenden Satz. 

i. Wenn das Product 

Vo vl . �9 �9 vI~-1 

mit allen seinen eo~jugierten l/Verten 91eiehes Vorzeiehen hat, so mi~ssen die 
(ganzzahligen) Exloonenten eo, e~, . . . ,  e,,_~ sammtlieh gerade sein. Um diesen 
Satz zu beweisen formen wir den Ausdruek zun~ehst urn. 

Nach unserer Definition w 4, (5) war 

(2~5,~ ~ sin \~-  / 

2 
(2) 

und wit  setzen daher 

(3) (2"r 5~). a,~ ---:- sin \~-  

Es ist dann (w 5, (6)) offenbar nur zu beweisen, dass die e o, e I . . . . .  e,,_, 
gerade Zahlen sein mnssen, wenn 

(4) % el  . . . / / ~ - - 1  

far  alle Werte yon fl dasselbe Vorzeiehen hat. 

nun folgende Relationen: 

(5) 
(6) 

Die Zahlen g~ erfi~llen 

' )  - m  abet  nieht (modm)), und also (weil namlieh 5 ' = l  + 2 ;'-~ (mod2 

~ 2  2 ~ 

w o e '  aus o- hervorgeht ,  indem ~ durch 2 - -  I ersetzt wird, so dass 

( 8 )  ' ' o;,~§ ~ , ,  ---- - -  ~ .  
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Die Richtigkeit unserer Behauptung ist nun ersichtlich, wenn 2----3 ist; 
denn in diesem Fall ist 

,r o ---- sin 5 = / V i- 
4 - - 2  ' ,r~ = s in  5 z r 4  V2"/I 

Wit  nehmen daher an die gieht igkei t  derselben sei erwiesen wenn 2 
(lurch 2 - -  I ersetzt wird und suchen sip daraus ftir 2 selbst herzuleiten. 
Zu diesem Ende bilden wir zunachst nach (4), (7), (8) das Product 

, ~ <'~ . . .  % + �89 , 

woraus naeh der gemachten Voraussetzung folgt :  

e0 ~ e�89 el ~ e�89 , . . . , e�89 -- e,_, (rood 2), 

wonaeh mittelst (7) aus (4) folgt, dass auch 

e l 
P 2 / ~ - - 1  vp 

j g +  ~ I , - - 1  

fi~r alle Werte yon ~ dasselbe Vorzeichen hat. Nach Voraussetzung abet 
folgt hieraus 

_=o (mo  :i e o ~ e  1 - - - .  . . ~--- e ~ _ l  

und diem ist der zu beweisende Satz. 

2. Hieraus ergiebt s ich  in Verbindung mit dem Satze des vorigen 
Paragrapheni 

Es giebt Pine ungerade ganze ~'ationale Zahl e derart, dams, wenn $( r )  
Pine beliebige primitive Einheit in ,~2~ bedeutet,  die ganzen Zahlen e0, 
e~, . . . ,  e,,_1 so bestimmt werden ksnnen, dass 

(Io) eo e I �9 4 ( r )  ~ = + ro rl . . .  r ~-~ 
- -  a - - 1  

l)enn der Schlusssatz des vorigen Paragraphen beweist zunachst i lberhaupt 
d ie  Existenz einer solchen Zahl e; ware dieselbe aber gerade, wahrend 
die Zahlen e0, el, . . . ,  ez_ 1 nicht alle zumal gerade sind, so sti~nde dies 
im Widerspruch mit  dem Satz I. 

Als Corollar tlieraus ergiebt sich noch der Satz: 
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A) Eine primitive Einheit des Ksrpers ~2, die mit allen ihren Conju- 
gierten einerlei Vorzeichen hat, ist, vom Vorzeichen +_ abgesehen, ein Quadrat 
einer primitiven Einheit. 

w 7. F u n d a m e ~ t a l s y s t e m e  pr.Dnit iver  E inhe i t en .  

Es ski jetzt 

(~) 8o(~), ~( , ' ) ,  . . . ,  ~,,=,(r) 

irgend ein System yon einander unabhiingiger primitiver Einheiten; huben 
dann die GrSssen lo, l~, . . . ,  l~,_, dieselbe Bedeutung wie in w 4, (7), 
namlich 

und ist e die ungerade ganze Zahl, deren Existenz im w>rigen Paragraphen 
bewiesen ist, so kann nian die ganzen Zahlen C,~ so bestimmen, dass 

el~,(ro) --e,,oto "Jr- e,,,ll "Jr . . .  2v e,,,,.-xl,..-1 

el$,(rl) ~ C ,  oll + C,11,2 + . . . - - C , , , _ , l o  (3) 

e l k , (  re_ l )  - -  C, 0 / p . - - 1  - -  ei, l lo - - . . .  - -  ei, fz-l  (o.-2, 

woraus sich ft~r 2 > 3 durch Benutzung der Bezeichnung ~ 4, (~2) ergiebt 

) 2 ~ ' - 4  �9 _ _  , ,  - . (4) ( - -  I X +  18o(ro)lg~(r,) .. l~,,, ~(r ~) 

__-- X+ eo,oeL1 ...e,_, ..... 1A(ro, r,, �9 �9 �9 5,.-1)' 
e l  j, 

Da nun die Zahl e und ebenso die I)hterminante A einen yon dem System 
(i) unabhgngigen Wert hat, so geht hieraus hervor, dass man dies System 
so wi~hlen kann, dass die Determinante 

(5) ( - -  �9 

einen mSglichst kleinen positiven Wert La erhglt und ein solehesSystela 
soll ein Fundamentalsystem primitiver Einheiten heissen. 
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Ist das System (I) ein solches Fundamentalsystem, so lasst sich jede 
primitive Einheit ~3(r) in der Weise darstellen 

(6) ~ - -  P~176  P~ (a'Y'--I 
- -  ~ 0  ~ 1  . . . .  Iz--1 :~ 

so dass die Exponenten go, g~, . . . ,  g,,,.-~ gauze Zahlen sind. Denn ist 
z. B. go ein Bruch, so existiert auch eine Einheit ~, in weleher go ein 
positiver echter Bruch ist, und das System 

8, 81, . . . ,  Co,,,._1 

ist ghficht'alls unabhi~ngig; fi~r die Determilmnte 

( - -  �9 

ergiebt sich abet der Wert go L?., welcher, gegen die Voraussetzung, 
kleiner als Lz ist. Hiernqch k6m)en wit also "inch, wcnn die g;,, ganze 
Zahlen sind, setzen 

(7) l~(,',~,) = ;,;~+;~, = g0,;/C%(,;~,) + g,,;/~, (',;~,) + . . .  + g,,_,,,d6~_,(,';~,) 

woraus naeh (3) folgt" 

( 8 )  Z+__ go,ogl,l . . .  g:~-3,,,,-IZ_+_, eo, o % l  . . .  e,,,.-1,t,-1 - -  e" 

und mithin ist 

(9) ~ +  9o :og l , t  �9 �9 �9 g , , -1  ...... 1 = b), 

eine positive ungerade gauze Zahl. Die Bereehnung dieser Zahl stSsst auf 
die bekannten Schwierigkeiten, die in der Theorie der Einheiten immer 
auftreten. Nur fiir den Fall ),---3 ergiebt sich leicht aus der Theorie 
der PmJL'sehen Gleiehung dnss die Einheit z" o - - v ; ~ - - I  selbst eine funda- 
mentale Einheit ist, da i~berhaupt alle Einheiten des Ksrpers "qa ill der 
Form v;7"o(V~- I) '~ mit ganzzahligen Exponenten no, nx darstellbar sind. 
Es ist daher 

(I o) L 3 2 log (~/2 -4- I) 

der Minimahvert yon l~(r). Hiernaeh erhMt man aus (4), (8) und (9) 
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und aus (I3) w 2 und (,3) w 4 

= ,-, F-,. = m-2~'-~bzLa. 
292 

w 8. D i e  f t t ~ t d a m e n t a l e n  E i n h e i t e J t  des  KOrl ,  e r s  12~.. 

Es kommt jetzt darauf an, ein vollst~ndiges System fundamentaler 
Einheiten in & zu bestimmen, (D., Seite 565 f.), d. h. sin System yon 

~ i (auch nicht primitiven) Einheiten 

(i) 4(,-), . . . ,  <_1( , . ) ,  

welehe reell vorausgesetzt werden k0nnen, yon der Art. dass in der Form 

(-~) r"'a;' g = . . .  a Z ?  

mit ganzzahligen Exponenten no, n,,  . . . ,  n,~_~ alle Einheiten des K0rpers 
,~2), darstellbar sind. Von besonderer Wichtigkeit ist dabei dee absolutc 
Wert 

(3) L(a , 4 , . . . ,  

der aug den (u ~ I )  = Grossen 

(4) log,}',(,))4(r,7') = 14(r~) ( / ~ = 0 ,  1, , . . ,  v - - 2 ]  

i=: l ,  2, . . . ,  v - - l /  

gebildeten Determinante. (Die Bezeiehnung L soll in dem gleiehen Sinne 
aueh gebraueht werden f~r irgend ein, aueh nieht fundamentales, System 
von ~ - - I  unabh~ngigen Einheiten in s 

Ist ) , - - 3 ,  so ist 3~ = r  o und L(3~) mit L a identiseh, hn allgemei- 
nen Fall bezeiehnen wir wie oben mit 

ein ~t~ndamenhdsystem primitiver Einheiten in ~q), und mit 

(6) A~,  A~, . . . ,  /Xl,_ 1 

ein vollst~ndiges Fundamentalsystem des K0rpers .9~. j 
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Die p -  i Einheiten 

(7) ~o, ~ ,  . . . ,  ~,,~-~, A~, A~, . . . ,  A,, 1 

bilden zusammen ein System unabhrmgiger Einheiten in .%., und die De- 
terminante 

(8) L(C%, r  . . . ,  c%_~, A, ,  A~, . . . ,  A , )  

ergiebt sich aus  den Eigensehaften der Einheiten 8o und A 

(9) lr  = - - 1 r  ,'); lZ~,(,') - -  lZ~,(-- , ')  

gleich 

(IO) 2 " - ' L ) L ( A 1 ,  ,,X2, . . . ,  A,,, ,). 

Es ist jetzt also noeh der Zusammenhang zwischen dem System (7) und 
(I) zu ermitteln. Zu diesem Zweck sctzen wit, indem wir unter m~,(, M~.,( 
rationale ganze oder gebrochene Zahlen verstehen 

(i I) 21#i(r) - -  ~lgo, i l~%(r) 21- ~gl,/l~Ol(r) + . . .  -~- ,1~!~ l,i lff~ 

+ ~,.+t•  M~,,~Z~(r) + . . .  + M,_,,,~A!, ~(.,-), 

und erhalten naeh (9): 

~4( , - )4(- - , - ) -  M~.,~A~(~) + M~,,~A~(,.) + . . .  + M,, ,,,~A,,_i(r) 
(~:) 

~r r  ,,o,,Z~0(r) + ,~,~co~(,.) + . . .  + ~,,,, ,,~t~,,_,(r). 

Da nun d,(r)~(  r) eine Einheit des K6rpers !2~_1, und A, ,  A:,  ..., A..,_~ 
ein Fundamentalsystem dieses K~srpers, da ferner 3 , ( r ) d ~ ( - - r )  -~ eine pri-  
mit ive  Einheit in ~d;. ist, und (go, 6~, . . . ,  $,,_~ ein Fundamentalsystem 
primitiver Einheiten, so ergiebt sieh aus diesen Formeln, dass die M~,~,, m~,,, 
ganze  Zahlen sin& 

Bezeiehnen wir mit M den absoluten Weft  dec Determinante der 
Zahlen m,,,,, M;,,,, so ergiebt sieh aus ( i i )  und (io) 

(~3) z ( r  o:~, . . ,  o ; _ ~ ) -  ~ - - : ' L ~ : L  ~ �9 . A ~ ,  A ~ , . . . ,  A,, ~). 

Es folgt nun aber fe rner  aus der Voraussetzung, dass ~)'1, b'o, . . . ,  3~_~ 
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ein Fundamen ta l sys t em yon Einhei ten des Ksrpers  9~ bilden,  die Existenz 

yon ganzen ra t ionalen Zahlen n~,~,, N,,r die den Gle ichungen  geni]gen 

~r = , , , , ~ r  + ~ 2 , , ~ ( ~ )  + . . .  + ,~_,, ,~r ,,=o,, . . . . .  , ~ _ , )  

( ,4)  
tA~(.,.) -_ N , , ~ r  + ~; ,~4(~,  -) + . . .  + N,~_],~to;_,(r), (~:,,2 .......... - .  

und wenn wi t  den absoluten Wef t  der  De te rminan te  der  n~,r, N~,r mi t  

N bezeichnen, so folgt aus (I ~) und (~4) 

woraus  folgt, dass sowohl M Ms N Potenzen yon 2 sind. 

.Es ldsst sich nachweisen, dass M teilbar ist dutch 2,". Man kann 
hi, milch ein System yon u ~ I ~ 2l~ ~ I ganzen rat ionalen Zahlen 

x~, x2, . . . ,  ~,~_~ ohne 9emeinsamen Teiler so besf immen,  dass sie den l ~ ~ i 
Gle ichungeu 

i 

( I 6 )  Z M . , x ,  = o .= , .2  ..... ,.--.) 
1 , v - - I  

geni~gen. Da alsdann das P roduc t  

O1 02  " " ~--1 

in Folge yon (i i) eine primitive Einheit in 12~ ist, und da die $0, $1, . . . ,  
%,_~ ein Fundamen ta l sys t em pr imi t iver  Emhel ten  bildet,  so ergiebt  sieh 
naeh  (i i) 

i 

E //),~, i X  i ~ O ( [ u o d  2 ) ,  ( s=O, ]  . . . . . .  , t - - l )  (I 7) ,,,~-1 ~' 

woraus  folgt,  dass die De te rminan te  M du tch  2 tei lbar  ist. 

Da die x,, x~, . . . ,  ~,~-i n icht  alle gerade sind, so n e h m e n  wi t  etw,~ 
~t t r x~ ungerade,  und bes t immen nun  ein zweites Gr0ssensystem ~2, x3, ..., x,_~ 

aus den Gle iehungen 
i 

! .M,,~x~ ------ o r ..... ,~-a) 
2, v - - I  

woraus  ebenso die Teilbavkeit  yon M du tch  22 folgt, und so kann man 
fortfahren,  so lange die Anzah l  der  Unbekam~ten x die Anzahl  der Glei- 

ehungen  noch i;d)ertrifft, d. h. bis 
i 

(~s)  Z , ~"--" J~..q i ~ i  ' ~ 0 ( s = l , ' 2  . . . . . .  a - - l )  
p.,V--1 "' 
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woraus die Teilbarkeit yon M dutch 2," folqt. Wit  kSnnen also nach (I5) 
setzen 

(I9) M---~ 2 '*§ N--= 2" ..... 1 

worin o" eine ganze nicht negative Zahl ist. 
Es wird sich im folgenden Paragraphen als Corollar ergeben, dasg a 

den Weft  o hat, dasg also M nicht dutch eine hOt, ere als die #to Potenz 
yon 2 teilbar ist. Um abet die Kette der Schlussfolgerungen die sich 
an diese Betrachtung welter knnpft, und zu einem wichtigen Resultate 
fahrt, hier nieht unterbrechen zu mnssen, soll dieger Satz einstweilen 
vorauggegetzt werden. 

Nimmt man also in (I8) wieder an, eg sei x(f  - "  ungerade, so be- 
stimme man die Zahlen x{ *~ aug den Gleichungen 

r 

( : o )  X ~ s , , < ' =  o . : , , ,  ..... ,,-,, 
p . + l ~  v - - 1  

es muss dann notwendig 
i 

(:~1) :F_. 3 ~ , , < , , ) -  i (,nod ~) 
/ L + I ,  v - -1  

sein; denn nehmen wir dag Gegenteil an, also diese Summe sei gerade, 
etw'L = 2~, so folgt aug ( I I )  dass 

•Xl(#) x (/*) , , 
"+' a .~+~ --1/ O # + 1  # + 2  �9 �9 �9 O v - - t  

eine primitive Einheit in ~, ist, woraug wie oben 

i 

Z ~n,,,<" - o (mod 2) (s:o,, ........ ,, 
# + 1 ,  v - -1  

folgt; es w~rde also gegen die Voraussetzung M durch 2 ,'+1 teilbar sein. 
Multiplieiert man also die Gleiehungen (t I) file i = #  + I, # - t -  2, 

. . . ,  u - - I  der Reihe naeh  mit  xp ') und bildet die Summe, so ergiebt 
sieh (,nit Benutzung yon (14)) eine GMehung yon der Form 

i i 

(==) ZA,( , . )  = )2 . .4-, , l t<(,)  + = :F_. a , , ,~r  
0, ,u-- 1 0, v - - I  

worin die A,,1,  a,,, ganze Zahlen sin& An Stelle yon A1 kann in dieser 
Acta mathemalicct. 8. I m p r i m 6  le  12 f f u i n  1886.  B I  
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Formel ebenso gut A2, A3, . . . ,  A~_I treten. Dies Ergebnlss l'~sst sich 
in folgenden bemerkenswerten Satz zusammenfassen: 

B. Jede Ein~it  des Kd)Ters 12~_ 1 ldsst sich darstellen als das Product 
aus einer primitiven Einheit und dem Quadrat einer Einheit des K6"rpers 9~. 

Es hat dieser Satz, abgesehen von einer spater zu machenden An- 
wendung das theoretische Interesse, dass er lehrt, dass im Ksrper/2~ noeh 
fundamentalere Einheiten (urn nach KUMMER'S Vorgang diesen Compara- 
tiv zu brauchen) existieren, als das System der ~, A.  

Wir lassen aber ftir jetzt die Voraussetzung wieder fallen, dass a = o 
sei, und erhalten also aus (I3) und (t9) 

L((~,:, (~, . . . ,  (~,,-1)= 2~L~,L(A'I, A : ,  . . . ,  Aft_,). 

Dieselbe Betrachtung lltsst sieh nun in Bezug auf L(A~, A~, . . . ,  A ~) 
wiederholen, so dass man schliesslich erh'~lt: 

. . . ,  = 

worin ] ~  eine aus nicht negativen ganzen Zahlen zusammengesetzte 
Summe ist. 

einzusetzen, und den Wert von g zu bestimmen. 
(II), (i2), w 3, (16) 

w 9. D i e  Classenanzahl.  

Es bleibt uns mlr iibrig, die gefilndenen ResuItate in die Formel (4) w 2 

.qh-~ Q~Q3Q4... Qz.P:,P,.. .  Px 

Es ist aber nach w 2, 

2.20'-~)~ 

1 Als Beispiel diene for 2 ~---4 die Formel  
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und daraus finder man (mit Benutzung yon 2.2  -4- 3.2~ + . . . +  (2 - -  2)2 ~'-:* 

= 2 ' - ~ ( ~  - 3) )  

(:) Q~ Q8 Q , . . .  Q~ = 

Desgleichen naeh w 7 ,  (i i) 

w o r f l u 8  

(3 )  

und folglieh 

(4) 

y 
7"/" q 4 r  . a ) .  

%/2 2 ;~ 2 0'-3)2;~-a " 

P~ - 2~/2' / '~  - -  y ' - "  

1 '31 '4  �9 �9 �9 1'~ = V'S L : , L , . . .  L ~ . b 4 b ~ . . .  b~. 
2 ( / t _ 1 ) 2 7 , - - 3  

g h  = v - ~  2 - ~ ' L . ~ L 4  . . . L z ~ a ~ b 4 a s b ~  . . . a~b~.  

Ffir g hat man nach D., Seitc 5 7 7 ,  (34) und 574, (25) 

E ( 2 ~ )  ~ 
(5 )  ~ = - ,  

v~D 

worin D die Grundzahl des K•rpers fl~. ist, und (nach D., 
(I9) da die Anzahl der in ~2~, enthaltenen Einheitswurzeln 

(6) E = 2 - a L ( ~ l ,  ~2, . .  " ,  ~ - D "  

Die Grundzahl D unseres Korpers ist aber, wenn 

f ( 0  = t~' + 
bedeutet 

(7) 

Seite 567, 
= 2 ~ ist) 

D = X f ' ( ~ )  = (:~)~'. 

Setzt man endlich noch far  L(d, ,  o~, . . . ,  02_,) aus w 8, (23) den Wert  
ein, so folgt: 

(8) 

und folglich 

(9) 

g - -  2 - a v - ~ z d 2 2 > L ,  L 4  . .  L~, 

h ~ -  2 - Z ' a 4 b 4 a ~ b ~ . . .  a ~ b  z .  
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Da nun die a~, b4, . . . ,  a~,, b~ wie oben bewiesen ungerade ganze Zahlen 

sind, und die Classenanzahl h e i n e  ganze Zahl ist, also ]~a nicht positiv 
sein kann, so lassen sich aus (9) die zwei Folgerungen ziehen: 

Die aus nicht negativen Gliedern bestehende Summe ]~(r und mithin 
]eder ihrer Sammanden verschwindet, wodurch die beim Beweise des Satzes 
B gemachte Voraussetzung gerechtfertigt ist. 

C. Die Classenzqhl in den vollstCindigen Kreisk6rpern, deren Ordnung 
eine Potenz yon 2 ist, ist eine ungerade Zahl. 

I I I .  D E R  K R O N E C K E R ' S C H E  S A T Z .  

In den beiden vorangegangenen Abhandlungen,  die in der Folge mit 
I, II citiert werden sollen, sind die Hilfslnittel enthalten, um zum voll- 
sthndigen Beweis des KRONECKER'schen Satzes zu gelangen, mit  dem sich die 
gegenwi~rtige Abhandlung beschiiftigen soll: 

Alle Abel'schen KOrper sind Kreisk6rper. 
Nach ], w 2, n ~ 7 Und n ~ 8 ist dieser Satz nut  for regul(ire Abel'sche 

Korper, deren Grad eine Primzahlpotenz, nachzuweisen. Es folgt dann dar- 
aus, dass die in I, w 5 n'~iher bestimmten K(~rper nicht nut  sammtliche 
Kreisk(~rper, sondern alle Abel'schen K6rper fiberhaupt umfassen. 

w 1. D ie  Lagrange 'schen Resolventen.  

Es sei ~ ein gegebener regularer Abel'scher K5rper und 

worin ff eine Primzahl ist, sein Grad. Falls q-----2 ist, wird k ~  2 voraus- 
gesetzt, x Ist x eine beliebige Zahl in ~,  so kOnnen die mit x conjugierten 
Zahlen 

(2) x0, x l ,  . . . ,  

1 Ftir m ~ 2 ist der zu beweisende Satz evident., da jede Quadratwurzel in bekann- 
ter Weise dutch Einheitswur~e|n darstellbar ist. (Vgl. GAuss, Disqu. Arithmelicve, Art. 356.) 
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in der Weise angeordnet werden, dass sie durch die Permutationen der 
Gruppe yon ~ eykliseh in einander ~bergehen, und dass also diese Gruppe 
du t ch  die Wiederholungen yon (Xo, xl) erschspft wird. (I, w 2, n ~ 3.) 

Wir  betraehten neben dem Kisrper off den vollstrmdigen KreiskOrper 
X2,~ und den aus beiden zusammengesetzten Korper 

.(2 -- off&,. 

I. Ist nun r eine primitive mtr Einheitswurzel, so besteht .(2 aus 
allen rationalen Functionen F(xo ,  r) yon x o und r,  und wenn eine solehe 
Zahl die Eigensehaft hat, dutch die Substitutionen (x0, xl) der Gruppe 
yon R ungei~ndert zu bleiben, so ist sie nothwendig eine Zahl in ag,,; denn 
a u s  

folgt 
F(.o, r ) =  u( . , ,  r) . . . . .  F(&_I,  '9 

,~F(xo, r ) = =  /:r r )  -t- ~ ' ( x  1, r)  ,--}- . . . -q[- .~(Xm_l ,  I") 

also eine symmetrische Function der x0, Xl, . . . ,  x .... 1. 
2 .  Unter den Zahlen des Korpers /2 befinden sich auch die so- 

genannten LAGRA~GE'schen Resolventen 

(3) Ca = r = ~o + 1 %  + ~.~.,~ + + t.( .... i)o~ 

worin a jede beliebige ganze Zahl sein kann, so dass man m solcher 
Functionen erhi~lt. Durch diese kann man die Zahlcn Xo, x l ,  . . . ,  o%_1 
ausdriicken mit  Hilfe der Formeln 

(4) mxk = ~, r -"k~.(Xo)  , O, m~-i 

so dass {lie LSsung unserer Aufgabc  auf  den Nachweis zuyiickgefflhrt ist~ 
dass sammtliche r  den Kreisk5rpern angehoren. 

3. Dutch die Substitution (x0, xD geht r in 

(5) Ca(Xl) - - - -  r--aCa(XO) 
~iber und daraus folgt nach n ~ i ,  dass die Zahlen 

(6) w. = PZ 

dem KOrper /2,, angehSren; ebenso ergiebt sich allgemeiner, dass 

(7) r 



246 II. Weber. 

in ~(2,~ enthalten ist, wenn die ganzen Zahlen a, a', b, b', . . .  der Bedingung 

aa' + bb' + . . .  =_ o (rood m) (8) 

genrlgen. 

4. Wir bezeichnen, wie in den beiden vorhergehenden Abhand- 
lungen, mit  n irgend eine nach dem Modul m genommene zu ~ teiler- 
fremde Z'dd, und weisen zun~ichst naeh, dass yon den g(m) Zahlen r 

keine verschwinden kann, wenn wit voraussetzen, dass x eine primitive Zahl 

des K6rlgers ~ sei. 

Wenn ngmlich yon den Zahlen r  eine verschwindet, so verschwin- 
den sic wegen n ~ 3 (6) sgmmtlich (dtt man in der Gleichung t o . =  o die 
primitive Wurzel r durch jede andere r" ersetzen kann); dann sind alle 
auf der reehten Seite yon (4) vorkommenden Zahlen a dureh q teilbar 
und es folgt 

X k - -  X . L _ ~  
q 

also x keine primitive Zahl in &. (I, w I, n ~ i.) Aueh sind umgekehrt,  
wenn x keine primitive Zahl in R ist, die Zahlen r  = o. D'/r nehmela 

also far die 1;'o19e stets an, dass r  yon o verschieden sei. 

5. 1st a eine beliebige Zahl, n durch q nieht teilbar, so kann man 
die ganze rationale Zahl k so bestimmen dass 

a + n k - ~ o  (modm) 

dann ist aber naeh n ~ 3, (7) 

in [2= entha l ten .  Es gen~'lgt daher der Nachweis, dass die Funetionen r  
(oder selbst nut  eine yon ihnen) in den Kreiskorpern enthalten sind. For 
diese Zahlen r  hat man ~;lberdies aus 15 ~ 3, (7) den Satz: 

(9) = r 1 6 2  

ist in ~2,~ enthalten. 
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w 2. Z e r l e g u ~ g  de~" Zah len  ~o,~ i n  ideale  P, ' imr 

~. Zur Erleichterung des Uberblicks schieke ich einige allgemeine 
Bemerkungen i~ber den Gebrauch der Ideal-factoren voraus. Ist A ein 
beliebiger algebraischer Z~hlksrper und sind 5, /9 irgend zwei yon Null 
versehiedene ganze Zahlen in demselben, so giebt es ein und nur ein Paar 
relativer Primideale a, b derart dass 

(,) =  fl. 

Sind a', /9' zwei andere gauze Zahlen in A, welche der Bedingung ge- 
niigen dass 

(/t 

eine Einheit ist, also 

(:) 

so ist auch 

(3) 

und wenn umgekehrt die Gleichungen (~), (3) bestehen, so folgt aueh 
(2), (1. h. die gebrochenen Zahlen =:fl und ~':fl' sind bib auf einen Ein- 
heits-factor identisch (vgl. D. w ~75). Die beiden Ideale a, b sind ~qui. 
valent. Ist daher 7] irgend eine ganze oder gebroehene Zahl in A, so 
sind dureh dieselbe die beiden relativen Primideale a, b derart v011ig 
bestimmt, dass 

(4) or] = b, 

und a kann definiert werden ale der Inbegriff aller derjenigen ganzen 
Zahlen a, fiir welche das Product a~] ~ / 9  eine ganze Zahl wird. Der 
Inbegriff der Zahlen fl bildet das Ideal b. Ist alsdann aueh a r ] '=  I) so 
sind r]. und r]' nut" durch einen Einheitsfaetor verschieden. 

Die Gleichung (4) schreiben wit auch so 

(s)  0r] Q 
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und sprechen in diesem Sinne yon gebrochenen Idealen. 1 Zerlegt man a 
und b in Primideale so kommt  keines derselben in beiden zugleich vor, 
und wenn eines yon ihnen, :p, s real im Zi~hler oder - - s  real im Nenner 
yon (5) vorkommt,  so werden wir sagen, p~ sei die h~3ehste Potenz yon p 
welehe in r] aufgeht, wobei s auch negativ sein kann. 

2. Wir untersuchen nun in diesem Sinne die Zerlegung der Zahlen 
eo~ in ihre idealen Primfactoren im Korper .{2~, und beginnen mit dem 
in der Primzahl q selbst aufgehenden Primideal 

- -  

fat" welches 

oq -~ q~'(") 
ist. (I, w 7, n~ 6.) 

Es sei q~ die h0chste in to aufgehende Potenz yon q und folglich 
auch die hOchste in co,, aufgehende. Da nun n a c h w  I, n ~ 3 

He,,, 
eine Zahl in ~2,, ist., und zwar eine solche, welche sich dutch die Sub- 

stitution (r, r ~) nicht :,'mdert, d. h. also eine rationale Zahl so ist l-leo, 
die m t~ Potenz einer rationalen Zahl. Die hochste in dieser Zahl auf- 
gehende Potenz yon q ist q~.(m) also q~ die hschste in dieser rationalen 
Zahl aufgehende Potenz der Primzahl q. Daraus folgt dass s durch m 

teilbar sein mu~s. 

2. Es sei p eine yon q verschiedene Primzahl, p ein in derselben 
enthaltenes Primideal und p~ die hochste in eo aufgehende Potenz yon p. 
Wenn dutch die Substitution (r, r') p in On iibergeht, so ist p:, die hoehste 
in w. aufgehende Potenz yon p,, und nach w I, ( 9 ) i s t  

O ) 1  -iz (.0,/  ~ ~'  O) n 

die m t~ Potenz einer Zahl in ~2m. Nun ist (nach I, w 7, n~ 4) Pp mit V 
identisch. 

1 Eine allgemeine Definition von gebroehenen Idealen finder sich bei DEDEKIND~ []ber 
die Discriminanlen endlicl~er K6rper, A b h a n d l u n g e n  d e r  G e s e l l s e h a f t  d e r  W i s s e n -  

s e h a f t e n  zu G 6 t t i n g e n ,  Bd. 2 9 . 
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E s  ist also p-~(~-') die hochste in &~ aufgehende Potenz yon p, wor- 

aus folgt 

(6) s (p - -  I)  ~ o (,nod m). 

Wenn also m, der grSsste gemeinsehaftliehe Teller von m u n d  ( p - -  I) 
ist, und 

( 7 )  ~)7, = ~ n l / 2  

so ist s teilbar durch m2, u n d  w e n n  m I ~ -  I i8~ 80 ist  S ~ o (mod m). 

3. Ist nun 
p:: die h0chste Potenz yon p., welche in 0)1 aufgeht, so ist 
p:~ die h0chste Potenz yon p~., welche in 0)~ aufgeht, also, wenn 

(S) I/1~ ----I (iYlod et,/,), 

p:'" die hSchste Potenz yon p. welche in 0)~ aufgeht (worin der Index 
yon s naeh dem Modul m zu nehmen ist). Und da n a c h w  I, n~ 5 
r eine m to Potenz einer Zahl in $2,. ist: 

(9) =-- S.., (rood m). 

Setzen wir hierin n = I, und (mit l~ticksicht auf n ~ ~) s~ = a m ,  (rood m), 
und scbreiben a an Stel]e yon v', so folgt 

( , o )  &~_ am2n' , nn' ~_I (mod m), 

wobei a und n' naeh dem Modul m 1 reduciert werden konnen. 
Wenn wir also von dem Ideal 00), das Product 

.,n 
?n2qn' l i p .  , 

fiber alle yon e i n a n d e r  verschiedenen  in p aufgehenden Primideale erstreckt, 
absondern, so bleiben nur  solche Potenzen yon p. ,  deren Exponent dutch 
m teill)ar ist. Wiederholen wir dies Betrachtung bei allen in 00), vor- 
kommenden zu verschiedenen Primzahlen p gehSrigen Primideale, deren 
Anzahl offenbar endlich ist, so ergiebt sich ftir o0) folgende Zerlegung: 

p n 

(, ,) --- :IIII : 
Acta mathematica.  8. Imprim~ le ~6 Ju in  1886. 82 
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worin das erste Produetzeichen sich auf alle Primzahlen p, deren Prim. 
teller in oto vorkommen, das zweite auf alle in denselben aufgehenden 
yon einander verschiedene Primideale p~ bezieht. 

4. Wir betrachten nun neben dem Korper ~2m den Ksrper ~2., und 
setzen 1 

I 2)  9 "~= ~ r I. 

Da p----I (,nodm,) ist, so zerfallt in diesem Ksrper 0p in g 0 ' h ) v e r -  
schiedene Primideale ersten Grades, die wlr mit ~3., bezeichnen, worin n 1 
Gin vollstgndiges System incongruenter relativer Primzahlen zu nq dureh- 
lauft. 

Wenn wir nun WiG in I, w 8 mit 

03)  r/o, r/,, . . . ,  r~.,,_~ 

dig aus (p ~ i):m~ Gliedern bestehenden Perioden d e r f f  e" Einheitswurzeln 

bGzeiehnen, und 

= '~ ~ 7y~ + . . .  + . ,  .y, . ,-1 

setzen, so erhalten wir nach dem an der erw~hnten Stelle bewiesenen 
KVMMER'schen Theore,n: (I, w 8 (i6)) 

tl 

(i s)  o , (q ,  Vo) m' = 

worln t 1 die Reihe tier zu m teilerfremden Zahlen < m I durehlauft, und 
t'l die kleinste positive der Congruenz 

(x6) t,t~ ~ x  (mod ~e~l) 

gent~gende Zahl ist. 
Zerlegen wir nun naeh I, w 7, n~ 7 die Ideale 0~,, im Korper ~= 

in ihre Primldeale, u n d  erheben die Formel (I5) in die m~ ~ Potenz, so 
folgt, wenn t' die kleinste positive der Congruenz 

i t '  E I (mod ml) 

geni~gende Zahl bedeutet: 
t 

H ~lra2t' 
. 

t I s t m ~  : 2 ,  so is t  f2m~ der  K S r p e r  der  r a t iona len  Zah len  und  r 1 == - -  I .  
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worin sich das Product nur auf die yon einander verschiedenen Primideale 
10t erstreckt. 

Wenden wir dieselbe Betrachtung auf die s~mmtlichen Producte auf 
der linken Scite yon (i i) an, so folgt: 

P 

( , s )  oo, = ."  1-[(q,  r ~  

oder durch Anwendung der Substitution (r, r"): 

P 
m mz~ . ( I9 )  Oco,, = f l . I ~ ( r  , 7]o )"" 

5. Die hierin vorkommenden Grsssen (r"~", ~0) sind specielle FMle 
dcr r  (I, w 8, (4)), und genOgen daher den Bedingungen w ,, n ~ 3, dass 

(~o) (r ~'~", ~7o) "~', (r'% 7]o)-"(r m~", 7]o), 

(r'~ ", ~o)~ ~o)~ ( a a ' +  bb '4 -  . . ,  ~ 0 ( rood mr))  

Zahlen des Korpers ,c2,,, und folglich auch des Korpers $2,,, sind. 
Besondere ist 

(" ' ,  ~o)('~-"% ~o)=  --+ P" 

Ins 

6. Daraus ergiebt sich fiir die conjugierten Ideale a. dass 

a) a,? und b) a-"a 1 n 

tlauptideale sin& 

w 3. Unters~tvhu~,g  des  F a l l e s ,  wo  m e i n e  P o t e n z  vo~  2 i s t .  

Von jetzt an ist es notwendig, den Fall einer Potenz yon 2 von 
dem eines ungeraden m zu trennen, und wir wenden uns zun~chst dem 
ersteren zu. 

I. Um zunachst den einfachsten Fall m = 4 zu erledigcn bemerken 
wir, dass in diesem Fall nur Hauptideale existieren, und dass die einzigen 
Einheiten des Korpers ~2 4 die Zahlen + i, __+ i sind. Wenn also % eine 
Zahl des K0rpers t2~, d. h. cine (ganze odor gebrochene)GJVSS'schc 
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complexe Zahl und % die mit  ihr conjugierte Zahl bedeutet, so folgt 
w 5 

P 

P 

toa = z ~ l - I ( r  -'~176 7]0) ~a 

worin cntweder z l - ' = z a = - - +  I oder z ~ = - - z a  = - - + i  und r " = - -  !, 
oder = + i .  Damit ist abet, durch Ausziehen der vierten Wurzel, ftir 
diesen Fall die Frage erledigt. 

2. Ist m ~ 8, so maehen wir Gebrauch yon den in der I[ ten Ab- 
handlung bewiesenen Sgtzen. Nach dem dort in w 9 bewiesenen Satze C 
ist die Anzahl h der Idealclassen eine ungerade Zahl, und da a" immer 
ein Hauptideal ist (D., Seite 54I), so folgt, wenn a" ein Hauptideal ist, 
dass auch a selbst ein solches skin muss; denn es sind k, m relative 
Primzahlen, und wenn man daher x,  y so bestimmt dass hx "Jr" my = I 
wird, so ist 

also a ein Hauptideal. Bezeichnen wir also mit a eine Zahl in ~2m, mit  
z(r)  eine reelle Einheit, so folgt aus (~9) des vorigen Paragraphen: 

P 

( : )  o,  = 

Bildet man hieraus eo, Oj_l, so folgt nach w I, n ~ 3 und w 5, n ~ 5 dass 

(3) z ( r ) = = e ( " )  " 

eine genaue m '' Potenz einer Einheit ist. 

m t~ Wurzel und bezeichnet mit p eine Zieht man also aus (2) die 

weiterhin noeh genauer zu betraehtende Einheitswurzel der Ordnung m = 
so folgt aus (5) wegen (3) 

P 

(4) r = [~e(r)a=II(r  '''~, ~7o) '~, 

worin die Einheit  e(r) reeU angenommen werden kann. Die reelle Einheit 
e(r)  genfigt nun wieder in Folge yon w I, n ~ 3; w : ,  n~ 5 den Bedingungen 

(5) e (r" )e (r ) -"~- -  • g', 
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d. h. gleich dem Quadrat einer Einheit in B~, und das Vorzeichen in 
(5) kann so gewi~hlt werden, dass z eine reelle Einheit ist. 

I 
Wenden wir die Formel (5) auf n =-- + i + ~m an, so folgt: 

(6) 
e(r)e(--, r)-= _4_ 3(r) = 

e ( r ) : e ( - -  r) = +__ ~(r)  ~ 

worin 3(r), ~(r)  reelle Einheiten sind; die Einheit d(r) gent'~gt dcr Be- 
dingung 

~(, ' )  = _+ ,~(--r) 

worin aber nach I, w 9, n~ 7 nur das obere Zeichen mSglich ist, und 
mithin ist 3(r) eine reelle Einheit des Korpers ~2~m. Die Einheit ~(r)  

geni~gt der Gleichung 

~( , r )~(- - , ' )  = +. , 

und ist also eine primitive Einheit des KSrpers ~2., (II, w 5). Aus (6) 
ergiebt sich dann durch Multiplication und Wurzelziehen 

(7) e(r) = ~ ( r )3(r )  

(wo das positive Zeichen genommen werden kann, da 8, d nur bis aufs 
Vorzeichen definiert sind). Da wir nun nach II, w 8 B die Einheit 3(r) 
als Product einer primitiven Einheit mit dem Quadrat einer Einheit dar- 
stellen ksnnen, so konnen wir, indem wir die Wurzel dieses Quadrats 
mit a vereinigen, annehmen, dass die in (4) vorkommende Einheit e(r) 
selbst eine primitive Einheit sei. 

Wir leiten nun aus (4), indem wir r durch r n ersetzen und die 
Wurzel ausziehen, far  r den Ausdruck her 

P 

(s )  r = , o , , w u -  , ~ 

wobei bezt~glich der Quadratwurzel nur soviel festgesetzt sein so!l, dass 

sei. 
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Nach (5) ist alsdann ~/e(r"----))~/e(r----})-" eine Zahl des Korpers t2,.. Bilden 
wir nun aus (8) das Product  0 . r  so folgt n a c h w  % n ~ 5 

(IO) DnP--n -~- ~)nr 
e ( r ' ) a ~ a _ . H (  +_ T)  ~ 

also eine Zahl des Ksrpers .(2., und zwar eine reelle Zahl. Da aber 
p . p _ .  eine Einheitswurzel ist, so kann diese Zahl nut  ~ - +  i sein, und 
da sich hiernach der Weft  der rechten SeRe yon (I o) dutch die Permu- 
tationcn des K~srpers ~2. nicht i~ndert, so folgt: 

( I I )  P.P-, ,  = PlP-x -~- +--- I. 

Es ist nun aber ebenso: 

- - n  
p, ,p ,  q , ( , .  )~/~(~) = 

f l-~ n 

P 

a,,al [I(r , ~]o) (r , ~o) . . . .  

also gleiehfalls eine Zahl in .(2. und zwar eine Einheit, die wir 

(I3) = ,.k~(,.) 

setzen, indem wir unter ~( r )  eine reelle Einheit verstehen. 
ergiebt sich 

- - n  

(~4) p-, ,p"- ~ v '~(r ' ){~(~)  = 

Ebenso 

r 1 6 2  
p 

(s  (Z--1 I-I  ( r  ~ a - - m  2 

und da die rechte Seite yon (14) aus der rechten Seite yon (~2) durch 
die Permutat ion (r, r -~) entsteht, so folgt ihr Wert  

(~5) -----r-~(r) ,  

Multipliciert man also (~2) mit (~4), so ergiebt sich mit Ri;mksicht auf (i ~) 

(I6) e ( r " ) e ( r ) - " = ~ ( r )  ~ 

woraus, da 6@) reell, also ~(r )  ~ positiv ist, nach dern Satz A in w 6 
der zweiten Abhandlung folgt, dass e (r )  das Qaadrat einer Einheit in ~2,, ist. 

Damit ist aber dutch die Formel (8) fiir diesen Fall der KRo~sc~s~'sche 
Satz bewiesen. 
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Was die Einheitswurzeln p~ betrifft, so ergiebt sieh far dieselben 
aus (t2), wenn 0 irgend eine mte Einheitswurzel bedeutet: 

(x7) pnv ---- O'~p:, 

und dureh wiederholte Anwendung dieser Formel 

(I 8) p,,~. = O~,,~-~p "~" 

I 
Setzt man hierin n = 5, k = - m ,  so sehliesst man hieraus, dass die Ord- 

4 
nung dee Einheitswurzel p hd'chstens die 4 m'~ sein kann. 

w 4. B e w e i s  e ines  l t i l f s sa t zes .  

Wit  schicken unseren weiteren Betrachtungen den Beweis tines ein- 
fachen Lemma's voraus, welches wit  so aussprechen: 

Es sei 
m ~ qk 

eine Potenz einer ungeraden Primzahl und es bedeute E ( x )  die .qr6sste 
in x enthaltene ganze Zahl, t bedeute jede positive ganze Zah], relativ prim 
zu m und kleiner als m; t' eine ebenso/che Zahl, die aus der Bedingung 

(I) [~' ~ t (rood m) 

bestimmt ist. 
Es ist zu beweisen, dass man eine dutch q nicht teilbare ganze Zahl 

n so annehmen kann, dass 

dutch q nicht teilbar ist. 

t 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist zun'~chst leieht einzusehen, wenn 
m = q eine Primzahl ist; denn bedeutet n e i n e  beliebige positive ganze 

Zuhl, kleiner als ~, so ist 

(3) 
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und wenn man m i t t '  multipliciert  und die Summe nimmt, so folgt, 

da ~ t ' ~ - o  (mod q): 

+ - .  0ooa q 

Es ksnnen also nicht beide Summen auf der linken Seite dieser Glelchung 
durch q tei lbar sein, und wir diirfen also annehmen, es sei 

(5) 

Summe (2) eingesetzt, diese durch q unteilbar n'lacht. 
diesen Zweck 

E t ' E {  \ nicht dutch q teilbar. \ 

Es lasst sich nun zeigen, dass diese selbe Zahl n, in die allgemeine 
Wir  setzen zu 

Es ist alsdann 

(7) 

Darnach wird die Summe (2) 

t 11; ~ I (rood q), 

(6) t ---- t 1 + qt2;  (,,=l,~ ..... q ' l~  
\ t~=O,  1, ..., m'--l] 

tt' -- I (mod m). 

t' ~ t~ (mod q). 

Da nun nt~ < m, so folgt 

(9) E(nt~,\m -at- ~ )  entweder = E(n-~t~,~,,m / 

( i  o) oder  ----- E(r't'~ 
kW/+ ~; 

(Io) tri t t  jedesmal dann ein, wenn zwisehen 

nt, nt~ nt, 
m-w und ~ - 7 + ~ -  

m ---~ qm', m' > q 
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eine ganze Zahl liegt, d. h. wenn 

n t  2 n t ,  
( I  I )  E ( ~t_~, ~ .Jr_ I - -  7-7 "~ - - "  

k i n ~  m 

Die linke Seite yon (I I) stellt lauter positive, die Einheit nicht iibersteigende 
Brioche dar mit dem Nenner m', von denen, wenn t 2 die Zahlenreihe o, I,..., 
m ' - - i  durchlrmft, nicht zwei einander glcich sind. Es durchlauft  daher 
die linke Seite v o n ( I  i) in irgend einer Reihenfolge die Reihe der Zahlen 

I 2 ~ - -  I 
. . . ,  , , 

T/b 

und wenn nun a einen beliebigen positiven eehten Brueh bedeutet, so ist E(m'a) 
die Anzahl derjenigen Zahlen dee Reihe (I 2), welehe nieht grSsser als a sin& 

Die Anzahl der Werte yon t2, frlr welehe die Ungleiehung (l I) 
statt hat ist daher 

ntl = E \ - ( :  

und ebenso oft tr i t t  also aueh der Fall  (Io) ein. Wenn wir daher die 
Summe der linken Seite v0n (9), (Io) bilden, so folgt: 

Setzen wir  dies in (8) ein und beachten dass ~t'l---- o (rood q) ist, so folgt 

q 

wodurch na~h ~ (5) der Hilfssatz bewiesen ist. 

w 5. U n t e r s u c h u n g  des Falle,% w o m  eine  u n g e r a d e  Zah l  ist. 

Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, nachzuweisen, dass auch 
im Falle eines ungeraden m aus den Bedingungen a), b) am Schluss des 
w 2 folgt, dass die a,~ Hau;ptideale sind. 

1 Diese Formel ist eine leichte Verallgemeinerung einer yon HERMITE (Ac ta  ma- 
themat ica~  B. 5~ S. 315) bewiesenen Formel. Man vgl. auch den Beweis der letzteren 
yon STERX~ A c t a  m a t h e m a t i c a ~  B. 8~ S. 94. 

Acta mathematictt. 8. Imprlm~ le ,~0 Juin 1886. 33 
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Wit  behalten die bisherige Bezeichnung bei, indem wi t  

= = r  

setzen, unter m~, welches > I vorausgesetzt ist, den grSssten gemein- 
sehaftliehen Teller yon m und p I verstehen und mit t,  t' resp. t~, t{ 
die Reihe der dureh q nieht te i lbaren posltiven Zahlen, < m resp. < m~ 
bezeiehnen, welehe den Bedingungen 

(2) t t ' ~  I (rood m), t i t  ~ ~ I  (rood Jill) 

genagen, und zwar sei stets 

(3) t =  t, (,nod,,q), 

folglieh aueh 

(4) t' --= t; (mod ,,,,). 

Wi t  bezeichnen endlich noeh mit (0c) den k l e i n s t e n  p o s i t i v e n  R e s t  einer 

ganzen Zahl a: n. aeh dem Modul , , , ,  so d.~ss x = , , , U ( m ]  + ( x ) i s t .  
\ m  / 

Die Primzahl p gehSrt naeh dem Modul m zmn Exponenten m~, 
d. h .  p"~ ist die niedrigste Potenz von p welehe naeh dem Modul m d e r  
Einheit  eongruent ist, und daher sind die Potenzen yon p 

I ,  p~ 20=, . . . ~ 2),.~ 1 

s~immtlieh modulo m versehieden, und sammtlich = i (modml). Es ist 
also aueh jede der Zahlen t einer und nu t  ciner der Zahlen 

tl, t lp ,  tips, . . . ,  tlp~.-1 

nach dean Modul m congruent und cs lasst sieh 2 so bestimmen, dass 

t - ( p % )  (5)  

wird. 
Nun zerfMlt p im K~srper .Q,,, in ~(m,) yon einander versehiedene 

Primideale ~,, und in cbensoviele PrimideMe ~,, zerfMlt p im K~srper ~2,~, 
so dass (I, w 7, n~ 4 und n ~ 8): 

(6) p, = p,, --= o~ , , ,  
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und wir betraelden nun das Idealproduct 

t 

(7) b ---= l ip: ,  

259 

welches in Folge yon (4), (5), (6) sieh auch so darstellen h'rsst: 

q " i~  2 
(8) b IIv::, +{~'',++(~~ S(p~,q) 

= = 1lOt ,, �9 

Das Ideal b gehe durch die Substitution (r, r") in b,, i~ber. Ein solches 
Ideal b kann aus jedem. Ideal p des Kdrpers ~2,,~ hergeleilet werden, wenn 
nur die zugeh6rige Primzahl p=_I  (mod q) ist. Nun ist abet fi~r jeden 
Exponenten it, wenn h~ eine passend bestimmte ganze Zabl ist, ffir ein 
festes t~ 

( 9 )  (P ) ' t l )  ~ t l  = ~ l h ) . ,  

und hierin ist: 
i. hz nieht negativ, weft eine Zahl fi~r den Modul m~ keinen grSs- 

seren Rest haben kann als liar den Modul m, 
2. h~ < m~, well (pat i )< m ist, und 
3. hz yon hz, verschieden, wenn 2' (rood m~) yon 2 verschieden ist 

(da sonst p~" _~p)" (inod m) sein miasste). 
Mithin durehl~uft hz zugleich mit ~, wenn aueh in anderer Reillen- 

folge, die Zahlen o, I, 2, . . . ,  m ~ -  I und demnaeh ergiebt sieh aus (9) 

I ~/'~, ("//2 - -  I )  

woraus nach (8) 
. t !  

(~ o) b = v -~ m~,,,~-X, 1-I(~,~:,)'% 

Es ist daher, wenn wir (tie Bezeichnung w 2, (I3), ( I4)beibehal ten ,  nacb 
dem KcM~aEir Theorem (I, w 8): 

( , , )  b = ~ p~ o~ - l , (~ ,  ~o),~. 

Daraus ergiebt sich nun, class nicht nur b ein Hauptideal ist, sondera class 
--n ~) T~bte auch die Producte bl , Potenzen yon tlauptidealen sind. (w 2, n ~ 5.) 
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Auf Grund hicrvon li~sst sich nun beweisen, dass, w e n n  die Bc- 
dingungen erfiillt sind: 

a) a~ b) a~a;-" sind Hauptideale, 

die conjugierten Ideale a. selbst Hauptideale sein miissen. 
Dieser Beweis setzt sich aus zwei Tcilen zusammen: 
I. Es werde angenommen, dass in dem Ideale a nur die Primfac- 

toren solcher Primzahlen p vorkommen, w e l c h e -  i (mod q) sin(], auf 
welche also die Formel ( I I )  und die daran geknapfte Folgerung An- 
wendung finder. 

Unter dieser Voraussetzung ist wegen (7) und ( I , )  

(, 2) 

Es ist aber ferner 

und folglich 

( ,3) 

t 

a = i]d~, ein Hauptideal. 

t t 

. , ,  = IIat  = Ha(.t,  

[ t Ei.t~\., 
- - 1  n \~tx j Ilqrflt, \~]I elm CII 

was nach (, I) die ,]1~ te Potenz eines Hauptideals ist. Also 

(I4) I I a i , ~ !  ein Hauptideal. 

Nach der Voraussetzung b) ist aber a,, aquivalent d', und also nach (I4) 
aHch 

t 

(I 5) a ~,~J ein Hauptideal. 

Nach dem Hilfssa/z w 4 kann man aber die ganze Zahl n so annehmen, 

dass ~ . t ' E  nicht teilbar ist durch q und mithin folgt aus a) und (I5) 

class a ein Hauptideal ist. 

2. Es sci jetzt p eine (m0d m) zum Exponenten f gehOrige Prim- 
zahl, und 

~ ( m )  ----ef, 

jedoch sei p nicht - - i  (mod q), mithin f nicht eine Potenz yon q und e 
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nieht durch q - -  I teilbar. Eine solehe Primzahl  p zerfi~llt in t2,, in e 
verschiedene Primideale fte= Grades. Wir legen eine primitive Wurzel  c 
yon m zu Grunde und lassen ~ nach dem Modul m die Reihe der Zahlen 

I 6)  c o ~ C 1 ~ �9 . �9 ~ (?e,1 

a f~eh n durehlaufen; bezeiehnen wir dann mit p~ die in p , u  ~ e den Primideale, 
so ist: 

(I 7) of  = I Ipe ,  

und die Bezeiehnung kann so gewi~hlt werden, dass dutch die Substitu- 
tion (r, r~), p~ in p.~ i]bergeht. Es enthalte jetzt unser Ideal a Prim- 
ideale fto. Grades und die Riehtigkeit  des zu beweisenden Satzes werde 
vorausgesetzt far alle diejenigen Ideale, welche keine Primideale f'~" Grades, 
und keine Primideale von anderen Graden wie a enthalten. 

Die Ideale 

(~8) ~ = 1-[a~, ~.  = IIa .~  

sind nun wegen (I7) mit  solehen Idealen d'quivalent welche keine Prim- 
ideale ften Grades enthalten und sonst keine anderen als solchc die auch 

Ausserdem ist aber nach a) in on vorkommen. 

( 1 9 )  

und naeh b) 

(20) 

I~ ein Hauptideal  

b~ ~quivalent a "Se, rrquivalent b", 

d. h. die Voraussetzungen a), b) sind ffir das Ideal b befriedigt, und 
daher ist n. V. 

(2I) b ein Hauptideal.  

Es ist aber 

und 

I) aquivalent o s~ 

e 

Z ~ = e  - - x  (modm); 
O - - I  
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da n u n  e nicht dutch  q J I tei lbar  ist, so ergiebt  sich, dass auch ~ $  
nicht du tch  q tei lbar  ist, und da also 

o '~ und a -r~ 

Hauptideale  sind, so gilt  das gleiche auch yon t~. Damit  ist also der  an 
die Spitze dieses Paragraphen  gestellte Satz a l lgemein  bewiesen. 

w 5. Fortsetzang ,tend Schl,ttss. 

Mit Hi l fe  dieses Satzes l~sst sich nun  aus w 2, (I8) folgern,  wenn a 
eine Zahl, ~ ( r )  eine Einhei t  in t2~ bedeutet :  

P 

( i )  ,o = ~ ( ~ )  ~. .H(~ ~,,~, ~0) ~,o, 

trod die Einhei t  8 ( r )  muss wegen w ~, n ~ 3; w 2, n ~ 5 der Bedingung 
gent~gen dass 

~ �9 . 
die m t~ Potenz einer Emhe~t ist. 

Setzen wi t  nach I, w 9, n~ 2 

(2) ~(r)-= r~e(r) 

~ ,  �9 
wo e ( r )  eine reelle Emhel t  des K~rpers ~2,,, ist, also der Bedingung  

(3 )  

geniigt, so ist auch 

die m t~ Potenz einer Einheit ,  und folglich ( f t i r n  = J l) 

da m ungerade,  so folgt  hieraus, dass r  selbst eine m t~ Potenz ist, 
und  wenn wi t  dieselbe m i t a  "~ vereinigen,  so kann  (i) jetzt  so geschrieben 

werden 
P 

(4 )  ,,, = r ~ ~'~ H ( r " ~ ,  ,~o) .... , 
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und dutch Ausziehen der mtr Wurzel, indem p eine mm t~ Wurzel der 
Einheit bedeutet:  

P 

(5) r = o. 

Aus dem Umstand, dass ~,(,7" dem Ksrper ~(2,~ angeh5rt, sehliesst 
man noeh ft'w die Einheitswurzel p,,, wenn 0 irgend eine Potenz yon 
r bedeutet:  

p~. = O'~p', 

und dutch Anwendung dieser Formel auf ~ = I, n, . . . ,  # :  

(6) p,,a -~ OZ"~'-lp "a, 

woraus, wenn man ft'lr n e i n e  primitive Wurzel yon q2 und fflr ). den 
Wert  ~(m) setzt, sich schliessen l'asst, dass p hgchslens eine qm t~ Einheits- 
wurzel ist. 

Dutch die Formel (5) .ist m m  der I(RO~V~:eK~*~'sche Satz auch f&" diesen 

Fall allgemein bewiesen. 

Marburg, im M~trz I886. 


