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SUR OUELOUES APPLICATIONS DE LA FONCTION Z(x ,  y, z) 

LA PHYSIQIJE 1VIATHI~NIATI(IUE 

P A R  

P. APPELL 
A P A R I S .  

I, Dans un m6moire ~Sur les fonctions de trois variables rdelles satis- 
faisant h l'dquation AF----o,,  publi6 dams le tome 4 des Acta  Mathe-  
ma t i c a ,  je me suis occup6 plus particuli6rement de celles de ces fonc- 
tions qui ne cegsent d'6tre finies e t  continues qu'en certains points isol6s 
les uns des autres. Les fonctions qui se pr6sentent ensuite sont celles 
qui poss6dent des lignes ou des surfaces de points singuliers ou des 
espaces lacunaires. Il est facile d'6tendre k ces fonctions les resultats que 
M. PICARD (Comptes -Rendus ,  i 5  mai 1382) et M. GOm~SAT (Ibid., 26 
fdvrier I883) oat donn6s pour les fonctions uniformes d'une variable 
complexe poss6dant des lignes de points slnguliers ou des espaces lacun- 
a.ires. L'extension se fera en suivant exactemcnt ]a mdthode employ6e 
par M. GOURSAT et en s'appuyant sur les d6veloppements en sdrie que 
j'ai indiquds pour une fonetion de x, y, z v6rifiant l'5quation A F  o 
rdguli@e en tous les points d'un volume limit6 par des portions de surfaces 
sph6riques. (Voyes page 344 de mort premier m6moire). 

Sans m'arr6ter k cette g6n6ralisation facile, je vais appliquer la 
fonction Z(x, y, z) ddfinie dans mon prdcddent mdmoire ~ la solution de 
certaines questions de Physique math6matique. Ces applications sont 
fond6es sur l'extension du th6or6me de M. MITTAG-LE~'FLER aux fonctions 
uniforlnes satisfaisant ~ l'6quation diff6renticl!e A F  = o; elles compren- 

Aeta mathematica. 8-. Impr im6 le 18 J u i n  1886. 34 
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nent, eomlne c~ls particuliers, la ddlermb~alion de la fonction de Green p,;ur 
un paraU~ldpipkde rectangle telle qu'elle a 6t6 donn6e par RIEMASN,~ et 
la ddtevmination des vitesses dans l'deoulement d'un liquide par le /bnd dun 
vase prismalique telle qu'elle a 6t6 indiqu6e dans diff6rentes notes ins6r6es 
aux C o m p t e s  R e n d u s  de l ' A c a d 6 m i e  des  S c i e n c e s  de P a r i s  ~ par 
MM. BOUSSI~ESQ, D~ SA~NT-VENA~T et FLAMAN'I'. Dans toutes ces applications, 
le seul 616ment analytique nouveau qu'il soit n6cess:fire d'introduire est 
la fonction que j'ai appel6e Z(x ,  y, z) et dont j 'ai 6tudi6 pr6cddemment 
les principales propri6t6s, ou les fonctions plus simples auxquelles se 
rdduit cette fonction Z@, y, z ) q u a n d  un ou deux groupes de p6riodes 
deviennent infinis (Acta  M a t h e m a t i c a ,  T. 4, p. 374). L'introduction 
de la fonction Z qui est d6finie par une s6rie absolument convergente 
permet d'~viter l 'emploi des sdries non absolument eonvergentes auxquelles 
certains des auteurs cit6s ci-dessus ont eu recours. 

Des exemples de la m6thode suivie dans le pr6sent m6moire ont 6t6 
donn6s dans dcux notes que j'ai eu l 'honneur de pr6senter 'k l 'Acad6mie 
des Sciences le 28 janvicr ct le I I f6vrier i884, la  seeonde en commun 
avec M. CnERVET. 

2. Rappelons d'abord la ddfinition et les princlpales propribtds de la 
fonetion Z(x ,  y, z). Soient, par rapport h u n  syst6me d'axes coordonn6s 
rectangulaires, trois points de coordonn5es respectives 

(a, (,t', b', c'), ( .",  1/', 

non situ6s dans un mdrne plan avec l orlgme, c e~t a dire tels que le 
d6terminant 

a b c 

D ---~ a' b' c' 

a" b" c" 

soit diff6rent de z6ro; nous supposerons le d4terminant positif et nous 
dirons que les quantit6s 

(a, z,, (.,, b,, 

Schwere, Electricitb:t und Magnetismus, bearbeitet yon HATTENDORFF~ p. 8 4. 

Armies I870: 3, 31 janvier~ 3 ~ mai; I882: 3~ IOl 24 Avril; 1883: t2, I 9 Novembre. 
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sont les trois groupes de pdriodes de la fonction Z. En employant les 
mdmes notations que dans mon premier m6moire (Act  a M a t h e m a t i c a  
T .  4, P. 35I), d6signons par m, m', m" trois hombres qui prennent routes 
les valeurs enti6res positives, n6gatives et nulles, et posons 

a, = ma + m'a' + m"a" 

b, ~b -Jr" m'b' + m"b" 

c~ = mc + m'c' -4- m"c"; 

les points de eoordonn6es (a,, b~, c~) formeront les sommets d'un r6seau 
de parall616pip6des tous 6gaux entre eux. Faisons 

r - -  + t ] x  ~ +  y ~ +  z ~ 

xa ,  "4" yb,  + zc, 
C O S  ~$ - -  

rp 

R - -  + ~tx  . ~ ) " +  (y b . ) " + ( z - - c , ~ ? - -  -4- ~/r ~ -2r, ocos~+  o ~ 

et d6signons par E'  une sommation 6tendue k routes les valeurs de m, 
m', m", la combinaison m - :  m' --:- m" -= o 6tant exeept6e. Alors la fonc- 
tion Z ( x ,  y ,  z) est d6finie par la s6rie 

(i) v ,  + ' 
�9 't" dO 

dans laquelle /)1 et P,2 sont les deux premiers polyn6mes de LEGENDItE 

d'ofl 

P, (cos r = cos ~,, 
[ 

3 ( cos~ P~ (cos f) --  7 

rP,(cosT) _ xa,~ + ~b~ + zc~ 
jO 2 t9 a 

I-(xa,~ + yb,, zc,,V r~P~ (cos f)  3 + 
O a 2 / ' )  S _. O ~ 

x ~" + y'~ + z~|  
1 3 
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Pont toutes les positions du point de coordonndes (x, y, z) distinctes 
des points (a~, b~, G), la s&ie (~) est absolument convergente et la m6thode 
suivie pour d6montrer sa convergence permet de trouver une limite su- 
p&ieure du reste. En outre la diff6rence 

Z(z ,  v, z ) -  
v / ( . -  a,.) "~ + ( y -  b,,)'* + (~--c~)'* 

est r6guli&e au point (a~, b~, G). 
La fonction Z ainsi d6finie d6pend des trois eoordonndes variables 

(x, y, z) et des trois groupes de pdriodes 

(a, t,, ~,), (.,, ~,, ~,), (.,,, ~,,, ~,,); 

quand il sera n6cessaire de faire mention de ces p6riodes on pourra 
d6signer la fonction Z(x ,  y, z) par 

Z!x,,. y~ Z 

a, b, e ' \  

a', b', c ' . ) ;  

a", b", c" 

quand il n'y aura aueun doute possible sur les valeurs des trois groupes 
de p&iodes, nous 6crirons comme pr6c&lemment Z(x ,  y,  z ) .  

Cette fonction Z v6rifie l'6quation 

A Z -  d~'Z d~Z d~'Z 
d:~ ~ + ~7,7 + &'~ -- o; 

elte satisfait aux trois relations fondamentales 

(2) ] z ( . + a ,  : / + ~ ,  z + c ) - - z ( : r , v ,  z)-= A.  + i ~ v + c 5  + E  

z ( z  + a', v + b', z + c') ~ Z(z ,  V, z) = A 'z  + B'y + C'z + E' 

Z(x  + a", y + t/', z + c") - -  Z(x ,  y, z) - -  A"x  + B"y + C"z -Jr- E"  

duns lesquelles A, B, G A', B', C', A", B", C", E,  E', E" sont des 
eonstantes ddpendant des neuf quantit6s a, b, c; a', b', c'; a", b", c". Ces 
eonstantes peuvent s'exprimer comme il suit. 
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La s6ric qui d6finit Z(x, y, z) montre que eette fonetion ne change 
pas quand x, y, z ehangent de signes en m6me temps, ear si l'on change 
de signes x, y, z et m, m', m" le terme g6ndral de la sdrie ne change 
pas. Ainsi l'on a 

z ( - - x ,  - - y ,  - - z ) =  z(~, v, ~). 

D'aprds cela, si, dans la premi6re des dquations fondamentales (2), on fait 

a b c 
5 = =  . . . . .  Z - -  2 ~ ff 2 ~ 2 

le premier membre de cette relation s'annute et il vient 

E =  ~_(Aa + Bb + Co). 

On a de mdme 

E' = ~(A'a' + B'b' -}- C'c') 

Ddsignons par 

E , , -  ;-(A%" + B"t/' + c'%"/. 

z'~(.~, y, #,  z;(~, ,/, z), z;(x, y, z) 

les d6rivdes partielles de la fonction Z par rapport ~ x, y, z. Ces trois 
fonctions changent de signes quand x, y, z changent de signes en m6me 
temps. Par exemple, on a 

z'x(-- x, - - u ,  - - z )  . . . .  z:(.~, u, 4.  

En diff6rentiant par rapport ~ x les deux membres de la relation fonda- 
mentale 

z @  + a, y + b, z + c) - -  z @ ,  y, z) - -  +if  + B,,j + C'z + E ,  

il vient 

z,/5 + a, u + b, ~ + c ) -  z;(x, •, ~) - -  A; 
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d'ofl en faisant  

f - - -  ~ _ 
a, b e 

2 ~  f f ~ - ~  2 ~  2 - - -  2 

de mOne 

A = 2Z'~ , b 
, 2 '  ; 

B = 2 Z ~  ' 2 '  

2 '  

On trouverait ,  par un caleul ident ique,  les valeurs des six constantes 
A', B', C', A", B", 6"': 

2 t '  = =  2 ~ ~ ~ - ~  2 Z  v ~ 2 ~ ' --= 2 
2 

A " =  2 , , = 2 Z ; ( ) -  , 6 " ' =  2 Z ;  - -  �9 2 ' - ' 2 ' \ 2 '  2 '  

l)e cette fa(;on les constantes qui figurent dans les 6quations fondamen- 

tales (2) sont exprim6es par des s6ries absolmnent convergentes. On 
connait a l~riori un certain nombre de relations entre ces constantes ainsi 

que je l'ai montr6 dans mort premier m6moire. Parmi ces relations, je 
me bornerai h rtlppeler la suivante. Consid6rons le triddre ayant  pour 
sommet l'originc et dont les ardtes passent par les points de eoordonn6es 

(~, b, c), (a', b', c'), (d', b", c"); 

appelons O, O', 0" les faces de ee triddre, 

0,, l,, ~), (~', s ' ,  '~'J, ( ) : ' , / ; ' ,  ' / ') 
les cosinus directeurs des ardtes du tri6dre suppl~mentaire et l, l' l" les 
distances des trois points 

(,,, b, c), (,~', ~', c), (,r 1,", ~") 

k l'origine. On aura 

(3) 
, ' ' , ' C " l " "  " O '  ().A -t-- , .B  n t- ~6')l'l" sin O -t- O,'A' d - / ~  B -t- ~ ) ~ sin 

-1-- (),"A" -1- # " B "  -1-- ~"C") l l ' s in  O" -=- ~ 4~ .  
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3. En vue de ' certaines des applications qui suivent, il importe de 
v o i r  ce que deviennent ces formules grin@ales, lorsque le rdseau des 
parall616pip6des 61dmentaires ayant pour sommets les points de coordonndes 
(G, b.,, G) se compose de paralldl6pip6des rectangles dont les ar6tes sont 
parall61es aux axes. Les points de coqrdonn6es 

(~, ~, ~.), (.,, ~' ~,), (,,,,., t,", +,) 

seront alors situds le premier sur l 'axe Ox le second sur Oy, le troisi6me 
sur Oz, et l'on aura 

b ~ c --=- O, a '  = c' = o ,  (t" ~--- b" ~-  o ;  

nous supposerons de pills 

(t > O~ b' > o ,  c" > o .  

Dans cette hypothdse, on aura 

puts 

d'oh 

f l  = v/a <m '' -4- b"%{ ~ + c"'~m '''' 

a m x  -t- b 'm 'y  q- c " m ' z  
CO~ ~ ---~ ~'P 

' !~  = ~/(~ __  . ~ . y  + ( y  - -  b ' , .O"  + (.~ - -  ~"..,.")~ 

/ I ", ~ ~ ) [ 
(4) Z z , ] j , z  o, b', ~ TI q - Z  1r 

\ O, O, ' 

-.., P~ (cos f) - -  y P~(eos f ) ]  
tO" 

p, cosy et R ayant  les wlleurs particuli6res ci-dessus. 
sp6ciale que nous d6signerons pour abr6ger par 

Z@, y, z; a, b', c") 

Cette fonction Z 
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est paire par rapport k chacune des variables sdpar&nent; en effet, par 
exemple, la s6rie ne change pas si l'on change de signea'x et m. Donc 

z ( - x ,  y, ~; ~, ~,, c , , ) =  z(~, ,j, ~; ~, ~', e'); 

d'oh l'on conclut, en diffdrentiant par rapport k x, 

z ' ( - - ~ ,  y, ~; a, t/, c " ) = -  z;(~, y, ~; ~, ~', ~") 

et, pour x = o, 

Z'(o,  y, ~; ~, ~', r  Z:(o, y, z; ~, ~', ~"). 

Cette derni6re expression est donc nulle, inddterminde ou infinie. Comme 
les seuls points singuliers de 

Z'@, y, z; a, b', c") 

sont lea points de eoordonn6es 

X =-= ~lt(t~ ff ---~ m'~/~ Z --= m"r 

la fonction 

Z~(o, y, z; a, b', c") 

ne peut devenir infinie ou inddtermin6e que pour 

y =.-- I1~'b'~ z ~ m " c " ;  

pour toutea lea autres combinaisona de valeurs de y e t  z, clle eat nulle. 
De m~me les deux fonctions 

z ; (x ,  o, ~; a, b', c"), z;(~,  u, o; .., ~', ~") 

sont nulle% la premi@e en tous les points du plan des xz distinets de 
eeux qui ont pour eoordonndes 

la deuxidme en tous les  points du plan des xy distinets de  ceux qui ont 
pour eoordonn6es 
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En particulier les six constantes (voyez page 270 ) 

273 

br 
A ' =  2Z~(o, 2,  o; a, b', c"),  b' c") V' = 2Z;(o,  2 '  o; a, b', 

( t t  

A " =  2Z~(o, O, 2 ;  (7, b t, c"), 
C tt 

B" = 2 Z;(o, o, ~-; a, b', c") 

sont nulles; quant  aux trois autres constantes, elles ont ici pour Valeurs: 

(a ) A----- 2Z" 2 '  o, o; a, b', c" 

b' C") B ' =  2Z'~(o, ~ ,  o; a, b', 

(fie 
C" - -  2Z'(o, o, ~ ;  a, b', c"). 

Les relations (2) deviennent dans ce cas: 

/5)[ 
I 

l'on a, de plus, 

z(.~ + a, y, z) - z @ ,  ~1, z) + .4z + E 

Z@,  y + b', z) =- Z(x, y, z) + B'y + E' 

Z(z ,  y, ~ + c") - -  Z(x, y, z) + C"z + E"; 

E -  I A a ,  E '  i Bib, ' E "  i C"c" 
2 2 2 

La formule (3) se simplifie alors de la faqon suivante: les angles 0, 6', if' 
sont droits, et l 'on a 

I 

l' '--: b', l " = c " .  

La formule (3) devient done 

Ab'c"  -a t- B ' c "a  q- C"ab' = - - 4 r e .  
Aela mathematica.  8. Impr im6 le 29 ffutn 1886. 85 
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Dans le cas plus particulier encore off l'on aurait 

a ~ b '  ~ C"~ 

c'est ~ dire dans le cas off les parall616pip6des 616mentaires seraient des 
cubes, ~ les constantes A, B', C" seraient 6gales et la formule pr6c6dente 
donnerait: 

A ~ _ B , _ ~ C , , ~ _ _ 4 _ _ ~  ~.  
3 af 2 

d'ofl 

E----- E ' = E " - - - - -  2~ 
3a  

4. On salt quelle est, dans un grand nombre de questions d'61eetricit6 
statique, l ' importanee de la d6termination de la fonction de Green pour une 
surface ferm6e donn6e. Soit S une surface ferm6e, la fonetion U de 
G~EEN est d6finie par les trois propri6t6s caract6ristiques suivantes: 

I ~ Elle v6rifie dans l'int6rieur de la surface S l'6quation AU----~o; 
2 ~ . Elle a, en tous les points de la surface S, la valeur zdro; 
3 ~ . Elle est, en t o u s  les points de l'int6rieur de la surface S, finie 

et continue except6 en un point @', ~' y ,  z') oil elle devient infinie ~ comme 

I 

~/@ - -  x ' )"  + ( y  - -  y ' ) ~  + (z  - -  z ' )  ~ 

Suivant lu terminologie employ6e dana mon premier m6moire, la 
fonction de GREE~ U v~rifie l'6quation A U ~ o, sannum sur la surface 
S et admet dans l'int6rieur le p61e simple (x', y', z') avec le r6sidu ~ i. 

Nous nous proposons de dSterminer la fonction de  GR]~EN, lorsque 
la surface S eat celle d'un poly6dre poss6dant la propri6t6 suivante: si 
l'on prend ]es sym6triques du poly6dre par rapport h, chacune de ses 
faces, puis les sym6triques des nouveaux poly~dres par rapport i~ chacune 
de leurs faces, et oinsi de suite indSfiniment, les poly6dres en hombre 
infini ainsi obtenus ne pdn~trent pas les uns dans les autres. 

1 C'est  ee cas part ieulier  que j ' a i  envisagd dans les C o m p t e s  R e n d u s  T.  96, p. 69; 
j ' a i  de plus supposd a =  i ;  les constantes appeldes dans cette note ), et /~ ont donc pour 

valeurs ), = 4~ 2r, 
3 ' / z -  3 

2 Voyez; par exemple, RIEMANN, Sc]~we~'e, Electrlcitiit und Magnetismus, page I42 .  
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Cela arrivera, par exemple, si le premier poly(~dre est un parall~l- 
6pil)Sde rectangle ou un prisme droit ayant pour base un triangle 6qui- 
lat6ral, un hexagone r6gulier, etc. 

Pour tous ces poly~dres la fonction de GRnE.~ s'exprime ~ l'aide de 
la fonction Z(x ,  y, z); voici de quelle facon. Ayant construit le r6seau 
des polySdres d6duits par sym('.trie du poly&dre donn6 S, comme nous 
venons de le dire, on prendra dans le premier poly~dre S un point 
M'(x' ,  y', z') et tous ses sym6triques M",  M'" ,  M ~v, etc.; la fonction 
de GRE~ U sera une fonction ayant pour pbles simplea tous lea points 
M',  M",  M'",  M ~v etc., le point M'  et ceux qui sont lea symStriques 
d'ordre pair de M '  avec le r6aidu + I,  lea autres points avec le r6sidu 

I.  L'on pourra former cette fonction en appliquant le th6orSme de 
M. MITTa~-LEFFLER tel que nous l'avons 6tendu aux fonctions satisfaisant 

l'6quation A U = o e t  l'on arrivera ainsi ~ exprimer la fonction U 
l'aide de la fonction Z(x ,  y, z); c'est ce qui r6aulte des recherches de 
BnAvAIs sur les syst~mes formds par des points distribu~s r~guli~renwnt sur 
un plan ou dans l'espace ( J o u r n a l  de l ' 6co le  p o l y t e e h n i c l u e ,  33 ~ 
cahier, 185o ). Cette fonction U prendra des valeurs (~gales et de signes 
contraires en deux points symdtriques l'un de l'autre par rapport ~ une 
face de Fun des polySdres du r6seau. 

5. Traitons d'abord le problSme de RIEMa~S ~ et cherchons la fonc- 
tion de G~EE~ pour un parall61@ip&de rectangle. Prenons pour origine 
le centre du parall61@ipSde et pour axes des parallSles aux arStes: les 
six faces du parall61@ip&de seront alors deux '~ deux parall6!es aux plans 
coordonn6s et auront pour 6quations respectives 

x =  +~,_ y =  +-fl_2, z :  +~,_ 

si l'on appelle a, fl, i ~ les dimensions du parall61@il)~de. D'aprSs RIE- 
MASS, la fonction cherch~e U a pour pbles simples les points de coor- 
donnSes 

avec un r6sidu 5gal ~, ( - - I )  ~+~+", les entiers k, m, n prenant toua les 
syst&nes possibles de valeura. En particulier elle admettra lea huit pbles 

1 Schwere, Electricitiit und Magnetismus, page 84. 
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simples dont les coordonn6ea et lea rSsidus sont indiqu6a dans le tableau 
suivant: 

Coordonn6es R6sid us 

x', y', z' -t- I 

X% fl - -  y'~ Z' - -  I 

X'~ y'~ ~" ~ Z' ~ I 

~ - - x ' ,  f l - - y ' ,  z' + I 

a ~ x', y', r - -  z' + 

x', fl - -  Y', r - -  z' "4- I 

~ - -  x', , 8 - -  y', r - -  z' - - I .  

Lea coordonn6es de toua lea autres p61es se ddduiront de cclles du tableau 
r pr6c6dent par l'addition d'un multiple de 2a ~ la coordonnee x, d'un 

multiple de 28 ~ y e t  d'un multiple de 2 T ~ z. 
Cela pos6 consid6rons la fonction 

Z(x, y, z; :fl, 2r) 

formde avec les trois groupes de p6riodes 

(6) 
2{2~ O~ 0 

O~ 2fl~ 0 

O~ O~ 2 T. 

Cette fonction a pour pbles simples de rdsidu + I  les points de coor- 
donn6es 

2p , 2qfl, 2r r 

p ,  q, r entiers. On aura ulors une fonetion U admettant les p61ea in- 
diqu6s ci-dessus avec les r6sidus correspondants en prenant l'expression 
suivante off l'on dcrit Z ( x ,  y ,  z) au lieu de Z ( x ,  y ,  z; 2a, 2/~, 2T): 
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(7) U =  Z ( x  - -  x', y - -  y', z - -  z') - -  Z ( x  - -  a + x', y - -  y', z - -  z') 

- -  Z ( x  - -  x ' ,  - -  f l  + y ' ,  z - -  - -  - -  x ' ,  y - -  y ' ,  z - r + z ' )  

-]- Z ( x - -  a + x', y - -  t~ + y', z - -  z') -}- g (x - -  a -}- x', y ~  y', z - -  f -t- z') 

+ Z(x--x', y--fl+y', z - -r+z ' )~z(x- -~+x' ,  y--fl+y', z--r+z'). 

Cette fonction U satisfait k l'~quation A U = o, e l l e a  dans l'int4rieur 
du parall51@ip&de donnd le soul pb lex ' ,  y', z" de %sidu -I- i ,  enfin elle 
s'annule sur los six faces du parallSl~pipSde; cola est 5vident pour los 

a 1~ y a faces x = 2 ,  y ~ - - 2 ,  z = ~ - ,  car, pour x = - 2  par exemple, los huit 

termes qui figurent dans rexpression de U s e  d5truisent deux ~ dcux en 
vertu de la relation 

Z ( x ,  y ,  z; a,  b', c " ) =  Z ( - - x ,  y ,  z; a, b', c"); 

quant aux faces x =  2 '  Y = - - 2 '  z =  2 '  on vSrifie que Us 'an-  

nule sur ces faces en s'appuyant en outre sur les relations fondament~les 
(5). Ces m~mes relations montrent que la fonction U admet les trois 
groupes de p~riodes (6) c'est k dire reprend les mSmes valeurs auxpoints  
ayant pour coordonn6es 

x + 2pa, y + 2 @ ,  z + 2ry 

p, q, r 6rant des entiers quelconques. Cette fonction U constitue donc 
un exemple des fonctions ~ trois groupes de p6riodes 6tudi6es dana un 
prSc~dent m~moire (Acta M a t h e m a t i c a  

T. 4' page 360). 
On peut v6rifier 6galement sur l'ex- 

pression trouv6e que la fonction U est 
sym6trique par rapport aux deux points 

y, et (x', y', 
6. Appliquons encore la m6thode g6n6- 

rale '~ la determination de la fonction de 
GREEN pour un prisme droit dont la base 
est un triangle 6quilat6ral. ~ 

Soit (voyez la figure), dans le plan des 

§ ~ ." " i 

 /X VV 
, I �9 .11 ' . ! ~'~, - 

~ ~ ~  I. ~ / / ~ i ~  ~ ~ *  .1.~ ' / '~ %= i 

i  'A �9 

X 

1 Une question analogue a 4t6 traitge par I~I. RIQmEI~ dans une Th~,se Su~" la mdthocle de 
M. Carl Neuma~m soutcnue devant la Facultg des Sciences de Paris  le 2 avril 1886 (page 04). 
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coordonn6es x et y un triangle dquilat~ral OPQ de cots a; prenons pour 
origine le sommet 0 et pour axe des x le e o t 6 0 P ;  nous supposerons 
le prisme plae5 de telle fa~on que le triangle OPQ soit la section droite 
6quidistante des bases et nous appellerons h lu hauteur du prisme, de 
sorte que les plans de bases auront pour 6quations 

hJ 

~ 2  

ConsidSrons, duns l'intdrieur du prisme, un point M'  de eoordonnSes 
x'~ y', z' et eonstruisons ses images sueeessives par rapport g toutes les 
faces du prisme. D'abord les images sueeessives du point M' par rapport 
aux bases ont pour eoordonn4es 

X', y', l~h -t- ( - -  I) nz' 

off n d6signe un entier quelconque; les eoordonn6es de tous ces points se 
d6duisent de eelles des deux points 

x', y', z', x', y', h -  z' 

par l'addition de multiples des p~riodes 

O~ O~ 2h. 

Ensuite les images sueeessives du point M'(x' ,  y', z') par rapport aux 
faces lat6rales s'obtiennent eomme il suit. Soit I la projeetion du point 
3/ '  sur le plan des xy: eonstruisons le rdseau des triangles 6quilat6raux 
form,s en prenant les sym~triques du triangle OPQ par rapport 'X ses 
eot~s, puis les sym~triques des symdtriques etc., et marquons par des 
eroix les images du point I. Dans l'hexagone r~gulier PQ_RSTV nous 
aurons le point I et einq de ses images, les points ~, 3, 4, 5, 6 dont les 
eoordonn~es sont les suivantes: 

Points Coordonndes polaires Coordonndes reetangulaires 

~t 0 t  

., o' *' ?A/3  y' 
2 - - ? - +  2 ' 2 + ?  - 
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~, 2~ + o' ~' .~A/3 ~'v'3 + ?~ 
3 ~ '  ~ -  2 2 ' 2 2 

- -  t 

4 r'~ 3 2 2 ' 2 2 

r - -  - -  t 2z z' y (3 z'~/3 y . d  ( ) t  

5 ~ ,  - - - - +  F- , 3 2 2 2 2 

' - - O '  - - y ' .  6 r ,  x'~ 

Si l'on construit le rdseau de paralldlogrammes adinettant pour 
paralldlogramme 61dmentaire O H K L ,  rdseau dont les sommets ont pour 
coordonndes 

2 ' - U  + may'3 

off k et m sont des entiers quelconques, toutes les images du point I 
dans le r6seau des triangles seront des points homologues des six points 

I, 2, 3, 47 57 6 dans le rdseau des paralldlogrammes. 
Par consdquent la fonction U qu'il s'agit de former aura pour p61es 

simples les douze points suivants avec les r6sidus _+ I comnm l 'indique 
le tableau ci-dessous: 

Coordonndes 

X'~ y'~ Z' 

x' ,  y ' ,  h - - z '  

Y' Z' 
�9 ' .r ~'~/~- + ~-, 

- - 7  "t- 2 ' 2 

~ , t  t I - -  t 

2 + y V3 ~'~/5 7t 
~ -  2 ' 2 4 - 7 7  h - - z '  

�9 ' ~'~/-S ~'~/3 r z '  
2 2 ~ 2 2 ~ 

~' Y' V' 3 x'~,/ 3 Y ' h ~ z' 
2 2 ~ 2 2 ~ 

Rdsidus 

+ i  

- -  I 

+ i 

+ i 
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r 

2 

2 

t I - -  

Y V 3  
2 

v'~/~ 
2 

.~e+ v,~/g, 
2 2 

I 

~' y ' ( 3  
~ 7  + ,~ , 

Xr~ 

P.  A p p e l l .  

t 

2 

y '  
~ '~/3 .3 7 .. h -  Z'  .qt_ I 

2 2 

' / r  "r z' 
2 2 7 "~- [ 

&/3 Y' h - - z '  - - i  
2 2 

- -  y ' ,  z '  - -  i 

- - y ' ,  h - - z '  + I; 

elle aura en outre pour p61es simples avee les m~mes r&idus tous les 
points de l'espace dont les coordonnSes se dSduisent des pr&4dentes par 
l'adjonction de multiples des trois groupes de p(!riodes 

O~ O, 2 h  

3 a a ~ /3  0 (8) T '  ~ ' 

O~ a ~ / 3 ,  O ,  

Soit alors Z@, y, z) la fonetion Z form6e avec ees trois groupes de 
p&'iodes, c'est ~ dire obtenue en faisant dans les formules g6n6rales 

a - ~  O~ lJ --= O~ r --= 2 h  

a '  - -  3,~ b' - -  ~~ /~ -  c '  = o 
2 ~ 2 

a "  = o ,  b "  = % / ~ - ,  c "  = o .  

La fonction de GREEN Cherch6e U sera 
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U = Z ( z  x' ,  y - -  y ' ,  z ~ z') - -  Z ( x  z ' ,  y ~ y ' ,  z - -  h + z') 

~ / 3  + y  Z x +  ~ ' - ' u ' ( - i  ' -  ' ) - - - - y - - ,  y ~ , z - - z '  

+ ~(~ + ~ - ~  ~ +  y ) 
2 ' Y - -  2 , z - - h + z '  

+ z (~ + ~' +~.~''/~, y ~"/-;-: .~', ~ - ~') 

( ~ ' t Z x -]- + y'~/3 x'~/3 - -  y 2 ' y 2 , z - - h  + z ' j  

( ~ ) 
2 , Y - I -  2 , z ~ z '  

( ~ , ) + z  x +  +:A/3- ~'v'3-y 
2 ' Y +  e , z - - h  + z '  

+ Z ( x +  , y +  , z - - z ' )  

~ ' - Y ' ~ / 3  ~'~/3 + Y' h z"~. ~ Z  x +  2 ' Y +  2 ' z + 
/ 

- - z ( x - - x ' , y + y ' , z  z ' ) + z ( x - - x ' , y + y ' ,  z - -h+z ' ) .  

Cette fonction U satisfait k l'Squation A U =  o et admet les trois 
groupes de p~riodes (8); el!e a, dans le prisme dormS, le seul p61e simple 
(x', y', z') avee le %sidu + i;  enfin elle s'annule sur toutes les f,qces du 
prisme. On v~rifie immSdiatement cette derniSre propriStd pour les faces 

h 
z = •  y = o  

en remarqu,~nt que la fonction Z formic avec les p6riodes (8) est paire 
par rapport k z et par rapport k y; en offer, les quantit6s d~signdes dans 
le cas g6n~ral par a~, b~, 6 (page 267) sont actuellement 

3~ a~ m '  ~ b~ m '  + " - = - -  = m a ~ / 3 ,  c~ ---- 2mh; 
2 2 

en changean$ m de signe, 6 change de signe, a, et b~ ne changent pas; 
de m~me, en changeant m "  en - - m ' - - m " ,  b, change de signe, a~ et c, 

Acta mathematiea. 8. Imprim~ le 30 5uin 1886. 36 
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ne changent pas; donc, d'apr6s la forme du terme gdn6ral de la s6rie 
qui d6finit Z(x, y, z), on a, dans le cas actuel 

y, y, z ( x , - - y ,  

h 
D'apr6s cela, si l'on fait, dans U, z = 2  ou y ~ - - o  t o u s l e s  termes de U 

sont deux h~ dcux 6gaux et de signe s contraires et U s'annule; quant h~ 
h 

la face z . -  2 '  on a en un point de cette face 

h 
U =  Z x - - x ' ,  y - - y ' ,  z z' - -  Z x - - x ' ,  y - - y ' ,  - - 2 - 4 - z '  

Comme chaque terme tel que Z x - - x ' ,  y - - y ' ,  2 + z' peut 6tre 

remplae6 par g x - -  x', y - -  y', ~- - -  z' , la seeonde fonetion g de ehaque 

ligne se d6duit de la premi6re par l 'addition aux variables du groupe de 
p6riodes o, o,  2h; en appliquant alors les relations fondamentales (2)on  
trouvera faeilement que la valeur de U est nulle. Entin il resterait ~ 
vdrifier que la fonetion U s'annule sur les deux faces du prisme qui ont 
pour traces, sur le plan de la section droite OQ et PQ; c'est ee que l'on 
ferait sans peine en prenant sueeessivement ees droites pour axe des 
eoordonn6es x. 

I1 doit encore arriver ici, d'apr6s un th6or6me g6ndral de I~IEMAI~N, 
que la fonetion U est sym6trique par rapport aux deux points (x, y, z) 
et (x', y', z'). 

7. Voici maintenant une seconde cat6gorie de questions dont la 
solution ddpend, dans certains cas particuliers indiqu6s plus loin, de 
l 'emploi de la fonction Z(x, y, z). Soit une surface fermde S: on se 
propose de former une fonction V(x, y, z) vdrifiant l 'dquation A V = - - o ,  
ayant clans l 'int6rieur de S des p61es simples donn6s 

"(~1' ~Jl' ~1)' (X2' Y2' Z2) '* '* '  ('~+~'1' Yn, '~n) 

de rdsidus donn(~s 

Rl,  R~, . . . ,  R~ 
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ct satisfaisant cn tous les points de la surface S ~ la condition 

283 

~V 

~V d6signant ]a d6riv6e de V prise suivant la norlnale '~ la surface S; 

cette dernibrc condition signifie g6omdtriquemcnt que les surfaces de niveau 

g :  C te 

coupent k angle droit la surface S. Le probl6me ainsi pos6 n'est possible 
que si 

R , + R ~ + . . . - ~ - R . = o .  

En effet on a 

f ~ v d a  = - -  4,-r(R, -I- R2 n t- Jr- Rn) 

sV 
l'int6grale double 6tant 6tendue '~ la surface S: comme ~-n est nul sur 

la surface S, la somme R1 ~ R ~ - [ - . . . - t - R n  dolt ~tre nulle. Supposons 
cette condition remplie st admettons qu'il y ait une fonetion V remplissant 
les conditions du probl6me: cette fonction sera unique k une eonstante 
additive pr6s. ~ En effet imaginons une seconde fonetion IT' remplissant 
les m~mes conditions, la difference 

U = V - - V '  

sera finis et continue h l'int6rieur de S, v6rifiera l'6quation A U = o et 
satisfera en tous lea points de S k l'6quation 

~U 
- -  ~ O .  
~n 

Alors, d'aprds la relation de GR~:n~ 

= ~ U A U d x @ d z  + U ~U 

i Voyez R1EMANN~ Schwere, Eleetricitiit und Magnetismus, page 279. 
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dans iaquelle les int6grales triples sont 6tendues au vo lume  limit6 par la 
~" tO, surface S e t  l m t % r a l e  double ~ la surface S, on a, puisque 

~U 
A U = o, ~ - -  o 

d'oh 

�9 ~ ~x + \ ~ y /  + d x d y d z  = o 

U ~ ~te .  

La diff6rence V - - V '  est donc constante et la fonction V' ne diff6re de 
V que pal" une constante additive. 

La d6termination de la fonction V qui poss6de ~ l'intdrieur de S les 
n p61es simples 

avec les r~sidus 

R1, B~, . . . ,  R .  

dont la somme est nulle, et qui satisfait aux autres conditions indiqu6es 
pr6c6demment, peut 6tre ramen6e "~ la d6termination de n - - I  fonctions 
n'ayant chacune que deux pbles simples dans l ' int6rieur de S e t  satisfaisant 
aux mdmes conditions que V. En effet, appelons Vk, ( k =  I, 2,.. . ,  n - - I ) ,  
une fonction qui poss6de dans l 'int6rieur de S les deux p61es simples 

(x,, (z,,, y,,, z,,) 

avec les rdsidus + I et - -  I,  qui v6rifie k l 'int6rieur de S l'dquation 
~V, 

A Vk ----- o et sur la surface S l'6quation v~ --  o; la fonction V sera 

R,V,  + + . . .  + 

Ainsi l'on peut ramener le cas g6n6ral a u  cas oh il y a seulement 
deux p61es simples ~ l 'int6rieur de S. Ce dernier cas se pr6sente dans 
la question de physique suivante: 
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La surface S 6tant remplie d'un liquide conducteur, placons cn 
deux points 

M,(x , ,  y~, z,), M~(x~, y~, ~) 

de ce liquide les deux  61ectrodes d'une pile suppos6es avoir la forme de 
sphdres de rayon tr6s-petit par rapport aux dimensions de S. Un r6gime 
permanent s'6tablit et le liquide devient le si6ge d'un courant constant. 
Appelons V(x,  y, z) le potentiel en un point (x, y, z) du liquide: cette 
fonc~ion V satisfait dans l'int6rieur du liquide ~ l'6quation A V-= o, 
elle admet les centres des deux 61cctrodes 21/1 et M~ comme p61es simples 
de r6sidus V 0 et - -  Vo, enfin elle v6rifie sur la surface S l'6quation 
~V 

~ O ,  

L'on pourra exprimer cette fonction V ~ raide de la fonction 
Z(x ,  y, ~) routes les fois que la surface S sera la surface d'un polyddre 
satisfaisant ~ la condition suivante: si l'on construit les sym6triques de ce 
poly6dre par rapport b~ chacune de ses facesi puis les sym6triques des 
poly6dres sym6triques par rapport ~ chacune de leurs faces, et ainsi de 
suite ind6finiment, l'on obtient un r~seau de poly~dres ne p~n~trant pas les 
uns darts les autres. Alors, en appliquant le principe des images, on 
consid6rera les deux points _/1/1 et M: comme des points lmnineux et les 
faces du poly6dre comme des miroirs, et l'on construira les images des 
points M 1 et 3/2; puis l'on formera une fonction F~(x, y, z) v6rifiant 
l'6quation A F  1 = o, admettant comme p61es simples avec le r6sidu + i 
le point 3/1 et ses images, une fonction F2(x , y, z) v6rifiant l'6quation 
AF~ = o, admettant comme p61es simples avec le r6sidu + I le p o i n t  
M 2 et ses images; le produit 

V0[Fl(X, 9, 4 -  F:(x, 9, 

augment6 d'une fonction enti6re convenable sera le potentiel cherch6. 
La formation des fonctions F 1 et F 2 r6sulte de l'extension du th6or6me 
de M. MITTAG-LEFFLER auK fonctions v6rifiant l'6quation A F  = o, exten- 
sion que j'ai indiqu6e dans mon premier m6moire (Acta M a t h e m a t i c a  

T. 4). 
8. Appliquons cette m6thode au cas particulier oh le poly6dre S 



286 P. Appell. 

est un parall61dpip6de rectangle de dimensions 5, 8, 7" dont les faces ont 
pour 6quations 

x = _ + 2 ,  y ~  + ~  r _ _ _ ~ - ,  z =  •  

Les images du point .~I(Xl, Yl' Zl) par rapport aux faces ont pour 
coordonndes 

k~ "4- ( - -  I)kXl, '~l'fl + ( - -  I)m~l , n r "-]- ( - -  I)nZ1 

k, m, n dtant des entiers quelconques. Si, parmi ces images, nous con- 
sid~rons les huit points ayant pour eoordonnSes 

(~,, y~, ~,), (5--x~,  y,, ~,), (~,, 8 - y ~ ,  ~,), 

(~1' ~1' r - - Z I ) ,  ( 5 - - X , ,  8 - - Y 1 '  ~1):~ ( 5 -  X,, Yl' r - - ~ 1 ) '  

(Xl' 8 - - ~ 1 '  r - -  Z,) ' ( ~ - - ~ 1 '  f l - -~Jl ,  r - -  Z,) , 

les coordonndes de toutes les autres images se dSduiront de celles des 
huit points ci-dessus par l'addition d'un multiple de 25 ~ x, d'un multiple 
de 2/9 h y e t  d'un multiple de 2 T ~ z. Cela pos6, prenons la fonction 

2r) z ( z ,  y ,  z; : 5 ,  : f l ,  

formde avec les groupes de pdriodes 

a ~ 2r b ----- O~ C ~ 0 

(9)  a' = o ,  b' = 2 8 ,  c ' =  o 

a" ----- o, b" ---- o, c" ---~ 2y. 

Une fonction Fl (x  , y, z) ayant pour p61es simples le point 3/1 et ses 
images, avec le r6sidu A- i, sera 

F l ( X  , y ,  z ) =  Z ( x -  x,, y -  Yl, z -  z 1 ; 25, 28, 2T) 

+ z ( x  - -  ~ + x~, y - -  y , ,  z - -  Zx) + z ( z  - -  Xl, y - -  fi + y , ,  z - -  z~) 

-]-- Z ( x  - -  Xl , y ~ Yl , z - -  T + '~1) "~ Z ( x  ~ o~ -]- 37,1, y ~ 8 -if- Yl , '~' - -  Zl) 

"JFZ(xu~ Y--YI, Z ~ * - ~ Z i )  "31" Z(X--Xl ,  Y u S - ] - Y I ,  Z--~'-]-Zl) 

+ X(x - -  ~ + z , ,  y - -  fl + y , ,  z - -  r + zl). 
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De m(~me la fonction F 2 ( x  , y ,  z )  d~duite de la pr6c6dente par le change- 

ment  de l 'indice J en l'indice 2 

+ etc. 

a pour pbles de r(~sidus -Jr I le point M2(x~, y~, z2) et toutes ses images. 

La fonction 

(io) ~'(~, y, ~ ) =  VoEF~(~, y, ~)--F~(~, y, ~)] 

ne diff6rera du potentiel cherch6 que par une fonction enti6re. Mais il 
est ais6 de voir que ce t t e  f o n c t i o n  e s t  p r @ i s d m e n t  le p o t e n t i e l  c h e r c h d ,  en 

vdrifiant qu'elle rempli t  routes les conditions imposdes au potentiel. I1 
suffit pour cela de v6rifier que la d~rivde 

~V 

est nulle sur toutes les faces du parall616pip6de donn6. Sur la face 

a la ddrivde vV ~V x = 2 '  ~ est 6gale h~ -~-x' car la normale :~ cette face est 

parall61e ~ l 'axe des coordonn6es x: or 

~F,  __ Z ' ( x  - -  x ,  y - -  y , ,  z - -  Z,)  + Z i ( x  - -  ~ + x , ,  y - -  y ~ ,  z - -  z , )  + . . .  ; 

(Z 

et pour x = 2 

v z  --= Z :  - -  x l  , y - -  Y l  , z - -  z l  "4- Z'~ - -  2 -t- x~ , y - -  y l  , z - -  z 1 -t- . . . ; 

on a vu (page 272 ) que la fonction 

Z'~(x, y ,  ~; a, b J, c") 

est i m p a i r e  par  rapport  ~ x: donc 

ZJx - -  x l ,  Y - -  Y l ,  z ~ z 1 2ff Ztx  _ _  2 - ~  x l '  y ~ Yl, Z - -  Z 1 ~ O; 
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~F, 
les autres termes de ~ se d~truisent 

~F, a 
a_. donc enfin ~ s 'annule pour  x = - .  

X = 2 ~  2 

~F, a de -~-z' on voit  que ~V s 'annule pour  x = 2 .  

~F, a 
V z  ' x = -  2;  nous aurons 

de mdme deux k deux pour  

Comme il en est de mdme 

Faisons main tenan t  dans 

~Z - -  Z ;  : 2 X l '  y - -  f f l '  Z - -  Z l "-~ Z ;  - -  2 -  "71-- X l '  Y - -  Y l '  Z - -  Z 1 + �9 , .  

= z "  - - - - - - X l ,  f f - - f f l ,  Z - - Z 1 )  - -  Z t x ( 3 ~ - - Z l ,  y - - f f l ,  Z - - Z 1 )  "21- �9 . ,  

Mais, on a, d'apr6s les relations fondamentales (5) dans lesquelles a -  2a, 

b ' - - 2 f l ,  c " =  2 r 

z ' (x  + ~ ,  y, z) = z ; (x .  u, z) + .4; 

done la diff6rence 

Z - - x l ,  y y~, z - - z  I Z; 2 XI ' ff ffl ' Z - -  Z 1 )  

6~ 
est 6gale k A,  et l 'on a, pour  

2 

-- 4n; ~x 

comme dans les m~mes conditions ~/~' Ox 

fonction 

8 z  - -  V~ ~ 8e  

se r6duit  6galement  k --4A, la 

(z 
s 'annule pour  x - - - - ~ - .  

les faces 

On v6rifierMt de m~me que 

y=+fl 
2 

~V 
~-y s 'annule ~ u r  
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v V r Done la fonetion V est bien le potentiel et ~-z sur les faces z =  + ) - .  

cherch~. Cette fonetion admet les trois groupes de p~riodes (9); en effet 
on d~duit imm~diatement des relations fondamentales (5)que l'on a 

9. Les expressions des fonetions F a e t  F 2 ~tablies dans le num6ro 
precedent se simplifient quand l 'un des points M 1 ou ~]/. se trouve dans 
un des plans eoordonnSs: cette simplification se rattache aux formules 
de la division par 2 d'un groupe de pdriodes de la fonction Z(x ,  y,  z). 

Supposons, par exemple, que les deux points ~/~ et M~ soient dans 
le plan xOy, c'est ~ dire z~ = z~ = o. Alors les images du point M 1 
ont pour eoordonnSes 

k~ + (-- ~)%, mZ + (-- ,)%, -r 

k, m, n 5tant des entiers queleonques. Si, parmi ees images, nous con- 
sid~rons les quatre points ayant pour coordonn6es 

(~1, yl, o), (~--~1,  y~, o), (~1, fl--y~, o), ( ~ - - ~ 1 , / ~ - - y l ,  o), 

les coordonnSes de toutes les autres images se d6duiront de eelles des 
quatre points ei-dessus par l'addition d'un multiple de 2a h x, d'un 
multiple de 2fi ~ y e t  d'un multiple de r ~ z; il en sera de m6me des 
images du point M~. Prenons la fonetion 

z(x, y, z; 2~, 2fl, r) 

formSe avec les groupes de p~riodes 

(ii) 
a ~ 2~x~ b ~ o ,  c ~ -  o ~  

a '  = o ,  b '  ~ 2f l~ c '  ~ o ,  

a"  ~ o ,  b" ---~ o~ c" ~ T, 

et d&ignons cette fonction par Zl(X , y, z) pour la distinguer de la fonc- 
tion Z(x,  y, z; 2a, 2fl, 2T) employSe darts le numSro pr~cSdent. Cette 
fonction Z 1 v6rifie les relations fondamentales suivantes: 

Aeta mathematiea, 8. Imprim~ le 30 Juin 1886. 37 
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ZI(,Q7 -4- :2~, g ,  Z ) -  ZI(X , g ,  z) = _41 �9 "4- E, 

Zi(~, , y + 2]'~, . ~ ) -  ZI(X , y ,  Z) = B i g  "Jr- E ;  

z , (x ,  g,  z + r) - -  z , ( x ,  g, ,) = c','z + E;' 

les eonstantes _41, Bi, ~ ' ,  E~, E l ,  El '  ayant  les valeurs d6finies dans 
les n ~ i et 2. L'on aura alors, pour le potentiel cherch6 V 

(I3) 
V 
V0 - -  Z l (x  - -  x l ,  g - -  g l ,  z) 7[- Z l (x  - -  ~ -31- ~ i ,  g "-- g l ,  ~) 

---]- a 1 (x - -  ~1, Y - -  fl + g l ,  z) -[- Z, (z - -  ~ -1[- ~/~1, g - -  fl -Jl- g l ,  z) 

- -  z ~ ( . - - . ~ ,  g - - g , ,  z) - -  z ,  (~ - -  ~ + . . ,  g - - g , ,  ,) 

- -  z ~ ( . - - x , ,  g - - ~  + g, ,  z) z , ( x - - =  + . , ,  g - - f l  + g , , 4 .  

En effet, comme la fonetion Zl(x , y , z )  admet p o u r  p61es simples de 
r&idus-4-  I les points de eoordonn6es 

2ka, 2raft, hi', 

la fonetion prde6dente V(x, y, z) admet bien eomme p61es de r6sidus 
-Jr- V0 le point M i et ses images, comme p61es de rdsidus - -  V 0 le point 
M, et ses images. Elle v&ifie de plus les 6quations 

(i4) v ( x ,  g,  4 = v ( = - . ,  g, ~ ) =  v ( x ,  ? - - g ,  ~ ) =  v (~ ,  g,  r - ~ )  

= v ( -  ~ - . ,  g, .) = v ( . ,  - -  fl - - g ,  4 = v ( ~ ,  g, - r - 4 

eomme on le v&ifie en s 'appuyant sur ee que la fonetion Z~ est paire 
en x, g, z et en se servant des relations fondamentales ([2). Ces ~qua- 

aV aV fl, 
tions (I4) mon t ren tque  ~ -  s'annule pour x----- _+ a2, ay pour y =  + - 2  

aV pour z = + r La fonetion V poss6de done les propri6t6s earaet&i- 
~z - -  2 ' 
stiques du potentiel ehereh& Les relations (I4) permettent de montrer 
qu'elle admet en outre les trois groupes de p&iodes (I I). 

La formule (I3) se simplifie encore davantnge si les points M 1 et 
M, sont sur un axe eoordonn G par exemple sur Ox: alors 

'~1 ~ g l  ~ '~, ~ g ,  ~ O .  
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�9 Les images du point M~ ont pour coordonn6es 

k~ -31-" ( - -  I)kXl, //$~, 

eelles du point M~ 

soit 

ny, 

kfl + ( - -  I)%, raft, nr; 

la fonction Z formde avec les p6riodes 

On aura 

20t~ O~ 0 

O~ ~ 0 

O~ O~ y .  

V 
= Z 2 ( x  - -  X l ,  'lJ, Z) 2 i -- 12(~.)C - -  ~ "-~ X l ,  i f ,  ~ ) - - -  Z $ ( x  - -  X2,  i f ,  ~) 

- -  Z:(z - -  ~ + x:, y, z), 

comme on le v6rifie facilement. 
Enfin si les points 3/1 et M s sont au centre de deux faces oppos6es 

du paral1616pip6de c'est ~ dire si 1'on a, par exemple, 

X] - -  2 ~ Y l  = O ~  Z 1 = O 

X2 2 ~ y2 ~-- O~ Z~ ~ O~ 

il vient 

V o - - Z , , x + ~ ,  y , z  +Z,~ x - - - -  2 ' y '  Z - - - Z  2 x - ' - 2 ,  y ,  z 

ou d'apr6s la relation 

z~(~ + : . ,  v, 4 = z~(~, u, 4 + A ~  + E~ 
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3a et /~: par sa valeur A2a dans laquelle on remplace x par x - - - 7 ,  

Si, dans cette formule, on suppose 

2 u - - f l = r = -  I, 

on retrouve l'expression que nous avons donnde dans  les Comptes  Ren-  

dus,  s6ance du 28 janvier I884; A 2 est alors 6gal ~ 4~r et E~ "~ 2~: 
3 3 

(page 274 ) . Comme les p61es se sont superpos6s deux a deux, il faut 
pour avoir le potentiel, supprimer le facteur 2 dans le second membre 
de l'6quation (15). 

IO. L'on pourrait r6soudre la m6me question dans le eas off le 
poly6dre S serait un prisme droit ayant pour base un triangle 6quilat6ral, 
un hexagone r6gulier, etc. La solution &ant entiSrement semblable k eelle 
du probl6me pr6e6dent, je ne m'y arr~terai pas, et je terminerai ce travail 
en pr6sentant quelques observations sur un mode d'extension des r6sultats 
que l'on vient d'obtenir. 

Etant donnfe une sphdre de rayon a e t  de centre C, nous dirons 
que deux points M e t  M' sont sym6triques Fun de l'autre par rapport 
k la sph6re quand ils sont en ligne droite avee le centre et eonjugu6s 
harmoniques l"un de l'autre par rapport aux deux extr6mit6s du diam~tre 
MM'C; ees deux points sont inverses Fun de l'autre par rapport k la 
sph6re 

CM. CM' = a~; 

l'on dit aussi que l'un d'eux est l'image de l'autre par rapport ~ la sphere. 
ConsidSrons un volume fini ou indSfini limit6 par des portions de 

surfaces sphSriques ou planes: ce volume sera appel6 poly~dre fonda- 
mental. Construisons les sym6triques du polySdre fondamen/al par rapport 
k chacune de ses faces, puis les symStriques des nouveaux poly~dres par 
rapport ~ chacune de leurs faces et ainsi de suite ind6finiment. Alors 
deux cas se pr6senteront: ou bien l'ensemble des poly~dres ainsi construits 
occupera une portion de l'espace sans que les volumes des polySdres aient 
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des  points communs; ou bien ces polySdres pSn6treront les uns dans les 
autres. 

Nous n'envisagerons que le premier cas et nous dirons dans ce cas 
que le polySdre fondamentul donne naissunce g u n  groupe discontinu 
de transformation. Un exemple d'un pareil groupe u 6t6 donn6 par 
M. PICARD duns le B u l l e t i n  de lu soci6t6 m a t h 6 m a t i q u e  de F r a n c e  
T. XII, page 43; ces groupes ont aussi 6t6 consid6r6s pur M. PoI~c.~Rs 
duns son mdmoire sur les groupes kleingens (Acta M a t h e m a t i c a  T. 5, 
page 66). 

Celu pos6, on peut sc proposer de former une fonction F(x ,  y, z) 
v6rifiant l'4quation A F = o purtout oh ellc existe et possSdant les pro- 
pri5t5s suivantes. Convenons d'Scrire, pour simplifier, F ( M )  au lieu de 
F(x ,  y ,  z), M dSsignant le point de l'espaee dont les coordonn6es sont 
x, y,  z. Soit M un point du polySdre fondamental, M'  son image par 
rapport g une face de ce polySdre appartenant g une sphSre de ruyon a': 
appelons r' h distance du point  M au centre de cette sph&e. Alors la 
vuleur de lu fonction F au point 21/' sera donn6e par 

F ( M ' )  = 

de sorte que du moment que la fonction F est connue duns le polySdre 
fondamental, elle est connue dans le polySdre sym6trique par rapport 
g la face consid6r6e. Appelons de mdme 21I" l'image du point 21/ par 
rapport g une seconde face du polySdre fondamentul appartenant ~ une 
sphSre de rayon a" et r" la distance du point _M au centre de cette 
sphSre, on aura 

~tt 
= 

et ainsi de suite pour toutes les faces. L'on prolongera par le m~me 
proc6d6 la fonction F duns tout l'espace occup6 par le groupe des 
polySdres consid5r6s. Si duns l'intSrieur du polySdre fondumental la fonc- 
tion F v&ifie l'6quation 

A F =  o 

elle la vdrifiera duns tous les  autres poly~dres en vertu du th~or~me de 
THOMSON ( Journu l  de LIOUVlLLE, T. 12, p. 256--264). 
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L'on pourrait aussi remplacer les 6quations pr6c6dentes par les 
suivantes: 

F(M')  = *' ~,F(M) 

r tt 

F( ~u,,) = 2, F( M) 

en changeant le signe apr6s chaque inversion. La fonetion F ainsi d6ter- 
min6e s'annulerait sur la surface du poly6dre fondamental. 

Un cxe,nple de l'expression d'une pareille fonction et m~me d'une 
fonction plus g6n6rale se trouve dans les lemons de R~MA~N ,,Schwere, 
Electricitat und Maynetismus, bearbeitet von HATTENDORF~, page 191. Je 
me propose, dans un autre travail, de donner 1'expression analytique d'une 
telle fonction et d'en faire des applications semblables ~ celles qui ont 
6t6 donndes plus haut pour la fonction Z(x, y, z). 

Paris, 23 mars 1886. 


