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DES 

LES L I E U X  F O N D A N E N T A U X  

FO~CTIONS INVERSES DES INTI~GRALES ABELIENNES 

ET EN P A R T I G U L I E R  

DES FONCTIOI~S INVERSES DES INTt~GRALES ELLIPTICIUES 

DE 2 ~ ET 3 m+ E S P E C E  

(Deuxi~me Mfmoire) 

F. C A S O R A T I  
's P A V I E ,  

Pour atteindre plus ais6ment le but  que nous nous dtions propos6 
en publiant le Mdmoire pr6cddent, nous n'avons consid6r5 que les deux 
plus simples int6grales dont l'inversion engendrait  des fonctions p6riodiques. 

Dans ce second M6moire nous allons consid6rer particuli6rement les 
intdgr,~les elliptiques, en 6non(~ant en mSme temps les resultats anqlogues 
qui se rapportent aux int6grales Ab61iennes les plus g6ndrales. Nous ne 
nous occupons ici que de la forme des lieuz fomlamentaux pour les fonc- 
tions inverses de ces int6grales; ~ ce qui n'est qu'un premier chapitre de 
la th6orie de ces fonctions. Notre but est de familiariser les jeunes 

I C e s  fonctions peuvent ~tre aussi caractdrisdes en disant, que~ chaeune d'elles (que je 

d6signerai toujours ici par Z~ en d6signaut par  z la variable ind@endante) est une int6- 

grale d'une dquation diffdrentielle de la forme 

F( dz, Z) = O, 

off F signifie une fonetion rationnelle et entiL=re~ ~ coefficients constants~ de Z et de sa 

ddrivde. En appliquant ici la notion de lieu ibndamental exelusivement k eette classe de 

fonctions, nous remarquerons qu'elle est utilement applicable dans unc plus grande dtendue. 
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gdom6tres I avec ce genre  de consid6rations, et de  les porter ,  par  la 

simplieitd et l '6vidente f6eondit6 des resul ta ts  qu'ils t rouve ron t  dans ee 

M6moire, b~ l '6tude de ees fonetions; lesquelles se pr6sentent  tou t  natu-  

rellement d6s les premiers pas dana le ealeul int6gral, et qui r6elament 
4tre d6dommag6es du demi-si6ele d'abandon, off on les a laiss6es b~ la 

suite de conclusions e616bres, mais pas eompl6tement 16gitimes. 2 

w 

Les int6grales (~) et (2) du I er Melqqoire I l e  pr6scntent que des infinis 
logarithmiques. 

Prenons  ma in tenan t  des int6grales de diff6rentielles rat ionnel les  qui 
f ront  que des infinis algdbriques. Ces int6grales  sont des fonctions ra- 

t ionnelles de Z.  Leurs  fonctions inverses sont donc des fonctions alg6- 

br iques de z. N6anmoins  il convient  de les consid6rer aussi un peu sous 

notre  point  de vue. 

Prenons  les cas suivants 

Z 

'i ~ ~),~ dZ A + Const. 
t 

Z 

(6) z =  ( z - , , ) "  + B d z -  z -  
c. 

Ces int6grales 6tant  monodromes ,  sans restriction, sur  le plan Z,  

notre  surface monodromique  sera, dans Fun et l ' autre  cas, un p lan  sans 

coupures,  6 tendu sur  le plan Z ,  chaque point  duquel  est cens6 porter la 
valeur  de Z avec la va leur  cor respondante  de l ' intSgrale.  

En 6tendant  cette surface sur  le plan z, on obtient,  dans le cas (5), 

Qui voudront bien nous pardonner s'ils ne trouveront pas route remarque ~ la 
place qui hi  serait la plus propre~ et s'ils rencontreront quelques rdpdtitions~ qui darts 
uue redaction plus soignde auraient pu ~tre dvitdes. 

Si ces conclusions avaient dtd vraies~ la plupart des dquations diffdrentielles 
n'auraient pas admis, comme intdgrale G des fonetions ana|ytiques de la variable eomplexe 
inddpendante; et par eonsdquent~ l'introduetion des fonctions d'une variable eomplexe dans 
l'Analyse, qui a paru si fdcond% aurait perdu presque toute son opportunitd. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  8, Impr im6 le 6 Septembre 1886. 46 
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6videmment une seule touche illimit6e, c'est-~-dire, encore un plan; et 

dans le cas (6), deux plans, qui se eontinuent l 'un dans l 'autre le long 
d'une ligne de passage aboutissant ~ deux points de ramification. C'est 
la surface Riemannienne reprdsentative de la fonction alg6brique Z. 

On remarquera,  que, clans lc cas (5) le lieu fondamental  est form6 
d'un seul plan, car l 'int6grale a u n  seul infini (alg6brique du I e~ ordre). 

L'int6grale (6) ayant  deux infinis, l 'un pour Z--= a e t  l 'autre pour Z - -  oc. 

son lieu fondamental  est compos6 de deux plans, dont chaeun porte i~ 

l'infini une de ces deux valeurs de Z. I L'infini de l 'un de ces plans 
repr6sente le couple z -  co ,  Z-=-a;  l'infini de l 'autre le couple z = c-~, 
Z - - c - ~ .  

Revenons un moment aux int6grales (~) et (2). La premi6re devient 
infinie logarithmiffuement pour Z =  a et Z - - c ~ ;  la deuxi6me pour Z - ~  a, 

Z = b  et Z =  c,c, si A - 4 - B  n'est pas z6ro. Nous avons obtenu la mo- 
nodromie pour l ' int6grale (I) au moyen d'une coupure de Fun ~ l 'autre 

point d'infini. Darts ee cas, le lieu fondamental  est r6sult6 une seule 

bande, que nous nommerons logarithmique, dont les c6t6s sont les lignes 
transform6es des bords de la coupure. Dans le cas (2), nous avons formd 

notre surface monodromique en coupant le plan suivant deux lignes, cha- 

cune terminde k deux points d'infini, et nous avons obtenu, comme lieu 
fondamental,  deux bandes logarithmiques, chacune contournde pat - les  
lignes transformdes des bords d'une coupure. 

Prenons, maintenant,  l ' int6grale 

Z 

A B b ) ~ [ l d Z .  (7) z - -  ~ [ ~  + (z 
r  

Cette int6grale a un infini alg6brique du I ~ ordre au point Z - - b ,  et 
deux infinis logarithmiques aux points Z - - a  et Z - - - c o .  La surface 

monodromique est la m~me que pour le cas (I). Mais le lieu fondamen- 
tal n'est pas ~implement une bande logarithmique (comme la fig. i'); il 

Nous recommandons au lecteur de concevoir le plan (lorsqu'on l'emploie~ dans 

l 'dtude des fonctions d'une variable eomplexe, comme lieu reprdsentatif  des valeurs de 

eette variable) eomme une surface fermde '~ l'infini, de manibre '~ ne voir h l'infini qu'un 

point. Ce point reprdsente la valeur de la variable que l'on dit  i~finie et que l'on ddsigne 

par le symbole o,v. Cette valeur est caractdrisde par la valeur infinie du module~ quel que 
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se compose d'une bande et d'un plan entier. ~ Ces dcux couches se con- 
tinuent l 'une darts l 'autre le long d'une ligne de passage aboutissant 
deux points de ramification. S'il est 

B" 
A ~ ( Z -  b) ~ Z a 

- - A ( Z  ~)(z ~') 
(z ~)(z--  b)" 

72 et 72' seront les valeurs de Z dans les points de ramification, 2 dont les 
positions, ou valeurs ~" et ~" de z, seront donn~es par l'in~Sgrale (7). 

L'infini algSbrique et un des deux infinis logarithmiques peuvent 

soit l 'argument~ de mdme que la valeur o est caract~risde, n~importe l 'argument~ par ]a 

valeur zgro du module. 

On peat  se figurer au lieu du plan une sphere fini% eomme lieu reprSsentatif  des 

valeurs de la variable;  se rdservant de se figurer de nouveau le plan chaque lois que eela 

convient pour mieux eoncevoir les valeurs ou les ehemins de la variable (voir les w167 I 4  

et 19 de notre Teorica delle f u n z i o n i  di  va r iab i l i  complesse). 

* Si l~on con~oit Z se mouvant, infiniment pros du point Z - - 5  dans la surface 

monodromique~ le mouvement  correspondant de z dans le lieu fondamenta] sera ddter- 

B d Z  
mind presque exelusivement par le terme de la diffdrentielle d z .  Si Z dgcrit un ( z -  b) ~ 
cerele inf. peti t  autour de b, on pourra poser 

Z -  b - :  re  ~" d Z  - -  re  i~. ideo 

et regarder clz comme exprimde par 

d z  - -  B e ~ i d o l .  

B 
Ce~te formule nous dit que z ddcrira un grand eercle, de rayon . Aux cercles de plns 

0 ~ 

en plus petits autour  de b de ]a surface monodromique correspondent dans le lieu fonda- 

mental des cercles de plus en plus grands, don( la limite est l'infini~ qui dolt ~tre con~u 

comme un point  unique, por tant  le couple z -~ =xv~ Z ~ a ,  ct comme grant le transformd 

du point de la surface monodromique portant  le mdme couple. 

2 Il faut se rappeler un thdorb, me de CAucnv,  ou, en d 'autres termcs, il faut se 

rappeler, que~ au~our d~un couple (zl~ Z1) de valeurs times de z ct Z~ il ne peut y avoir 

de ramification dans la surface reprdsentative~ soit-elle ~tendue sur le plan z ou sur le plan 

Z ,  k moins que les diffdrences z -  z~, Z Z~ ne soient infiniment petites du m~me 

ordre, c'est-~-dire, que si ]a ddrivde d~une variable par rapport  ~ l ' aut re  est nulle o u  in- 

finie. Car~ ]a ddrivge n 'dtant  ni nulle ni infinie, '~ un tour de z autour de z L sur  le plan 

z iI correspond aussi u~ tour de Z autour de Z~ sur le plan Z .  En  d~autres termes~ en 

tournant  autour du point (zl~ Z~) de la surface reprgsentativ% dtendue sur l 'un  ou l~autre plan; 

on revient au point-couple de ddpar~ apr~s l 'accroisscment 27r de l~anglc du rayon tournant.  
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tomber a u  m~me point de la surface monodromique. Le lieu fondamen- 
tal ne cessera pas d'etre compos6 d'un plan et d'une bande. C'est ce que 
l'on reconnalt bien ais6ment en supposant a ~-- b (d'ofi ~ --= a, ~'----- oo) 
dans la formule (7). Mais, au lieu de (7], prenons, pour varier, l ' int6grale 

Z 

y(' ) (s)  z = + g z ,  

dont l'infini alg6brique et l 'un des infinis logarithmiques tombent au point 
Z----c~. L'autre infini logarithmique tombant au point Z ==- o, nous forme- 
rons notre surface monodromique en coupant le plan de Z =  o k Z~--c~. 

Pour faire un exercice plus complet, nous allons d6terminer en d6- 
tail le chemin de z pendant que Z d6crit le contour exprim6 par la fig. 5, 
qui est form6 par un petit cerele UD autour de Z = o, par un grand 

cercle AHB et par les bords BC, DA 
Fig 5 (sat le plan Z). Fig 5' (su,. le plan z). de la coupure, que nous supposons 

faite suivant l 'axe r6el positif. Cette 
figure deviendra exactement notre 
surface monodromique lorsque les 
cercles se r6duiront respectivement 
aux points Z = o et Z = o,9, et 
les droites BC, AD co'incideront entre 
elles sur l 'axe r6el. 

Prenons comme limite infdrieure, ou point de d6part de Z, pour l'in- 
t~grale (8) le point Z = I du bord DA. 

Z a.llant de i k A, z marchera sur son axe rdel (fig. 5') de son 
z6ro (marqu6 o dans la figure) au point d6sign6 par A; dont la distance 
de o est log R + R - - i ,  si R est le rayon du cercle AHB de la surface 
monodromique. 

Z d6crivant ee eercle AHB,  z d6crit la courbe At IB  (de la fig. 5'), 
dont les bouts B e t  A ont une diff&enee de position, B - - A ,  6gale k 2rri. 1 

Z d6crivant ensuite le bord BO, le petit cercle CD et la portion 
D . .  I du bord DA, z ddcrira les ehemins marqu6s par les m~mes lettres 
dans la fig. 5', et reviendra au point de d6part, c'est-k-dire g son o. 

1 En  posant Z = ReiP"~ d'ofi d Z  = Reigid~2~ on suivra tr~s-aisdment les variations 

simultanges des parties~ rdelle et imaginaire ~ de z le long de ce chemin A H B .  
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Notre lieu sur le plan z est donc form6 de deux couches, qui se 
continuent l 'une dans l 'autre le long d'une ligne de passage a l l an t  du 
point ~" k l'infini. Dans ce point ~', de ramification, la valeur de Z est 
- - ~ ,  pour laquelle le rapport  dz:dZ est nul. Et  la valeur de z e s t  
donn6e par l ' int6grale 

- - 1  

~=. ~-4-~ dg. 
1 

Prenant pour chemin d'int6gration, darts la surface monodromique, le demi- 
cercle qui va du point I k - - I ,  on trouve sur-le-champ ~ ' - - - - -  2 A-zci. 

Lorsque les deux cercles de la fig. 5 se rdduisent respectivement 
aux points o et e,% la bande BCDA de la fig. 5' devient une bande 
logarithmique compl6te, et l 'autre couche devient un plan entier. 

Les cas particuliers, que nous venons de consid6rer, suffisent pour 
faire entrevoir que, dans le cas g6ndral d'une diff6rentielle rationnelle 
quelconque. R(Z)dZ, le lieu fondamental de la fonction Z, inverse de 
l ' int6grale 

z 

(9) = f R( z) z, 

pourm 4tre eon(~u comme compos6 par autant  de plans que l 'int6grale 
a d'infinis alg6briques et par autant  de bandes logarithmiques que l 'int6' 
grale a d'infinis logarithmiques moins un. Toutes ces couches se continue- 
font  l 'une dans l 'autre autour de points de ramification oh les valeurs de 
Z sont ddtermindes alg6briquement par les coefficients de R(Z). 

Un infini algdbrique de l'ordre n doit ~tre compt6 comme as infinis 
du Ier ordre. I1 cause clans le lieu fondamental n plans, dont les infinis 
constituent u n s e u l  point (de ramification) correspondant au point de la 
surface monodromique off cet infini algdbrique a lieu. 

Le nombre des bandes logarithmiques sera 6gal au nombre des in- 
finis logarithmiques moins un, comme nous l'avons dit, si, pour obtenir la 
monodromie de l 'int6grale, ~ l'on coupera le plan en suivant autant  de lignes 

1 Nous dirons ailleurs de la meilleure manibre de rdaliser cette monodromie en v u e  

de la thdorie de la fonetion inverse de l ' intdgrale. 
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q u ' i l  y a de  ces inf inis  m o i n s  un ;  e h a q u e  l igne  'A l an t  d ' u n  infini  s un  

a u t r e  sans  r e n c o n t r e r  les  a u t r e s  l i gnes  a n a l o g u e s .  ~ 

P a s s o n s  m a i n t e n a n t  ~ c o n s i d 6 r e r  les  i n t 6 g r a l e s  de  d i f f6 ren t i e l l e s  i r r a -  

t ionne l tes .  

w 6. 

N o u s  a l l ons  f a i r e  l ' i n v e r s i o n  des i n t 6 g r a l e s  e l l i p t i ques ,  en c o m m e n ( ; a n t  

p a r  l l n t % r a l e  de  i e spece  
z 

f dZ 
- ) .  

0 

A p r 6 s  a v o i r  t r a i t 6  ce cas  t r6s -connu ,  n o u s  n ' a u r o n s  q u e  p e u  de  choses  

a j o u t e r  p o u r  l ' i n v e r s i o n  des  i n t 6 g r a l e s  de  2 ~ e t  3 ~r esp6ce. 

Ici ,  a u  l ieu  d ' u n  p l a n  ou  c o u c h e  s i m p l e ,  il f a u t  i m a g i n e r  ( 6 t e n d u e  

s u r  le  p l a n  Z)  u n e  s u r f a c e  R i e m a n n i e n n e ,  q u i  r e p r d s e n t e  la  m a n i 6 r e  de  se 

c o m p o r t e r  d u  r a d i c a l  

~z(~  - - z ) ( ~  k ~ ) .  

i Si~ pour former la surface monodromique~ on eoupait le plan en suivant des lignes 
qui~ en partant d'un point off z n'est pas infinie (e~ o~ je ddsignerai par Q la valeur de 
Z), vent respeetivement~ sans se rencontrer, aux divers points d'infini logarithmique; lo 
lieu fondamental aurait autant de bandes qu'il y a de ces points~ et ehaeune de ces bandes 
s'dtendrait sur le plan z~ non plus de l'infini ~ l'infini, mais du fini ~ l'infini. Figurons-nous sur 
le plan z le polygone dent les sommets sent Its valeurs de z correspondant ~ la valeur Q 
de Z; eette valeur se trouvant en autant de points du contour de la surface monodromique 
qu'on a tird de lignes de eoupure. Les c6tds de ee polygone reprdsentent respectivement les 
rdsultats de l'intdgration de la diffdrentielle R(Z)dZ autour de ehaque point d'infini. La 
somme de ces rdsultats dtant toujours zdro (il leaut eompter aussi~ lorsqu'il existe~ l'infini au 
poing oCt Z - -  cx9), le polygone est Fermd. ~'laintenant. imprimons ~ ehaque c6td un mouve- 
ment de tra~slatio% par lequel le c6td~ en eommengant ~ glisser vers l'intdrieur, va 
l'infini duns une direction finale @ale h celle de la normale intdrieure au e6td m~me (du 
polygone). Chaquc e6td engendrera prdeisdment une bande du lieu fondamental, si les mouve- 
ments de translation sent rdglds de manihre quo les extremitds de ehaque c6td dderivent les 
transformdes des bords de la coupure aboutissant k l'infini eorrespondant. 

II est "k propos de rappeler ici que la nature gdomdtrique de ehaque ligne de coupure 
est arbitraire. L'dldment essentiel d'une bande logarithmique est ta diffdrence de position 
des e6tds congruents~ e'est-'k-dire la pdriode; d'o~ d@end aussi: comme on l'a dit~ la di- 

rection de la bande ~ l'infini. 
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Cette surface eat eonstitu6e par deux plans, ou, en d'autres termes, est 

une surface ~ deux couches, dont chacune s'5tend sur tout le plan Z,  et 
qui se continucnt l 'une dans l 'autre autour  des points de ramification 

I 
O~ I~ ~ 0 0 .  

Chaque point de cette surface est cens6 porter la valeur de Z (qui 
est reprSsent6 par le point qui est au dessous de lui dans le plan Z) 
avec une des deux valeurs du radical. 

Pour  tracer nos figures, nous supposerons que k est positif et plus 

petit que i, et que les deux couches se connectent, c'est-~.dire, se con- 
t inuent l 'une dans l 'autre, le long de deux lignes de passage, dont l 'une 

s'6tend sur 12 portion o . .  I et l 'autre sur la portion 1~..  co de l 'axe 

r5el positif. 

Pour des valeurs r6elles de Z la fonetion sous le radical sera tou- 

jours rdclle, et le radical m(~me sera tant6t r6el et tant6t purement  
imaginaire. Sa valeur sera done de la forme _4-._ M oll + Mi, en d6signant 

par M lc module,  ou valeur absolue, du radical. 
La fig. 6 servira ~ nous 

Fig. 6 (sur le plan Z). 
rappeler  ~ chaque instant la Couehe supO'ieure. 

nature des valeurs, r~elles ou Mi 0 M 1 Mi 1 M --~ 

imaginaires, du radical le long M k~ --M 

de l 'axe r~el dans l 'une des couches. Pour  fixer les idSes, nous regar- 
derons la couche, ~ laquelle cette figure se rapporte, comme situ6e au 
dessus de l 'autre. Dana cette autre, que nous nommerons couche infdrieure, 
la valour du radical eat dans chaquc point contraire ~ de celle qui se 
trouve dans le point qui lui eat au dessus, dana la couche supdrieure. 
Conform6ment h cela. notre fig. 5 nous pr6sente deux valeura, contraires 
entre elles, ]e long de chaque ligne de passage. En regardant  comme di- 

l axe r6el, nous pour- rection positive de ces lignes la direction positive de ' 

rons dire, par exemple, quc le long du cotd gauche de la ligne de pas, 
sage o . .  I, les valeurs du radical sont n6gativea dana la couche sup6rieure 

et positives dans l'inf6rieure. Etc. 
Cette surface Riemannienne est tr iplement connexe. En y faisant 

t J e  dis ici que deux valeurs sont co~draires entre et]es Iorsque leur somme est nul]e. 
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des coupures de mani6re ~ la renclre simplement connexe, on aura une 
surface monodromique pour notre int6grale de I ~~ esp6ce. ' Suivant une 
mani6re usuelle, nous ferons une premiOre coupure le long d'une ligne 
ferm6e, trac6e arbitrairement dans la couche sup6rieure autour des points 
de ramification o e t  I; et ensuite, une deuxi~me coupure suivant une autre 
ligne ayant ses bouts dans uu m6me point de la ligne pr6cSdente. Nous 
indiqueron s par la fig. 7 la surface monodromique que l'on vient d'ob- 

tenir. Les lignes continues appartiennent 
Fig. 7 (sur le plan Z). la eouehe sup6rieure, les ponetu6es 

l'infdrieure. Les lignes de passage sont 
indiqu6es, ici comme ailleurs, par des traits. 
Le contour de cette surface est constitu6 

par les bords AB et CD de la premi(~re coupure et par ]es bords BC et 
DA de la deuxiSme. Pour parcourir tout le contour en direction 2~osilive, 
en partant de A, on doit marcher sans interruption tout le long des bords 
AB, BC, CD, DA, c'est-h-dire, parcourir le chemin AB-t- BC-{-CD-~ DA. 

hnaginons-nous maintenant que l'on d@ose sur chaque point de la 
surface monodromique la valeur que l'on obtient pour l'int6grale (Io), 
c'est-~-dire pour z, en int~grant la diffSrentielle 

dZ 
(IX) ( l z  ; m= 

~ / z ( ,  - -  z ) ( ~  - -  k ~ z )  

depuis o jusqu'au point susdit le long d'un chemin quelconque trac6 
dans cette surface. Partant, chaque point de cette surface monodromique 
est cens6 porter dor6navant une terne de valeurs correspondantes de Z, du 
radical et de z. 

Il s'agit b~ present de trouver quelle forlne prend la surface ainsi 
Charg~e lorsqu'on la transporte sur le plan z, c'est-~-dire, lorsqu'on se la 
reprSsente 5tendue sur ce plan de mani~re que chaque valeur de z tombe 
au dessus du point qui la reprSsente dans le dit plan. Car, la surface 
ainsi transform~e est le lieu fo~damental de Z considerSe comme fonction 
de la variable ind@endante z. 

Dans ce cas (Io) on salt d6j~ bien que la surface prend la forme 
d'un parall61ogramme. Notre lieu fondamental n'est autre chose que le 

' Car la valeur de cette int6grale prise tout le long du contour d'une portion quel- 
eonque de cette surface est z6ro. 
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paralldlogramme des p&iodes de la fonction Z; qui dons ce cos est double- 
meat  p&'iodique et uniforms. 

Nd'mmoins, nous allons ddterminer le contour du lieu fondamcntal,  

somme s'il nous &nit inconnu ; car, le mdme proc6dd sort dons los cos successifs. 
Pour  reconnoitre plus promptement  le therein que z ddcrit sur son 

plan pendant que Z pareourt  le contour de la surface monodromique, 
il est bon d' imaginer que los lignes des coupures, reprdsen~dcs par la fig. 
7, se restrei~nent de manibre ~ se rdduire tout.h-fait sur l 'axe rdel entre le~ 

points o e t  I, I ot U.  De eette manibre, nous n aurons ~ fairs qu'avec des 

valeurs rdelles <le Z et les valeurs du radical d~ih, exprimdes par I'L fig. 6. 
Notre surface monodromique sera done <lordnav'mt ce que devient 

la surface Riemannienne en coupant sos deux couches en ligne droite du 

point de ramification o j u squ 'm  point de ramification p .  Toutefois, pour 

plus de clartd, nou~ continuerons k nous en rnpportm" k la fig. 7, dont 
cependant nous supposorons toujours los bords AB, BC, 6'D, DA dons 

lear  posilion finale, an dessus de l 'axe rdel. 
Au dessus du point o de cot axe nous voyons deux points ~ e t a '  

du contour de notre surface monodromiquo. L'un appartient au bord AB 
et l 'autre au bord CD. Dons chaeun de cos points la valour de Z est 
o. Lequel de~ deux prenons-non.~ somme point de d@art,  on limits in- 

fdrioure, de l'intdgrale ( io)?  Celui qui appartient au bord AB. Partant,  
la valour de z e n c e  point sera aussi o. Quells scra la valour de z en a'? 
Pour  la trouver direetoment, il faudrait  fairs mqrcher Z de a ~r ~' par un 
therein entid'rement contenu dana la surf:me monodromique, et fairs l'addi- 
tion ou intdgration des valeurs que la formals  (i i) eontinuerait  de donner 
pour dz. Nous verrons bient6t que eette valour est 2P'i, en d&ignant  
par P st. P' le.~ int(;grales reetilignes ~ 

1 
1 ,~ 

"dZ p ,  f dZ 

f) _ 

1 Nous tenons "h rdpd;er que par tz~ a'. A~ B~ C~ D on dolt entendre, non pas los 

point+ dons leo positions marqudes dons la fig. 71 mais los points dons los positions finales. 

D'apr~s los notations de JACOB/ cos intdgrales sevaient ddslgndes par 2K~ 2K'. 
On verra darts la suite pourquoi nous n'adoptons pas cos notations en ee  moment. 

A e , ' a  m a t h c m a t i e a  8. Impr lm~  le 13 Sep tembre  1886. 47 
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A u  dessus du point I. du plan Z, il v a quatre points du contour; 

les points A, B,  C. D. En eux. lq valeur de Z e s t  done i et la valeur 

du radical est zdro; quellcs sont les valeurs de z? Pour obtenir lq valeur 

de z en A, faisons marcher Z de a k A le long de la portion aA du 
bord B A .  Pendant  ee mouvement,  le radical a les valeur,~ indiqu6es au 

c6t6 gauche de la ligne de passage de o k z dans la fig 6, c'est-%dire. 

des valeurs ndgatives. Par consdquent, dz [formule ([ I)] est aussi toujours 

ndgative, et la valeur de z en A est - - P .  
Nous trouverons les valeurs de z en B, C, D et aussi en a'. en 

faisant ddcrire h Z le contour de la surfhee monodromique;  ce que nous 
al!ons faire tout-de-suite, mais dans le but principal de ddterminer le con- 
tour du lieu fondamental.  

Nous ferons partir  Z du point A. Quel sera le point de ddpart de 

z sur le plan z? Nous venons de voir que, pendant le passage de a h 
A le long du bord B A  ~, toutes les valeurs de dz sont ndgatives et leur 

somme est 6gale k P. Cela signifie que, pendant ce passage, z a, ura 

marehd ~qur l 'axe rdel n6gatif, du plan z, du point o au point P. Voilk 

le point de ddpart de z. 
Z partant du point A e t  d6erivant ls moiti6 A s  du bord A B ,  z 

partira du point - - P  sur son plan et reviendra h o. 
Z dderivant 1,'t seconde moiti5 aB du bord A B .  z marehera de o 

an point -1- P; ear le long de aB la valeur du radical (fig. 6) est positive. 

Z parcourant le bord BC.  z dderiru une droite reprdsentative de la 
grandeur  imaginaire positive zP ' i .  En effet, tout le long de la premi6re 

moiti6 (contenue dans la eouche infdrieure) du ehemin, les valeurs de dZ  

dtant positives et eelles du radical dtant imaginaires ndgatives, les valeurs 

de dz seront toujours imag'maires positives et leur somme r6sultera dgale 
P'i.  Le long de la seeonde moitid, qui cst dans la touche supdrieure, 

les valeurs de d Z  et du radical ayant  des signes eontraires aux pr6e6- 
dentes, les valeurs de dz eontinueront h 6tre imaginaires posifives, et 

leur somme sera de marne 5gale k P'i .  

1)e la mdme mani~re on reeonnait que. Z dderivant les bords CD 
et D A .  z dderir,q deux droites qui reprdsentent respectivement les gran- 

deurs 2P  et - -  2P'i. 

Le contour du lieu fondamental  cst done le rectangle repre~en~e 

par la fig. 7', dont les sommets sont marqu6s par les m6mes lettres 
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Fig. 7' (sur le plan z). 

L ~ e 
D 

Z et  Z 

out les valeurs 

1 - - P  
1 P 
1 P + 2P'i 
1 - - P  + 2P'i 
0 0 
0 2P'i 

tout simplement le rectangle A B C D .  

que leurs points correspondants 
dans la surface monodromique. 

Dans le cas de la relation 
(to). il n'y a pas de points de 
ramification dans le lieu fonda- 
mental ;  ce lieu est donc com- 
pldtement ddtermin6 par son 
contour; e'est&-dire, ce lieu est 

w  

Cherehons le lieu fondamental  pour la fonction Z inverse de l'intd- 
grale de 2 m e ' e s p 6 e e  

l 

" ZdZ 
('3) z -  ] - , z ( ,  z) i k,"z  

o 

Cette int6grale es~ monodrome, comme celle de premi&e esp6ce, 
dans la surface repr6sent6e par la fig. 7. 

En conscrvant done cette m6me surfitce comme monodromique pour 
le cas (I3) , il s'agit encore ici de trouver le therein de z sue le plan z, 
pendant que Z pareourt  les quatre bords des coupures. Le therein de 
z sera done encore un rectangle, que nous pourrions reprdscnter par la 
mO.me fig. 7', avcc la seule difl'6rence qu'k pr6sent les symbolcs P et 
P' doivent d6signer les valeurs des int6grMcs 

1 
1 ~7., 

~r 

(z ,  tz p' i 4) F - j  ' - j  " 
u t 

Mai< bien que le contour du rectangle soit encore iei le contour 

complet du lieu fondamental,  le rectangle ne eonstitue pas h lui seul 
to~t ce lieu. L'int6gr,fie (i3) devient infinie lorsque Z v a g  l'infini. En 
d'autres termes, la wfieur de z, qui, se trouve ddpos6e au point Z - -  oe 
de notre surface monodromique, est c~. Le lieu fondamental dolt done 
s'6tendre sur le plan z g l'infini. 
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Effcctivement, ce lieu est constitu6 par le rectangle et par un plan 
cutler. Ce sont deux couches q u e ,  pour fixer lcs id6es, je nommer'fi 
sup~rieure et inf~rieare, en regardant le rectangle comme superpos6 au 
plan. Cos couches se eontinuent l 'une duns l 'autre le long d'une ligne 
de p~ssugc aboutissant k deux points de ramification. 

On reconnalt tout cola, en cherehant los points de ramification. On 
trouve qu'il n'y a de ramification dans notre lieu fondamental qu'autour 
des points oh Z - ~  o. En cflht, si de l '6quation 

ZdZ 

on tire le d6veloppement de z - - z ~  suivant los puissances de Z ~  Z~, 
et de celui-ci on tire le d6veloppement r6ciproquc, c'est-~-dire, de Z - - Z ,  
suivant les puissances ascendantes de z -  z~; on voit que ce d6veloppe- 
ment ne contient de puissances fractionnaires qui si Z~ ~-~ o. I)ans ce 

cas, le premier terme du ddveloppement contient la puissance (z ~ z~) ~. 
Par eons6qucnt, si l'on tournait autour de cc point (z~, Z 1 = o) du lieu fon- 
damenta], on ne retrouverait un mSme couple de valeurs de z, Z qu'apr6s 
trois tours. : En d'autres termes, ce point cst un point de ramification double. 

I1 ne restc qu'k trouver los valeurs de z pour Z ~ - o .  Pour cola, 
on n'a qu'~ comparer le lieu fondamental (fig. 7') avec ]a surface too- 

1 z~ ct Z~ dtant supposdes un couple de valcurs finics correspondantcs de z et Z .  

Quant aux valeurs infinics~ il n 'y eu a qu'an couple, qui dans la surface monodromique 

esb reprdsentd par un point de ramification. Mats on volt facilemcut quo ce point n 'cst  
plus de ramification duns le lieu fondamental. 

On v c r r a  dans ]a suite comment on pourra fairc trois tours~ pendant que notre lieu 

fondamcntal~ isoldment consid@d~ n'a que deux couches. On dviterait cette complication et 

l'on trouvcrait deux poinls de ramification simples, au lieu d'un poled double, cn prenant 

la diffdrentielle de seconde esp~ce sous une forme plus gdudrale. 

Si l'on ne rdduisai~ pas les eoupures de ]a surface monodromique ~t passel" par le 

point off Z = o~ ]e transport de cette surface sur ]e plan z donnerait~ pour ( I5)  ~ un lieu 

fondamental recouvrant trois fois ]e plan z autour du point de ramification. Les jeunes 

lecteurs feront bien de s~exereer ~ vdrifier cola; d 'autant  plus que de cctte manibre ils 

commenceront d'apercevoir les conditions que l 'on dolt remplir  dans ]a formation d'unc 

surface monodromique afin que le lieu f'ondamental soit consfitud comme on dit dans ee 
Mdmoire. 

La fig. 7" nous prdsente non uu seul mais deux points doubles, paree quc nous 
lyons voulu que ]c contour passe par ccs points. 
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nodromique (fig. 7). Dans cette surface les valeurs 0 pour Z sont dans 
les milieux des bords A B e t  UD. A ces milieux correspondent dans le 
lieu fondamental los milieux des e6tds A B e t  6'/9. Ces milieux sont done 
nos points de ramification; et les valcurs de z en eux sont o e t  2xP'i. 

En eoncevant comme ligne de passage de l 'une ~ 
Fig. 7" (sur le plan z). 

l 'autre eouehe 1:~ droite qui joint, les points de ramifica- 
tion, ~ nous repr6senterons compldtement notre lieu fon- {~;?0e~ 

On salt eombien de profit on tire dans la th6orie I 
des fonetions doublement  pdriodiques uniformes de la ~ _ I  . 
consid6ration du lieu fondamental (paralldlogramme des {:~i_~ 
p6riodes). On en tire bien plus dans l '6tude des 
fonetions non uniformes. Le lieu fondamental est uric image trbs-ex- 
pressive de la manidre de se eomporter de la fonction; il off're ir nos 
yeux, rdsumds dans une figure assez simple, une foule de ddtails que 
l'on ne pourrait embrasser ais6ment par les formules de l'Analyse. 

II est tr6s-utile d'envisager simultandment le lieu fondamental et la 
surface monodromique. 

Le lieu fondamental que nous venons de trouver (fig. 7") peut en 
fournir ~ lui seul bien de preuves. Mais nous nous bornons ici '~ quel- 
ques b%ves eonsiddrations g son dgard, ne voulant pas nous 6carter k 
prdsent de notre question, de la ddtermination des lieux fondamentaux. 

La surface monodromique (fig. 7) reeouvre partout deux lois le plan 
Z; eela nous dit qu'une quantit6 c queleonque se p%sente deux fois, 

dans deux points distinets (except6 les cas de c = o, c = I, c - -  ~ ,  c = c-v) 

On pourrait se borner "~ dire, dans ce eas et dans les autres, que les couches se 

conti~uent les u~es da~s les autres aufour des points de ramificati m,  sans parler de lignes de 

pas,age~ dont seulement les extrdmitds (quelquefois mdme une seu]e des deux)sont ddtermi- 
ndes~ leurs cours restant arbitraire. Mais nous croyofis gather en clartd en considdrant 
ces lignes et leur dormant dans nos figures une forme partieuli~re. 

Nous ferons aussi remarquer h ce propos~ que toutes les surfaces ~ plusieurs couches, 

dont il est question~ peuvcnt ~tre r~ellement construites~ si l'on prend au lieu du plan 
reprdsentatif une ~surface finie (p. e. une sph~re)~ et si l'on se eontente de prendre comme 

surfaces des rdseaux (tr~s-@ais~ si l'on veut) dont les noeuds seuls reprdsentent les points 
portant les va|eurs~ pendant que les ills servent exclusivement .X exprimer qa'il y tt con- 

tinuitd dans ]a succession de ees valeurs ; comme c'est expliqud dans notre Teorica susdite. 
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de cette surface, comme wdeur  de Z. La m6me chose devra donc arriver 
dans le lieu t'ondiLnlcntal (fig. 7"). 

Dans la surface monodromique los points qui portent une lndmc 
valeur pour Z sont dispos6s l'un au dessus de l 'autrc. Quclte est la 
disposition respective de ces points dans 18 lieu fondamental? Pour la 
reconnaitre, ddsignons par z ct z' les valeurs dc z eorrespondant h une 
mdme wdeur Z de Z. 1 Nous pourrons ddsigner nos deux points par 
(z, Z) et (z', Z), soit qu'on les concoive dans la surface monodroinique 
que dans lc lieu fondamental. En les concevant darts la surface mono- 
dromique nous savons que les valeurs du radical y sont contraires entre 
elles. Par co~sdquent nous aurons 

dz dz' 

d o u  

Pour trouvcr cette constante, imaginons que nos deux points superpos6s 
s'approchent p. e. du point de ramification o. Nous savons qu'aux points 
a e t  a' (fig. 7) les valeurs z et z' deviennent o e t  2F'i .  Nous "lurons 
done 

(~6) z + z ' - -  2t"i .  

Cettc relation, interpr6t6e dans le lieu fondamental,  nous dit que los 
points de ce lieu, qui portent la m6me valeur pour Z, sont disposals 
syt~16triquement par rapport, au point P'i du plan z ou, ce qui est la 
m(~me chose, par rapport au centre du rectangle ABCD.  

L'un des points, soit (z, Z ) ,  6taut fix6, l '6quation (~6) suffit pour 
d6termincr (z', Z) dans le cas (~o); mais non dans le cas (~3). 1)ans 
ce dernier cas, il taut  aussi savoir darts quelle couche dolt 6tre le point 
(z', Z). Or, on reconnait tout-de-suite qu'il est dans la mdme couche 
que (z, Z). II suffit, ~r cot effet, de faire aller (z, Z) ~ l'infini. Le 
point (z', Z), superpos6 '~ (z, 2..) dans la surface monodromique, devra aller 
lui aussi ~ 1,infini, 8t par le chemin superpos6 ~ celui qui scra ddcrit 
par (z, Z). Dans le lieu fondamsntal  les deux points devront aller 

1 Pour fixer les iddes~ supposons que z' soi~ ]a valeur existante dans ]a couchc 

sllp~rieure, 
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l'infini en suivant deux chemins satisfaisant ~ la condition (t6), c'est-h-dire 
par deux chemins symdtriques par rapport  au centre dn rectangle. Si 
(z, Z) va, par exemple, darts le lieu fondamental h l'infini parall61ement 
l 'axe rdel positif, (z', Z) y devra aller paralldlcment g l 'axe rdel ndgatif. 
Cela ne ser:dt pas possible si les deux points de d6part n'dtaient pas dans 
la mdme eouche; ear l 'un des points mobiles sei'ait arrdt6 p'~r le bord BC 
ou DA. 

Pour la fonetion Z du eas ( io)  on sail. bien ddj~ que, pour en re- 
pr6senter la continuation en dehor,~ du lieu fondamental,  on n'a qu'h 
imaginer los lieux congruents au fondamental ,  charyds des mdmes valeurs 
de Z dang les points homologues. II y a quatre lieux eongruents et 
joints au fondamental,  le long respcetivement des qu'ttre e6tds AB, BC, 6'D, 
DA. A e h a e u n  de ceux-ei on joindra trois autres lieux; et ainsi de suite. 

Tou,a ces lieux eongruents, en nombre infini, constituent une surface 
complete tie reseau des paralldlogrammes des pdriodes, reeouvrant une 
seute fois tout le plan z) qui reprdsente compldtement la relation (IO); 
c'est-~-dire, qui ,-o la propridtd que ehaeun de ses points reprdsente une 
solution (z, Z) de l'5qu'~tion (IO), et que chaque solution de eette 6qua- 
tlon y est reprSsentde par un point, a 

Revenons ~, l ' intdgrale de 2 T M  espb, ce. Pour reprdsenter sur le plan 
z la continuation de sa fonetion inverse Z, on joindra au lieu fondamen- 
tal, le long des eStds AB, BC, CD, DA, comme prdeddemment, quatre 

i Cette surface compl~le pcu~ 5ire aussi con(:ue comme dtendae sur le plan Z. Pour 

l 'obtenir sous cette forme, on dolt s'imaginer de joindre h notre surface monodromique le 

]on~ des quatre bards AB, BC. CD. DA respeetivcment quatre surfaces 6ga]ement for- 

m6es et dont les points homolagues~ portant les m~,mes valeurs pour Z et le radical, portent 

pour z ]cs valeurs que l'on obtiendrait par l'intdgration de la diffdrentielle (I I ) e n  suivant 

des ehemins eontinus aboutissant "hces points homologues, mats ayant toujours pour origine 

]e point qui a servi d'origine dans ]a surface monodromique fondamcntale. II va sans dire 

que. h chacune des qua~re surfaces nouvellesr que l'on a joint/~ ]a surface monodvomique 

fondamcntale, on doit en joindre trois autrcs~ et ainsi de suite inddfiniment. De cctte mani~re 

on obtient au dessus d'un m~me point du plan Z unc infinit6 de points appartenant respec- 

tivemen~ aux innombrables couches de eette surface complete. Ces points portent los di- 

verses valeurs de z qui correspondent~ d'aprbs (to), h une m~me valeur de Z. On sail 

qua ces valeurs de z ne different des deux qui se trouvent dans la surface monodromique 

fondamen/ale quc par los multiples des periodes correspondant aux hombres de fols quc 

les chemins d'intdgratiou auront dfi traverser ]es tignes de coupure. Cela est en dvidence 

dans ]a surface complbte congue comme dtendue sur le plan z. 
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l i eux  congruenta chnrgds dea mSmes vaieura de Z dana lea points homo- 
logues; et ~ tea quatre l ieux on .joindra lea autres lieux suecessifa, et 
ainsi de suite jusqu'k recouvrir tout le plan z avee lea rectangles homo- 
logues de ABCD. 

Ces rectangles constituent une scale touche, un plan cutter, comme 
pr6c6demment. M a i s  ,~ pr6sent chacun d'eux tient avee soi (an desaoua 
de soi~ pour fixer lea id6ea) un plan. 

Par  cons6quent, la surface complete qui repr6sente l '6quation (I3) , 
eat constitn6e par le plan ou touche des rectangles, et par l'infinit6 des 
plans appartenant ~t chaque rectangle. Ces derniera pl'ma n'ont entre 
eux aueune connexion; ch'tcnn d'eux eat e:~clu.~ivement en connexion avee 
son propre rectangle I t  long d'nne ligne de passage, que Yon pent  
toujoura s ' imaginer comme 6taut la ligne homologue de celle marqn6e 
dana la fig. 7". 

A pr6sent, on peut constater que chaque point de ramification ap- 
partient effectivement ~ trois couches. Par  exemple, le point de la fig. 
7 "  oh z ~ o e t  Z-- - -o  appartient slmultan6ment ~ la touche (lea ree f  
angles, au pl 'm du lieu fondamental  et au plan faisant partie du lieu 
congruent qui eat .joint au fondamental le long de c6t6 AB. On voit, 
tout-de-suite, que, si un point, mobile dana ees lieux r6unis, tonrne '~utonr 
de ce point de ramification, il passe de l 'une ~ l 'autre des trois couches que 
nous venous de nommer et revient au point de d6part aprbs trois tours. 

Au dessua d'un point que!eonque du plan z nous avona dana la 
surface eompl6te une infinit6 de points. Cela nous dit que notre fonction 
Z n'est pas uniforme, comme celle du cas (Io)i mais cxo-fi)rme. 

Mais lea valenrs de Z dana tous tea points superpos6s sont-ellea 
effectivement diff'6rentes entre elles? Certainement, en g6n6ral. C'est ce 
que l'on reconnaitra bien rite,  pax- exemple, de la manihre suivante. 

Chaque lieu congruent est entour6 de l ieux congruents ch'lrg6s des 
m~mea valeurs de Z, paa autrement que s'il 6tait le lieu fondamental. 
Partant,  les valeura de Z qui se trouvent au dessus d'un point quel- 
conque du plan z sont lea m(~mea que eellea qui se trouvent au dessus 
de son congruent qui est dana l '6tendue du rectangle fondamental. ~ Que 
v aoit done un point du plan z contenu dana cette 6tendue. Au dessus 

1 Nous nommons fondamentaux le rectangle et le plan qui eomposent le lieu fo,l- 

damental. 
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de v nous voyons, avant tout, la valeur, que je nommerai  V, dd- 

posde duns le rectangle fondamenlal et la valeur V0o d6pos6e dqns le 
plan fondamental.  Ces deux valeurs sont diverses entre elles. Et puis, 
nous voyons les valeurs d6posdes duns les plans appurtenant aux lieux 
congruents. Soit V~.~ celle qui est ddposdc duns le pl'm appartenant au 
lieu congruent qui viendrait eoincider avcc le fondamental par une trans- 
lation exprim6e par 

m .  2 P  -+. n .  2 iP ' .  

Evidemment,  V~,. sera la m6me valeur que l'on trouve duns le point du 
plan fondamental oh la valeur de z e s t  

v -Jr- ~1~. 2/) + n.  2i] ~'. 

Par consSquent, les valeurs de Z, qui se trouvent au dessu~ du point 
z - - v  dans les plans qui n'appartiennent pas qu lieu fondamental, sont 
6gales aux valeurs existantes pour Z dans ~ous los sommets du r6seau 
des pSriodes true6 dans le plan fondamental, k partir  du point-sommet qui 
est au dessus de z = v. On volt bien que ces valeurs sont, cn g6n6ral, 
diverses entre elles; la condition de l'6galit6 6tant lu syrndtrie de position 
par rapport au centre du rectangle fondamcntM. 

w  

Nous allons ddterminer le lieu fondamental de la fonction Z inverse 
de l 'int6grale de 3 m~ esp6ce 

z 

f " dZ 
( I 7 )  Z - - u  ( Z _ _  6 I ) ~ Z ( [  __ Z ) ( I  __ ] /zZ)"  

o 

La surface (fig. 7), qui nous a scrvi pour lcs intdgrales de I ~ et de 
2 "e e.cpdce, n'est plus monodromique pour l'intdgrale de 3 "e esp6ce. Car, 
il y a maintenant deux points darts lu surface uutour de ch',cun desquels 
l 'intdgration de la diffdrentielle 

dZ 
(,8) ,1~ --  

~z ~,)~/z(, z ) ( ,  k~Z) 

ne donne pus z6ro pour r6sultat. 
Acta mathematica. 8. Imprim6 le 91 Septembre 1886. 48 
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Ces points, que pour abrdger je nommerai z' er z, sont eeux o(t 
Z = ~t Dans le voisinqge de z', que je suppose clans ~la eouche sup6- 
rieure, la diffdrcntielle se comporte comme la fraction Simple 

! 

i dZ 

et dans le voisinnge de s, comme 

i dZ 
M~ Z - - a  

21it. ddsignant le module du radical pour Z = a. 1 Par consdquent, si  Z 
fait un tour posltif autour de s', l 'intdgration de (t8) donnera 

2 ~  

Un tour positif aut0ur de s produirait la mOne grandeur avee le signe 
contraire. 

Pour changer la dite surface en surface monodromique pour l'int& 
grale (r7), il faut. doric la couper de mani6re ~ emp(~cher Z de tourner 
autour de l 'un de ces points sans tourner en m6me temps autour de l'autre. 
Nous la couperons suivant une ligne qui va de s ~ z' sans atteindre 
nulle part les bords AB, BC, CD, DA. I1 s'ensuit que le contour de 
notre nouvelle surface monodromique sera form6 de deux parties s6par6cs: 
la. portion constimfe par les quatre bords AB, BC, CD, DA; et la portion 
constitude par les deux bords de la nouvclle (tr0isi5me) coupure. Notre 
surf'lce ne sera pas simplement, mais doublement connexe.: 

Maintenant. il s'agit de d6terminer le chemin de z sur le plan z, 
pendant que Z parcourt tout le contour de cette surface. 

D'apr6s les w167 6 et 7, nous savons ddj~ que, pendant que Z d6crira 
la portion AB "4-B(J "4-CD "4-DA du contour, z dderira sur  son plan 

1 La fig. 6 nous dit que les valcurs du radical en e' et, e sont - - M , i  ct M,~i. 
La fraction ( I9)  e~t le seul terme du ddveloppemcnt de dz suivant los puissances erois- 

i 
santes de Z - -  a qui dcvient infini en s'. L'intdgrale y dcvlent, infinie eomme ~ ] o g ( Z - - a ) .  

Ce qui importe c~cst qu'elle soit mm~odromique. On verra qu'il  nc convient pas 

de s'en rapporter toujours h une surface monodromique h connexion simple. 



Les ]ieux fondamentaux des fonctions inverses des intdgrales elliptiques. 379 

un contour para!161ogrammique dont les sommets, c'est-k-dire les points 
transform6s de A, B, C, D, repr6sentent sur le plan z les grandeurs 

P, P, _P + 2P'i, - - P  + 2P'i; 

P et P'  d6signant maintenant tes intdgrales reetilignes: 

(20) 

1 

P - -  g - -  a ) M '  Z - -  a) M" 

0 1 

I1 rcste b~ trouver le chcmin de z, pendant que Z pareourt les bords 
de la nouvelle coupure. 

Pour fixer les id6es et pour n'avoir h faire qu'avec des valeurs 
rdelles pour Z, nous supposerons maintenant que la quantit6 a est rdelle ~ 
et n6gative et que la coupure est faite le long de laxc  r6el n6gatif, 
darts l 'une comme dans l 'autre touche? 

Nous nous imaginerons aussi, pour plus de dar t& comme dans les 
figures I e t  2, des cercles infiniment petits autour des points s e t  z', et 
nous considdrerons ees cereles comme faisant pattie du contour de notre 
surf;~ee monodromique, comme si les surfaces des cercles y manquaient. 

Partant, nous pourrons ex- 
primer notre surface monodro- Fig. 8 (sur Ic plan Z). 

la fig. 8, off l'on dolt ~! ~�9 l n i q u e  par ............ ~<:, , . . . . . . , . -  . ........... . . . . . . . . . . .  
s'imaginer que les deux cercles 

autour de s e t  s' sont l'un au dessous de l'autre, et que los lights qui 
vont de ces cercles h 1'o,9 sont sur l'axe r6el n6gatif. 

La portion de contour que Z dolt d6crire est formde p:w les bords 
EF et GH de la eoupure et par les cercles FG et HE. 

Concevons Z partant du point initial, a, et marehant sur l'axe rdel 
nfgatif  darts la couehe inf6rieure jusqu'k atteindre le petit cercle liE, 

1 Les e6tds du rectangle A B C D  deviendront des droites parallSies aux axcs~ comme 

dans les paragraphes prgeddents. 

En  par tant  de e 1 la ligne de coupure dolt done aller, en suivant l 'axe rdel ndgatif~ 

au point o e ;  iei ello dolt passer clans la couche supdrieure e~ parvenir,  toujours en suivant 

lc dit axe~ au point e'. 
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dont je nommerai p le rayon. En mdme temps, z par t i ra  de son z6ro, 
au milieu du c6t6 A B  du lieu fondamental  (fig. 8'), et marchera suiwmt 
son axe imaginaire positif jusqu'au point (milieu de la droite ItE) qui 
reprdsente la grandeur 

a~,o 

f dZ ( 2 I )  (Z - - , . t ) / ~ f i  ' 

o 

laquelle est imaginaire positive, dZ 6tant n6gative et Z ~  a positive 
pendant le mouvement. 

Z fait ensuite un demi-tour n6gatif autour du point s e t  parvient 
au point E (fig. 8). En mdme temps, z ddcrit une droite repr&enta- 

, . rr Ce sera la moitid de l a  droite H E  tive de la quantit6 negative . M," 

(fig. 8') qui termine en E .  
Z marchant de E ~, cx9 sur l 'axe rdel ndgatif, z dderir~r la droite 

E~" (fig. 8') repr6sentative de l 'int6grale 

(22) 

O5 

dZ 

(Z~ a)Mi; 
t /  

a - - p  

qui est imaginaire n6gative, dZ et Z - - a  6tant rdelles n6gatives le long 
de ce chemin. 1 

Z marchant de cxv au point F sur l 'axe rdel n6gatif dans la couche 
sup6rieure, z d6erira la droite CF = EC; car, les valeurs de dZ et du ra- 
dical 6tant contraires de celles qui avaient lieu darts la marchc prde6dente 
(entre cx9 et E), la diff6rentielle dz rec;oit les m5mes valeurs que dans 
eette marche. 

Z ddcrivant le cercle FG,  c'est-k-dire, faisant un tour n6gat i f /mtour  

1 Nous ddsignons par ~ le point et aussi (eomme 'X l'ordinaire) la valeur de z en co 
point. Pour avoir eette valeur on n'a qu't~ dcrire la somme des expressions des trois droites 

que z a pareourues e n  partant do o pour parvenir ~ ~'. L a  premiere droite est exprimde 

par l'intdgrale (2I), la deuxi~me par - - - - ~ ,  et la troisibme par l'intdgrale (22). Mais on 

trouvera bientSt une expression plus simple pour ~'. 
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d U ~" ' point s ,  z ddcrira la droite F G  qui rcl)r6sente , comme EH, la 
2~ 

grandeur rdcllc i--~" 

Z d6crivant le bord GH, dont la i,remi6rc moiti6 cst dans la touche 
sup6rieure et l 'autrc dans l'inf6rieurc, z d6crir;r la (lroitc G H -  FE; dont 
le milieu ~" correspond au point du bord GH dc la surface monodro- 
mique o~l Z-- - -co .  

Enfin, Z d6crivant le demi-ccrcle autour du point z, pour rcvcnir 
au point sur l 'axe r6cl d'o;~ ellc t~ commenc6 h d6crirc la portion EFGH 
du contour, z ddcrira la moiti6 dc la droitc HE, qui rcstait 
pour coml)ldtcr le i)6ri,,,dtrc~fcrm6 EFGH dc la fig. 8'. Fig. 8' 

Voil~ done (fig. 8') le contour complct de notre lieu (surlcplanz).  

fondamcntal. II cst constitu6 liar los dcux p6rim6trcs s6p'/rds ~"]i 
ABC'D ct E f  GH. Les Cbtds HE et FG de cc dernier doivcnt i 
~trc concus ~ l'infini, si l'on vcut qu'ils correspondent aux v c 
dcux ccrclcs dans leur 6tat limite, c'cst-k-dire lorsque los A ~-V.: 
cerclcs seront r6duits rcspectivcment aux poifits ~ ct z'. 

Lc lieu fondamcntal cst compos6 de dcux couches: la 
(~ couchc ou parall61ogramme ABED, ct la couche ou bandc lo- 

gari thmique EFGH. Pout" s'en persuader, on n'a qu"k achever 
la d6termination du lieu par la recherche de scs points de ramificationl 

Commc on salt, autour dc points oil lcs valcurs de z ct Z sont 
finies, il ne peut y avoir de ramification que si lc rat)port des difl'6- 
renticlles cst 1,ul ou infini. Pour z ct Z finics, cc rapport cst nul ou 

I 
infini pour Z = o, Z = i, Z ~ ~ .  Mais on volt tout-de-suite que pour 

cos valeurs de Z il n'y a pa s  dc ramification. 
Vcnons aux points oh z ct Z ne sont pas simultan6mcnt tinics. Nous 

n'avons I)as k nous occupcr des points oh Z-----a; ~ iesqucls, si les ccrcles 

' Dans eette surface nous avons deux points off ]a valeur de Z e s t  o,v. Ce sont 
]es dcux points placds au dessus du point c-x3 du plan (sphere) Z~ l'un desqucls apparticnt 

au bord E F  et l 'autre au bord GH de la coupure. Dans ]a surface monodromique prd- 

cddente (fig. 7) on n'avait qu'un seul point (le point de ramification) au dessus du point 
r du plan Z. 

2 l~ous ferons ailleurs des considdrations sur eette elasse de points~ 01). l'int@rale 
d.evient infioie logarithmiquement. 
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autour des points z et s' n'dtaient pas rdduits !r leurs centres, n'appar- 
ticndraient pas mdme au lieu cxprim6 par la fig. 8'. 

I1 nc restc doric qu"~ considdrer les points oh Z -  ec ;  car, partout 
ailleurs, Z e s t  finie en mdme temps que z. 

Si l'on veut avoir k faire avee des valeurs tinies, on petit poser 
I 

Z -  Z-~, et ehercher comment se comporte z autour de Z ' =  o. L'6qua- 

tion (18 )nous  donnera 

dz Z' 
-- co Z'~ + c~Z'~ + c.~Z'~ + . .  

dZ" C t - -  a Z ' ) ~ Z ' ( ~ , '  - -  i ) ( ~ '  - k") 

Pour Z ' - =  o, e'estd~-dire pour Z---cx9, nous avons d6jb~ vu que z 
devient 4" ou C. En intdgrant l'6quation prdc6dente dans It voisinage 
de ~, de ce point jusqu'~ un point queleonque, on obtient 

d'ofl, si l'on veut 

2 Z, ~ ~ ' =  ~Co + . . .  

2 ,/]3 
Partant, lorsqu'on tournera autour du point C du lieu fondamental, on 
ne reviendra h une lll(~llle couple de valeurs de z et Z' (ou z et Z), 
e'est-~-dire 'a une mdme point de ce lieu, qu'apr6s trois tours. Ce point 
est done un point de rmnifieation double. 

Mdme conclusion par rapport au point ~'. 
Si l'on con,~oit comlne lignc de passage de l 'une ~ l 'autrc couche 

la droitc ~C, le lieu fondamental de la fonetion Z pour le cas ( t7 ) sc ra  
exprim6 compldtement par !a fig. 8'; oh l'on peut regarder le parall61o- 
gramme comme superpos6 h la bande iogarithmique. 

Mais il reste ~r justifier la position que nous avons donnde ~ 4"et ~' 

- -  ; dans cette figure. Car, nous avons vu que la pattie rdelle de r 
Mo 

mais nous n'avons i)as encore reconnu que sa partie imaginaire est P'i.  

Cette pattie est 12 somme des int6grales (2~) et (22); il faut done dd- 
montrer que cette somme est 6gale ~ P'i .  

A cet effet, il suffit de remarquer que, les lignes M N N ' M '  et R ' S ' S R  

(fig. 9) constituant le contour total d'une portion de notre surf'~ce Rie- 
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mannienne dans laquelle il n 'y a aucun infini logarithmique pour l'int6- 
grale (17) , la valeur de cette int6grale prise le long de ce contour est 
nulle. Et cela est vrai, quand ln6me la ligne R ' S ' S R  se raccourcit 

�9 I 

jusqu'h ne recouvrir que l'axe r6cl entre i e t  k-~, et la ligne M N N ' M '  

S~ ' �9 �9 ~ .e largl t  jusqu~ recouvrir tout l 'axe r6el n6gatif. Or, supposons ces 
lignes dans ces positions finales. Chacune d'elles se eomposera de deux 
parties, dont l'une sera dans ]a couche sup6rieure et superpose h l'autre 
qui sera dans la couche inf6rieure. Mats p lus  pr6cis6ment, par rapport 

M N N ' M ' ,  les points e et z' devant 4tre laiss6s au dehors de notre 
portion de surface, nous devons imaginer que la partie M N  vient couvrir 
l'axe r6el n6gatif de o ~ a + p e t  de a - - p  ~ txv, e t  former un demi- 
eercle de rayon p autour du point e; et que M ' N '  vient couvrir l'axe r6el 
n6gatif dans les m4mes 6tendues, et former un demi-cercle autour du 
point z'. Ces denfi-cercles ne sont pas 
superpos6s l'une h, l'autre; ils recouvrent Fig. 9 (sur le phm Z). 

les deux moitiSs d'un cercle du plan Z. ~ ~  
Maintenant, nous n'avons qu'~ 6galer 

, o ~ - ~ !  ~ . a z6ro la somme des int6grales prises le ',,~I g ............. ~ ~-. 
/ long des diverses parties du contour total ................................. .. 

que nous venons d'indiquer. 
Le long des trois parties de M N ,  '" "c~ " 1 rate.rattan donnera: 

a + p  ar 

Z ~ a )  Mi M~ . (Z - -a )  Mi' 
0 a - - p  

le long des trois parties de IV'M', elle donnera: ~ 
ao a + p  

(Z-- lMi I- + i z  - -  
a - - p  0 

i Pour l a  partie de N'M' qui recouvre l~axe entre o,~ et a -  p, l'intdgration donne 
a - - p  

f dZ . (7, --  a)(-- Mi) 

Mais, on peut 6changer entre elles les limites de l'int@rale en changeant en m~me temps 

le signe de ]a diff6rentielle. M~me remarque pour les autres intdgrales. 
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et le long des  deux lignes B'S' et SR: 

V 

(Z a) Mi  qt_ (~ __ ",) Mi  
1 1 

En ajoutant et 6galant k zdro, on obtient, d'apr6s (20): 

a + p  

f + :  _zz (z --  o)M~ I ( Z  --  ,,),~1i 
0 a--p  

w 

Ce que nous venons de faire pour l ' inversion des intdgrales elliptiques 
peut se r6pdter relativcmcnt 'h route intdgrale Ahdlienne, c'est-k-dire, 
pour route intdgrale de l a  forme 

Z 

(23) z - f R ( z ,  u):zz. 

oh R(Z, U) signifie une fonction rationnelle de Z et U, et U une fonc- 
tion alg6brique de Z dans le sens le plus gdn6ral. ~ 

Lorsqne I'L diff6rentielle eat rationnelle, lc lieu fondamental, consid6r6 
seulcment sous le point de w~e de la forme, peut 6tre con eu comme 
compos6 d'61dments de deux esp6ees, je veux dire (w 5) de plans et 
de bandes logarithmiques. Pour composer les l ieux fondamentaux des 
fonctions inverses des int6gralcs (23), une nouvelle forme d'61dments est 
ndcessaire; mais une seule. Ce sont les parall61ogrammes des couples de 
p6riodes qui naissent de la connexion multiple de la fonction alg6brique. ~ 

Le lieu fondamental de la fonction Z, d6finie par l '6quation (2~), 

t Voir page 22 et 255 , 256 de notre Teorica deUe funzioni di variabili complesse. 
Le hombre de ees pdriodes est originairement loujours pair. En falsant dans la 

surt'aee Riemannienn% reprdsentative de la fonetion algdbrique~ ee syst~me de eoupuves que 

RmMA~WZ~ d6signe par les symboles a 1 et b1~ a~ et b ~  e tc . ,  dans le w 19 de sa Theorie 
der Abel'scl~e~, Funclio~en (dont nous omettons ici les eoupures c1~ etc.)~ on volt imm~diate- 

ment que les quatre bords de chnque couple a e t  b se transforment dans les quatre c~tds 

d'un parallglogramme. 
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pourra ~tre con(;u comme compos6 par autant de plans que l'int~grale 
(23) a d'infinis alggbriques, par autant de bandes logarithmiques que 
l'intdgrale a d'infinis logarithmiques moins un, et par autant de parall61o- 
grammes que l'int6grale a de couples de p6riodes provenant de la con- 
nection alg6brlque. Cos couches se continuent l'une dans l'autre autour 
de points de ramification, dont le nombre (en points simples) 6gale le 
double du nombre des plans et parall61ogrammes augment6 du nombre 
des bandes moins deux. 

En faisant abstraction de la charge, ou syst6me des valeurs portdes 
par les points, on peut dire queces  trois formes d'616ments correspondent 
aux trois esp6ces de fonetions Z uniformes eontenues dans la elasse (23). 
Car, si une fonction Z, d6finie par une ~quation (23), est uniforme, son 
lieu fondamental (joint , lorsqu'il a des c6t6s, h tel nombre que ce soit 
de lieux congruents), ne pouvant avoir aucun point de ramification, sera 
form6 d'une seule couche, c'est-~-dire, d'un plan, ou d'une bande loga- 
rithmique, ou d'un parall6logramme. Et la fonction uniforme sera ra- 
tionnelle, ou simplement p6riodique, ou doublement p6riodique. 

Quant h~ la forme des parall~logrammes, on remarquera qu'il n'y a 
d'essentiel que los diffSrences de position (n'importe la nature gSomStrique) 
des cStSs, c'est-k-dire, les p~riodes. 

Cos couples de pdriodes et los diverses p~riodes logarithmiques sont, 
avec les differences de position des points de ramification, los donnSes 
essentielles d'un lieu fondamental de la classe (23). 

Si toutes los p6riodes d'une int~grale (23)'so r~duisent h zSro, los 
bandes et les parall~logrammes s'Svanouissent, et le lieu fondamental peut 
~tre con~u comme rSduit ~ une surface Riemannienne usuelle, representa- 
tive de la fonction Z, qui alors est algSbrique. 

Los lieux fondamentaux, que nous avons trouvSs dans l'inversion 
des intSgrales elliptiques, nous offrent les plus simples combinaisons du 
parallSlogramme avec los plans et los bandes. 1 

t [1 n'en sefait pas de mSm% si l 'oa prenait  les int6grales de 2 me et 3 me esp~ce 

sous la forme typique de LEOENDRE. 

Du reste~ la forme sous laquclle nous avons pris ici los int@rales de 2 ~ne et 3 me 

espbce est telle que la connection du parall61ogramme avee le plan ou la bande n'est pas 

effectu6e de la manibre la plus gdn4ral% c'est-~t-dir% le long d'une light de passage aboutis- 

sant ~ deux points communs aux deux couches~ sans d'autres particularitds. Pour les 
Acta  mathemat ica .  8. Imprim~ le 21 Septembre 1886. 49 
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La plus simple combinaison de paralldlogrammes entre eux noes est 
offerte par l'int6grale considdrde par JAconI dens le Mdmoire qui a 6t6 
l'origine de nos recherches. 1 Car, pour  la fonction Z inverse de cette 
intdgrale, le lieu fondamental est constitu6 seulement par deux paralldlo- 
grammes. 

Si l'on veut supposer, avec JACOBI, que X, 2, # sont des quantit& 
%elles, et si a, fl sont aussi deux quantitSs %elles, ou deux quantitSs pure- 
ment imaginaires; alors, Z merchant sur son axe %el, dz sere toujours %- 
elle ou purement imaginaire, et, par consSquent, z devra toujours marcher 
parall~lement ~ l'un ou ~ l'autre axe de son plan. Partant, si l'on %duit 
la surface Riemannienne, repre~entatlve du radical, ~ ~tre monodromique 

pour l'intSgrale par des coupures sur l'axe %el, les cbt4s du 
Fig. i o  

lieu fondamental deviendront parallSles aux axes du plan z. 
sur le plan z). 

cl Ce lieu se composera done de deux rectangles rectilignes 
�9 ~ I p �9 t iii:"~:""~;~ ABUD et AIBxC~D 1 (fig. ~o) egalement ormnte~, que nous 

A " ' :  i '-IB!f 
i ! i pouvons eoneevoir se eontinuant Fun dans l'autre le long 
~:....t 1,..".: d'une ligne de passage aboutissant ~ deux points ~'et : '  de 

. . . .  ramification. Les grandeurs ~" et ~" sont les valeurs de l'in- 
t~grale dens les deux points de la surface monodromique off 

a + flZ est nul. 

formes ( t3 )  et (t7) il survien~ la particularitd que la diffdrence de position de ces points 

eommuns est une pdriode. Par  consdquent~ dens les surfaces complbtes~ don~ noes avons 

commencd de parler au w 71 ces points deviennent communs ~ trois couches, c'est-~-dir% 

se comportent en points de ramifieation~ non simples, mais doubles. 
1 Voir cette intdgrale page 346. 


