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i n  B O N N .  

Stellt man sich die Aufgabe, mit zwei ganzen Zahlen a und b die 
Division mit zugehsriger Restbestimmung auszuffihren, so tritt sofort der 
Begriff der gr($ssten in einer Zahl enthaltenen g,'mzen Zahl auf. Der 

Quotient mit Vernachli~ssigung des Restes, ist die gr~sste in der Zahl a 
b 

enthaltene ganze Zahl. Diese Operation, zu deren Bezeichnung man ein 
besonderes Zeichen eingefiihrt hat, findet in den verschiedensten Zweigen 
der Zahlentheorie vielfache Anwendung. Es sind insbesondere Summen 
von gr($ssten Ganzen, welche in der Zahlenlehre von grosser Wichtigkeit 
sind. Man denke nut an die Ausdriicke for die Summen von Divisoren 
sowie an den Algorithmus im dritten GAuss'schen Beweis des Recipro- 
cit~tsgesetzes ft~r die quadratischen Reste. 

Betrachtet man nun diese Summen yon grtSssten Ganzen, so fallt ein 
characteristiseher Unterschied ins Auge. Gewisse Summen von gr(~ssten 
Ganzen, und zwar namentlich diejenigen, welche in der Lehre yon der 
Teilbarkeit der Zahlen auftreten, sind so beseh'~ffen, dass die unter dem 
Zeichen .befindliche Function mit wachsendem Argument fortwahrend 
abnimmt, wi;~hrend andere, z. B. die in der Theorie der quadratischen 
geste auftretenden Summen von grSssten Ganzen die Eigenschaft haben, 
dass die unter dem Zeichen befindliche Function mit wachsendem Ar- 
gument f ortwahren~l zunimmt. Diese Unterscheidung ist for specielle 
F~lle schon yon  ZELLER gemacht worden. ZELLER untersucht ni~mlich 
in der Abhandlung (]ber Summen yon gr6ssten Ganzen bei arithmetischen 

Reihen (Naehr.  d. K. Ges. d~ Wissensch .  zu G s t t i n g e n  1879, p. 243) 
A e t a  m a t h em a t . t ea .  10. Impr im~ le 4 J~:ai 1887. 1 
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zun~chst Summen der zweiten Art und sagt dann, indem er zu der Un- 
tersuchung von Summen der ersten Art fibergeht: ~)iese Reihen haben 
mit den obcn besprochenen das gemein, dass es sich dabei um elne Summe 
yon grsssten Ganzen handelt, wobei der Fortschritt zwischen den einzelnen 
Gliedern dutch eine arithmetische Reihe bestimmt wird; abcr wahrend 
dort die Bruchzcihler und darum auch die Br~che selbst eine arithme- 
tische Progression bilden, so ist nun das letztere bei den Bruchnennern 
der Fall ohne Veranderung des Zahlers und die Einzelbr5che sind reci- 
proke Werte einer arithmetischen Progression oder mit anderen Worten 

und hierin scheint gerade die Eigentfimlichkeit dieser Art yon Reihen 
zu b e s t e h e n -  die Brfiche, deren grSsste Gauze zu summieren sind, 
bilden nieht eine arithmetische, sondern eine harmonische Reihe.~ Die 
beiden Arten von Reihen unterscheiden sich eben dadurch, dass die Glieder 
der einen A r t  mit wachsender Stellenzahl zunehmen, wahrend die der 
andern Art das entgegengesetzte Verhalten zeigen. Dass der hervor- 
gehobene Unterschied nicht bloss '~usserlicher Natur ist, sondern in der 
That das Wesen der Sache trifft, wird sich im Verlaufe der vorliegenden 
Arbeit ergeben. Demgemass teilen wir dieselbe in zwei Abschnitte, und 
stellen an die Spitze eines jeden Abschnitts einen allgemeinen Satz, yon 
denen der erste yon LEJEUsE-DII~iCHLET herrQhrt, wahrend der zweite 
nach Analogie des Dmm~LF~W'schen Satzes gebildet ist. 

Wir folgen der yon GAuss (Theorematis arithmetici demonstratio nova, 
GAuss' W e r ke ,  Bd. 2, p. 3) eingeftihrten Bezeiehnungsweise, nach der 
Ix] die unmittelbar unter x liegende gauze Zahl darstellt. Ffir den Fall, 
dass x eine gauze Zahl ist, definieren wir Ix] = x. Die franzSsischen 
Mathematiker gebrauchen statt der eckigen Klammern das Zeiehen E(x) 
(LEGENDRE, T]l~or,~e des nombres, p. io:  ))l'entier le plus grand contenu 
dans la fraction x))). 
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Io 

~be~" ~ 'ummen  ,~o~, gr6sste~e Ga~ze~ yon I~unctiollswerten~ bei denen  
die  17"un,ct~on m~it w ~ c h s e n d e m  Arff,u,ment fo , r tw~hrend  a b n i m m t ,  

I. 

Es sei y = f (x)  eine Function, welehe immcrfort abnimmt, wahrend 
x von x = / x  his x----p wachst. I)ann hat die dutch Umkehrung aus 

y ----- f(x) entstehende Function x = F(y)  offenbar die Eigenschaft, gleich- 
falls immer abzuneilmen, wi~hrend y yon y ~ - f ( p )  his y = f(/~) wachst. 
Sind nun # und p ganze Zahlen und setzt man zur Abkfirzung [f(/x)] ~- ~, 
[f(p)[ ~-q,  so ist in der Reihe 

,~ = [ f ( p ) ] ,  [ f( /~ + [).!, . .  , [ / ( s ) ] ,  . . . ,  I f ( P ) ]  = q 

jedes Glicd grSsscr oder wenigsten~ nicht kleiner als das folgende. Nun 
entsteht die Frage: Welche Gliedcr der Reihe sind einer gegebenen 
zwischen ~ und q liegendcn ganzen Zahl t gleich? Es sei s der Zeiger 
desjcnigen Gliedes, welches :> t ist, wahrend das folgende ~ t ist. Dann 
gelten die Ungleichheiten 

If(8)] ~ t, [f(8 -t-. I)] < t, 
oder 

f(s) >= t, f(s ,-I- ,) < t. 

Hieraus folgt kraft der fiber die Function f ( x )  gemachten Voraussatzung 

8 ~  F ( t ) ,  8 + I > F ( t ) ,  

oder 

s = I F ( t ) ] .  

Ebenso findet man, dass der Wert t -Jr- I noch demjenlgi~n Gliede zukommt, 
dessen Ze iger  s ' ~ - [ F ( t - ~  i)], dem folgenden aber nicht mehr, und es 
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ergibt sich, dass die Glieder, denen der Wert t zukommt, der doppelten 
Bedingung gen{lgen mfissen 

s > IF(t + ,)],. s [F ( t ) i .  

Ft~r t = u erhMt die erste Bedingung die Gestalt s > / ~ ,  ftar t =-q lautet 
die zweite Bedingung s < p. 

In die Sprache der Geometrie i~bersetzt heisst dies: Wenn eine 
Curve y--- f(x) auf einer gewissen Strecke in Bezug auf die positive x- 
Axe fortwahrend nach unten geneigt ist, so ist sie auch auf derselben 
Strecke in Bezug auf die positive Scite der y-Axe fortwahrend nach 
unten geneigt. Zieht anan dutch die Punkte .r =/~,  # + i, . . . ,  p ~  i ,  

p Parallelen zur y-Axe, so wird die Anzahl der auf den yon der Ab- 
scissenaxe und der Curve b~grenzten Stt'lcken dieser Parhllelen liegenden 
Punkte mit ganzzahligen Coordinaten (Gitterpunkte) um so kleiner, je 
welter sich die Parallelen yon der y-Axe entfernen; wenigstens ist es 
unm6glich, dass eine Parallele, welche der Ordinatenaxe nigher liegt, als 
eine andere, weniger Gitterpunkte enthalt, als diese. Etwaige auf der 
Curve selbst liegende Punkte mit ganzzahligen Coordinaten sind natfirlich 
zu den Gitterpunkten mitzurechnen. Die einzelnen Glieder der Reihe 

i f (z ) ] ,  l r ( t ,  + ,)], . , . ,  i f (s) ] ,  . . . ,  i f (p)}  

werden offenbar dargestellt durch die Anzahl der auf den entsprechenden 
Parallelen liegenden Gitterpun~te. Ein gegebeuer Wert t kommt den- 
jenigen Gtiedern zu, deren Zeiger s auf der Abseissenaxe zwischen den 
Durchschnittspunkten derselben mit den Geraden x~-F(t) und x=F(t+ I) 
liegen. Sollte F(t) einen ganzzahligen Weft besitzen, so ist derselbe mit- 
zurechnen, wMlrend ein ganzzahliger Wert ft]r F(t + i) auszuschliessen ist. 

In dieser geometrisehen Deutung leuchtet die Wahrheit der bis jetzt 
aufgestellten Behauptungen unmittelbar ein. 

Betrachtet man jetzt die Summe 

P 

wo ~,(s) eine ganz beliebige Function ist, so sieht m~m, dass derjenige 
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Tell der Summe, in welchem [f(s)l cinen und denselben Wert t hat, wenn 
g < t < ~ ist, den Ausdruck hat 

q+'[.v(t)]- r  + ,)]}, 

wo q"(s)=~$,(s)ist. Die Partialsummen, welche den Werten t~=,~ 

und t : - q  entsprechen, haben resp. die Werte 

und 

qlqJ*(p)- ~'IF(q + ')1}. 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen yon den 
beiden Gliedern --uq"(/~) und qq;(p) jedes Glied qlV(s)] ,,,it net posi- 
tiven Einheit multipliziert; cs ergibt sich also die Gleichung 

P 

(x) Z i f (s ) ]v(s)= qq" (p ) -  ~q"(/-O + Z q"lF(s)j. 
l ' -+1  q + l  

Setzt man in dieser Gleiehung ~ ( s ) =  I, so wird q"(s )=  s, und es 
kommt 

(2) X [ f ( s ) )  = q p - -  ~/~ + v(s)]. 
/ z + l  q4-1  " 

Addiert man in (I) und (2) auf  beiden Seiten resp. die Ausdriicke 

if- !t 

Z,[f(s)]~(~) u . d  Z(f'(~)], 
so ergeben sich die weiteren Gleichungen 

(3) 
P g 

z ~ f ( s ) ] ~ ( s )  = qq ' (p )  - -  ~q,.(~,) + z[f(s)]~(.~) + x qJ'lF(~)]; 
q + l  

(4) L-'[f(s)j = qp - -  ~'/~ + Elf(s)] + ,Z [F(s)]. 

Konstruiert man die Curve y--= f(x) und zieht in  den Entfernungen # 
und p Parallelen zur y-Axe, in den Entfernungen f(p) und f(ff) Paral- 
lelen zur x-Axe, so geniigt der Anblick der Figur, um uns von der 
Richtigkeit der Gleichungen (2) und (4) zu'tiberzeugen. 



6 Jacob Hacks. 

Wir  haben diesen von DIRICHLET in der Abhandlung Oter ein die 
Division bebreffendes Problem (CRELLE'S J o u r n a l  Bd. 47, P- x51) bewie- 
senen Salz mit seinem Beweise bier rcproduziert, well dersclbe f i r  das 

folgende yon so grosset Wichtigkeit  ist. 

2. 

Bezcichnct f(m) die Anzahl, g(m) die Summc der Divisoren der Zahl 

m, und sctzt man 

]"(,,~) - f ( , )  + t(~-) + . . .  + / ( , , ~ ) ,  

(;(, , ,) = v ( , )  + ,J(~) + . . .  + a( , , , ) ,  

so hat man die bekannten Gleichungen 

(I) ./ (D~) = Z ,  I -I~-g 
S = I  

(2) 
s = ~ ' n  

l s J  
S = I  

Ist m cine ungcradc Zahl und 

~ (m) ---- /'(, ) -4- f(3) -1- ['(5) -4- . . .  -4- f ( , , ) ,  

~( , ,~ )  = : / ( , )  + v(3) + ,J(5) + . . .  + v( , , . ) ,  

so is t '  
m4-t  

s ~  

! m n u 2s - -  I ) , 
S : |  

m4-! 
S :  ,>- 

(~('D~) = ~ (28--I)[ I'n" "4-2s-25-I I ] ,  

Man bezeichne mit k(m) die Summe aus den ungeraden und den 

Cf. Acta Mathematica Bd. 9, P. 178, wo die Zeichen F(m) und G(m) an 
folgenden Stcllcn in ~(Tn) uud (~(m) umzuindern sind: p. I78, Z. 5, II~ I41 15, I8; 
p. 179, Z. ~6; p. 18o, Z. I7, 22~ 24. 
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geraden 

Dann ist 
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gcraden Divisoren der Zahl m, mit l(m) die Differcnz aus den 
und ungeraden Divisoren der Zahl m, und setze 

K('I,,) = ~:(i) 4- 1,:(2) } . . .  Jr-k(,11), 

L(,,/) = l(I) -t- 1(2) -If- . .  �9 -3 I- 1(,11,). 

.... [ :I  '=I~l~l?~l' ~(,,,) = Y ,  '~; - s "  
I 2sJ 

s = l  s = l  

Bevor wir dazu obergehen, auf die eben besprochenen Functionen 
die allgemeinen Transformationsgleiehungen des w i anzuwenden, wollen 
wir die Darstellungen des w I verallgemeinern. 

Bedeutet f~(m) die Anzahl, &(m) die Su,nme der quadratisehen Teiler 
von m und ist 

so ist 

~;(m) = F~(,) + s + . . .  + f~(,,,), 

Q~(,,) = v,,(,) + 9,(--) + . . .  + v~O,,), 

~'~(") ~ L, ~ 1' 

,=D,~] 
2 -'1}}'- 

und ist allgemein F . (m)  die Anzah], G.(m) die Summe samtlicher Divisoren 
yon der Form n ~ aller Zahlen yon t bis .m, so gelten die Gleichungen 

(3) 8(,,,) = I : :  [,.], 

(4) 
[2] 

<(m) = 22 s~ Ls"J 
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ein zweiter Ausdruck for F~(m) ist der folgende 

(5) Fo(,,,) =~ 
, = z  l s " _ J  

Beide Darstellungen sind nur filr a = z identisch. 
Die Gleichungen (3), (4) und (5) dieses sowie ( , ) d e s  folgenden Para- 

graphen finden sich im 2. Btmde cler A c t a  M a t h e m a t i c a  (Sur quelques 
points de la thdorie des hombres, par R. LIPSCItlTZ, p. 3OI sqq.). 

w 

Wendet  ,nan auf den Ausdruck (3) die Gleichung (4) des w z an, 
so ergibt sich 

(,) 
. . . . . . . . .  F ' - l  

F~ 9 " )  = - -  m + .7 + 

[ ' ]  
wo # eine beliebige zwischen x und m; liegende ganze Zahl und 

[;] v = ist. 

Es dtlrfte erw~hnenswert sein, dass ft~r p = i die Formel (I) in 
(5) des vorigen Paragraphen abergeht, indem far /J. = i ,  ~ = m und 

 l-"q m wird. Umgekehr t  kann man natt~rlich auch mit Hillfe der 

Transformationsgleichung yon (5) zu (I) gelangen. 

[ ' ]  
Setzt man in (I) # m. ~ = , so erhMt man, wie LIesCHi'rz an der 

erwahnten Stelle nachgewiesen hat, die Gleichung 

(2) 

'=~L ~-J 
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Die Formeln (~) und (2) nehmen far a---- ~ resp. die Gestalt an 

(3) 
= s = l  

(4) 
s :=,,). _ 

F ( m ) = - - / d + z  7 " 

In der letzten Gleiehung ist l~ = [V'm]. 
Die Gleiehung (3) hat zuerst DIRICttLET gefunden (v. die Abhandlung 

Uber die Bestimmun 9 tier mittteren Werthe in tier Zahlentheorie A b h dl g. 

der Berl. Akad.  ~849); die Gleiehung (4) findet sieh in einer sehon 
genannten Abhandlung yon ZELLEa und im 2. Bande der Ac ta  Mathe-  
ma t i e a  (in der Note von CH. HEe, swr~ p. 299 ) . 

Alle Formeln dieses Paragraphen lessen sieh aueh geometriseh be- 
weisen. Der Kt~rze wegen mOge der geometrisehe Beweis for die Gleieh- 
ungen (3) und (4) genagen. 

m i s t  die Gleiehung einer gleiehseitigen Hyperbel, welehe die Y = ~  

0c- und y-Axe zu Asymptoten hat. Die Anzahl der in dem yon den 
Asymptoten und der Ityperbel eingesehlossenen Flitchenstt~eke liegenden 
Gitterpunkte ist augenseheinlieh gleieh F(m).  Denn die Anzahl tier Gitter- 
punkte, welehe auf der dutch den Punkt ( x :  I,  y - - o )  zur y-Axe ge- 

l,n[ auf  der du tch  den P u n k t  zogenen Parallele liegen, ist gleieh 7 ' 

2, y : o )  geUenden Parallele zm" y-Axe liegen [2] Gitterpunkte ( ,=  

u. s. w., kurz, die Anzahl 'der Gitterpunkte isg [ 7 ] - I - [ ~ ] - I - . . . - t - [ ~ ] ,  

und dies ist gerade der Ausdruek far  die Function F(m).  Die Zahl 

$ = ~  r - !  

wird dargestellt durch die Anzahl der Gitterpunkte, welche v o n d e r  Ab- 
seissenaxe, den Ordinaten x =  o und x = #  und der Hyperbel eingesehlos- 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  10. Imprim~ l o  5 M a i  1 8 8 7 .  2 
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sen sind, wobei die auf der Geraden x = #  liegenden Punkte mit ganz- 
zahligen Coordinaten natiarlich mitzurechnen sind. Die Summe 

':'71 
ist gleieh der Anzahl der v o n d e r  Ordinatenaxe, den Abseissen y =  o und 
y ~ v und der Hyperbel eingeschlossenen Gitterpunkte, wobei die auf der 
Geraden y - - v  liegenden Gittert)unkte wiederum mitzurechncn sind. Es 
liegt (lies darien, (lass man der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel auch 

die Form x ~-~/- geben kann, wodurch .r und y ihre Rollen vertausehen. 

/~ ist die Anzahl derjenigen GRterpunkte, welehe in dem yon den Axen, 
der ()rdinate :~:z~ und (let" Abscisse y ~ , ~  gebildeten Rechteck liegen, 
und diese Anzahl is(, wie man unmittelbar sieht, von der Anzahl der 
schon betrachteten Gitterpunkte abzuziehen, um jeden Gitterpunkt einmal 
und nur einmal zu erhalten. Dies ist abet der Inhalt der zu beweisen- 
den Gleichung (3). 

Um (tie Gleichung (4) geometrisch zu beweisen, ziehen wlr die Ge- 
raden x- - /~  und y =[~,  deren Durchschnittspunkt innerhalb des yon den 
Axcn und der Cm've begrenzten Fli~chenst~Leks liegen muss. Auf der 
Vcrbindungslinie des zuletzt genannten Punktes mit dem Coordinatenan- 
fangspm,.kte liegen /, und nur/L Gitterpunkte, well der Durchschnittspunkt 
dieser Verbindungslinie mit der Hyperbel die Coordinaten x ~  ~,~, y ~  vm 
hat. Nachdcm (lies festgestellt ist, verhelfen [Lhnliche Betraehtungen wie 
(lie oben 'mgestellten leicht zu dem gewtinschten Beweise. 

Will man nut einen Tell der Summe transformieren, so dient dazu 
die yon l)n~ICm.ET (CRELLI.% J o u r n a l  Bd. 47 P. I53) aufgestellte Gleichung 

I ~ +  1 - " 

m setzt. welche man qus (2), w i erhMt, indem man f ( s ) -~ -  s 

Die Gleichung (5) ist gleichfalls einer sehr anschaulichen geometri- 
schen l)eutung fahig. 
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w 4. 

Es mOge jetzt der Ausdruck 

s a 

durch Anwendung der Gleichung (t) des w i transformiert werden. Zu- 
ni~chst ist kIar, dass man die Summation bis s =  m ausdehnen darf, ohne 
den Wert  der Summe zu ~ndern. Setzt man in (I), w i 

~?,  

so wird u = m  und wenn a > I ist, q~---o. Wir machen die Voraus- 
setzung, dass a die Einheit abertrifft; dann-ergibt  sich 

~ = - -  m + , , . - .  " L - - ~ J "  
, s = ~  s ~ l  

oder 

- - - - m  + Z  Z s L  
1 1 

Z Z s  ~ 
1 1 

I~ + :~ + ... + [ ~ / ( 1 ~  

G . ( , , )  = 

+ , -+ -+ . . .  +Ir 
� 9  . . . . . 

L v m J  
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Beispiel m = 7, a ~ 2. 

. ~ 7  

zs'l;] 
s = l  

~ I . 7  + 4 .  z = l I .  

s = l  1 

Bevor wit  d ie  U m f o r m u n g  ffu" d e n  Fall  a = i ausffihren, wollen wir die 

Transformat ionsgle iehungen fflr den Fal l  hinschreiben, dass die Funct ion 

f(s) die Gestalt s2 hat. Es ergebcn sieh die Relationen 8 
J 

1 
ZI';1 I 1 - . ~ ' ( p ) -  ,~q(/,) + f.(s) + 7 ; 

1 - ' q + l  

ffir 1 7 = m  wird q = ,  und qq"(p)= q'(m), also 

(3) ' ~ - (~)=- ,~ , r ( s )  + ~ l ;  ~'(~) + q' ~ " 
l 1 1 

Setzt man in (3) F t -=  I,  so wird ~ ~ - m ,  die beiden ersten Glieder der 

rechten Seite heben sich auf, und es k o m m t  

z["l (4) ~ 9 ( s ) =  q'" �9 
1 

Diese vier Formeln  sind der A b h a n d l u n g  DlmCHLETS L*ber die Be- 
slimmung der mittleren DTerte in der Zaklentkeorie entnommen.  

Wenn man in (4) ~(s)~--s setzt, so ergibt  sich 

(5) 

odeF 

m ~ ['~'] i ,1~ j i~12 i~__~l I 
I 1 1 

G ( m ) -  m(m + ~) 2 2 12 
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Die oben aufgestellte Formel behMt also ihre 
( X ~ I .  

Wir hatten die Gleichung 

13 

Gtiltigkeit auch fi'~r 

Aus 

folgt 

m ~ l  

2 

~('~1"~) =Z[~ ~11, "1-28--28--i 11" 

I ~ -]-  2 X - -  I 

Y - - 2  2 x - - I  

2 2t t - -  I 

und hierauf beruht die Umformung 

s=i  - s=l  

wo # eine beliebige 

1: ~ + 2/~.--~1 ist. P ~  2 / z - -  I 

Der Ausdruck 

zwischen I und m + i  liegende 
2 

ganze Zahl und 

m41 

~('I$) =Z(28 -- I) [; m "31-28-- 28.--i I.] 
$--I 

erhMt durch Anwendung von (3), w i die Gestalt 

indem far ~(s)-~- 2s - -  ~, ~F(s)= s ~ wird. Vereinigt ,nan das zweite Glied 
der rechten Seite mit dem letzten, so ergibt sich 

s = l  = 
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.,,~ + l  die beiden ersten Glieder der rechten Ft~r /~ = I wird v = - - -~- ,  

Seite zer~tSren sich, und man erhMt (lie Gleichung 

m4-1 

Beispiel .m ~ 1 3. 

s ~7  

s ~ l  2 8 -  1 
[14} + 3  l ~ ]  + 5  ] ~ ]  + 7  [~4] + 9  [ ~ J  

+ I x  ~ + I  3 ~-~ ~-7 + 6 +  5 + 7 + 9 +  II + t 3 ~ 5 8 .  

s = 7  

= 2s- -I  : 7 ~ + 2 ~ +  1 2 +  1 2 +  1 2 +  I 2 +  I2~-~-58" 

Es ist 
m 

$ = 1  z = l  

Nun ist nach (5) 

ferner ist 

Demnach ergibt sich die Darstellung 

, o .  , - [ - 7 ] ,  

~,~--:~ l[~l ~§ [~1}--: ~ I[~1 + [~t}, 
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der man auch folgende Gestalt geben kann 

g(m)=~ + + T +L3_ +1171 +...I 

15 

Beispiel m~--- Io.  

[~~ [7] [,o] [,o] [ [7] [,o] [,o] v + + 3 . 7  +~ 7 + s  ~ ] + 3  +7 ?- +4 v 

[';l [lo] 
+ 9  + 5 , o  - - -66.  

,jrol~ [io] p o~ [,o] r,ol, [,o] [,o]~ [,o] 

+ [;o]~ [~]1 "JI- IO I = -.  I32 ~ 66. 
2 

Wir wollen jetzt den Ausdruek 

s ~ I l t  

,nit H~lfe der Gleichung (4) nmformen, indem wir ~ , ( s ) ~ - ( - -  ~)~.s .setzen. 
Es ergibt sieh sotbrt 

. . . . . . . . .  , F1 

s = l  s ~ l  1 

Nun ist 

mithin 

8. 

~[;} o, + ,  
? ( - -  

L ( + ~ ) = ~ ( - - , ) F ]  7 + ' 
s = l  
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Beispiel m = 7- 

Anderseits ist auch 

Jacob Hacks. 

- - 4 ~ 2  + I ~ t ~ x - - I - - I = - - 9 .  

~...~_ m 9 o  

II. 

t~ber S a m m e ~  vo~ gi,6sste~ Ganze~  vo~ F u~ctio~sweJ' te~,  bei de~en  

die Fu~etio~t m i t  w a c h s e ~ d e m  Avqumel~ t  ] 'ov twdhve~d wdchs t .  

Im vorigen Abschnitt haben wit gesehen, wie aus dem DI~iCnLET'schen 
Satze eine Reihe yon Folgerungen sich ergeben, indem derselbe sich auf 
die Summenfunctionen, die bei der Betrachtung der Teilbarkeit der Zahlen 
auftreten, ohne Mi'dm anwenden l~tsst. In i~hnlicher Weise lassen sich der 
dritte Gauss'che Beweis des Fundamcntalthcorems fi'~r die quadratischen 
Reste, verschieder, e von ZELLE~ in den N a c h r i c h t e n  de r  G0tt .  Ges. 
d. W. vom Jahre 1879 ver0ffcntlichte Satze, tin allgemeiner Satz yon SYL- 
rESTER und cine Reihe anderer Folgerungen aus eincm Satze ab'leiten, den 
wir jetzt beweisen wollen. 

Eine Function y =- f ( x )  mSge, w~hrend x yon a: = / ~  bis x-----p wachst, 
immerfort  zunehmen. Dann wird die durch Umkehrung  aus y ~ - f ( x )  

entstehende Function x = F(y)  ebenfalls wachsen, wenn y yon y--~ f(#) 
his y = f(p)  wachst. # und p seien ganze Zahlen, ferner sei 

[f(/*)] = ~ ,  If(P)] = q .  

Wit  bilden die Reihe 
s 

If(#)], If(# + x)], . . [f(s)], . . .  if(P)], 

wo jedes G lied kleiner als das folgende oder demselben gleich ist. Wi t  



l~ber Summen yon griissten Oanzen. 17 

machen zun~chst die Voraussetzung, dass keiner der in Betracht kom- 
menden Werte f(s) gleich einer ganzen Zahl ist, so dass immer f(s) > [f(s)] 
ist mit Ausschluss der Gleichheit. Welche Glieder der obigcn Reihe sind 
ciner gegebenen zwischcn ~ und q liegenden ganzen Zahl t gleich? Zur 
Beantwortung dieser Frage suchen wir den v011ig bestimmten Zeiger des- 
jenigen Gliedes auf, dessen Wert unter t liegt, wi~hrenc[ der des folgen- 
den i~ber t liegt oder demselben gleich ist. Es ist also 

oder 
[f(s)] < t, [f(s + ~)] > t, 

f(s) < t, f(s + ~) > t. 

Hieraus folgen vermSge der fiber die Function y - ~  f(x) gemachten 
Voraussetzung die Ungleichheiten 

oder, was dasselbe ist 

s < F ( t ) ,  s + > 

IF(t)]. 
In derselben Weise ist der Zeiger des vom Anfange entferntesten 

Gliedes, desscn Wert unter t +  ~ liegt, gleich [F(t + ~)]; es kommt also 
der Wert t denjenigen Gliedern zu, deren Zeiger der doppdten Bedingung 
gen~gen 

[F(t of_ i)] ~ s > [F(t)]. 

Wegen des gegebenen Anfangs und Endes der Reihe erhMt diese Be- 
stimmung f i ] r t  = u die Modifikation, dass an Stelle der zweiten Bedingung 
s > / ,  tritt, wghrend fi~r t = q an Stelle der ersten Bedingung s ~ p tritt. 

Wir wollen nun die Summe 

P 

x[f(,)]rO) 

dadurch transformieren, dass wir zuerst allc Glieder vereinigen, in denen 
[f(s)] einen und dcnselben Wert hat, und dann die so erhaltenen Partial- 
summen addiercn. Die Summe der Glieder in dencn [f(s)] einen be- 
stimmten zwischen ~ und q liegenden Wert hat, erhMt, wenn man 

8 

Acta mathematiea. I0. Impr im6 le 7 Mai 1887. 3 
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setzt, den Ausdruck 

Jacob Hacks. 

t{+'[F(t + , ) ] -  +'iF(t)]I; 

for t-----,~ und t = q treten an Stelle dieses Ausdrucks bezw. die Werte 

und 

,.,{v[F(~ + , ) 1 -  q'(/~)} 

d ~ ' ( v ) -  v[_r(q)]}. 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erseheint abgesehen von den 
beiden Gliedern --vtf"(#) und ~/T(I)) jedes Glied mit der negativen Ein- 
heit multipliziert; es ergibt sieh also 

oder 

p q 

Z[f(s)]~(s) = --,~q'([~) + qq ' (p ) -  Eq~F(s)] 
, v + l  

(,) 
P q 

Z[f(s)]~(s) + Z q'[F(s)] = --V~[l~) + q~F(p). 
/ t + l  v + l  

Setzt man ~(s)----- I, so wird ~/"(s)= s und es kommt 

(2) 
p q 

o~,[r(,)t + ~ , [ F ( . , ) ] - - -  #,, + vq. 

Diese Gteiehungen gelten unter der Voraussetzung, dass keiner der 
betraehteten Werte f(s) einen ganzzahligen Weft hat. Wir wollen jetzt 
diese Voraussetzung fallen lassen und untersuchen in welcher Weise sich 
die Gleichungen (z) und (2) fi',r den Fall andern, dass unter den in Be- 
traeht kommenden Werten von f(s) einige gleich einer ganzen Zahl sind. 
Ein ganzzahliger. Wert von f(l*) vermag offenbar den Wert des Ausdruekes 

P 

Z[f(s)]7(s) nieht zu beeinflussen; es seien demgemliss s~, s~, s~, . . . ,  sp 
# + 1  

diejenigen zwischen # + z und p mit Einsehluss beider Grenzen liegenden 
ganzen Zahlen, for welche f(s) gleich einer ganzen Zahl wird. Wieder- 
holt man die Betrachtung, welehe zu der Gleichung (I) gefiihrt hat, so 
stellt sieh heraus, dass die Werte ff(s~), ~(s~), 9(sa), . . . ,  if(So) s~mtlich 
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einmal zu wcnig mitgerechnet sind, es ist demnach auf der rcchten Scite 
yon (i) das Aggregat 

zu addicren. 
Somit erh~lten wir den folgenden Satz: 
Eine Function y = f ( , )  m0ge mit wachsendem x yon x = #  bis x = p 

fortwi~hrend zunehmen, wo /,. und p ganze Zahlen bedeuten, x = F(y)  
sei die aus y = f(a~) dutch Umkehrung entstehende Function, ferner sei 
[f(/~)l = ~, [f(P)l = q und r  eine beliebige Function. Wenn alsdann 
Sx, s:, . . . ,  s~ diejcnigen ganzzahligen zwischen # q- I und p mit Einsehluss 
beider Grenzcn licgenden Argumente sind, fiu" welche die Function y == f(m) 
gleich eincr ganzen Zahl wird, so ist 

(3) zf f ( , ) ]~( , )  + z ~[F(,)i Itq-1 qq-1 

= - - ~ " ( / ~ )  --~ qqf '(2)) + ~ ( S 1 )  + ,(,~(S~) -JF �9 �9 �9 -4- ~ ( S p ) ,  

s 

, v o < )  z()  s = # s ist. 

Fi'~r ~ ( s ) ~  * gcstaltet sich dicses Resultat wesentlich cinfacher. Ist 
p diejenige Zahl, welche angibt, wic v ide  unter den Functionswertcn 

fCu "4- ~), f (# q- e), . . . ,  f (p)  ganze Zahlen sind, so ist 

p ') 

(4) Z[r(s)] +,+~[F(,)I Iz+l = _ _ p ~  + P q + p .  

Diese Gleichung l~tsst sich auch auf folgende Art  beweisen. 
Die Function y--- - f (x)  sei zunachst  nicht im Stande, fiir ganzzahlige 

Werte yon x ganzzahlige Werte anzunehmen, die Zahl p sei also gleich 
Null, und die Gleichung 

P q 

(s) :~[r(s)] + ~+~ iF(s)] = - - z~  + pq ta-1 

werde ffir einen bestimmten Wert  yon p a l s  ricntig angenommen. Dann 
ftigen wit  der ersten Summe der linken Seitc yon (2) das Glied 

[f(P "k ~)1 = q 4- l, 
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der zweiten Summe die Glieder [F(q + ,)], [F(q + ~)1, " " ,  [F(q "4-/)] 
zu. Hierdurch erhalt die linke Seite die Gestalt 

(6) 

Nun folgt aus 
Ungleichheiten 

oder 

p4-1 q4l 

/ L + I  

If(P)] -= q, [f(P + ')l ---- q -k 1 die 

q4-  x > f(p) > q, 

q + l +  i > f ( p +  I ) > q - t - l ,  

f (p )  ~- q + O, 

fO o"4- ~ ) = q  + l + 01, 

wo 0 und 0~ positive echte Brtlche bezeichnen 

p = F(q + 0), 

p- t -  t -~ F(q + l + 0,), 

und hieraus ergeben sich mit Beri]cksichtigung 
auch die Function x ~ F(y) mit zunehmendem 
wachst, die Beziehungen 

[F(q + i)] = p, 

[F(q + ~)1 = p, 
�9 �9 . . �9 . 

[F(q + l)] = p. 

Es ist also 
s~q+l 

Z {F(s)l = p~. 
s = q + l  

Demnach erhMt der Ausdruck (6) den Weft 

also 

Richtigkeit folgender 

Hieraus folgt welter 

des Umstandes, dass 
Argument best~ndig 

f , u ~  .4- pq .4- q + l + pl ---- - - lay  + ,(p + I)(q + l), 

p+l  114"1 

Z[f(s)]  + Z[F(s ) I  = - - ~ u  + (p + ,)(q + z). 
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Ist sotmt die Gleichtmg (5) fi~r einen bestimmten Wert yon p richtig, 
so ist sie auch f(ir jedrcn i~bev p liegenden ganzzahligen Weft richtig. 
Sie ist abet ofi'cnbar richtig fiir p = #, indem alsdann g = v wird und 
in der Gleiehung 

(7) 
/ '~+l 

die Summen der linken Seiten t'Lberhaupt keine Glieder cnthalten, und die 
rechte Seite identisch verschwindet. 

Li~sst man die Moglichkeit often, dass f(s) far ganzzahlige Wcrte 
yon s gleich einer ganzen Zahl werde, so wird das obige Verfahren nur 
in so welt alteriert, als f('w cinch ganzzahligen Wert yogi f(p + I) die 
Zahl [F(q + l)] gleich p + 1 wird. Es ist also fi'~r jeden ganzzahligen 
Wert yon f(s) reehts eine Einheit zu addieren. Hieraus folgt mit Be- 
ri'~cksichtigung yon (7) sofort die Richtigkeit von (4). 

Dieser Beweis ist einem Verfahren nachgebildet, welches SYLVESTER 
anwendet, um eine speeiellere Gleiehung zu beweisen, von welcher weiter 
unten (p. 27) die Rede sein wird. 

Vielleicht verdient es erwahnt zu werden, dass auch die Gleichung 
(2) des w i eines ganz ahnliehen Beweises fahig ist. 

w 

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen lasst sich auf eine ein- 
fache Weise geometrisch beweisen. Man konstruiere die Curve y = f(x). 
Dieselbe wird infolge der i~ber die Function y = f(x)gemachten Voraus- 
setzung yon x ~ / ~  bis x = p fortwahrend nach oben geneigt sein. Dann 
ziehe man in den Entfernungen /z und p Parallelen zur y-Axe und in den 
Entfernungen f(#) und f(p) Parallelen zur x-Axe. Die erstgenannten 
Parallelen bezeichne man resp. mit ST und / 'Q, die letztgenannten Pa- 
rallelen resp. mit UT und RQ. Nun stellt offenbar das erste Glied der 
linken Seite der zu beweisenden Gleichung die Anzahl derjenigen Gitter- 
punkte dar, welche in dem Fli~chenstiick PQTS liegen, wobei die auf der 
Geraden PQ und der Curve QT liegenden Punkte mit ganzzahligen Coor. 
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dinaten mitzurechnen sind (mit Aussehluss des Punktes T, falls dieser 
ein Gitterpunkt sein sollte). 

Das zweite Glied der linken Seitc gibt in ganz entspreehender Weise 
die Anzahl derjenigen Gitterpunkte all, welche yon dem Viereck QRUT 
eingeschlossen werden, wobei etwaige auf den Linien QT und QR liegende 
Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Die in Bezug auf den Punkt 
I '  oben gemaehte Bemerkung gilt auch hier. Hieraus ist ersiehtlieh, dass 
man die Anzahl pq der in dem Rechteck OPQR, jedoeh mit Ausschluss 
der beiden Axen, enthaltenen Gitterpunkte erhiilt, indem man einerseits 
die Summe 

P q 

um die Anzahl p derjenigen Gitterpunkte vermindert, welche auf dem 
in Betraeht kommenden Stt'lcke der Curve y = f(x)  liegen, und ander- 
seits die Anzahl [~ der in dem Rechteck OSTU liegenden Gitterpunkte 
addiert. Dies ist aber der Inhalt des in Rede stehenden Satzes. 

Nunmehr wollen wir yon dem so eben auf analytischem und geo- 
metrischem Wege bewiesenen Satze einige Anwendungen maehen. Um 
zunaehst ein Beispiel zu wMdcn, in welchem die Function y = f (x)  
transcendent ist, setzen wir 

y __ e ~, 

Hieraus entsteht durch Umkehrung 

.v = logy. 

Setzt ,nan dies in (4), w 5 ein und nim,nt die Zahl /L----o, so wird 
~ [e ~ -~- I. Da, wie HERMtTE in der Abhandlung Sur la fonction ex- 

ponentielle nachgewiesen hat, die Basis e der natiirlichen Logarithmen 
auf eine ganzzahlige Potenz s erhoben, niemals eine ganze Zahl werden 
kann (natiirlich abgesehen yon s----o), oder, was dasselbe ist, da der 
natfirliche Logarithmus einer ganzen Zahl s (mit Ausnahme yon s -~  i) 
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niemals gleich einer ganzen Zahl sein kann, so ist i m  vorliegenden Falle 
die Zahl p ~ o. Da ferner log ~ = o, so ergibt die Anwendung yon 
(4), w 5 die Gleichung 

s = p  s = q  

~[e*] q- ~,[ log s I = pq, 

wo p eine beliebige positive ganze Zahl und q = [e p] ist. Das Aggregat 
auf der .linken Seite ist also stets gleich dem Produkt  aus den Glieder- 
anzahlen der beiden Summen. 

Die wirkliche Ausfilhrung der Rechnnng besti~tigt dieses Result~:t. 
Far  p =  5 z. B. wird q---=- [eq = ~48, ferner ist 

also 

5 14,~ 

 111og8] = > 9 ,  

5 148 

~[e*] o r - ~[ logs] - -~  740---- 5 . I 4 8 .  

Ein ahnlicher Satz gilt for jede beliebige Basis eines Logarithmen- 
,1 - sy~ems. F~'~r die Basis Io z. B. gilt  die G mchung 

P q 

+ ,   [logsj = p(q + ,), 

wo q--~ Io v ist. Die Zahl p hat hier den Wert  p. So hat man z. B. 
fiir p ~--- 3 ~ q ---- I ooo 

�9 g 1000 

Z I O " I  "~- ~ [l~ = i i i o  + i 8 9 3  ----- 3003 = 3 .(Iooo + I ) ,  

Wir wenden uns jetzt zu solehen Summen yon grOssten Ganzen, bei 
denen ~ ~ f ( x )  eine rationale ganze Function yon x ist, und zwar be- 
schri~nken-wir die Untersuchung auf solche Functionen, bei denen die 
Variable x nur in einem einzigen Gliede vorkommt.  Es sei demgemass 

am ~ + d y _ _  _ _  
m 

wo a, a und m beliebige positive ganze Zahlen mit Ausschluss der Null, 
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und d zuni~chst eine positive unter m liegende ganze Zahl bedeuten mSge. 
Die durch Umkehrung entstehende Function hat die Form 

a 

az ~ + d Die Function y ~ - -  hat  von dem Werte x-- - -o  an die Eigen. 
m 

schaft, mit  wachsendem x stets zuzunehmen; es ist daher gestattet, bei 
Anwendung unseres Satzes die Zahl ft gleich Null  zu nehmen. Dann 

[ d ]  = o, and es ergibt sich wird ~----- 

~ m -1-',~__~1_-- a - - P  ~- pq" 
$ = 1  = 

Hier bedeutet p eiqe,beliebige positive ganze Zahl; ferner ist 

+ d 1 
q ~ L  m 

und p die Anzahl derjenigen unter den Bri~chen 

a . l a +  d a . 2 ~ +  d a.p" + d 
m m m 

welche ganzzahlige Werte haben. 
Es ist klar, dass die Zahl p auch gleich der Anzahl derjenigen unter 

den Wurzelwerten 

a t t  

ist, welche ganze Zahlen sind. Statt  nun die Zahl p auf  der linken Seite 
von (I) zu subtrahieren, kann man auch unter dem Wurzelzeichen zum 

Zahler die negative Einheit hinzuft'lgen. Denn ft'lr den Fall, dass ~ /ms  d 

keine ganze Zahl ist, ist [ ~ / ~ - -  d]  = ICtus--d--I]__ ; ist aber r 
. (~ a t% 

eine ganze Zahl, so ist [r  [r  - - I  = -- , und da der 
a 
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A u s d r u c k  ( / m s  - -  - -  a p real  zu einer  ganzen Zahl  wird,  wi~hrend s die Reihe 

der  Wer t e  i ,  2, . . . ,  q durch lauf t ,  so e rg ib t  sich 

Somi t  e r M l t  m a n  die G le i chung  

(2)  ~"~-'L -~ -']'- ] = P q "  
s=l s=l - 

[d] Ft~r d > m hat  U ~ m einen yon Nul l  verschiedenen Wer t ;  es ist 

a l sdann  

"r  klr ] (3) Y ~ + ~ m, , ~ - - i  
~-'~L; -'b j "'1- _ ' " - - o ,  = Pq" 

Diese Gle i ehung  welehe die Gle iehung  (2) als speeiellen Fal l  enthMt,  

gi l t  auch  d a n n  noch, wenn  d n e g a t i v i s t .  

Ft~r a = x erhi~lt die G le i chung  (3) die Gesta l t  

(4) 

s = p  

I n d e m  man  den Zah len  a und  d specielle Wer t e  bei legt ,  kann  m a n  

aus (3) u n d  (4) eine Reihe von Satzen ablei ten,  welehe ZF, LLEn in tier 
schon mehr f ach  erwli, hn ten  A b h a n d l u n g  verOffentl icht  hat. 

Es sei z. B. a = i ,  so k o m m t  

(s) 
s=p ~=q 

to, +_2q + y~ F . , , -  ~ - '] 
s=l k ~ .J 8=[~,]+lL a ~ ~q~ 

q ~ 1 _  T/b J "  
A c t a  m a t h e m a t i c a ,  10. Imprim4 le 10 H a i  1887. 
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Setzt man a ~ 2, so geht (4) in die folgende Gleichung fiber 

'=P s ~ + d ~  s=q 

Ffir d = o endlich nehmen (4), (5), (6) resp. die Gestalt an 

s ~ l  s = l  

P~ 
L~t, J 

s = p  s = q  . 

,=L ~ -  + . . . .  P q '  
s = l L  0,, 

q = L m . j  ; 

s = p  s ~ q  

a = l  ; = 1  

q = Lqll A 

38. 

Bekanntlieh beruht der dritte GAuss'ache Beweis des Reciprocit~ts- 
gesetzes fi]r die quadratischen Reste, welcher im Jahre 18o8 in den 
C o m m e n t a t i o n e s  soc i e t a t i s  r eg iae  s c i e n t i a r u m  G o t t i n g e n s i s  ver- 
5ffentlicht worden ist (GAvss' W e r k e  Bd. II. p. 3 sqq.), auf dem Satze: 

Wenn p und q positive ungerade relative Primzahlen sind, so ist 

(,) 
q~l  p--1 
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Diese Gleichung hat man seitdem auf verschiedene Arten bewiesen 
und verallgemeinert; aber alle mir bekannten Verallgemeinerungen sin6 
nut specielle FMle des in w 5 bewiesenen allgemeinen Satzes, wie im 
einzelnen nachgewiesen werden soll. 

GAuss selbst ]eitet die Gleichung (I) aus folgendem Satze ab: 
1st x eine positive Gr0sse, welche so beschaffen ist, dass unter den 

Vielfachen derselben x,  2x, . . . ,  nx keine einzige ganze Zahl vorkommt, 
so ist 

s = h  8 = n  

s = l  s = l  

wo It = [nx] ist. 
Nimmt man in (4), w 5 die Function f ( s ) =  xs, so ha t  die durch 

Umkehrung aus f ( s )en t s tehende  Function die Gestalt E(s )  = s; die Zahl 

p versc:hwindet infolgc der Vorausselzung, und es folgt ohne weiteres die 
Riehtigkeit der Gleichung (2), wenn man # = o nimmt. 

Aus (2) leitet nun GAuss die Gleichung (I) ab, indem er x =-P 
q 

setzt und annimmt, dass p kleiner sei als q, was offenbar gestattet ist. 
Alsdann ist 

= qp - - - p  ~ p - -  I 

L 2q J = "  2 

und hieraus ergibt sich sofort die Richtigkeit von "(i). 
ZELLER hat die Gleichung (i) in der Weise erweitert, dass er an 

Stelle der Ausdrt~cke 

. p  2 . p  3 ./~ 
q q q 

welehe eine arithmetisehe Reihe der ersten Ordnung l~ilden, arithmetische 
Reihen h0herer Ordnung treten liess. Die betreffenden S~tze sind im 
vorigen Paragraphen besproehen und aus unserem allgemeinen Satze ab- 
geleitet worden. 

SYLVESTER leitet in dem Aufsatze Sur la fonction E ( x )  (Comptes  
Rendus  des s6ances de l ' acad6 in ie  des sciences de Pa r i s ,  tome L, 
p. 732) das Reciprociti~tsgesetz aus folgendem Satze ab: 
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Wenn p und q zwei beliebige positive Grossen sind und ), eine po- 
sitive Grosse bezeichnet, welche kleiner ist. als der kleinste Wert  a, wel- 
cher zur selben Zeit ap und aq zu ganzen Zahlen macht, so besteht die 
Gleichung 

* = P.ql .- - .~ = I ? . p ] , - -  -, 

Den Beweis dieses Satzes ft~hrt SYLVESTER ill folgender Weise. Die 
Gleichung (3) sei richtig ft~r alle Werte yon 2, welche unter einer ge- 
wissen Grosse liegen. Von dieser Grosse aus lassen wir ), al lmahlieh 
stetig wachsen. Kein einziges Glied unserer Gleichung wird seinen Weft  
ii.ndern, his ),p oder ),q ganze Zahlen werden, was nach Voraussetzung nicht 
gleichzeitig geschehen kann. Gese/zt nun, )tp werde zuerst eine ganze 
Zahl. Dann nimmt die zweite Summe der linken Seite zu um das Glied 

[),p~] ~ [),q], wghrend die erste ungegndert bleibt. Auf  der rechten Seite 

bleibt [),q] unge~ndert, w~hrend l),17] um eine Einheit  zunimmt, es wgehst 
also auch die rechte Seite der Gleichung um [2q]. Unser Satz besteht 
also fiir den ersten Wert  yon ),, welcher eine Veranderung in unserer 
Gleichung hervorbringt,  also auch ftir den 2t~, a't~= Wert ,  u. s. w., und 
da die Gleichung far  2 -  o richtig ist, so gilt  sie allgemein far  jeden 
unter der angegebenen Grenze liegenden Wert  yon ),. 

Lasst man die der Grssse ). auferlegte Beschrankung fallen, so nimmt 
jedesmal, wenn 2p und ),q gleichzeitig ganze Zahlen werden, der Ausdruck 

, = p.q]~sp~ * = p,p].-sq~ 

um die Summe [;~p] q- laq] = ip q- ,~q zu, w~hrend l,~p].[aq] nur den 
Zuwachs 

erhMt. Folglich hat man ft'lr jeden beliebigen Wert  yon ,1 die Gleichung 

(4) 
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wo L diejenige Zahl bedeutet, welehe angibt, wie oft px und qx gleieh- 
zeitig ganze Zahlen werden, wi~hrend x von o his 2 wachst. 

Die Gleichung (3) ergibt sich, wie STERN bemerkt hat (v. die Ab- 
handlung Uber eiuige Eigenschaflen der _Function E(x) ,  CI~ELLE'S J o u r n a l ,  
Bd. 59, P. I46) sofort aus der GAuss'schen Gleicimng (2), wenn man in 

dieser x ~ p- und n ~ [),9] setzt. Denn wit dt~rfen annehmen, dass eine 
ff 

der beiden Grsssen ~p und ),q eine ganze Zahl sei. Sollte dies ni~mlich 
nicht yon vornherein der Fall sein, so lassen wit ~ abnehmen, bis eine 
der beiden GrOssen 2p und ),9 eine ganze Zahl wird, und halten den 
Wert von ), lest, bei dem dies zuerst geschieht. Durch das beschriebene 
Verfahren hat keine einzige der in Betracht kommenden grOssten ganzcn 
Zahlen ihren Wert veri~ndert. Es sei also ~9 eine ganze Zahl. Dann wird 

[[@]Pl =-I2P] = h, und hiermit ist (3) aus (2) abgeleitet. 
q J 

Sodann kann man die Gleichungen (3) und (4)auch unmittelbar aus 

P gleich (4), w 5 erhalten, indem man die Function f ( s ) = q S ,  die Zahl ff 

Null und die dortige Zahl p gleich [29] nimmt. Aus der zuletzt er- 
wahnten Gleichung folgt sofort 

wo die Zahl p angibt, wie viele von den vorkommenden Brtichen sp ganz- q 
zahlige Werte haben. 

Nun kOnnten wir wieder den eben eingeschlagenen Weg befolgen, 
um zu zeigen, dass man unter den beiden Grsssen p und q stets die eine, 

ausw~hlen kann, dass [[2q] p] q = [2p] wird; wir ziehen es aber vor, q, so 

diesen Beweis auf einem yon STE~N (a. a. 0.) angegebenen Wege zu ft'lhren. 
Wir setzen 

),q = [29] + e, ,~p = [~p] + f;  

dann ist 

+ 
q q 
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Ist nun fq = ep,  so folgt sofort 

[I,,171 = I,+l, 

andernfalls kann nian f f l r  q denjenigen der beiden Werte p und q nehmen, 

ft'~r welchen fq > ep ist, so dass o < f ~ / - e p  < i wird. Es ist also 
q 

wiederum 

�9 ~ - 

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Zahl p nfit der obigen Zahl L 

iibereinstimmt. Es folgt dies darau.% dass jedesmal, wenn xp und xq 

gleichzeitig ganzc Zahlen werden, auch [xq]~ = m p  und [ x p ] q ) -  xq  ganze 

Zahlen sein int'tssen. 
Aus (3) zieht nun STm~N cine Reihe yon Folgcrungen.  Sind p und 

q relative Primzahlen und e und f resp. die klcinstcn positiven Reste von 

p und q nach den Moduln m u n d  n, also p -  e und q---~--f ganze Zahlen, 
' f ib  9b 

ist ferner k eine positive ganze Zahl yon der Beschaffenhcit, dass ke < m 

und k f  < n ist, so besteht, wie sich leicht zeigen l~sst, die Relation 

s =  k < q - f )  s =  k ( ; , -e~  

(5) r)<,,-  
,=l  kq  ~ I j  + ,=, L 1)" J ---- m ~  

Ft'tr k = t ist die Bedingung ke < m, k f <  n crft'fllt; es ist demnach 

(6) 
q - f  

s = l  L(~etJ -Jl- = L p n  J = ~'gU/~ 

(7) 

Far  m = n  geht (5) aber  in 

I t ( q -  f )  a k l p - - e ~  
. ~ =  = - -  

-t- k'(q - -  f ) (p  --  e) 
S = I  = 
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und ftir den Fall, dass e = f---- I i s t ,  kommt 

31 

(s) 
k(q 1) k ( p - - l )  . ~ = - - - -  

,=1~.4 _[sP] ~= ~sqJp = k'~ ( p -  m ~l)(q- I) 

Die Gleiehung (8) ist zuerst yon SYLVESTI,m (a. a. 0.) aufgestellt worden; 
sie enthMt als speciellen Fall folgenden Satz von EISENSTEIN (CRELLE'S 
J o u r n a l  XXVII, p. 28I): 

Sind p und q relative Primzahlen und beide ~ i  (rood m), so ist 

(9) 
S =  q 1 , ?=  p - - 1  

hieraus ergibt sich f(]r m ~ 2 die Gleichung (i). 
Selbstverstandlich lassen sieh die Relationen (,) und (5) his (9)auc5 

unmittelbar aus dem in w 5 bewiesenen Satze herleiten. Die unter dem 
zweiten Summenzeichen befindliche Function ist jedesmal die Umkehrung 
der unter dem ersten Summenzeichen befindlichen Function, ferner steht 
auf der rechten Seite aberall das Produkt aus den Gliederanzflhlen der 
beiden Summen, und die Zahl p verschwindet infolge der gemachten 
Voraussetzungen mit Notwendigkeit. Da ausserdem far # = o tiberall 
auch v-----o wird, so handelt es sich jedesmal nur um den Nachweis, dass 
man unter den vSllig gleichberechtigten Zahlen p und q stets die eine, 
q, so auswahlen kann, dass das ]Tetzte Glied der ersten Summe auf der 
linken Seite gleich der Anzahl der Glieder der zweiten Summe wird. So 
ist z. B. in (9), wenn man die grSssere der beiden Zahlen p und q gleich 
q nimmt 

und damit ist die Gleichung (9) gerechtfertigt. 
EISENSTEINS Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems f(ir die 

quadratischen Reste (CRELLE'S J o u r n a l  XXVIII, p. 246) ist ein specieller 
Fall der in w 6 angestellten geometrischen Betrachtung; er beruht darauf, 
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dass y = P-x die Gleichung einer durch den Coordinatenanfangspunkt ge- 
q 

q geben kann, und henden Geraden ist, der man auch die Form x = / s y  

dass, wenn p und q relative Primzahlen sind, kein einziger der in Betracht 
kommenden Gitterpunkte in die Gerade selbst hineinfallt. 

Die Gleichung (I) des vorigen Paragraphen kann man auch, wenn 
man die Zeichen p und q resp. durch m und n ersetzt, in folgender Weise 
schreiben 

(,) 

In dieser Form gilt die Gleichung allgemein for zwei beliebige re- 
lative Primzahlen m und n, wie zuerst GAuss bemerkt hat (Theorematis 
arithmetici demonstratio nova, GAUSS' W e r k e ,  Bd. II, p. 8; eine An- 
wendung findet sich in der Theoria residuorum biquadraticorum ibid. 

p. 145). 
Es sei eine der beiden relat.iven Primzahlen gerade, die andere also 

ungerade. Die erstere bezeiehne man mit n, die letztere mit m. Dann ist 

und damit ist die Richtigkeit yon (I) auch ffir diesen Fall dargethan. 
Bezeichnet man die auf der linken Seite von (t) befindlichen Summen 

mit S resp. T, so hat man 

Nunmehr k0nnen wir den Wert der Summe S + T auch ffir den Fall 
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angeben, dass m und n einen gemeinsamen Teiler haben. Es sei 3 der 
grOsste gemeinsame Teller beider Zahlerq so dass die dutch die Gleichungen 

t 
m = m o ~  

definierten Zahlen m' und n' relativ prim zu einander sind. Wenn m 
und n beide ~ i (mod 2) sind, do setzen wir m < n voraus; andernfalls 
nehmen wit" n als gerade an. Alsdann fahrt  die Wiederholung der oben 
angestellten Betraehtung leieht zu der Gleiehung 

Z ~ 8 ~' . .=, [,, ] + ~ [~sj = [~]. [~] +/9 

Die Zahl /9 gibt an, wie viele von den Brfmhen m-2 einen ganz- 

zahligen Wert  haben, w~,hrend s die Reihe der Zahlen x, 2, 3 , . . . ,  

durehlauft, oder was dasselbe ist, p ist die Zahl, welehe angibt, wie viele 

Zahlen der Reihe J, 2, 3, . . . ,  [~]  Vielfaehe y o n  n' sind. Folglieh ist 
t w _ j .  _ 

[E!!] = / t - ~ A  ] 
/ 9 =  L •' _J' 

oder verm0ge der leieht zu beweisenden Gleiehung 

(v. OIIIICHLET, Zahlentheorie, p. 28), 

/9 ~ 

Es ist also in allen bisher betraehteten F'allet, 

Ac~a m a t h e m a t i c a .  10. I m p r i m ~  le  17 M a i  1887. 
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, w o m  und n ungerade und 
einander gleich sin& Dieser Fall l~tsst sich auf eine ahn!iche Weise er- 
ledigen; ki~rzer aber fiahrt die direkte Behandlung zum Ziel. Es ist 

Z - s  - ["q' 
s = l  m s = l  L~)Z J s = l  L2J 

Nun ist aber der grSsste gemeinsame Teller yon m und m die Zahl m 
selbst. Es gilt somit immer, was ft~r positive ganze Zahlen m und n 
auch bedeuten mSgen, die Gleiehung 

(i) ist in (2) als specieller Fall enthalten, da der gr0sste gemeinsame 

Teller zweier relativer Primzahlen die Einheit und [2]  = o  ist. 

Beispiel m = 9 ,  n =  I8; 3 = 9 .  

- = o +  I + t + 2 + 2 + 3 + 3 + 4 + 4 = 2 0 .  

T = [18] + [ ~ ]  + [ ~ ]  + [792 ] --=-2 + 4  + 6  + 8  = 20. 

[9]  [ ~ ]  [9] 
S +  T = 4 o = 4 . 9  + 4 =  �9 + 2 " 

Die Gleichung (2) kann man in folgender Weise geometrisch be- 
tn 

weisen. Man konstruiere die Gerade y = n ~' welche Gleiehung man aueh 

~b 

in der Form x ~ my schreiben kann. Hieraus foIgt 

(3) S +  T =  S ~ + P '  

wo p die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet, die auf der Diagonale des 
n m u n d  x ~ -  gebildeten durch die Axen und durch die Geraden y = ~  2 
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Recbtecks liegen; hierbei ist der Schnittpunkt der beiden letztgenannten 
Geraden, falls derselbe ein Gitterpunkt sein sollte, mitzureehnen. Von 
diesen Punkten erhalt man, wie leicht einzusehen ist, jeden einmal und 

_ _  m '  
nur einmal, indem man den Bruch m auf seine k]einste Benennung -- 

~ 
bringt, dann -- der Reihe naeh mit den Zahlen I, 2, 3, . . ' ,  ~ multi- 

pliziert und jedesmal den Z~hler der so gewonnenen Brfiehe zur y-Coor- 

dinate, den Nenner zur z-Coordinate eines Punktes macht. Wollte man ~ 

mit einer ganzen Zahl r multiplizierexl~, die fiber , also auch fiber 2 

liegt, so wi~rden die Coordinaten des betreffenden Punktes y = rm', x = rn' 

resp. die Werte m'3 ~ _m und ~'3 - -  ~" fibertreffen, folglich der Punkt  
2 2 2 2 

zwar in die Gerade y--------x, aber ausserhalb des oben bezeichneten 

Rechtecks fallen. Es ist also die gesuchte Anzahl p = [~1'  und infolge 

(lessen geht (3) in die zu beweisende Gleichung (2) fiber. 

IO.  

Es soll jetzt versucht werden, gewisse Summen yon grOssten Ganzen 
analytisch "tuszudrficken, mit Benutzung einer oft angeffihrten Arbeit von 
ZELLF~R und einer Reihe von Untersuchungen yon BOUNIAKOWSKY (Dd- 
monstration de quelq'ues propositions relatives d la fonction numdrique E ( x ) .  
B u l l e t i n  de l ' a c a d d m i e  des s c i e n c e s  de S:t  P ~ t e r s b o u r g ,  tome 28, 

p. 257 etc., p. 4TI etc.; tome 29, p. 25o etc.). 
Wir beschafligen uns zunachst mit Summen yon der Form 

wo p eine Primzahl und a eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der 
Null beiteutet. Setzt man 
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so ist nach dem in w 5 bewiesenen Satze 

--  ' 7 ] .  (,) 1,~ + Q . = ( p - - , ) [ ( P  ~, 

Der Ausdruck [ ( P - - I ) ~  ist eine rationale gauze Function ( a - - , ) t~ ,  

Grades yon p; es ist namlich for a ~ o  (rood 2) 

[ ( P - - " : ]  = p ~ - '  _ _  ~p~.-2 + ~('~--'~p,~-3., -+ . . . _ .  a(~.--,)...2(a ,)' 
. p 1 . 2  I . 2  . . .  - -  

und f('lr a ~ I  (rood 2) 

[ -- ] ~ , ( ~ - , )  . 2 _ _ , .  
(1" l ) a  = / 0 a - - 1  ~ a P a - - 2  " ~  " "Jr- I . 2 . . . 

Beide Gleichungen lasscn sich in folgender Weise in eine einzige zusam- 
menfassen 

(~'--')~ - - - - - P ~ - ' - - ~ P " - : + ' " + ( - - ' ) " - ' , : ~  . - ( d : ~ ) - - 2  ~ - -  2 " zv 

Die rechte Seite von  (I)  ist demnach eine rationale gauze Function 
von p. Stellt man nun folgende Reihe yon Gleichungen auf (ZELLER, 
Nachr .  d. Gs t t ing .  Ges. d. W. i879 , p. 254 ) 

(~) 

I~ LTjP + ,'1, 

p 

und addiert, so kommt 

(3) 

Der Ausdruek 

s =~'p-- 1 s = p - - 1  

~lSa  : p . .Pa -~- ~ l r .  ` 

$ = p - 1  

~ s  ~, den wir mit 
8 = 1  

nach dem NEwTo~'sehen Satze rational 

5'a bezeichnen woden, Dsst sich 

und ganz ausdrocken durch die 
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symmetrisehcn Grundverbip.dungen der Elemente I, 2, 3, . . . , P  ~ I, und 
diese Grundverbindungen sind nach dem WlLsox'schen Satze alle dureh 
p teilbar mit Ausnahme der einen I . 2 . 3 . . .  ( P - -  I),  far welehe die 
l(ongruenz gilt 

( - -  I)P-1 :_ I .  2 . 3 . . .  ( P - -  I) (l,lodp). 

S~ wird also in allen denjenigen FMlen dureh p teilbar sein, in denen 
die Zahl { p - - t  zur Darstellung der Summen gleieh holler Potenzen dee 
p - - I  Elemente nicht erforderlieh ist. Dies ist immer dann der Fall, 
wenn a < p - -  I. Wir maehen jetzt die Annahme a < p - - . I .  Alsdann 

s=p- -1  

ist S~ und somit aueh ~ r ,  dureh p teilbar. In denjenigen Fallen also, 
s = l  

s=p- -1  

wo es gelingt s~lr, als rationale ganze Function yon p darzustellen, ist 

P~ eine rationale ganze Function yon p, von tier man aueh den Grad 
bestimmen kann. P,. l~,sst sieh alsdann mit Hiilfe der Gleichung (3) di- 
rekt  bestimmen; aber es ist aueh die Methode der unbestimmten Coeffi- 

cienten anwendbar, so dass es nieht n0tig ist, S~ und ~ r ,  wirklich zu 

bereehnen. 
Ein solcher Fall ist z. B. der, wo ~ und p ~ I keinen gemeinsehaft- 

lichen Teller haben (ZELLEI~, a. a. O. p. 255 ). Dann erseheinen namlich, 
wie aus der Lehre yon den Potenzresten bekannt ist (ef. DII~ICHLET'S 
Zahlentheorie, ed. I879 , p. 73), auf der reehten Seite der Gleiehungen (2) 
die si~mtliehen kleinsten positiven Reste yon p mit Aussehluss der Null. 

s =p--1 

Es wird also ]~r, ~--~-P('P--i) und P .  ist rational und ganz durch p dar- 
s = l  2 

stellbar, und zwar wird die betreffende Function in p yore a t~n Grade 
sein, indem naeh einer bekannten Formel 

4 i .2:.3 

+ 8 B  . . . .  - -  - -  - -  - -  4 ) @  _ _  i) -o : F  , 
1 . 2 . 3 . 4 . 5  

wo B~, B~, B~,... die auf einander folgenden B~n~OULLI'sehen Zahlen sind, 
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Aueh Q,, ist, wie Gleiehung (~) zeigt, unter den oben gemaehten 
Voraussetzungen eine rationale ganze Function yon p,  die durch die Me- 
thode der unbestimmten Coeffieienten gefunden werden kann. 

Es sei jetzt a ~ 2 und 1) eine beliebige Primzahl. Die Primzahlen 
2 und 3 brauehen nieht ausgesehlossen zu werden, da f(~r jede positive 
Zahl p die Gleiehung gilt 

,5'~ :-= ~,s'-' J~Tt .... ' ) ( 2 r -  ') 
s = l  6 

Nun ist 

(4) 1 ' ~ + % =  _; + . . . .  - - ( p - - , ) ' ,  
, =  

indem [~,(lo-- i)t, ] = p - -  , ist, ferner ist 

" -  

S, 1' + z_. r.. 
- - - - . ] ) '  7 s ~ l  

Bezeiclmet man mit R (lie Summe der quadratisehen Reste von p, so ist 

s = ) )  --t  

~2r . - -  2R. 

Ist nun l) yon der Form 4n + I, so erganzen sieh je zwei quadratische 

lleste zu p, es ist also 

R - -  (~' -7 -2 )P .  
4 

Da nun S~ eine Function 3. Grades von p ist, welche kein konstantes 
Glied enthi~lt, so sind P~ und Q~ rationale ganze Funetionen yon p. 

Hieraus folgt die Bereehtigung zu sehreiben 

(6) 
P.~ = Al? + BP + C, 

Q~ = A~p ~ + B~p + C~. 

Setzt man in diesen beiden Gleichungen p der Reihe nach gleich 5, 13, 
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I 7, SO ergeben sich je drei lineare Gleichungen far A, B, C und A~, B1, C~, 
durch deren AuflOsung man folgende Formeln gewinnt 

(7) 
s = p - - I  r -  2 ~  ~ [spj = 1 ) : =  3--Pq-3-2 = ( i0 - - I ) (1 ) - -2 )3  

s=p--I 

(8) X[v i- ep ~=i 3 P q 

I __ (~---- I ) ( 2 ] J - -  I) 

3 3 

welche resp. mit den von  BOUNIAK0WSKY im ))article 2% der oben ge- 
nannten Abhandlung p. 424 angegebenen Formeln (20) und (2I) abe> 
einstimmen. 

Es versteht sieh yon selbst, dass uns der direkte Weg sehneller zum 
Ziel gefahrt haben w{'lrde, wir haben hier die Methode der unbestimmten 
Coefficienten nur deshalb gew~,hlt, um ein Beispiel davon zu geben. 

Anders gestaltet sieh die Saehe far eine Primzahl q von der Form 
s=q--1 

4n + 3. Auch dann ist natrlrlich ~r.,--= 2R dutch q teilbar, aber die 
s=l 

Abhgngigkeit der Zahl R yon q ist night so einfaeh, dass sie sieh (.lurch 
eine rationale ganze Function yon q ausdraeken liesse. Aus (4), (5)und 
(6) ergeben sigh f~r P~ und ?= leieht die Ausdracke 

s=q--1 
~ 1  [~'/;(~]= ---:- (q - -  I)(4q6 - -  5) -if- -~ "2]~ 

I)iese be~:~en Formeln gelten allgemein fi~r jede Primzahl q; sie enthalten 
(7) und (8) als speeiGllen Fall. 

Bezeiehnet man mit R' die Summe der quadratisehen Nichtreste yon 
q, so ist 

R + R '  - -  ~ ( q  - -  ~) 
2 

2]~ 2R'  
- -  q I - -  - - ,  

q q 
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also 
s = q - -  I '~ 

= 6 + - ( '  

s=q-- I  
,~,[V~] = (q - - I ) (4 ( /  + ,) 2R' 
,,~ 6 q 

Wir  gehen jetzt  i iber zu der  Be t r ach tung  der  S u m m e n  

s ~ U l  - -  I $ ~ / / 1  - -  1 

.~-~sm] und 
, =  

w o m  eine beliebige positive ganze Zahl ist. Es gilt  die Gleichung 

(9) 

s = ) ) l  - -1  s ~ m - - ]  

+ [2] = ( , , , - -  + ,o, 
s = l  , * ~  

wo die Zahl  p angibt ,  wie viele un t e r  den P roduk ten  x.,m, 2 .m,  3 . m , . . . ,  

( m - -  I )m volle Quadra te  sind. W e n n  m aus lau ter  verschicdenen Pr im-  

zahlen besteht, so ist offenbar  p = o.  Ist m = a " b ~ c  ' . . . ,  wo a, b, c . . .  

die vcrschiedenen in m en tha l t enen  Pr imzahten  und die Exponen ten  

a, fl, r ,  . . .  alle gerade  sind, ist also m e i n e  volle Quadra tzahl ,  so entha l t  

die Reihe x . m ,  2 . m ,  . . . .  m . m  offenbar  ebenso v i d e  Quadra tzahlen  als 
a fl ~- 

die Reihe r ,  .',, . . . , m, ihre Anzahl  ist also ~ - - =  a ~ b ~ c ~  . . . ,  mi th in  ist 

in diesem Fal le  
a ~ r 

p ~ a ~-b ~c 2 . . . ~  I. 

Ist m = a~bCc r . . .  a '~ 'bO'c  ' z  . . . ,  wo ~t, fl, r ,  . . .  gerade,  ~t', fl', T', " "  ungerade  

sind, so muss eine Zahl  s, welche mi t  m mul t ip l iz ier t  ein volles Quadra t  

e rgeben soll, den Fak to r  a ' b ' c '  . . .  und ausserdem nu t  noch einen quadrat i -  

schen Fak tor  enthal ten.  Befrei t  man  also die Zahl  s yon dem Fak to r  

a ' b ' c ' . . . ,  so muss ein volles Q u a d r a t  tibrig bleiben. Legt  man  mi th in  

den Zahlen s ausserderfi noch die B e d i n g u n g  auf, n icht  grOsser als m zu 

sein, so s t h n m t  ihre  Anzahl  iiberein mi t  der  Anzahl  der in der  ]~eihe 

I )  2 )  3 ,  " ' "  ) a~b~cr  . . . . .  �9 a ' " ' - l b ' ' ~ ' - ~ c ' ; ' - I  
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a fl ~" a ' - - I  ~ ' . 1  y ' - - I  

enthaltenen Quadratzahlen, sie ist also gleich a2b  ~ c ~ . . .  a'  ~ b' ~ c' ~ 

oder gleich a ~ b ~c ~ . . .  a' ~J b'L~ c,[~] . . . .  
Demnach ist in diesem Falle 

a '  ~ '  y '  

p = a ~ c  ~ a ' ~  b ' ~  c ' ~  - -  i . . . .  �9 ~ . 

Beide Werte ft'~r p lassen sich in einen Ausdruck vereinigen. Sind a ,  b, c . . .  

die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen, und ist m----a"l?c ~ . . . ,  

so ist 

Die Zahl m midge jetzt aus lauter verschiedenen Primfaktoren yon 
S ~ m - - 1  

der Form 4n + i bestehen. Dann handeit  es sich darum, ~ r ,  zu be- 

sfimmen. Zunachst ist klar, dass jeder quadratisehe Rest r yon m dutch 
einen andern quadratischen Rest r '  von m zu m erganzt wird. Denn aus 
der M0glichkeit der Kongruenz 

x ~ ~ r (,nod m) 

tblgt sofort die Mogiiehkeit der Kongruenz 

m 2 ~ _ - - r  (modm),  

da die negative Einheit quadratischer Rest jedes einzelnen der in m ent- 
haltenen Primfaktoren ist. Anderseits hat die Kongruenz 

x '  ~ r (mod m) 

genau ebenso viele Wurzeln als die Kongruenz 

x ~ = - -  r (mod m). 

Setzt man a.l~o 

r + r ' - - - - - m  

A c t a  m a t h e m a t l c a .  10. I m p r t m ~  le 18 Mai  1887. 
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und stellt die Gleichungen auf 

<m - -  = �9 'D~ " 4 -  / / ' m - - 1  

so kommt jeder Rest r genau so oft vor, als der zugehsrige Rest r'. 

Hieraus folgt 
S = ~ - - 1  

Z F  s __ ' r e ( m - -  I ) ,  
.~=1 2 

und da die Zahl p u n t e r  der gemachten Voraussetzung verschwindet, so 
din'fen wit mit Berficksichtigung der Gleichung (9) und der far jede Zahl 
m geltenden Glelehung 

. ~ = m - - 1  s = m - - I  - s = m - - 1  

.~=1 a = l  
s = l  

folgenden Satz aussprechen: 
Wenn eine Zahl m aus lauter versehiedenen Primfaktoren yon der 

Form 4n + i besteht, so gelten die Gleichungen 

(Io) ...... ~ [ ~ 1  s~ ] ---__ ( m -  t)(m3 --  2), 

1 1 )  = (m - , ) ( 2 m -  = 3 

Es sei jetzt m - =  a ' ~ b ~ c  '" . . . ,  wo die versohiedenen in m enthaltenen 
Primfaktoren a, b, c, . . .  alle die Form 4 n + I haben. Dann wird die 

~=m--1 
oben zur Berechnung yon ~ r ,  angestellte Betrachtung nur insofern al- 

$ = 1  

teriert, als r auch gleich Null  werden kann, und zwar geschieht dies 
so oft, als die vorhin mit p bezeichnete Zahl angibt. Die Zahl p ,  deren 
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Wert gleich a [~] b[r [~-] . .  - - i  gefunden wurde, Jut offenbar gerade; 

denkt man sich demnach ~-mal  statt des Restes Null den Rest m, so 

ergi~nzen sich wiederum stets zwei Reste r und r' zu m, und jeder Rest 
r wird ebenso oft erscheinen als der zugeh0rige Rest r'. Hierbei ist 

die Zahl m jedoch P--real zu vie1 mitgerechnet worden, wir erhalten also 
2 

die Gleichung 
8=m--1 

Z r  s __ r e ( m - -  I) ~ n p  
s=l 2 2 

und es wird 

oder 

. . . . .  1 ,=m-, , , ]  m(m - -  I) m# 
s = l  = m 2 2 

( m - -  x)(2. ,  I) ~ = ~ - ' ~ , ' ]  
6 = m + 2 2 S=I 

Mit Hnlfe einer einfaehen Rechnung ergibt sich hieraus 

#~m--] 

('~) ~ ~ = 3 + ~' s=l 

und vermSge der Gleichung (9) 

$~m--1 

( I3)  Z [~/~] = (~  - o ( ~ m -  ,) + e 
s = l  3 2 

Die Gleichungen (io) und (x r) gehen resp. aus ( t 2 ) u n d  (~3)hervor,  

indem man p = o setzt. 
Beispiel m----- 25 = 5=. 
Die direkte Bereehnung ergibt 

a=24 8~ 1 = ,  + ,  

q- 12 q- 14 q- I6 + 17 71- I9-ar - 21 "4- 23 = I86. 
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Die Berechmmg nach (12) ergibt, da /9 den Wert 5 l w  I --= 4 tint, 

s=~'4 
~ - ' [ s  ~] 24-23 4 186. 
, = - - ; L 2 5 J -  3 t- 2 = 

Wit  betraehten jetzt die Summen 

und 

S= p -1 

$=I 

p--I 8 = -~-- 

Q = X: [v'~!, 
$=1 

wo p eine Primzahl v o n d e r  Form 4n + I bedeutet. 
sehen 

[ r  ~ p - -  I .  

4 2 

Da, wie leicht zu 

ist, so gilt die Gleichung 

P + Q - -  
(p  - -  t )"  

Anderseits erhMt man durch ein schon mehrfach benutztes Verfahren 
die Gleiehung 

p--I ~=~--  

~ s  2 = 1 ) ' P +  R, 

wenn man mit R wiederum die Summe der quadratischen Reste von p 
bezeichnet. Nun ist 

R = p ( P  - -  i) 
4 

mithin 

s = - ~ -  

~,s2 p(p-- l)(p + x) 
,=1 24 

p (p--t)@--5) 
24 

Q .p t ~ l  
I 2  
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Hieraus ergeben sich in Verbindung .mit (I t) sofort die von BOU~*A- 
KOWSKY aufgestellten Gleichungen (Bul l e t in  de l 'acad,  imp. de S:t 
P6tersbourg ,  tome 28, p. 2 5 7  , 263) 

~v--5 

s ~ p - - I  

~,[r = (p ,)(Tp~ + ,) 
s=- -  7 -  

Fiir eine Primzahl yon der Form 4n -f- 3 hat man zunt~chst, da 

ist, die Relation 
$ q--1 $ q--8 

q ] + .  =q-,~ q-34 
s = l  

Ferner ist, wie leicht zu beweisen, 

folg~r 

$ q--1 

q--5 
S =--~- 

~1[r ] = ( q - , ) ( q - s ) +  _~, = I 2  q 

und vermSge der Relation 

R + / ~ '  q(q-- x) 
2" 

wo R' die Summe der quadratischen Nichtreste von q bezeichnet, 

q--8 

Ec r,l = - 
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(BoVmAKOWSKY, a. a. O. p. 415). Da nun, wie pag. 39 gezeigt, 

FI[~/~]  = ( ~ - -  I) ~ - - 5 ) +  _ _ ,  
= q 

so folgt 

(q ~ I)(4q + x) 2R' 
6 q 

s = q - - 1  

= ( q - -  I)(7q -~- I) ~ R'  
I2 

(a. a. O. p 4 t9 ,  420). 
Es sei wiederum m = a"b~c v . . .  eine Zahl, deren Primfaktoren a, b r c , . . .  

alle die Form 4n-1- t haben. Dann ist 

(I4) 

m--I m--I 

+ q ( m -  I)' 
= ~ 8 + P "  

# t - - I  
wo die Zahl p' angibt, wie viele unter den Produkten i .m, 2 .m,..., 4 

volle Quadrate sind, oder was dasselbe ist, wie viele unter den Quadraten 

( t' I2, 2~, . . .  , @ m  I durch m aufgehen. Diese Zahl ist aber gleieh 

der HMfte derjenigen Zahl, welche oben mit p bezeichnet und gleich 

a [-~]b [~]c[~] . . .  - -  I gefunden worden ist, indem zu jeder zwischen I und 

2 liegenden Zahl ~, deren Quadrat  dutch m aufgeM, eine zwischen 

m q - t  
und m -  i liegende Zahl m -  2 gehort, deren Quadrat  ebenfalls 2 

durch m aufgeht und umgekehrt.  Denn (cf. DIRICHLET, Zaldentheor ie ,  p. 76) 
wenn r irgend eine ganze Zahl bezeiehnet, so ist 

( m  - -  r)* = m * ~ 2 r m  + r* ~ r* ( m o d  m ) .  

§ " '  . . . ,  ( m - x )  
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dieselben Reste nach dem Modul m liefern, wie die Quadrate I ~, 2~, 

. . . ,  , nur in umgekehrter  Reihenfolge.  Jetzt braueht man sieh 

blos der pag. 4 2 angestellten Betraehtungen zu erlnnern, um zu erkennen, 
dass die Gleiehung besteht 

m--t  ~ . - - !  

Z s ' =  m + 
,=1 ,=1 4 4 ' 

und da die linke Seite den Wert m ( m -  x)(ra + x) 
24 

hat, so folgt 

m--I 

(m-- -  l)(m - -  5) p 
- -=  2 4  

S = |  

folglieh durch Anwendung yon (I 4) 

m - - I  
S = - - g - -  

= 24 4 

1-~1 f_~l [ ] 5  r 
p : at~'bt~Jct~J . . .  - -  [ ist durch 4 teilbar; es verschwindet, sobald 

die verschiedenen in m enthaltenen Primfaktoren alle nur in der ersten 
Potenz ersehelnen. Far solehe Zahlen, welche dieser Bedingung gent~gen, 
gelten also dieselben Relationen, die oben fQr Primzahlen  von der Form 
4n Jr I angegeben wurden,  n~mlich 

m - - I  & = - -  

$ = - -  
4 

( , 6 )  ,~_ ~[~/s-ml ~--- (rn --  0(,~.-- 5) 
12 

Hierin liegt die Erklarung far die yon BOU/ClAKOWSKu (a. a. O. I3. 265) 
beobachtete Thatsache class die Gleichung (i6) far m = 25 nieht richtig 
ist, wohl abet far m =  65. F~tr m = 6 5  ist e b e n p = o ,  so dass 

s=15 

5s] ~ 6 4 . 6 0  - - ~ - - -  3 2 0  
= ! 2  
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ist, wl~hrend ftir m = 2 5 die Zahl p den Wert 4 hat, so da~s 

s = 5  

X [ v ' ~ ]  - -  24 . ~ o  ,=!  ['~---~ "~- I = 4 I 

wird. 
Die obere Grenze der Summation m0ge jelzt bis zu einem Vielfachen 

yon m ausgedehnt werden. Ft~r zwei beliebige positive ganze Zahlen m 
und k gilt die Gleichung 

$ ~ l ' f a r  I1-1  $ = L'2 ~ 

N [SJ = +.", 
12 2~ 3: k:m~ 

, . . .  , ganze wo p" angibt, wie viele unter den Brt~ehen ~n' m m' m 

Zahlen sin& Es m0gen nun samtliche in m = a ~ h ~ c ' . . ,  enthaltenen 
Primfaktoren die Form 4n + : haben. Dann ist 

,o" = k ~  + x) = k .  [-~] b[~]c [~] . . . .  

Denn es sind zunachst die k Quadrate m 2, ( 2 m )  ~, (3m2), . . . ,  (kin) ~ durch 
m teilbar; ferner ist die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 
I,  2, 3, . . . ,  m - - I ,  deren Quadrate dutch m aufgehen, gleich p; es 
liegen aber zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Vielfachen yon 
m (mit Ausschluss beider Grenzen) ebenfalls p Zahlen deren Quadrate 
durch m teilbar sind, wie aus der Gleichung hervorgeht 

(pro + r) ~ =/z~m ~ + 2#mr + r ~. 

Hieraus ist ersichtlich, dass p" in der T h a t  den Wert k(p + I) hat. 
Bildet man nun die Gleichungen 

,,--_ +,.,, 

L~J 

= [k 'm' ]  
~:2BI 2 L ' - 'm"J  "l ' + r ,~  
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und addiert, so kommt 

Nun ist 

s = k m  s = k m ~ 8 , 2 ~  s = k m  

s = l  , _ 

s~km 
~_,8 ~ -~- k in (k in  + l ) (2km + I) 

,~=1 6 

49 

3~]r s = m  

Zr~ : k~,r, : k r e ( m -  i) k mp 
s=l"  s=l 2 2 ) 

folglich 

s~m[s~_] ~_ k('rr -I- I)(2~m .+ I) ]r  I) ]rp 
,=1 6 2 + Y '  

und vermOge (i7) nach einfaeher Rechnung 

S = k 2 ~  

Z[v/~m] = k[4k~m' - -  3re(k--  l) + 2] + kp ,=~ 6 7 "  

Fflgt man zu den bisherigen Bedingungen noch die neue hinzu, dass 
alle in m enthaltenen Primfaktoren yon einander verschieden seien, so 
verschwindet p, und es ergibt sich die Gleichung 

8 = k  2 if8 

lC[4k2m2---3re(k-- i) + 2], 
8 = 1  

welche BOU~'IAKOWSKY fl]r deft Fall abgeleitet hat, dass m eine Primzahl 
yon der Form 4 n + I ist. 

8 ~ n  $ ~ n  

Wir stellen uns  jetzt dig Aufgabe, die Ausdriieke ~1[~/~], ~][:'[~/~] zu 

berechnen, w o n  eine beliebige positive ganze Zahl ist. Setzt man 
= " ,  so gilt die Gleiehung 

$ = 1  = 

da shmtliche m Glieder der zweiten Summe auch nach Weglassung der 
Aeta mathematiea. ]O, l m p r i m 6  l e  16 M a i  1887.  7 
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eckigen Kl~mmern ihren ganzzahligen Wert  behalten. Nun hat das zweite 

Glied der tinken Seite den Wert  ~n.(m + I)(2m + ,) 6 , es ist also 

(,8) ~,[<;] = . ( .  + ,) m(m + I)(2m + , )  

Ebenso folgt, wenn man [~/~] = ~ setzt, aus den Gleichungen 

8~ t~  3 ~ t't~ 

~] + X s  ~ ~ .~n + m, 

s = ~'ll 

~ 8  a - -  TC~m(rt'& Jr I ) '  

s ~ |  4 

die Riehtigkeit der Formel 

('9) ,~=,[~] = m(n q- , ) -  ~n'On + ' ) '  
"= 4 

Da ft~r einen beliebigen positiven ganzen Exponenten a die Gleiehung 
besteht 

$ = m  

w o m  = [~,:n] ist, und da sich ~ s  ~ vermittelst der EuLEa'schen Summen- 
$ = 1  

formel ausdrilcken lasst, so leuchtet ein, dass ,nan in ganz derselben 

Weise die Summe ~1[~/,~] berechnen kann. 

Die Formeln (I8) und (:9) unterscheiden sich nut  der Form nach yon 
den entsprechenden yon BOU~'IAKOWSKY aufgestellten Gleichungen (B u 11 e t i n 
de l ' acad ,  imp.  de S:t P 6 t e r s b o u r g ,  tome 29, p. 252 und 270). 

Ebenso wie die Summe 

[~/;] + [v~} + h~] + . . .  + [~,';,1 
lassen sieh aueh die Summen 

und 

h'~l + k41 + 1r + . . .  + Iv'~l 
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auf eine einfache Weise darstellen. Setzt man [~/2n--i] = m, so ist 

Z[~/2s--I ]  Or- ~ - -  = ~ I q-  m n +  
S = 2  

well unter den vorkommenden Wet'ten von sich ganze 2 
Zahlen befinden. Fagt  man auf beiden Seiten zwei Einheiten hinzu, so 
kommt~ 

8 = 7 1  S = ~ i ~  , 

: + '] r o + "i ~,[r _ - - 7 -  = ,,,~n + - - ~ - - j .  

Nun ist 

~ [ s  + I I I ~ 8  ~ I m +  I 

S = I  

~n(m + I)(2~ + t) 
I2 

folglich 

(2o) s__~l[~/ i r ~  ol- i 1 m(~b "4- I)(2'n/, "4- I) 
= :28-~-I] = 7]~n + 2 L 2 A - -  12 

Zur Berechnung der Summe ~[~/~] schlagcn wir den namlichen Weg dn. 

Set zt man [~/~nn] = m, so ist 

$ ~ r t  8 ~ m  

well untcr den Quadraten I2: 22~ . . .~  ~$2 sich [ ~ ]  gerade Zahlen be- 

finden. Es ist aber 

~_, S = s~ ~ I r e ( m +  t)(2~n + I) I ~n I 
s=l 2 12 2 

S = I  

Demnach ist 

( 2 , )  
'=" [~ . ]  , [ _ ~ _ ~ ]  m(m + ,)(2.* + ,) 

Die den Formeln (20) und (2~) entsprechenden Darstellungen der 

Summen s~=l[~2~----~] und ~:=l[~/~s], finden sich bei BOUNIAKOWSKY (a. a. O. 

p. 260 sqq.) 
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Auf demselben Wege, auf dem die Formeln (20) und (2I) gewonnen 
wurden, gelangt man zu den Gleichungen 

s=n irm+ i1 + i m ' ( m  + l ) '  
2 4 

.... [q  ,r,,,+,~ ~,!e,i~.} = ,,,,, + + ~ . - - - c - _ ,  + 
I 'l'n,i(~q#, Jr I )  ~ 

2 4 

,r ,,,+ '1 '~, Z { ~ / ' ~ ]  = m,~ + ~ L ~ _ l  + - s", 8=I 9 = 

$~;*1 $~ l l i  

,r,,,+,~ [q ,~, .=,Z [~,lSJ = ,nn 4- _~ L 2 j + + 7 = s<<" 


