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SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT 

MATI~RIEL 

SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION 

PAR 

GUSTAF KOBB 
S T O C K H O L M .  

Dans son m6moire De m o t u  puncti singularis, ~ JACOBI a 6tudi6 le 
mouvement d'un point mat6riel sur une surface de r6volution et il a 
d6montr6 le th6ordme suivant: 

))S'il existe une fonction de force et si le mouvement ne d6pend 
que de la position du point mat6riel dans une section m6ridionale de la 
surface, on peut toujours ramener l'int6gration des 6quations du mouve- 
ment ~ des quadratures.)) 

Dans les cas oh l'~quation de la surface est alg6brique et la fonc- 
tion de force une fonction rationnelle, ces quadratures sont des int6grales 
Ab61iennes. Je me propose donc de trouver les conditions n6cessaires, 
que dolt remplir l'6quation de la surface pour que ces int6grales Ab61i- 
ennes se r6duisent ~ des int6grales elliptiques. 

Traitons la question k l'aide des coordonn6es rectilignes et suppo- 
sons la masse du mobile 6gale k l'unit6. 

Si l'axe des x coincide avec l'axe de r6volution, l'6quation de la 
surface prend la forme 

f(y~ + ~ ,  x) = o 

et la fonction de force la forme 

u =  R(y  + z', x). 

x J o u r n a l  f t i r  M a t h e m a t i k ~  T. 24~ 1842 , p. 5 - - 2 7 .  
Acta mathematica. 10. Imprim~ le 16 Mai 1887. 12 
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Soient x, y, z los coordonn~es du point s l'~poque t, nous aurons pour 
~quations de mouvement 

dS,~ ~f ~U 
~-/~ - ~ . ~  + ~-~ 

( I )  d~y ~f ~U 

d ' z  ~f ~U 

Le principe des forces vives et le principe des aires nous .fournissent 
deux int~grales du syst~me (x), savoir 

~it ) 21- dy ' " \ d t ]  = 2 H  Jr- 2 U  

(~) ay a~ 

oh H et c sont des constantes d'intfigration. Nous poserons ensuite 

Z ~ r .  COS 

y ~  r .s in  ~F. 

Les 6quations (3) deviennent alors 

(3) r ~. d ~  -d - /=c  

f ( , " ,  ~) = o 

OU 

(a~-}~l. [~'~' ~(~H + ~V) -- .~ '  r2[ z + \d~/_1 \d-/./ -~ 

r 2. dqr - ~ c  
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et par cons6quent 

(r 

x 

xo 

tr 

, f r [ ' d t  I + . d z  

r r  = ~.)-~ = c 

20 

Ainsi, si l'6quation de la surface est une ~quation alg~brique et U une 
fonction rationnelle, t et ~ sont exprim~s par des int6grales Ab41iennes 
de la variable x. Pour les ramener ~ la forme normale nous poserons 

[ 
~" L I + \ d.~ / J 

~'~(2H "F 2 U) - -  c' 

En 61iminant r ~ entre cette expression et l '6quation 

f ( r  ~, x) ---- o 

nous aurons une nouvelle 6quation 

r x) = o.  

Nous allons d6montrer, que si la premi6re 6quation est irr6ductible, la 
derni6re l'est aussi. Dans ce but nous employons le th6or6me suivant 
donn6 par M. W~,IP.RSTRASS dans ses legons sur la th6orie des fonctions 
Ab61iennes: 

))Soit 
f ( x ,  y ) =  o 

une ~quation alg~brique irr~ductible de degr~ n en y et 

off R d~signe une fonction rationnelle. Formons la r~solvante de GALOIS 

" G ( ~ ,  z) 
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Ici il peut se pr6senter deux cas, l '6quation 

G @ ,  z) = o 

est ou bien irr6ductible, ou, si elle est r6ductible, on doit avoir 

G(~, ~)= [a,(~, 4]" 

oh p e s t  un diviseur de n e t  l '6quation 

G , ( z ,  z) = o 

est une 6quation irr~ductible. Dans le premier cas, on a aussi 

y = R , ( x ,  z) 

oh R 1 d6signe une fonction rationnelle et les deux courbes 

a ( ~ ,  ~) = o ;  f ( ~ ,  y) = o 

sont de mgme genre. 
Pour que le second cas puisse avoir lieu, il faut que les (n )va l eu r s  

de z, qui correspondent ~ chaque vgleur de x et aux (n) valeurs diffd- 
rentes de y, se partagent en un certain nombre de groupes 6gaux entre 
eux. Si donc on peut montrer,  que pour une certaine valeur de x et 
pour les n valeurs diffdrentes correspondantes de y, Yl, Y~, . . . ,  Y., les 

valeurs de z 

zl = • ( x ,  y , ) ,  z ,  = R ( x ,  y , ) ,  . . . , ~. = R ( x ,  ~.) 

sont toutes diff6rentes entre elles, il en r6sulte que l '6quation 

est irr~ductible.r 
Supposons maintenant 

G(x, z)=o 

~(~ ' ,  ~) = o 

une 6quation rdductible, tandis que 

f ( , " ,  x) = o 
est irr6ductible. 
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I1 faut donc, qu'au moins deux valeurs de ~ coincident pour des 
valeurs ordinaires de x: 

(drg'~ ~ ] [drq~ 1 f 
r~kI + \d , x /  3 r,~ 

,r~(2U + 2/~0~ ) - - c  ~ r ~ ( 2 H +  2U.)  - -  c * 

d'oh r6sulte apr6s quelques r~ductions la relation suivante 

rz" ~ ~ " 2 H L \ dx ] -~z \ dz / " \ dx / "~" r~ - -  ~'~ 

+ 2 r , . r .  U~ LI \ -~x/  _1 \ d ~ /  JJ  

mais puisque H et c 2 sont des constantes arbitraires, il faut que leurs 
coefficients s'annullent, ainsi 

r~.. {dr l~  2 ~ [ d r ~  2 2 2 
\ d z /  ~ r " "  \ d z /  -4- r ~ - -  r~ ~ o. 

On en tire 

OU 

-I (d - -  r2y)[ ' + \ ~ / j  = o 

r • r •  ~ o 

mais cela est impossible; car l'6quation 

f ( r  2, x) = o 
est irr6ductible. 

Ainsi la nouvelle 6quation 

~(~2, x ) = o  

ne peut gtre r6ductible, elle est donc irr6ductible. I1 r~sulte de 1s 
qu'on peut exprimer r 2 comme fonction rationnelle de $2 et x: 

, ' =  R,(e, x) 
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et par consequent, si nous consid~rons 

f ( r  ~, x)  ---- 0 

eomme ~quation entre r ~ et x et 

~(~, x) = o 

comme ~quation entre $~ et x, les deux courbes alg~briques d~finies par 

ces ~quations sont de m~me genre. 

Le systSme (4) prend la forme 

x 

t = f S d x  
~0 

f Sd~ (S) ' r - -  § = c I R , ~  ~) 
Xj  

~(~,  x )  = o .  

Pour  trouver le genre de 
~(~, x )  = o 

consid~r~e comme ~quation entre ~ et x nous employons ce th~or~me 

g~n~ral: 
))Soit f ( x ,  y)  = o une courbe alg~brique de genre p e t  2 le nombre 

total des syst~mes eireulaires de la forme 

X ~ -  a - t -  Ts~ 

oh # est un nombre  impa i r .  ~ En d~signant par p' le genre de la courbe 
f ( x ,  z 2) -~-o off z2~---y, nous aurons la relation suivante 

2p' = 4P + "~ - -  2.)) 

Pour  d6montrer  cette relation nous employons une formule donn6e par 

M. WEIERSTRASS. 

1 Je  ddsigne par p ( r )  une sdrie contenant seulement des puissances positives de l~ 

variable r ,  
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))Soit F ( x ,  y) ~ o une courbe alg6brique, oh le domaine du point 
x = 0,% y = cxv est repr6sent~ par les n syst6mes distincts 

X ~  r - 1  

y = b~r-~ + V ( r ) .  

En ddsignant par p le genre de la courbe et par 

s =  X ( s ~ - -  I) 

X ~ flv 2 I- T sv 

y = by + v ( r )  

la sommation ~tendue ~ t o u s l e s  syst~mes circulaires oCa le hombre s~ a 
des valeurs positives, on a la formule 

2p ---~ s -  2n q- e.)) 

Nous consid~rons d'abord les syst~mes circulaires de la courbe 

f ( ~ ,  y) = o. 

Soit 

y = b,~ + ~(r )  (by.O) 

un des syst6mes, qui repr6sentent le domaine du point analytique (a~, b~) 
de la courbe 

f ( x ,  y) = o.  

En substituant 

z 2 ~ y  

Z ~ fl~, .qL 7.s~, 

nous aurons dans le domaine du point (a~-1-~/~) de la courbe 

X ~ (/~ --Jr- T sv 

z = + ~/~ + p, (r) 
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et dans le domaine du point ( a~- -~ /~  

x ---- a ~ - } -  r ~ 

z = - -  ~,~ + p d r ) .  

Coinme noun pouvons employer le m~me raisonnement pour autres sy- 
st&mes circulaires, nous en tirons: 

au point (a~, b~) (oh b,.~ o) de la courbe 

f ( x ,  y) = o 

correspondent deux points (a, + ~/~-,) et ( a , -  ~/b-,). de la courbe 

f(x,  z ~) = o 

dont les domaines sont repr~sent~s par des syst&mes circulaires du m~me 
hombre et de la mdme nature. Ainsi, soit (a,, b,)un point non critique, 
lea deux points (a, -}- ~b-~) et ( a ~ -  {b-~) sont aussi des points non critiques. 

Nous supposons ensuite 
b~-----o. 

Ainsi nous aurons 

Soit 

On en tire 

Par consequent le 
n'est pas chang~e. 

Soit ~, present 

# ---- 2#'. 

I 27 ~ G~ ~ %'~ 

I ~ = - r ~ " [ ,  + ~,(~)]. 
hombre des syst&mes est doubl6, mais leur nature 
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nous ne pouvons pas repr6senter le domaine du point correspondant de 
la courbe 

f ( x ,  z 2) ----- o 

par des systSmes circulaires de la mOme nature. II faut donc poser 

X =:-= a,~ ..4- T 2s'~ 

= + 

Le hombre des syst&nes n'est 1,as chang6. Ainsi, soit (a~, o) ou (a~, c~) 
des points non critiques de la courbe 

f r  y)  = o 

ils sont des points critiques de la courbe 

= o .  

Si la s~rie y :  commence par une puissance paire, le domainc est reprd- 
sent5 par les deux systSmes 

] x = a ~ + 7 -  x = a ~ +  7- 

et si y= commence par une puissance impaire, le domaine est reprdsent5 
par le syst&me 

X ----- a,~ --1 I -  7 -2 

Z = @T' [ I  -21- ?(2")]. 

Maintenant nous Mlons transformer les deux courbes 

f @ ,  y) ---- o; f ( x ,  z ~) -= o 

de mani&re que le point x = c-~ ne soit pas un point critique. 
Soit x =- a une valeur, ~ laquelle correspondent n valeurs distinctes 

de la variable y 
hi, b2, . . . ,  b,,. 

Posons 
I 

X - -  (b 

y 

Acta mathematica, 10. I m p r i m ~  le  17 Mal  1887. 13 
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Comme (a, b~) est un point non critique, nous avons 

x ~ a + . T  

~,1 = b, + ~(:) 
et par consequent 

$ = r - '  

7 - b:. r- '  + p, (r). 

Ainsi par  cette substitution tin6aire, nous pouvons former une nouvelle 
courbe alg6brique 

($, 7) = o 

de m~me genre, oh, quand ~: croit ind6finiment, le rapport  -~ tend vers 

n valeurs finies distinctes 

b' b' b' 1~ 2~ " " "  :' n "  

II faut donc rem'lrquer,  que si (x =-= co, y = co) est un point critique, 
lc point ($--:-o, 7 = cx~) est aus~ un point critique de la mdme nature. 

De la m~me mani&re nous formons par la substitution 

I 

Z 

7 1  - -  X - -  a t 

oh x = a~ est une valeur non critique de la courbe 

f ( x ,  z ' )  = o 

une nouvelle courbe alg6brique 

~1($,, 7,) = o  

de m6me genre, que f(x,  z ~) = o, el oh le rapport r tend vers 2 n  

valeurs distinctes 
C I ~  C 2 ,  � 9  C 2 a .  

Soit 
X ~ (t~ "d U T % 

y = ~, + ,n(~-) 
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syst6mes, qui repr6sentent le domaine du point (G, b~) de la 

nous aurons si 

f(x,  y) = o 

I x - ~ l  < I~-a~l ,  

~ = a - -  a , - -  ( x - -  a , ) - -  a. - -  a ~  I - J r  a _ a~  - 1- \ ~ - -  a ., / -Jr- \ a. - -  a , / -1"  " ' "  

�9 T2S~  I T ~v 

Supposons 

~, + p,(~). 

b~ 
= ~ _ ~ + ~,~(~'~). 

Dans la th6orie des fonctions alg6briques on d6montre le thdordme suivant: 
))Si l 'on peut repr6senter un certain domaine du point analytique 

(a, b) de la courbe 
F ( x ,  y)  = o 

par les deux syst6mes 

x = .  + p, (~ )  = a + r  

y = b + ?~(~-) = z, + p?)(~,) 

il existe entre les deux variables auxiliaires la relation 

~, = g~[:~ + p(~-)].:,:, 

En employant ce th6or6me nous "mrons 

( g ~ 0 )  

Ainsi le domaine du point.  

I 

- -  t't,j 72 = 
b~ 
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qui correspond au point (a,,, b~) de la courbe 

f ( ~ ,  ,j) = o 

est repr6sent6 ~ ht mdme mani@e, que le domaine du point (a ,  b,,). Le 
.ombre  des syst6mes est le m6me et lcur nature n'est pas chang6e. 

Le m6me raisonnement s'applique ~ la courbe 

f, f,- r,(r  ~,) = o .  

Maintenant nous sommcs en 6tat de d6terminer le genre des nouvelles 
courbes 

Dans la c~urbe ~(~, r l ) ~ - o ,  It domaine du point (~----0% r/ = c~) est 
repr6sent6 par les n syst6mes distinctes 

• 2 - - 1  

rl = bT2-- '  + r(2-)' (~:"~ ....... 

En employant la formule de M. WEIEUS'rRASS nous aurons le genre p dc 
la courbe 

2p = s - -  2n + 2 

off 
s = Z ( s , -  x) 

X ~ a ,  "3 I- T s'~ 

y = b~ + r',(2-) 
(b~ ~ O) 

la sommation 6tendue ~t tous les syst6mes circulaires de la courbe 
~c(~:, ~7)= o ofl.s~ a des valeurs positives. 

Dans la eourbc ~'1($1, rA) = o le domaine du point ($1 = co, ~7~ = c~) 
est repr6sent6 par 2n syst6mes distincts 

En d6signant par 

~ 1 ~ ~---1 

~, = c~r-~ + T,(r). 

s, = Z ( 4 -  i)  

( v = l ,  2, ..., 2n) 
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la somme correspondantc pour la courbe ~1($1, r A ) =  0 et par p' son 
genre, nous aurons 

2p' ----- s 1 -  4n + 2. 

Pour exprimer s I par s. nous ddcomposons s I en qua t re  sommes 

sl = z ( 8 : -  + Z(s:- i) + z s; + Z(s;- 
(1)  " (2)  " (3)  ( ~ ( 4 )  - 

Dans la premi6re somme, la sommation est 6tendue aux points de la 
courbe ~($1, ~ 1 ) =  o, qui correspondent aux points critiques (av, b~), off 
b~ <> o, de la courbe f ( x ,  y ) - - o ;  dans la deuxi6me aux points, qui cor- 
respondent aux points critiques (a~, o) et (a~, o,v) de la co~rbe f ( x ,  y ) = o  
off y: commence par une puissance paire; dans la troisi6me aux points, 
qui correspondent aux points critiques (a~, o) et (a~, e,v) de la courbe 
f (x ,  y)-----o, mais oh y: colnmence par une puissance impaire et enfin 
darts la quatri6me aux points, qui correspondent aux z6ros et p61es non 
critiques de la courbe f ( x ,  y ) =  o. 

Nous avons trouv6 qu'~ chaque point (a~, by), b~ ~ o de la courbe 
f (x ,  y ) =  o correspondent deux points de la courbe ~C$1, r A ) =  o, dont 
les domaines sont rcpr6sent6s par des syst6mcs circulaires du mdme hombre 
et de la mdme nature que le domaine du point (a~, b~). On en tire 

8~ ~ 8 v 

Z(8;--(1)_ I)  = 2(1~)(8 ~ -  I) .  

Darts la deuxi6me somme le hombre de points et la nature des syst&nes 
ne sont pas chang6s, mais le nombre des syst6mes est doubl6; ainsi 

s; = s, 

(~) - 

Dans la troisi6me le hombre de points et de syst6mes ne sont pas chang6s, 
mais 

8~ ~ 28 v 

(~)(8: - -  I)---~ 2 Z ( 8  v - -  I )  "-[- '~1 , (8) 

si nous d6signons pal" )'1 le hombre total de syst6mes pour ces points. 
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Dans la quatri6me somme on a 

8 ' ~ =  I 

sl la s6rie correspondante y: commence par une puissance paire et 

S'v ~ 2 

si la s6rie y~ commence par une puissance impaire. 
ddsignant par 2~ le nombre de ces derni61~s, on a 

Z(8',-- I) = ~2" 
(4)" 

Ainsi 

mais 

Par cons6quent, en 

on  aura  

2 /  = 2 s 4 " 2 - - 4 n 4 "  2 

et en combinant cette 6quation avec l'6quation 

2p = s - -  2n 4" 2 

2 /  = 4P 4 " ~ - - 2 -  
C. Q. F. D. 

De la mgme mani6re on peut d6montrer ce th6or6me plus g6n6ral: 

par cons6quent 

donc 

ou, en d6signant par 2 le nombre total de syst6mes de la courbe f@,  y ) = o  

X = a ~ T sv 

oh / . test  un nombre impair, 

21 4" ~ = 2 

81 ~-~ 28 4" ~ 
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))Soit f(x,  y) -=- o une courbe alg6brique de genre p e t  2,~ le nombre 
total des syst6mes circulaires de la forme 

oh, si m est un nombre premier, # est un nombre premier avec m. En 
d6signant par p~ le genre de la courbe f(x,  z '~) oh z " = y ,  nous aurons 
la relation suivante 

Maintenant nous allons d6montrer, que le nombre ) t n e  peut ~tre nul, si 

Soit 
p ~ .  

f ( x ,  y) = o 

une courbe algdbrique de genre p. 
rationnelle 

z = R (~, ~), 

y = R1($ ,  r 

Formons par la transformation bi- 

= R 2 ( z ,  y) 

une nouvelle courbe alg6brique d e  mgme genre 

~(~, 7) = o 

oh nous supposons que le nombre 2 soit nul. 
Ainsi en substituant les s6ries x~, y~, qui repr6sentent le domaine 

d'un point arbitraire de la courbe 

f ( x ,  y) = o 

dans l'expression 
~-= &(x, y) 

la s6rie y~ ne commence jamais par une puissance impaire. Alors nous 
pouvons extraire la racine carr6e 

oh P ( r )  est une s~rie, qui ne contient qu 'un  nombre fini de puissances 
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n6gatives dens le domaine d 'un point quelconque. 
fonction rationnelle de x et y. 

Done 
= R ~ ( . ,  v), 

~ ( ' ) =  ~:,(.,., y), 

et la courbe alg6brique 
~-(~, ~<';) = o 

est aussi de genre p. Les deux eourbes 

~..(~, [~<~,1 ~) = o, 
sont donc de mdme genre 

p ' = p  

mais suivant la formule 

= s~ (~, l,/'>} ~) 
, / =  R,(~, I,/<'>] -') 

Ainsi 7/(~) est une 

: p ' = 4 p + ) , - - 2  

il r6sulte, puisque nous supposons ), = o, 

2p= 4 p - - 2 ;  

ce qui est impossible, si 

p > i .  

Ainsi le nombre ~ ne peut ~tre nul, si 

p >  i. 

Soit 

r  ;r = o 

nous obtenons par le mdme proc6d6, que les deux courbes 

~(~, [~<~>]~) = o ,  ~(~, ~<~,) = o 

sent de genre I. 

En posant 

Supposons que le nombre 2 soit nul pour la courbe 
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Cela. exige que le hombre ). pour la eourbe 

~(~, v"') o 

soit nul. Si tel est le eas nous rdpStons le m6me procddd et enfin il 

faut que nous trouvions une courbe 

~- if,  ~" ") := o 
o{l 

C a r  

2 > 0 .  

2"  . . . .  : 
~,,o ~ v h, (;e ' ~/) ~ ~ ~ ,, ,~. 

II est 6vident, qu'eu donnant ~ la une valeur assez grande, V'") doit n6- 

cessairement cesser d'6tre une fonction rationnelle el; par cons6quent 7 0' ~) 

commence par une puissance impaire au moins dans le domaine d'un 

point. Mais alors les deux eourbes 

~,(~, [ v , . - , t  ~) - o ,  ,r ~(,~ ,,) ...... o 

ne sont pas de m6me genre, selon la formule 

2 ' P = 4 P ~ , +  2 ~ 2 .  

On en fire que la supposRion a = o pour la eourbe 

~-(~, ~ ' - " )  = o ,,u g(~, [~("-"]"):--: o 

n'est pas juste, el: par eonsdquent les deux eourbes 

~(~, [V'-~-'] ') = o ,  ~ ' ( ~ ,  V ' - " ' )  = o ,  

ne sont pas de mdme genre. En rdpdtant le m&ne raisonnement, nous 

aurons enfin que le hombre ), ne peut: dtre nul  pour la eourbe 

~(~, v) = o.  
Ainsi nous avons t rouv~ 

) , > o  
Acta mathematiea, 10 .  I m p r i m ~  l e  18 ~I~ti 1 8 8 7 ,  14 
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Reprenons notre syst6me d'dquations (5) 

x 

t = f $ ~ l x  
�9 N 0 

q " - -  q'~. - -  ' ~ , ) 1 r  -,r) 

~(~', ~) = o .  

Maintenant nous pouvons rdsoudre la question: quelles sont les conditions 
n6eessaires et suffisantes pour que les int6grales du syst6me (5) soient 
des int6grales elliptiques? 

En designant par p' le genre de la courbe 

~(~, .~) = o  

eonsid@rde eomme @quation entre $ et x et par p le genre de ls  m6me 
eourbe eonsid6r@e eomme @quation entre $2 et x nous aurons la formule 

2 p ' = 4 / ) +  ) ,~2 .  

En posant 

o n  a 

Mais la eourbe 

p t  ~ I 

p --~ o, 2 ~ 4 .  

r x) = o 

eonsid@r~e eomme ~quation entre ~ et x et la courbe 

f(x, ,-') = o 
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consid6rde comme 6quatioT entre r ~ et x sont de mSme genre. 
Par cons6quent 

. . . .  

107 

oh R~ et R 2 sont des fonetions rationnelles du param6tre ~'. 
Ayant done 

V 
r~[_ I + \ d z /  d 

et par consdquent $: une fonction rationnelle de ~', il faut d6terlniner 
R~ e t  R~ de mani6re que l'expression de $ ne contienne qu'une racine 
carr6e 

~/R3( ~. ) 

oh R:(~') est un polynbme du troisi6me ou du quatri6me degrS. 
Supposona 

U ~ k  

oh k d6signe une eonstante, on salt que le point mat6riel ddcrit une 
ligne g$od6sique de la surface. Par consdquent on peut 6noncer ce 
th6or6me: 

rToutes lea surfaces "de rdvolution, qui ont la propridt6, que lea co- 
ordonn6es d'une ligne g6od6sique peuvent gtre exprim6es par des fonc- 
tions elliptiquea d'un param6tre, sont n6cessairement de la forme 

R , ( r  

x - =  R , ( r  

Supposons ensuite que la seule force agiasante soit la p6santeur, c'est k 
dire 

U ~ g x ~  

nous trouvons, que l'int6gration du syst6me (5) pent 6tre effeetude par 
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des f lmct ions  clliptiqucs, si la surfilcc de r/;v~,lution cst ddtcrmindc par 

unc de ces cinq 6quati~i~s 

(,) 

(3) 

(4) 
(s) 

J" - -  II1,~ 

F 2 ~ ,t: 2 Ct '2 

9 . r  ~ . . . .  .~:(.,: - -  3~t) ~ 

2r' -f- 3."r ' J -  2x(t::: o. 

Cc sont los seuls cas possibles, l,es trois premiers c~ts 6taient dbjk 
comms, los dcux autrcs me scmblent  nouvcaux.  


