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UBER DIE BE.DEUTUNG 

DES P R I N C I P S  DER LEBENDIGEN KRAFT 

FOR DIE FRAGE V0N DER 

S T A B I L I T A T  DYNAMISCHER SYSTEME 

VON 

KARL BOI tLIN 
in S T O C K I I O L M ,  

Sehr viele mechanische Probleme, lind zwnr alle solche, wo die wir- 
kenden Kr~fte als partielle Ableitungen eines yon der expliciten Zeit nn- 
abhiingigen Potentials bet rachtet werden konnen, fi~hren auf Differential- 
gleichungen, zu welchen ein erstes Integral - -  die Oleichung der leb'en- 
digen Kraft - -  sich unmittelbar ergiebt. Nicht selten erhMt man auch 
aus den Differentialgleichungen einer Aufgabe, es sei einer mechani- 
schen oder irgend welcher and.eren, ein erstes Integral, welches, wenn kS 
auch mit dem Namen der lebendigen Kraft nicht zu bezeichnen ist, doch 
den Charakter des so benannten lntegrales besitzt, hauptsachlich insofern 
die linke Seite der Gleichung unter quadratischer Form auftritt. In 
solchen FMlen, wo die Ver'anderlichen, wie bei mechanischen Aufgaben, 
nur reelle Werthe annehmen k0nnen, erlaubt die besagte Form tier 
Gleichung eine Betrachtungsweise, wodurch man oft i'~ber die Grenzen 
der Ver~nderlichen eine Entscheidung treffen kann. Handelt es sich um 
die Bewegungen eines Systems materieller Punkte, so ist d ie  Zeit als un- 
abh~ngige Veranderliche ganz unbeschrankt, die Koordinaten der beweg- 
lichen Punkte k6nnen aber durch die Natur des Integrals der lebendigen 
Kraft oder einer entsprechenden Gleichung zwisehen endlichen Grenzen 
eingeschlossen sein. In den FMlen, wo es gelingt solehe Grenzen an- 
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zugeben, hat man auf die Frage yon der Stabilitiit der Bewegung, un- 
abhgngig yon der vollstandigen LOsung der Differentialgleichungen, eine 
Antwort gefunden. Eine solche Antwort wird nun im allgemeinen mSglich 
sein, so oft das anzuwendende Integral, kurzweg die Gleichung der 
lebendigen Kraft, nut dic Koordinaten eines einzigen Punktes als Ver- 
~mdcrliehe enthrdt. Ausser den Fallen, wo nur ein beweglieher Punkt in 
Frage kommt, geh6rt hierher ein komplicirterer Fall, welcher einigen 
Kombinationen yon drei K0rpern in unserem Sonnensysteme sehr nahe 
entspricht. Aber auch wenn das Princip der lebendigen Kraft zur voll- 
stlindigen Entscheidung tiber die StabilitI~tsfrage nieht ausreicht, lassen 
sich doch im allgemeincn aus demselben gewisse Betrachtungen tiber die 
Grenzen der Bewegung ziehen. 

Indem wir uns erlauben die erwghnte Betraehtungsweise nebst einigen 
Bei~pielen in den folgenden Seiten Initzutheilen, werden wir voraussetzen, 
dass die Bewegungen in einer Ebene stattfinden. Man i'iberzeugt sich 
leicht, dass diese Annahme keine wcsentlichc Beschriinkung enth','flt und 
class man nachher ohne Schwierigkeit auf die dritte Dimension Rileksicht 
nehmefi kann. 

Um die Begriffe festzuhalten, betrachten wir den folgenden einfaehen 
Fall. Wit nehmen ngmlich an, dass die Bewegungsgleichungen eines in 
dcr Ebene freien materiellen Punktes P a u f  ein erstes Integral vonder Form 

( t ts~ " 
- -  f @ '  'J) + h = o 

f~'dlren. Hier bezeichnet ds das Differential von dem Wege des Punktes, 
x und y seine rechtwinkligen Koordinaten und h die Intcgrationskonstante. 
In der Function f(x, y) treten aber im allgemeinen die x und y nicht un- 
mittelbar als Koordinaten auf, sondern diese Function ergiebt sich zunachst 
unter der Form F(r ,  p), wo r und p die beiden Abstande des Punktes P 
von zwei anderen Punkten bedeuten. Da die letztere Form sich als ein- 
father f('tr die Diskussion erweist, werdcn wir dieselbe beibehalten, indem 
wir r und p a l s  Koordinaten wahlen und fo]gende Form des Integrals 
annehmen 

\ d r /  = R ,  
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wo die Bezeichnung 

angewandt ist. 

(3) 
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R = F(r ,  p ) -  h 

Wit stellen jetzt die Gleichung 

auf. Dieselbe bezeichnet im allgemeinen einc Kurve, welche nach (i) so 
beschaffen ist, dass die Geschwindigkeit des Punktes m gleich Null ist, 
so oft der. Punkt sich auf dieser Kurve befindet. Ebenso stellt die 
Gleichung 

R - - - -  C 2 

cine Kurve dar, wo die Geschwindigkeit des Punktes m den Wcrth c 
hat. Es ist einleuchtend, dass diese Kurven in Bezug auf die Vcr- 
bindungslinie der beiden Anfangspunkt~ des bipolaren Koordinatsystemes 
symmetriseh sind. Durch die Kurve (3) wird nun die Ebene in Theile 
zerlegt und im allgemeinen in solcher Weise, dass die Function R ihr 
Zeiehen gndert, wenn der Punkt (r, p) die Kurve fiberschreitet. Der 
Zeichenwechsel trifft immer zu, sobald die Kurve (3) nicht eine s. g. 
Minimikurve ist, welche dadurch charakterisirt wird, dass die Gleichungen 

~/ /  0R 
- -  ~ - ~ - O ,  - - O  
Or 0p 

gleichzcitig mit (3) bestehen. Abgesehen von solchen AusnahmefMlen 
nimmt also die Function R in einigen von den Theilen, in welche die 
Ebene durch (3) zerfMlt, positive, in Anderen sicher negative Werthe an. 
Negative Werthe kann abet die Function R nach (i) niemals annehmen, 
insofern die r u n d p  die Koordinaten des beweglichen Punktes P be- 
zeichnen. Der letztere muss sich also immer in einem positiven Gebiete 
der Ebene befinden und seine Bewegung wird in solcher Weise dutch 
die Kurve (3) begrenzt. Ist diese Kurve eine geschlossene, so bleibt die 
Bewegung im gew0hnlichen Sinne stabil .  Nun ist es ja mit dem Ange- 
ftihrten keineswegs gesagt, dass der Punkt P diese Grenze je erreichen 
soll. Wenn er sie aber erreicht, so wird seine Bewegungskurve in dem 
beztiglichen Punkte im allgemeinen eine Spitze beschreiben, indem die Ge- 
schwindigkeit auf dieser Kurve (3) gleich Null ist. Die Existenz und die 
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Nat , r  der Grenzkurve h;,'mgen yon tier Form der Function F(r ,  p) und 
yon dem Werthe der Integrationskonstante h ab. Die letztere ihrerseits 
wird dutch die Anfimgslage und den numerisehen Werth (nicht die 
l~ichtung) tier Anfangsgeschwindigkeit folgendermassen 

t~ = F(,-o,  p o ) ~  W U o  
besthnmt. 

Als erstes Beispiel fflr diese Betraehtungen wi~hlen wir das Zwei- 
korperproblem. Die (delchun~ der lebendigen Kr,qft hat hier die Form 

+ : ,  
\ d r /  r 

I ! wo - start k steht. Die Gleichung (3) wird in die~em F'dle yon der ein- 
(f,  

fachsten Gestalt; man erhMt in der Tha t  

1' ----- 2( I .  

Wenn a positif ist, so bezeiehnet diess einen Kreis, um den einen der 
materiellen Punkte als Mittelpunkt beschrieben und mit dem Radius 2a. 
Naeh dem Vorhergehenden, sehen wir sofort ein. dass die Bewegung des 
zweiten Punktes stets innerhalb dieses Kreises stattfinden muss. Dies ist 
auch, was yon der vollst~mdigen L0sung tier Aufgabe bestatigt wird, dq 
ja in der That nile Ellipsen mit der halben grossen Axe a innerhalh 
des Kreises 

F ---~ 2(~  

fallen mfissen. Wenn die Exeentrieitiit der Ellipse gleieh Eins wird, so 
geht diese in eine gecade Linie yon der Limge 2a ftber - -  eine Kurve, 
welehe in der That an dem Kreise clue Spitze macht. Wenn a unendlich 
oder negativ wird, so existirt die Grenzkurve nicht mehr. In diesen 
FAllen ist ja auch die Bahn entweder einc Parabel oder eine Hyperbel. 
Den verschiedenen Annahmen i'lber a entsprechen die beknnnten Anfimgs- 
bedi ngungen 

Gehen wir jetzt zu dem I)roblenle yon der Bewegnng eines Punkies, 
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welcher von zwei festen Centra angezogen wird, (~ber, so erhalten wit 
aus dem Princip der lebendigen Kraft far diesen Fall, oder 

A t / -  r -]"p- 

die folgende Form der Gleichung (3) 

r p 

wo r und p die beiden Abstrmde des beweglichen Punktes von den festen 
Anziehungseentra m u n d  # bedeuten. Wenn die Integrationskonstante h 
einen positiven Werth hat, So bezeichnet diese Glcichung eine Kurve yon 
der allgemeinen Natur einer Lemniskate. Ihre Form ist yon den  Kon- 
stanten der Gleichung abhi~ngig; je naehdem h einen hinli~nglich grossen 
oder hinli~nglich kleinen Werth besitzt, besteht die Begrenzung der Be- 
wegung entweder aus zwei gesehlossenen und ausserhalb einander fallenden 
Konturen, welche jeden der Punkte m und # umgeben, oder aus einer 
einzigen geschl0ssenen Linie, welche beide diese Punkte umfasst. Diese 
beiden Formen gehen in einem Grenzfalle in einander fiber, ngomlich 
wenn die beiden m und # resp. umschliessenden Gebiete, in einem Punkte 
der Verbindungslinie dieser beiden Centra, zusammenhi~ngen. Innerhalb 
eines auf solche Weise abgegrenzten Raumes muss nun der bewegliche 
Punkt bleiben; die Stabilit'at seiner Bewegung ist also durch einen posi- 
tiven Werth von h gesiehert. ~ Da die fragliehe mechanische Aufgabe 
vollstandig gelsst worden ist, so kann m a n  sich a posleriori von der 
Richtigkeit unserer Schl~sse fiberzeugen. Wir kommen aber nun zu 
Fi~llen, wo diese Kontrolle nicht mSglich ist, indem die vollstandige In- 
tegration der bezfiglichen Differentialgleichungen bis jetzt nicht geleistet 
worden ist. 

Wir stellen uns vor, dass ein materieller Punkt p, mit gleichfsrmiger 
Winkelgeschwindigkeit n, eincn Kreis yon dem Radius a um einen zweiten, 
festen Punkt m beschreibt. Die beiden Punkte attrahiren einen dritten 

Mit einem Verfahren~ welches JACOBI in seiner vierten Vorlesung ))(Jber Dynamik)~ 
auf das n-KSrperprob|cm angewandt hat~ zeigt man leicht dass die Bewegung nothwendig 
instabil ist~ wenn h eiaen negativen Werth hat. 

A c t a m a t h e m a t i c a .  ]0. Impr imd le 8 Ju in  1887. 15 
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Punkt P,  yon welchem aber vorausgesetzt wird, dass er auf die Vorigen 
keine Einwirkung ausiibt. Man sucht die Bedingungen daftir, dass die 
Bewegung des letzteren in Bezug auf die beiden anziehenden Punkte 
stabil sein soll. Es ist tiberfliissig zu bemerken, dass die Bewegungen 
des so fingirten Systemes denjenigen eines eigentlichen DreikSrperproblemes 
nicht gleich werden konnen, da es, abgesehen yon einem bekannten 
Specialfalle dieses Problemes, augenscheinlich unmsglich ist, dass Einer 
von drei einander anziehenden Ksrpern einen Kreis um einen Anderen 
beschreibt. Das angenommene System entspricht abet in der That sehr 
nahe einigen Kombinationen im Sonnensysteme, z. B. den beiden Ksrpern, 
Jupiter und Sonne, in ihrer gleichzeitigen Anziehung an einen dritten 
Ksrper, dessen Masse, wie diejenigen der Kometen oder der kleinen Pla- 
neten, zu vernachli~ssigen ist. Ausserdem scheint der gestellten Aufgabe 
dutch den Umstand einiges Interesse verliehen zu werden, dass die voll. 
standige Bestimmung der Bewegung auf Schwierigkeiten stSsst, welche 
denjenigen des Dreik0rperproblems nahe verwandt sind. 

Bezeichnet man mit ~, y/ die Koordinaten des Punktes P in Bezug 
auf ein festes Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte in m, mit r 
und p die Abstande des Punktes P yon m und /t resp. und mit 

x ' =  acos(nt + A), y" : asin(nt + A) 

die Koordinaten von p, so bekommen die Bewegungsgleichungen yon P 
die folgende Gestalt 

at --~ + 7 + p : ~  - - o  

Beziehen wit nun durch die Substitutionen 

---- xcos(nt + A ) - - y s i n  (nt + A) 

----- xsin(nt + A) + ycos(nt + A) 

die Lage yon P auf ein bewegliches Koordinatensystcm, dcssen ~-Axe 
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mit der Richtung von m nach /~ zusammenfMlt, so erhalten wir ffir die 
relative Bewegung die Gleiehungen 

/~(x - -  a) 
~ ~ O 

dt  '+ ,o 8 

d2 y dx my /~y 
~ o ~  

woraus, der Gleiehung der lebendigen Kraft entspreehend, folgendes Integral 

(ds) "2 2m 2l~ 
(4) \ ~ !  - -  ~ , , ~  + h = o 

fliesst. Dasselbe Resultat ergiebt sich auch durch Anwendung der obigen 
Substitution auf eine yon JACOBI gegebene Formel. t Die Gleichung (3) 
bekommt also in unserem Falle die Form 

(5) n:r2 + 2~ + z/,. = h. 
r p 

Wenn hierdurch eine Grenzkurve reprilsentirt werden soll, ist zunltehst 
erforderlich, dass die Integrationskonstante h einen positiven Wert  hat. 
Hierzu ist aber nach (4) nut  nSthig dass entweder die Anfangsgeschwin- 
digkeit  nicht zu gross ist oder dass die Anfangswerthe der Abstlinde r, p 
hinl~nglich klein sin& Um die weit eren Bedingungen ft'tr die Realitat 
der Kurve zu untersuchen, konnen wir am besten r und p zuni~chst als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes ansehen. Es ist dabei nut  zu 
bemerken, dass der Umstand, dass dic gegenseitigen Absti~nde ein I)reieck 
bilden, durch die Ungleichheiten 

a + r > p  

r + p > a  

p + a > r  

vertreten werden muss, so wie dass r und p nur positive Werthe an- 
nehmen ksnnen. Es folgt hieraus, dass yon allen Punkten der Ebene ~p 

Uber Dynumik, ftinfte Vorlesung, GI. (l 1). 



1 16 Karl Bohlin. 

nur diejenigen in Frage kommen k0nnen, wclehe innerhalb eines dureh 
die Geraden 

a - k - r : / )  

(6) r q - / )  = a 

/ ) q - a = r  

begrenzten Bandes fallen. Hierzu kommt (lie Gleichung (5), welche wir 
zunachst unter der Annahme 

~1, : 0 

ins Auge fassen wollen. F~'thren wir die Bezeichnungen 

x3 2p aS h 
, / / ~  ,it ~ 

ein, so folgt also aus (5) 

(7) 

X 3 

/ )  : } . ~  f l  2 

dr l (r ~ -  a~) ~ 

d/9 2 Z  a " ~" 

Mit Htilfc dieser Formeln ist es leieht zu sehen, dass die Kurve, welehe 
iibrigens in Bezug auf die /)-Axe symmetrisch sein muss, einen posi- 
tiven Zweig hat, welcher die Asymptote 

r = a  

7.3 
besitzt und die p-Axe in dem Abstande a~ van dem Origo senkrecht 

schneidet. Wegen der Gleichung (4) werden nun van der Ebene r/) 
alle P-unkte ausgeschlossen, welche auf die konkave Seite der Kurve (5) 
fallen. Je nach den Werthen van a, a und x wird die letztere die Ge- 
raden (6) entweder gar nicht treffen oder eine oder mehrere derselben 
schneiden. - -  Stellt man sich in dieser Weise d;e G leichungen (6) und 
(7) geometrisch vat und fi~hrt man dann das Bild in bipolare Koor- 
dinaten Qber, so erhellt sofort, dass die Bewegung van P entweder in 
der ganzen Ebene stattfinden kann oder in irgend einer Weise beschri~nkt 
ist. Es giebt im letztercn Falle verschiedene M(~glichkeiten. Wenn a 
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oder, was dasselbe ist, h hinreichend gross ist, zerfMlt der ft'~r die Be- 
wegung abgegrenzte Raum in zwei Gebiete, yon welchen das eine, B, 
sicher den Punkt /.t, mSglicherweise auch m umschliesst, wahrend das 
andere, C, sich yon dem Unendlichen aus bis zu einer geschlossenen 
Grenze streckt, welche ausserhalb des Gebietes B f~l,lt. Die beiden Ge- 
biete konnen for kteinere Werthe yon h durch einen Kanal zusammen- 
fliessen, welcher sich um die Verlangerung der Linie yon m nach lz er- 
8ffnet. Bei abnehmendem h erweitert sich diese 0ffnung mehr und mehr 
und das ausgeschlossene Gebiet der Ebene drangt sich mehr und mehr 
zusammen, bis von demselben zuletzt nur ein Punkt" zurtickble.ibt. Von 
da an ist die Bewegung yon P ganz unbeschri~nkt. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Falle, w o m  von Null ver- 
schieden ist, i~ber, so erhi~lt man aus (5), indem noeh folgende Bezeieh- 
nung 

Tb ~ 

angewandt wird, zur Diskussion der Kurve die Gleichungen 

und 
r s _ _  a ~ r  + k a 

d r  I (r ~ -  a ~ r  2 t- k S )  ~ 

d/9 z s 2 r  s - -  k 3 

Ein positiver Theil der Kurve existirt nun immer, sobald 

und ist zwischen zwei mit der p-Axe parallelen Asymptoten einge- 
schlossen. Nach dem Vorgange der oben angcft~hrten Beirachtung ist es 
auch in diesem atlgemeinen Falle leicht zu sehen, wie sich die Grenzkurve 
in der Bewegungsebene gestaltet. Ftir gewisse Werthe der Konstanten 
zerfallt das Gebiet der Bewegung in drei Theile, von denen zwei, A 
und B, die Massenpunkte m und p reap. umschliessen und gegenseitig 
ausserhalb einander fallen, wahrend das dritte, C, sich, wie im vorigen 
Falle, von einer rings um A und B geschlossenen Linie nach dem Un- 
endlichen bin erstreckt. Je nach den Umst'~nden ksnnen A mit B und 
B mit dem ausseren Gebicte C zusammenfliessen. 
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Als l{esultat dieser an anderer Stelle ~ n~iher ausgeft'dlrten I)iskus- 
sion k0nnen wit also behaupten, dass solehe Werthe der Integrations- 
konstante h wirklieh beigelegt werden k0nnen, dass eine stabile Bewegtmg 
des Punktes P sowohl in der Nghe yon m a l s  in der Umgebung yon I* 
m0glieh wird. Dies ist aueh, was unserer apriorisehen Vorstellung yon 
der Saehe entsprieht, eine Vorstellung welehe ohne Zweifel in unseren 
Erfahrungen auf dem Gebiete der eelesten Bewegungen wurzelt. 

Die M0gliehkeit der vorhergehenden 8ehl~lsse war davon abhangig, 
dass die Gleiehung (3) in jedem Falle nut die l(oordinaten eines einzigen 
Punktes enthielt. Derselbe Umstand erm0glieht nun in der That im 
folgenden Speeialfalle des Dreik0rperproblems eine ~ihnliehe Grenzbestimm- 
ung. Wit stellen uns ein festes Koordinatensystem vor und nehmen an, 
dass die Gesehwindigkeit eines materiellen Punktes 1, in eirJem gewissen 
Augenblieke Pangs der y-Axe geriehtet ist. Wir denken uns ferner zwei 
andere Punkte, jeder yon der Masse m, deren Lagen und Gesehwindig- 
keiten in demselben Augenblieke in Bezug auf die y-Axe symmetriseh 
sind. gs ist einleuehtend, dass diese Bedingungen, wenn sie in einem 
gewissen Momente gelten, aueh in jedem beliebigen Augenblieke der Be- 
wegung bestehen bleibml. In Folge dessen nimmt die Gleiehung der 
lebendigen Kraft des Systemes die folgende Gestalt an 

,t.'.-' ( , % :  , ,, ,z,,o I" e,, . ,  

wo man mit .r, y die Koordinaten z. B. desjenigen, der beiden symme- 
triseh gelegenen Punkte, P ,  welcher reehts von der y-Axe ist, mit Yo die 
l(oordinate von /, und m i t r  den gegenseitigen Abstand yon t '  und/z be- 
zeiehnet hat. Die Gleiehung der Grenzkurve f~'ar den Punkt P wird also 

21s I I I ,  
- ~ +  . . . . .  h = o  

t 2,V 

oder, wenn lllan 

setzt und die Bezeiehnungen 

- -  I '  COS l; 

h 4ft  

B i h a n g  t i l l  l ( o n g l ,  S v c n s k a  Vt, t c n s k a p ~ a k a f l c m i c u s  h a n f l l i n g a r .  B. 

13, N ~ I. 
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einfiihrt, 

r - - =  a[1 + co:v]" 

119  

Diess ist die Gleichung einer Konchoide, welche auf ein mit dem Punkte 
# bewegliches Koordinatensystem bezogen ist. Wenn e > x ist, so exi- 
stirt nur der offene Zweig, welcher rechts v o n d e r  y-Axe liegt. Hat 
man e < i ,  so giebt es auch links von der y-Axe tin geschlossener 
Zweig mit einer Spitze im Origo. Wir brauchen aber den letzteren 
nicht zu betrachten; denn bevor der Punkt P zu der linken Seite der 
y-Axe clbergeht stosst er mit dem symmetrischen Punkte auf der y-Axe 
selbst zusammen und wir werden die Bewegung nicht langer als bis zu 
einem solchen Momente verfolgen. Wie es leicht zu sehen ist, findet 
also die Bewegung von P stets innerhalb desjenigen Gebietes der Ebene 
statt, welches einerseits v o n d e r  y-Axe und anderseits vonder  Konchoide 
eingeschrankt ist. Der Punkt kann sich mithin zwar unendlich welt von 
ff entfernen aber nur in die Richtung der y-Axe. Man kOnnte diess so 
ausdracken, dass die Bewegung in der Richtung der x-Axe stabil ware. 

Wenn die Anfa.ngsbedingungen im Dreik0rperprobleme ganz beliebig 
sind, hat man v o n d e r  Gleichung 

(8) m \~z~/ + m' t.<u./ + .m." \ 2 7 ,  .,- ~,' ,-" 

auszugehen. In derselben sind ds ds' ds" dr'  dr '  dt die Geschwindigkeiten der drei 

*' ~ .... diejenigen Seiten des yon denselben gebildeten 
Dreiecks. welche m, m', m" resp. gegeniaber stehen; schliesslich haben wir 

C ~ 2~'//'iq? '~ 

C p = 2~l//"lft 

C 'p ~ 2 1 ~ l l l ~ '  

gesetzt. Wir stellen jetzt die Gleichung 

(9) ~ + ~' ~" 7 . , + ~  = h  
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auf, welche nach Einft',hrung yon der Bezeichnun~ 

C I 

""~,IO) H '  = h - -  

auch so geschrieben werden kann 

C t :  

(9') -~ + = = / t ' .  
9" 9" 

Wenn H' posi t ivis t ,  bezeichnet diese Gleichung, wie im Falle v o n d e r  
Anziehung eines Punktes nach zwei festen Centra, eine lemniskatenahn- 
liche Kurve, welche indessen jetzt einen veranderlichen Parameter enthi~lt 
und auf die beweglichen Punkte m und m" als Anfangspunkte der 
Koordinaten bezogen ist. Setzen wit voraus, dass r' immer zwischen zwei 
endlichen Grenzen liegt, kann man einen so grossen Werth von h wahlen, 
dass H' stets positiv bleibt. Es existirt somit immer die Kurve (9 ')und 
der Gleiehung (8) zufolge muss der Punkt m' stets innerhalb derselben 
bleiben. Die Voraussetzung, dass r' eine obere Grenze hat, kann man 
aber fallen lassen, indem, filr grosse Werthe yon r', H' das Zeichen yon 
h erhalt, d. h. positiv bleibt. Wenn indessen r' sehr viel anwachst, muss 
die Kurve (9') schliesslich diejenige ihrer Formen annehmen, welehe in 
zwei um jeden der Punkte m und m" geschlossenen Gebieten besteht. 
Wenn h positiv ist und wenn m u n d  m" sich unendlich weit von einander 
entfernen, so muss also schliesslich m' in der Nahe von dem einen dieser 
beiden Punkte bleiben. Ganz allgemein k0nnen wit also sagen dass, wenn 

C t 

h > _  

ist, so ist die Bewegung yon m' entweder in Bezug auf m oder in Bezug 
auf m" stabil. Ft~r die Punkte m u n d  m" kann man nun ganz ~hnliche 
Betraehtungen wie ftlr m' machen. Durch Zusammenstellung derselben 
schliesst man dann unmittelbar, dass die drei Punkte stets in endlichen 
Abst'anden yon einander liegen mlassen, so lange oder sobald die Be- 
ziehungen 

gleichzeitig bestehen. - -  Diese Betraehtungen ksnnen nun in verschiedenen 
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Weisen variirt werden. An der Stelle der Bedingungen (I t )ksnnte  m'm 
z. B. aueh die folgenden 

I; > -~., - -  .m" \-di/ - -  .m. ~ # ~ , !  

r" \ ,lt ! \ dt ) 

treten lassen. 
Wenn die gegenseitigen Lagen dot drei Punkte so beschaffen sind, 

dass die Gleichung (9) stattfindet, so ist nach 18) die Geschwindigkeit 
elnes jeden derselben gleich Null. In einem solchen Augenblicke machen 
ihre Bewegungskurven Spitzen; es ist ja in der That einleuohtend, dass 
jeder Punkt von diesem Augenblicke an in demselben Weg zuri'lckkehren 
wird, welchen er vorher, bis zu dem fraglichen Zeitmomente, gefolgt hat. 
Das Integral der Plhehen giebt uns leicht eine Bedingung fi~r die MOg- 
lichkeit dieser Art von Bewegung. Wenu die Geschwindigkeiten nller 
drei Punkte gleiehzeitig Null werden, so kann n~mlieh dem fragliehen 
Integrale oder der G leichung 

nur in dem Falle Genrtge geleistet werden, wenn die Konstante der Flaehen, 
k, selbst gleich Null ist. Diess ist nun eine Bedingung, welche in dem 
oben angefi;lhrten Speeialfalle des Dreiksrperproblems stattfindet, die aber 
z. B. im Sonnensysteme, wo alle Bewegungen in derselben Riehtung vor 
sich gehen, nicht erfrdlt ist. 

Wit haben bei den angefahrten Beisplelen alle Bewegungen als in 
der Ebene stattfindend angenommen. Es ist abet leicht einzusehen, 
dass diess eine unwesentliehe Beschrankung war und dass (lie Schliasse 
ebenso leicht in drei Diinensionen gemacht werden kSnnen. Die auf- 
gestellten Grenzkurven werden dann durch solche Grenzfl'<'mhen ersetzf, 
die durch die Drehung der vorigen" um ihre  resp. Symmetrieaxen ent- 
stehen. Dass die Schlt'tsse ebenso leicht ft'lr andere Attraktionsgesetze als 
das NEWTO.X'sche gemacht werden konnen, ist auch ohne weiteres Mar. 

A r i a  mathemcf t i ra .  1r I m p r i m b  Iv 11 .Iuin lflgT, ll(~ 
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Beret  wit diese Mittheilung absehliessen, wollen wir noel, ein Pa' lr  
Worte iiber die Anwendung der angefahrten Betraehtungsweise bet einer 
speeiellen Aufgabe der St0rungstheorie zuffigen, n~imlieh bet der Unter- 
suehung fiber (lie Existenz der s. g. L i b r a t i o n  in der L',inge eines Pla- 
neten. Bek'~nntlieh wir,l die gestOrte mittlere L~inge, g, eines Planeten 
d~reh Anniiherungen beslimmt, deren Grundlage folgende Gleielmng 

,1"-~ 
,IF" 

~-~,,~ sin ( i g - -  i';," + At. ,) 

bildet. Hier be(leutet ~' (.lie mittlere IAnge des stOrenden Planeten; die 
Aj,~, wie die a~,~, sind yon den Elementen abh:mgige Gr0.~sen, yon welehen 
die letzteren mit der stOrenden Masse multiplieirt  sind; i ,rod i' nehmen 
(tie Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen an. Setzt man 
die st~'~rende Masse gleieh Null, so erh:,ilt man 

we n und e die ellipti~ehen Integrationskonstanten bezeiehnen, n die ~mitt- 
lere Bewegung~) mid ~ die ))mittlere Epoehenl~inge~. Ebenso erfolgt far 
den stOrenden Planeten 

I)iese beiden Ausdri'leke werden nun als Anfangswerthe benutzt, wel<'he 
man in der reehten Seite yon (i2) einsetzt. Man erhMt so 

' t : t .  . . . .  i ' , '  Z ~  ~, .~in (i~# i 'r / t  + i, ~ ' " + A.~.) 
dr-' 

worau.~ man dureh direete Integration als erste Ann~khemmg 

(,3) Z tz~ ( r ( =  ~t + e + (i,~ __'/,,).,sin ( i ~ t -  i 'n ' t  + i e -  + A~,,,) 

bekommt, Die zweite Anniiherung erfolgt dnreh Einsetzung yon eben 
die.~em An,~drueke und dem entsprechenden fi'lr ~' in (I2), I1. s . w .  Bet 
der er,~ten Annrdlernng sind die ai,~. lind _di.,, als Konstanten zu betraehtem 
Wir werden sic aueh hier, we es sieh nm" um ein typische,~ Bei.~piel han- 
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delt, als solche ansehen. Im allgemeinen sind sin doeh veri~nderlieh und 
zwar mi;issen arts dieser Ur~'~che in einer beliebigen Anni~herung start dee 
A~,,, Ausdrfieke yon dee Form o'~,,,t + A~,~. in den Argumenten von (I2) 
auftreten, we die a,,c ldeine yon den Bewegungen der Apsi(len und Knoten 
abhiingige Koeffieienten sind. In einer neuen Abhandlung ~ i~ber eben diese 
Fragen hat Herr GYLDi::, auf diese Verallgemeinerung Ri~eksieht genommen. 

Es kann nun abet bekarmtlieh (lie angeftlhrte Folge dee Anniiherungen 
divergent werden. Die Ursache hievon i,qt der Umstand, dass die n mid 
n' zwei ganzen Zuhlen i o und i0 so nahe proportional sind, dass die ent- 
spreehenden Koeffieienten il, (I3) 

( Z i  o . ~'~ 

sehr grosse Werthe annebmen. Wie diese Wirkung der kleinen Divi- 
soren ( ; 0 ~ t -  ion') durch Vorhandensein del" s. g. L i b r , 5 o n  kompensirt 
werden kann, hat Herr  GYI, DSX vet lgngerer Zeit gezeigt und in der ci- 
tirten Abhandlung nigher auseinandergesetzt. 

Die typisehe Form der beziTlgliehen AnnMleruilgsmetode konnte ill 
folgender Weise dargeste]lt  werden. 

Man geht von der naehstehenden Oleiehung 

- sh, (i.*-- i',,'t + .J,, ) 
dt" 

aus. Vorausgesetzt, dass 

+ c + 1' 

,st, we P nur periodische Glieder enthMt, so geht dieselbe in die folgende 

d2p 
--  Z'~i, ~, sin (int - -  i'n't + ic + i P  + A,, c) 

dt~ 

fiber. F~'lhrt man hieF statt P eine Grssse Ve in ,  welche dutch folgende 
Gleichung definirt ist 

(,4) 2 V ~ iont - -  i;u't + ioC + ioP + A~,,,~., 

Unlersuchungen ~ber die Co~verge~z der Re,herb welche zur Darstellung der Coor- 
dbmleu der Pta~eteu a~gewe~Mel we~'de~. Acta mathematica 9, P. 185--294" 
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wo i, ul~l i,', eil,~ll kritischcll Glie~le entsl)recheJJ, so erhiilt Jnan zur Be- 
s t immung von V die Gleiehmlg 

( '4 ' )  
,1" V 
(It" = --~i , ,~ , , , . s in  ( i , , t -  i',~'t + ic + il '  "4- A,,~). 

Vernaehlassigt man him" alle (;lieder ausser de,njenigen, welches den 
ganzen Zahlen io uml io cn/spricht, so erh:alt man, wem~ noeh 

gesetzt wird, die folgende Gleiehung 

woraus nach eimnaliger Integration 

(, 6) ('~! !2~ '-' '-' ': \dr~ : ~" - -  ~" s i l l '2  V 

kommt, l's bcdeutet hier 7: die Ii,tegrationskonstanle. l)iese Gleichung 
bestimmt V als eim., elliptische Function yon t mit dem Modul 

t/. 

i" 

de nach dem Wcrthe v o l t  k ,  mithin von der Integrationskonstante i', ist 
nun die Entwieklung yon V verschieden. Wenn 

]," < .  I 

ist, so enthalt (lie Entwicklung yon V, wie ill (14) vorausgesetzt ist, 
wirklich ein sekulares Glicd, dessen yon k abhi~ngiger Koefficicnt dem 
Werthe yon i o n - - i o n '  gleich sein muss. Von den Grossen T und n kann 
man also in diesem Falle naeh Belieben die eine oder die andere als 
die unabhiingige Konstante ansehen, hn  Falle dagegen, wo 

k>.  I 

ist, kann die Entwicklung von V nur periodisehe Glieder enthalten. 
Nach (i4) muss also die Gleichung 

( I  7 )  io,~ - -  i 'o . '  = o 
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genqu erffdlt sein. D'~s hierdurch ausgesagte VerhMtniss ist es, was man 
" , . , ~  o. bleibt also in diesem Falle Libration nennt. Die mittlere Be~ec, un ~ n 

nieht willkarlieh, sondevn muss so bestimmt werden, dass zwisehen n und 
n' eine vollstrmdige Kon~mensurabilitat herrscht. Die willktirliehe l(on- 
stante t r i t t  stattdem in den~ Koeffieienten tines periodisehen Gliedes auf. 

Diese Sehlasse, welehe dutch Anwendung bekannter lLeihenentwiek- 
lungen der elliptisehen Funetionen gefolgert wevden, lassen sieh nun aueh, 
dutch Anwendung unserer mehrerwahnten Betraehtung auf die Gleiehung 
(I6), ohne weiteres maehen. Bei diesem Verfahren ist man aueh keiues- 
wegs auf die beiden Glieder an der reehten Seite yon (I6) bese~ankt  , 
sondern man kann aus (I4') auf einmal alle Glieder mitnehmen, welehe 
nur yon V abh~ngen. Auf  solelfe Weise tritt an die Stelle yon (t6) 
eine Gleiehung 

(~tV~ '~ = F(V)  ( : s )  \ ,u /  

wo F(V) ausser der Integrationskonstante ein Aggregat  yon periodischen 
Gliedern enthrdt. 

Es sei nun F(V) eine beliebige Function, welche so besehaffcn ist, 
class die Gleiehung 

( , 9 )  1 , ' (v)  = o  

zwei reelle Wurzeln, V 0 und 1~ besitzt. Es wird ferner angenommen, 
dass zwisehen diesen Wurzeln keine dritte Wurzel liegt und dass F(V) 
eine positive Grosse ist far Werthe von V zwisehen V o und V 1. Wenn 
die Anfangsbedingungen so besehaffen sind, dass, fat' t = o, V zwischen 
V 0 und V1 liegt, so folgt aus den Voraussetzungen, dass V far immer 
zwisehen diesen Grenzen in einem Zustande von Libration bleiben muss, 
wenigstens insofern die Gleiehungen 

1, ' (v0)  = o ,  F ' ( v , )  = o 

nicht gleichzeitig mit 

F(Vo)  o ,  v ( r ; )  = o 

bestehen. Denn frlr Werthe von V, welche unmittelbar ausserhalb den 
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(;rcnzen V 0 und V~ liege,,, wiirde die Function F( V) negative Wc,'the 
annehmen, was nach (I8) nicht zulassig ist. ~ Wenn dagegen d ieGle ichung 
(t9) keine reellen Wurzeln hat, so muss ja in der That  Vmit t entweder 
best~ndig wadhsen oder bestimdig abnehmen. ~ In dem Falle, dass F(V) 
g!eich einer periodischer~ Function 

~0 + ,~,cosV + . . ,  

+ fl: sin V +  . . .  

wltre, ist es hinreichcnd die Wurzeln, welche zwischen o und e~- fallen, 
zu untersuchen. Aus der Periodicitat der Function F(V)folgt ausserdem 
dass. wenn V 0 eine zwisehen o und 2,': liegende Wurzel der Gleiehung 

s , ' (v )  : :  o 

ist, zwischen diesen Gl'cnzen wenigstens noch eine Wurzel V 1 liegen 
muss ,  vorau~ffcs.,, e'tzt,_ dass  

J," ( 1 o )  > < o 

ist. 
Mit Anwendung von einem durc b Herrn WEIF, RSTRASS gcgebenen Ver- 

fahrcn, 1 ist es leicht zu zeigen, dass for den Fall, we die Gleichung 
(t9) zwei Wurzeln 1% und V~ hat, V als einc periodische Function yon 
t darstellbar ist. 

Angenommcn, dass V o und V 1 zwei auf cinander folgende reclle Wur- 
zelu der Gleichung 

l , ' ( v )  = o 

sind, dass abcr F'(V) fr~r dicsc Werthe nicht verschwindct, so folgt, dass 

s ( v )  = ( v - -  v o ) ( ~ -  v)s,(v) 

ist, we F~(V) weder for die Werthe V 0, V 1 noch fiir die dazwischen- 
liegenden Werthe yon V Null  werden kann. Da nun, wenn der Anfangs- 

' S i t z u n g s b e r i c h t e  de r  A k ~ d e m i e  der Wisscnschaf ten  zu Ber l in~  Fe- 
bruar 1866, 
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werth von V zwischen V o und V~ liegt, nach dem Angeftfllrten folgt, 
dass folgende Re]ationen immer bestehen massen 

Vo < v < v , ,  

so ist man berechtigt, statt V eine neuc Veriinderliche v, durch die %1- 
gende Glcichung einzuftihren: 

V ----- r -It"/~ cos  ,~:, 

WO 
. v . + v ,  vo-v, 

2 ' f l  - -  2 

Man erhi~lt mm 

und anderseits 

(.,~. v..- (a.,,~, 
,,W,) = fl' sin~v\~47/ 

( v - -  v0)(~q - v ) =  :~n~, , ,  

so dass aus (18) 

(2o) 
d,, )o 
d i '  = ~ '  (~ + fl cos ,') 

' ,  v / 

folgt. Da die rechte Seite ftir alle Werthe von v sicher nic Null wird, 
so muss, dieser Gleichung gerniiss, v mit t entweder best~ndig wachsen 
oder best~indig abnehmen, und zwar so, dass wenn t yon --cx9 bis A- cx9 
~bergcht, v zwischen denselben Grenzen lauft. Es ist also sowoh! v eine 
eindcutige Function v(t) yon t, a ls  umgekehrt  t cine eindeutige Func- 
tion t(v) yon v. 

Es ist nun 

dt( . )  t dt(v + 2r,) 
/ ! L do ~,/~,(~. + fleos v) dv 

(2,) 

folglich 

v 

t (Q /Q(~ + fleos ,,,) 
0 

%2) t(v + 2w,) t@) + 20) 
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indem 2(0 eine gewisse I(onstante bezeMmet. Hieraus erh;flt man 

und also 

v ( / +  ~,,,) = v(/)  + -~:. 

~ o . ~ [ v ( / +  .~,,,)] = ~osv(t ) .  

Man sieht also, dass cost ,  und somit auch t ,  eine periodische Function 
yon t ist mit der Periode 2(0. Um die letztere zu bestimmen seizen wit 
in (2 2) 

F ~ ~ ~ ;72. 

Dann erhMt man 

t ( : )  --- t(-- =I + ~_o, 

und bedenkt man jetzt, dass n'wh (2I) 

t ( - -  =) --= - -  t ( = ) ,  

so folgt 

. ~ iL-(,,-~-,,~%.~ ,.) . t ~ P (  f . i  
0 I., 

Als eine itberall endliche periodische Function von t, welche au~serdem 
gerade ist, kann cos c in flAgender Weise entwickelt werden 

co.~r = A0 + A~cos~t + A~o.s-'2u + . . . ,  

WO 

H ----- ~ [  
(O 

ist. Zur Bestimmung der Koefficienten haben wlr Gleiehungen yon der 
F o r m  

77 

( 2 3) ; ' :A, ,  = ,.  , ,  , ,  , 1 ,  
0 
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oder, da 

ist 

oJA. 

d u _-~ - - d v 

to ~ / F l ( a  -t- flcosv) 

t" 1 ~' ' dv d,, 
, C O S  V . C O S  - -  �9 - - - m  . . . . . . . . .  J . . . . .  ~ _ _ _ -  . . . . . .  : . . . . . . . .  

<<' ,7 ~,'s,~(:-,2)~-A-vi vT,(<, + j7 oo~,,.) 
0 0 

Statt dieser Formel, kann man auch die aus (23) durch partielle 
Integration abzuleitende 

J i sin I.~ v , F , ( a + f l c o s v i  s i n v d v  A n  - -  9 

�9 ~ (Or 0 
0 

benutzen. Das Integral  
v 

' ely 

, .  %tFi (a  "t- flcosv) 

kann man sich in folgender Weise bestimmt denken. Da die Function 

V'F,(a + ~gcos v) 

eine tiberall endliche, gerade, und periodische Function ist, so llisst sich 
dieselbe folgendermassen entwickeln 

I 

F,(,~. + ~cosv) = a~ -[- ~ e o s v  + ~eos  2v 't- . . . ,  

und die Koefficienten sind durch die Formel 

' C O S  II, y 

7:,~ = l ~, (,~ u }i ~-os "o) dv  

bestimmt. 
Acta mathemat ica .  10. I m p r i m e  l e  10 J u t n  1887.  17 
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Dieselben kann man also immer, wenigstens durch mechanische Qua- 
dratur, berechnen. Hiernach ergiebt sich 

, ]  ~ .~(n + / c o s  v) 
%v + %sinv + ~z' sin 2v + . . . .  

Die Koefficienten A,, lassen sich sodann bestimmen entweder durch 
meehanische Quadratur oder auch analytisch mittels Entwickhmgen nach 
Cylinderfunctionen. 


