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ZUR THEORIE DER KRUMMEN OBERFLACHEN 

VON 

R. L I P S C H I T Z  
i n  B O N N .  

Vor einiger Zeit wurde ich veranlasst, reich mit der Frage nach 
denjenigen Oberflachen zu beschaftigen, bei welchen die Differenz der 
Hauptkri~mmungsradien in jedem Punkte denselben Werth hat. Die Me- 
thode zur Behandlung derartiger Aufgaben, welehe yon mir in den Un- 
tersuchungen i~ber die Bestimmung yon Oberfldchen mit vorgeschriebenen , die 
Kriimmungsverhdltnisse betreffenden Eigenschaften (S i t z u n g s b e r i c h t e d e r 
B e r l i n e r  A k a d e m i e  v. I4. December 1882 und 8. Februar I883)cnt-  
wickelt ist, giebt %r die erwhhnte Forderung eine angemessene Formu- 
lirung, und erlaubt, alle Oberflachen aufzusuchen, welche dieser Forderung 
und ausserdem noch einer gewissen Beschri~nkung genfigen. Die recht- 
winkligen Coordinaten eines Punktes einer solchen Oberflliehe lassen sich 
mit Hfilfe yon elliptischen Integralen als Functionen yon zwei unab- 
h~ngigen Elementen darstellen. Nachdem Herr HI.mMIT~ die G~ite gehabt 
hat, die Ausdrt'leke in den Comptes  r e n d u s  der Pariser Akademie v. 
14. Februar 1887, S. 418, a mitzutheilen, erlaube ich mir, die Ableitung 
hier folgen zu lassen. 

Wie in der angefi'lhrten Abhandlung denkt man sich in jedem Punkte 
der zu betrachtenden nicht abwickelbaren Oberfiache die Normale construirt, 
und werden die rechtwinkligen Coordinaten $, ~7, ~ des zu der Normale 
gehsrenden Punktes einer GAuss'sehen Kugel vermSge der GIeichungen 

= cos0, ~] = s in0cosg ,  ~ ' = s i n 0 s i n  

Vgl. Comptes  r endus  v. 2I Februar I887, S. 534. 
Aria mathematica. 10. Impr im6 le 10 Ju in  1887. 
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dutch die unabh'~ngigen Polarcoordinaten 0 und F ausgedrtickt; es er- 
streckt sich ~ von o his ~r, ~ von o bis 2zr. Fiar einen Punkt der 
Oberfli~che, dessen rechtwinklige Coordinaten x, y, z sind, bezeichnen p~ 
und p~ die Hauptkrt~mmungsradien, und wird die Lage der Hauptkriam- 
mungsrichtungen dutch den Stellungswinkel a bestimmt. Zieht man (lurch 
den Punkt (x, y, z) eine Parallele zu der x-Axe, und projicirt jene auf 
die Tangentialebene, so bedeutet a den Winkel, welchen die betreffende 
Projection mit der zu p~ gehSrenden Hauptkrt~mmungsrichtung bildet. 
Alsdann werden p~, p~, a als Functionen der Variabeln ~9 und 9 auf- 
gefasst, und die a. a. O. in III mit (26) bezeichnete Gleichung 

(,) o[P' + P* + (P' --'~ + i cosO[p~ + [,.~ + (p, ~ p2)e -'~'] 

- - - $  
a~ 

in welcher i = ~:--i  ist, enthMt die nothwendigen und hinreiehenden Be- 
dingungen dafiar, dass eine Oberflache existirt, zu welcher die Functionen 
P~, P2, a geh(~ren. Die rechtwinkligen Coordinaten a, y, z eines Punktes 
der Oberfl~ehe ergeben sich hierauf dutch die Integration der a. a. O. 
in lII, (27) aufgestellten Differentiale dx, dy, dz, bei welchen die Be- 
dingungen der Integrabilitat in Folge der befriedigten partiellen Diffe- 
rentialgleichung erfilllt sind. Die Ausdrlacke yon dx, dy, dz lassen sich 
naeh I, (32) der Abhandtung Untersuchungen iiber die Bestimmung yon 
Ober[Mchen mit vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelements (Sit z un g s- 
b e r i c h t e  der  B e r l i n e r  A k a d e m i e  v. IO. Mai I883) beziehungsweise 
als die reellen Theile der folgenden Verbindungen darstellen, 

(2) [ (cos~eos~ - 4 - i s i n F ) ( ~  (dO + i s in tgdy) -  p' -P'--~'  . . . .  " ~dg) ) -I- - - 2  • ktTO-- $ sin 

(cos tgs inF-- icosy) (~-~(dO + isinOdy) + P'-~P---~'e-~"(dO--isin,gdF)). 

Um in der Gleichung (I) die Bestandtheile yon einander zu trennen, 
in welchen die Summe, und diejenigen, in welchen die Differenz der 
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t tauptkri immungsradien vorkommt, kann man dieselbe, nachdem sie mit 
sin,~ multiplicirt  ist, in die folgende Gestalt bringen 

(3) a(,o, § sin,9 - -  i a('~ + P')sin2,) a g a,~ 

nt" a[(p, --p,)e-2'r OJ -I- i a[(p' -- P") e - ~  sin' O] 
sin ~ af, a,~ ~ O .  

I)emnach liefert die Trennung des Reellen und Imaginaren die beiden 
partiellen Differentialgleichungen 

(4) 

j a(,o, + p~) sin O -~ - -  a[(p, --p~) cos 2a sin' O] __ a[(p, --  p,) sin2asin'O] 
aF sin O~f, a# 

IoiP, "1- fl.a)sin~ 9 = --/o.,)eos2asin~,~] ~_[(_p, ~ p?)sin2as_!n[e). a[(pl 
a3 a# sin ~ar 

Da die nach ~9 und 9~ genommenen partiellen Differentialquotienten der 
Summe (/71-4-P2) dutch die partiellen Differentialquotienten der Ver- 
bindungen @1 - -  P2) cos 2o und (& - -  p:) sin 2~ ausgedriickt sind, so leuch- 
tet ein, dass, wenn zu der Bestimmung einer Oberflhche nur die beiden 
letzteren als Functionen von ,9 und F gegeben sind, die for die Existenz 
der Oberfl~che nothwendige und hinreichende Bedingung in einer einzigen, 
nur reelle Grsssen enthaltenden partiellen Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung besteht, welche feststellt, dass for das aus (4) abzuleitende Diffe- 
rential der Summe @1 -4-/02) die Bedingung der Integrabiliti~t erftillt ist. 
Bei denjenigen Oberfiachen, in welchen die Differenz ( p ~ - - & )  constant 
ist, und die gegenwartig ins Auge gefasst werden sollen, wird dutch die 
so eben erwi~hnte partielle Differentialgleichung angegeben, in welcher 
Abhangigkeit  der Stellungswinkel a yon den Variabeln 0 und F stehen 
muss, und sobald diese partielle Differentialgleiclaung erfiillt  ist, erhli.lt 
man zuerst (& -{-p~) und darauf  x, y, z, die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes der Oberflache, durch die Integration vollstandiger Diffe- 
rentiale. 

Ich suche jetzt die Oberfli~chen zu ermitteln, for w elche die Diffe- 
renz ( & - - p ~ )  constant ist, ferner der Stellungswinkel a nicht yon der 
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Variable g und nur yon der Variable '9 abhangt. Dann gehen die par- 
tiellen Differentialgleichungen (4) in die folgenden i~ber 

(5) 

a(p, + p,) _ _  I a[(p, - -  p,) sinza sin'0] 
af, sin 0 aO 

la(p, + p,) a[(p, --p,)coszasin '#]  i_ 
aS sin ~ 0 aS 

und die Bedingung der Integrabili tgt far  das Differential d ( &  4-, p~) be- 
steht in der folgenden gew0hnliehen Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung, welehe die Abhangigkeit  des Stellungswinkels a yon der Va- 
riable '9 charakterisirt 

I d [ (p ,  --,oD sin zasin~ 0]) 
d ~ dO 

( 6 )  = o 

Die Grssse (/q - - & )  bildet, da sic constant ist, einen fortzulassenden Factor. 
Mit Hi]lfe yon zwei willk~'lrlichen Constanten D~ und ~ ergiebt sich sofort 
die vollstrmdige Integration 

i i d(sin 2asin~0) ~l~, 
(7) sin 0 dO - -  

]sin 2~r sin ~ ,9 = s + ~l)l cos '9. 
Hieraus folgt, indem 

(8) sin 4 ,9 - -  (~ -t- ~]~ cos ,9)' ----= F(cos ,9) 

gesetzt wird 

(9) cos 2a sin ~ '9 ~- ~,/F(cos ,~). 

Wegen der Gleichungen (5) erh~lt die Summe (p~ q - & )  den Ausdruck 

( i'd(cos 2~sin'0) cm ) 
/ 

wo bei der auszufilhrenden Integration eine additive willkarl iehe Con- 
stante hinzukommt. Indem man i~ber diese so wie aber die sehon ein- 
gefahrten Constanten ~ und ~ auf alle zul~tssigen Arten verft'~gt, wird 
die Gesammtheit der Oberfl~tehen, welche den aufgestellten Forderungen 
entsprechen, erschopft. 
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Das in (Io) vorkommende Integral kann durch theilweise Integra- 
tion so umgeformt werden 

(I 1) flfd (cos 2. sin' tg)di~, d (cos #) sin'~ t9 [" COSt9 - - c o s 2 6 , +  2 cos2a . t~d,9 ,/ sln 

~/F(cos 0) ] ~'F(cos 0) 
--  sin '~0 -1- 2 sin =0 cos~d~. 

Verm0ge dessen bekommen die Differentiale der reehtwinkligen Coordi- 
naten x, y, z eines Punktes der OberflAche beziehungsweise die Ausdrocke 

d x _ = n , - - p ~ l ( 2 ~ ' q F ( c o s O )  2VF(cos~) ) 
2 I .... ! s~-~En~,~ - cosSd0 + sin~ ~ + ~ sin ~9d8 

+ (~ + ~)~ cos o) @ ], 
! 

_ [ ( j .  ) dy p,--,o, ] vF(coS0)cos~d~ _] ~_ ~!CjIF eos#cosF 
2 I 2 sin3 0 sin~.~ 

sin,~o q ~ \  ,]  s-{~n~ ~ eos~gd,9+~9~ sinv 

? + 9)~ eos O I sin',9 cos~gcos~ sin,gdf, , 

2 [ \  J sin',5 eos,9(b9 n t- sin~. t-- ~)~ff_ cos,gsin,r 

sin%9 eos~ dO + 2 ~ cos,gd,9 + ~})~f' eosf~ 

+sin~,99J~ cos cos,9 sin F sin0df, i" 

Dureh die Integration wird ausser dem auf der reehten Seite yon (I ,) 
erseheinenden elliptisehen Integrale noeh ein zweites eingefi~hrt; der Kirze 
halber will ieh dieselben so bezeiehnen 

, !  s i ~  cos,~d,9 ---- P, , 1  sVnY 0 a,, = Q. 
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A u f  diese Weise ents tehen ffir x,  y ,  z die Dars te l lungen  

2 

(14) y _ e , - - p ,  (2P + ~ f ) s i n ~ g c o s  V sin F 

o cos  0 + ~))t 
z - -  P ' - -P '  ( 2 P  4- ~)lf) s in ,9 s in f 4 -  " cos  F )  

2 s in  O ' 

und p~, p~, a sind dureh  die Gle iehungen bes t immt  

sin 2asin~*9 = ~2 4- ~)~ cos# 

cos 2a sin ~ ,9 = ~/,'(cos0) 
( ' 5 )  

( ' ' ) ~ F(c( s b ~) 
p, 4-p~ = ( p , - - , o 2 )  2 t '  4- sin.,o ~ 4- ~.lly . 

Die beiden mi t  P und  Q bezeiehneten In tegra le  unterscheiden sieh 

insofern von einander ,  als fi;lr die besondern Wer the  der  Constanten ~ = o, 

s))~ > o und ~ ~ o, ~).l~ = o das erstere die Eigensehaft ,  ein elliptisehes In- 

tegra l  zu sein, verl iert ,  wahrend  das zweite dieselbe beibehi~lt. 
Bei der  Voraussetzung,  dass ~ und ~ gleiehzeit ig versehwinden,  wird 

mi th in  
F(cos O) = sin ~ ,9. 

[ cos 0 
P = , ]  ~nb dO 

" dO 
Q = ~, sin ,9 

- -  log sin ,9 4- '~{, 

I 
= 1 0 g t g ? 0  4- ~ ,  

und  daher  nehmen  x, y~ z die Gesta l t  an 

(16) I .q' ~ (191 

l 
y = 

z = ( p ,  

- p,)I0ogsin,9 +  l)cos,9 

- -  p2)(log sin # + ~[) sin ,9 cos 

,%)(log sin ,9 -4- ~l) sin ,9 sin ~:. 

Hier  ist die betreffende Oberfltiche eine Rotationsfl'~che. 

Bonn d. 4. Apri l  I887.  


