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BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER THEORIE  DER S U B S T I T U T I O N E N  

V O N  

R. L I P S C H I T Z  
in B O N N .  

In der Abhandlung Sur la thdorie des formes quadratiques ternaires 
inddfinies ( J o u r n a l  f i i r  M a t h e m a t i k ,  Bd. 47, S. 312) hat Herr HER- 
MITE den Satz ausgesprochen, dass, wenn eine Substitution "dreier Va- 
riabeln nach #-facher Wiederholung die identische Substitution hervor- 
bringt, die zu der Substitution geh0repde mit einer unbestimmten Grosse 
s gebildete charakteristische Determinante nur far solche Werthe von s 
verschwinden kann, die gleich /~te. Wurzeln der Einheit sind. Dieser 
Satz ist von Herrn CAMILLE JOI~DAN in dem Mdmoire sur les dquations 
diffdrentielles lindaires tt intdgrale algdbrique ( J o u r n a l  fiir M a t h e m a t i k ,  
Bd. 84, S. i I2) in der folgenden Weise auf Substitutionen von beliebig 
vielen Variabeln ausgedehnt worden. Jede Substitution yon n Variabeln 

(,) 

I x~ ~- a,ly~ + aa2y~ + . .  �9 + al.y. 

x~ = a2~Yl + a2~Y2 + . . .  + a~.y. 

I . �9 �9 . , �9 �9 �9 , 

X,,--- a,~xyf "-[- a.~y2 + . . . .  + a..y.., 

welche nach #-facher Wiederholung die identische Substitution erzeugt, 
kann in die kanonische Gestalt 

2) t 1 - -  ( . O i U l ~  [~ ~ ( 0 2 U 2 ~  

Aeta  m a t h e m a t t e a ,  10, I m p r i m d  le 6 J u l n  1887. 18 
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gebracht werden, wo die s~mmtlichen Constanten ~o~, ~2, . . . ,  to, pt~ 
Wurzeln der Einheit sind, unter denen mehrere einander gleich oder auch 
alle yon einander verschieden sein k6nnen. Den bei der Verwandlung 
yon (i) in die kanonisehe Gestalt anzuwendenden Transformationen ent- 
sprechen solehe Transformationen der zu (I) gehsrenden bilinearen Form 

(3) ( a l l Y l  -J[- �9 " �9 "-1"- (]['lnffn)'Zl "J r  . .  �9 - l -  (a,,,y, -Jr- . . .  + a . . y . ) z . ,  

durch welche die bilineare Form 

(4) f f l Z l  "-~ Y ~ Z 2  7 1 - -  " ~  

in 
stitution 

(5) 

sich selbst i;~bergeht. Wenn fiir die Variabeln y l ,  Y 2 , . . . ,  Y.  die Sub- 

l y~ ----- g~u~ -~- g~.~u: + . . .  + g~.u .  

Y.. - -  g~.d~ + g~..u2 + . . .  + g~.u .  

I y .  = g . l u ,  -4- g.~u2 "t- �9 . .  -'t- g . . u .  

benutzt wird, und man das zu 9h~ geh0rende, dutch die von Null ver- 
schiedene Determinante I gl,~[ dividirte adjungirte Element mit Ghk be- 
zeichnet, so muss fi~r die Variabeln zh die Substitution gebraucht werden 

(6) 
[ z~ = G.w~ + G,~w~ -6 . . .  + G,.w. 

I z~ -'= G:~w, -f- ( l~w~ -4- -b G~.w,, 

�9 . . ~ o . . �9 . . . . �9 

z .  = G.~wl + G.2w2 + . . .  + G . . w . ,  

damit die vorgeschriebene Gleichung 

(7) y~ z~ "4- Y~ z~ A- . ,  �9 -Jr" Y . z .  = u~ w~ A- u~ w~ n t- . . .  -f- u .  w,, 

entsteht. Bildet man dagegen die Gleichung 

(8) (a~ly, 4- . . .  + al,,y,,)zt -q- . . .  -1- (a,,~yi -1- . . .  -4- a, , ,y, ,)z ,  

= (c,,u, + . . .  + c , . u . )w l  + . . .  + (c. ,ul + . . .  + c . . u . ) w . ,  
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so leuehtet ein, dass die :ait der reehten Seite correspondirende Substi- 
tution 

(9) 

tt -~  c::'a~ -4- c:~u: -4- �9 . .  -4- cl,,u,, 

t~ = c~: u: + c,:~t~ + . . .  + c,,u~ 

hervorgebracht wird, indem man zuerst die zu (5)gehorende inverse 
Substitution 

t ,  =- G , x ,  + G ~ x ~  + . . .  + G, , ,x , ,  

�9 �9 �9 �9 , �9 �9 . . 

�9 �9 �9 . �9 , , , 

hierauf (i) und zuletzt (5) an,:endet. Unter der Voraussetzung des yon 
Herrn CAMILLE JORDAN herrahrenden Satzes muss die Substitution (5) 
so eingerichtet sein, dass (9) die Gestalt yon (2) annimmt. Da nun (2) 
nach #-facher Wiederholung unzweifelhaft die identische Substitution 
liefert, so erkennt man leicht, dass, wenn eine Substitution (I) in die ka- 
nonische Gestalt (2) gebracht werden kann, aueh umgekehrt (i) die Eigen- 
schaft haben muss, nach #-facher Wlederhohmg die identische Substitu- 
tion zu erzeugen. Mithin folgt aus dem angefahrten Satze des Herrn CA- 
MILLE JOaDAN, dass eine Substitution (2) die genannte Eigensehaft hat 
oder nieht hat, je nachdem sie in die kanonische Gestalt (2) verwandelt 
werden kann oder nicht. 

Die nothwendigen und hinreiehenden Bedingungen dafi~r, dass eine 
Substitution (I) nach #-facher Wiederholung die identisehe Substitution 
erzeuge, kSnnen auf verschiedene Weise ausgedrhekt werden. Zu der 
Substitution (2) gehOrt die mit einer unbestimmten Grosses gebildete 
charakteristische Determinante 

s ) .  (o,n- s), 

und dieselbe ist ausserdem so beschaffen, dass alle ihre Elementartheiler 
von der ersten Ordnung sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass 
der grssste gemeinsame Theiler aller partiellen Determinanten der (n - - I )  t~n 
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Ordnung, durch die Determinante dividirt, einen Bruch liefert, dessert 
Z~hler constant ist, und dessen Nenner nur verschiedene lineare Functionen 
yon s als Factoren enthMt. Sobald elne Substitution (i) in die kano- 
nische Form (2) gebracht werden kann, verwandelt sich die mittelst der 
unbestimmten GrSsse s aus (3) und (4) gebildete bilineare Form 

( I  I ) ( a l l f f i  ..qL.., JI-  (llnYn)Zl - ~ " "  71- ((InlYl ...If-o-Ji- (InnYn)'~n - -  8(f f lZl  .3[.-,, ..~ ffn~Yn) 

dureb die Substitutionen (5) und (6) in die bilineare Form 

(,;) ,,,,u,w, + . . .  + 8(,,,,v, + . . .  + ,,;,w.), 

Weshalb die zu (I I) gehsrende Determinante 

(,3) 

a l l  ~ 8~ r ~ �9 �9 �9 ~ (lln 

g21 ~ ~22 - -  87 �9 ' �9 ~ 0~'2n 

anl ~ at~ 2 ~ . . . ~ (Inn - -  8 

ebenfalls die angefi~hrten Eigenschaften der obigen Determinante 

besitzt. Auch folgt unmittelbar aus den Principien der Abhandlung, in 
welcher Herr WEmRSTRASS den Begriff der E|ementartheiler eingeffihrt 
hat, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, ( M o n a t s b e r i c h t  
der  B e r l i n e r  A k ~ d c m i e  v. 18 Mai I868, S. 314), dass, wenn die be- 
zeiehneten Determinanten in ihren Elementartheilern t'lbereinstimmen, die 
bilineare Form (~x) in die Form (t2) transformirt werden kann. Hier- 
naeh ist es gestattet, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
darer, dass die Substitution (I) naeh #-facher Wiederholung die identisehe 
Substitution liefert, so auszusprechen, dass die Determinante (I3) nur ffir 
solche Werthe yon s, die /~t~ Wurzeln der Einheit sind, verschwinde, und 
dass ihre sammtlichen Elementartheiler v o n d e r  erstefi Ordnung seien. ~ 
Der zweiten Bedingung kann man nach einer oben gemachten Bemerkung 

S.  H .  MI,~KOWSKI,  ~Tber den arithmetischen Begr i f f  der Aequivalenz und aber die 
endlichen Gruppen li~earer ganzzahliger 8ubstitutionen, J o u r n a l  f t i r  M a t h e m a t i k ~  Bd~ 
!oo, 8. 4.50, 
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auch den Ausdruck gebcn, dass der grSsste gemeinsame Theiler der 
s~mmtlichen partiellen Determinanten der ( n - - I )  re" Ordnung, durch die 
Determinante dividirt, gleich einem Bruche wird, dessen Zi~hler constant 
und dessen Nenner gleich einem Product aus linearen Functionen yon s 
ist, die alle unter einander versehieden sind. 

Die Kriterien ft~r die in Rede stehende Eigenschaft einer Substitution 
von n Variabeln lassen sich, wie ieh jetzt zeigen werde, in der zuletzt 
erwi~hnten Fassung dureh sehr einfache Betrachtungen zur Evidenz bringen, 
bei denen von der Zerlegung der rationalen ganzen Functionen einer Ver- 
i~nderlichen in Factoren des ersten Grades kein Gebrauch gemacht wird. 

Es m0ge eine gegebene Substitution (I) in /~-facher Wiederholung 
zur _A_nwendung kommen, indem man die nach einander einzufiihrenden 
Systeme yon je n Variabeln mit xh, Yh, Y~, . . . ,  Y~/*) bezeichnet. Als- 
dann ergiebt das System (i) mit Benutzung einer unbestimmten Grosse 
s das System yon Gleichungen 

x~ - -  sy  1 - - -  aHy~ + ar2y: + . .  + a l , , y , - - -  sy l  

�9 . �9 , , . ~ , �9 �9 ~ , , 

�9 �9 �9 , . . �9 . . �9 , �9 . 

x , , -  sy,, = a,~y~ -{- a,i.~y.~ --[- . . .  -{- a,,,y,, ~ sy,, ,  

und ebenso entsteht nach einander eine Reihe yon Systemen, dessen erstes 
ich hinschreibe 

(is) 

Yl - -  sY? ) a, ,Y] '~) + "' ''('~) . . . .  , ~ ,  + . . .  + a , , y i y - -  sy] '') 

, . , �9 , . �9 . o 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 . . , 

yr. sy~) ~_ a. ly~) + a,,2y~,2) + + _ ..(~) ~..(2) 
- - - -  �9 " " [ $ n n ~ l ~  - -  ~ J n  " 

Wenn man nun das System (I5) mit s ,  die auf dasselbe folgendcn bezie- 
hungsweise mit s 2, s ~, . . . ,  s ~-1 multiplicirt, alle addirt, und die Ab- 
k~rzung 

(16) ~h ~ ~h "Jr- 8Y~ 2) -[- " ' "  .Af- S/t--Iv(P) 
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einfi~hrt, so erhMt man das System yon Gleiehungen 

( ' 7 )  

I xl  - -  s"y[ .'') = a,Tq, + a~.~.~ + . . .  + a ~ . T , , -  s~ i, 

I ~ . �9 �9 �9 �9 �9 �9 

x . -  s'~y(,[') = a.~rll + a,,.~ri7 + . .  + a , , . ~ . -  s~2.. 

Ich maehe jetzt die Voraussetzung, dass die Substitution (I)naeh #-faeheI, 
Wiederholung die identische Substitution erzeuge, oder, dass, in den ein- 
gefiihrten Bezeichnungen, die Gleichungen 

(18) y ~ ) = x , ,  . . . , y,(,~)=z. 

gelten. Dadureh wird aus (I7) das System 

(19) 

(l - -s" ' )x,  = ( a , -  s)~2, + ar2~21 + . . .  + a,,~,, 

�9 * , * ~ . 

(I --8I'~)~n = a,,~l + a,~2 + . . .  + ( a , , -  S)~,. 

Weil nun die n Verbindungen r/  ̂ naeh (I6) gleieh homogenen linearen 
Funetionen der Variabeln y,, y2, . . . ,  a. sind, welehe folgendermassen 
ausgedrfiekt werden sollen, 

(2o) ~^ = qhltJl -4- ~'/,~ff2 + " ' "  -4- ~'h,,Yn, 

so kann durch das System (19) far  jeden Werth yon s, weleher den Aus- 
druek (s I ' -  I) nieht zum Versehwinden bringt, nur diejenige Abhangig- 
keit der Variabeln 11, 12, . . . ,  x,, yon den Variabeln y , ,  y:,  . . . ,  y,, 
dargestellt werden, welehe urspranglieh in (I) ausgedraekt ist; oder, wenn 
jode der Gleiehungen in (I9) dureh (I - - s " )  dividirt wird, so m0ssen die 
auf der reehten Seite befindliehen homogenen linearen Funetionen yon 
y~, y:, . . . ,  y,, respective nfit denjenigen identiseh sein, die in (1) auf- 
treten. Wenn man daher die in (I3) dargestellte Determinante mit g'(s), 
die zu deln System (20) gehorende Deterininante ]qh, 1 mit e ( s ) ,  die zu 
der Substitution (I) gehorende l a,, I mit A bezeiehnet, so folgt aus der 
hervorgehobenen Ubereinstimmung zwisehen (~) und (19) die Gleiehung 

( 2 0 ' )  A ( I  - -  st') '. == ~(8)r 
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Die Determinante A muss wegeu der Glcichungen (18) so beschaffen 
sein, dass 

(21)  A"  = I 

ist. Die Gleichung (2o') zeigt, dass g(s) nut  fi~r solche Werthe von s 
verschwinden kann, die #re Wurzeln der Einheit sind, wie behauptet war ,  
und giebt gleichzeitig an, wie die Determinante ~(s)  durch g(s) be- 
stimmt wird. 

Wenn man annimmt, dass die Determinante g(s) so gebildet wcrde, 
als ob die Elementc ah~ von einander unabhangig watch, so kann man 
die zu (I3) gehVrenden particllen Determinanten der ( n - - I )  ten Ordnung 
als partielle Differentialquotienten yon g(s) nach den ahk darstellen, und  
erhMt a u s  (19)  dutch AufiOsung fiir die Verbindungen ~j~, 7]~, . . . ,  yj~ 
die Ausdriicke 

(22) 

Oal~---- ~ ~1 "1U --aa21 *2 4- . . ,  "Jr" *n 

ag(s) ag(s) ag(,) 
- - x z + - - x  + . + ~ x .  

a a l n  ~e l2  n 2 �9 �9 

7In ~--- ~'(S) (I  - -  8'~). 

Nach (I6) sind die 7]h gleich homogenen linearen Functionen der Va- 
riabeln Yl, Y 2 , . . . ,  Y,, deren Cocfficienten ganze Functionen der un- 
bestimmten Grssse s sind; sic verwandeln sich durch Anwendung yon 
(i) in homogene lineare Functionen yon xl, x ~ , . . . ,  xn, deren Coeffi- 
cienten cbenfalls ganze Functionen yon s sind. Diese Coefficicnten finden 
sich auf der rechten Seite yon (22) individuell dargestellt. Mithin muss 
jeder der n 2 Ausdriicke 

a~(s) 
aaak (i 

gleich einer ganzen Function von s sein. Es hat daher der grOsste ge- 
meinsame Theiler der zu g(s) gehsrenden partiellen Determinanten der 
( n - - I )  ten Ordnung die Eigenschaft, durch g (s )d iv id i r t ,  und mit der 
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Function ( z -  st'), die nut ungleiche Faetoren enth~lt, multiplieirt, gleieh 
einer ganzen Function von s zu sein, womit der zweite Theil der Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Wenn umgekehrt eine Substitution (z) so beschaffen ist, dass die zu 
derselben geh0rende Determinante ~'(s) die so eben erw~hnten Eigen- 
seha.ften besitzt, so lassen sieh mit n unbeschr~nkt ver~nderliehen Ele- 
menten .%, x~, . . . ,  ~:,,, n Ausdriaeke bilden, wie sic sich auf der rechten 
Seite yon (22) befinden, und dieselben sind naeh den getroffenen Vor- 
aussetzungen ganze Funetionen der unbestimmten Gr0sse s vom ( n - - z )  re" 

Grade .  Dieselben m0gen naeh den Potenzen yon s entwickelt, und wie 
in (I6) bezeiehnet werden. Dann folgt aus (22) das System (z9), und 
wenn hier die Ausdrt'leke (16) der 7/h eingesetzt werden, so erkennt man, 
dass wegen der Unbestimmtheit der Gr0sse s das System (z) oder (I4), 
hierauf (i5) gelten muss, und alle darauf folgenden besehriebenen Sy- 
steme gelten miissen, und dass als letztes das System (58)besteht. Diese 
Erseheinungen dri~eken abet aus, dass (5) nach /z-faeher Wiederholung 
die identische Substitution hervorbringt. Hiermit ist der Nachweis vollen- 
det, dass die aufgestellten Bedingungen nothwendig und hinreichend sind. 

Bonn d. 4. April I887. 


