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DIE MINIMALFLACHEN 

MIT EINEM 

SYSTEM SPHARISCHER KRIJMMUNGSLINIEN 

VON 

HERMANN DOBRINER 
in  F R A N K F U R T  a. M. 

In engem Anschluss an die in meiner letzten Abhandlung ~ be- 
nutzten Methoden lasst sich auch die Frage nach den Minimalflachen er- 
ledigen, die ein System spharischer Krtlmmungslinien besitzen. Diese 
repri~sentiren in gewissem Sinne nur einen Grenzfall der entsprechenden 
Flachen constanter Kriimmung, und man h'~tte an den Entwickelungen 
der citirten Abhandlung verh~ltnissmltssig nut geringe Veranderungen vor- 
zunehmen, um auch ftir die neuen Flachen die constituirenden Glei- 
chungen zu finden. Indessen gelangt man zu denselben schneller und 
erhMt sie auch sofort in ihrer einfachsten Gestalt, wenn man sich, statt 
auf die Gleichungen (5) zurtickzugehn, der W~,IERSTRASS'schen Formeln 
bedient. Die Anwendung derselben ist in diesem Fa l le  ermsgliCht, wenn 
man die Kriimmungsradien in ihrer "Abhangigkeit yon den Parametern 
der Krtimmungslinien kennt. Ich werde dahe~r der Klirze wegen den 
Gang, der zu den :Ausdriicken ffir d ie  Kriimmungsradien ft~hrt, nut an- 
deuten, dann mit Hilfe der WEmRSTRASS'schen Formeln die Gleichungen 
der F laehe aufstellen und erst am Schluss die Gleichung der Kugel geben, 
auf welcher die Kriiinmungslinie v = C o n s t .  liegt. 

' Dieses Journal Bd. 9, P. 73--IO4. 
A c t a  mathematica. 10. Impr im6  le 16 Ju in  1887. 19 
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Die Bedingung p~ == ~ p ~ - - p  hat die Rclationen 

I I I 

zur Folge, welche man an Stelle des Gleichungssystems (9)der  weitern 
Untersuchung zu Grunde zu legen hat. Man findet dann zunachst die 
Gleiehungen (14) wiederum in ihrer alten Gestalt, ftir R c o s a  eine im 
Vergleich mit (i5) complicirte Forme], und schliesslich far q~ und q2 
Differentialgleichungen, die ihrer Form nach nicht mit (20) sondern mit 
(25) zusammenfallcn; dies kennzeichnet das vorliegende Problem zu einem 
Grenzfall des frtihern. Ersetzt man in (25) 

p~ dureh iqx, P2 dureh q2 und u dureh iv, 

so erhMt man die Gleichungen f~]r ql und 92" Ihre expliciten Aus- 
drt'~cke in v gebn dutch dieselben Vertauschungen aus (33) hervor, mit- 
bin ist auch das System der l, m, n wesentlich identisch mit dem der 
2, /,, ~. Bezeichnen ),', p', ~' die Ausdrficke, in welche 2,/l ,  ~ tibergehn, 
wcnn man in (49) u durch iv ersetzt, so ist 

t 

Hinsichtlich der Quantitaten Pl und p~, sowie tiberhaupt hinsichtlich aller 
yon dem Parameter u abhi~ngigen Grossen behaltcn die frfihern Resul. 

tate unverandert Geltung. 
Nun war (p. Io2) 

und darin (p. Io3) 

~-~h ~h ~h P =  
22h lh ).h 

d u  1 wenn far den Factor ~ -  sein Werth aus (3 o) gesetzt wird. 

iO~,(a) 

Mithin ist 

p =  

- -  l, 2 e~'~Zh,~$~(a)~h(u,)Oh(v, + a) + e )2hOh~h(a)~(U,)O,(V,--a) 

. -  t,q,9,( a )~9,( a ) b~,( ~,,) 
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Die drei Summen ~ ,  lassen sich mit Hilfe der Thetaformel: ~ 
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Eht~h~h(X+)t~h(y)t~h(Z. ) = 2~11(8)~11(S - -  X) P~ll(S - -  y ) ~ l l ( 8  - -  Z,) 

2 s - - x + y T z  (h = 1 ~ ~', 3) 

durch je ein Thetaprodukt wiedergeben, so dass man far  ~/~ den ein- 
fachen Ausdruck : 

(a) 
- -  v, 2 

v?5 = ~/L~1,(2+) ol,(~)o,,(~, ) 

erhMt, wenn man abkt'wzend 

(b) 

setzt. 

(c) 

und setzt 

(d) 

so wird 

u l + v ,  ~/s u + i v  
2 ~u 2 

a l  2 t91 , 2 

Benutzt man ferner die Bezeichnungen 

7" ~ U:t -9 I- V 2 011(O') (Ul + / 1 )  "~  C o n s t . ,  ,~H(a) 

a ' l , ( a ) ,  
7-1 ~ - -  u~ + v 2 ~.Jf- ~ ~1 - - V l )  "3L Const. 

~ t ~  
~,,(el--- a) 

J'a, ,(~, ,  - -  a) 

2 2 da ~.(a )a,,(a-- a) ' 

d t l  ~' ' ~ . e a,,~l,(2a)~11(~,) 

i. 5fan erhiilt dieselbe dureh Subtraction aus zwei yon JACOBt angegebenen Formeln 

(Werkc~  Bd. I,  p. 507 (3) und (4)); sie ist ein specieller Fall der allgemeinen Formel, 
die Herr  PRYM die RrE~tASN'sche Thetaformel gcnannt hat. 
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und 

Die Grossen t, t~ sowie a, a~ und r, r~ sind fi'~r rcelle Werthe der Va- 
riabeln u und v conjugirt  comp, lex, wenn man die Constante a als rein 
imaginar voraussetzt. 

Von einem Ausdrucke ffir den Krflmmungsradius, der sich yon dem 
obigen nur durch einen constanten Faktor  unterscheidet, ausgehend, leitet 
ENNEPER r die WEIERSTRASS'schen Gleichungen fi~r die Coordinaten eines 
Punktes der Minimalflache ab. Hier erscheinen sie in der Form: 

x = i t  (~ - -  t ' )  do., 

s  �9 '~ ~. d ~  

wenn man durch das vorgesetzte R- den reellen Tell des nachfolgenden 
Integrals bezeichnet. Es ist also: 

f ~i, a~,(a) r_:o~., 

R •- O;,b,*,(a) [e~#~,(a "4- a) -4- e-~,~,,(a - a)]da,  y ~--fl  /s#,,(za)#,~,(a) 

f 2 a ' , , a ~ , ( a )  _ . 

und naeh der Integration: 

- -  ~ 2 0 ~ , ( a )  e r 0 u ( a  -{- 2 a )  + e - - r ~ , , ( a - -  2 a )  
x = _ . ~  2# , , ( , , )  ' 

- -  /.~ 2~ l ( a ) .  er~n(a 4" 2a) - -  e - r o q , , ( a -  2a) 
= - "  s t ~ l ( 2 a )  2 i ~ n ( a )  ' 

__ Rz '~ , ( a )  ~,,(2a) [d  log O,,( a) d ' l o g O . ( a ) ]  
Z =  -" ~ Oi, ~a - - - -  a da* 

' Z e i t s c h r i f t  ftir M a t h e m a t i k  and P h y s i k ,  Bd. 9, P. I ~  
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oder, wenn man noch die reelle Constante 

bezeichnet: 

C x =  

(e) 

8~1(2a) mit C 
2Oi,(a) 

erOqn(a.-+- 2a) + e- - r tg t t (a  ' "--2a) + 8" , ,9 ; t (a , -  2a) + e -~, ~,,(r + 2a) 
2O,,(a) 20, , ( r  

Cy = eT~gn(a + 2a) - -  e - ~ O H ( a -  2a,) 
*.ia,,( q) 

e,',,9,,(,~t - -  2a) - -  e-:,O,,(a, + 2a) 
2i~n( at ) 

o,,_(_2,0 r,~;,(,,)a,,(~,)- ,~,,(,0 ~;,(,,1) 
( . , ' z - -  ,~i, L O,,(a)~,l(a,) 

d 2 log oqu(a)] 
v l  d a  ~ _J " 

Ich gehe dazu fiber die Gleichung der Kugel aufzustellen, 
die Krt~mmungslinie v - ~  Const. liegt. 

Man setzc 
0n(2a) d21ogOH(a) __ 6'Zl 

und 

so dass 

auf der 

~gn(2a)  r ~, " ~T ~,y,,t~)o,,(o.,)--~,,( , , )o;,( , , , ) ]  = a 

wird. Dann ist 
02/9~1(o,)/9~,(o,1)(x2 _jr_ y2 + z~) 

= 0,,(~)~,,(~,) [e~',~,,(~ + 2,,),~,,(,,, - -  ~ , ) +  e -~ 'O, , (~ - -  2a)~,,(,,, + 2a)] 

Nun stellt die Determinante A eine gerade 0-Function zweiter 0rdnung 

mit der Characteristik (o) in Bezug auf das Argument u2 dar; sie lasst 2 
sich daher durch zwei besondere, yon einander unabh~ngige 0-Func- 
tionen gleicher Art linear ausdrtlcken. Wir wahlen die beiden Dar- 
stellungen: 

0..(2a) 
a = - - ~  [0'.(*') O.( ~,~ ) - -  0.( , ,)  0'.(,,~)] 

= A o.(o. + ~.)o.(o.~ - -  ~.)  + B 0 . ( , . )o . ( , ,~)  

= . a ,o . (o - - -  ~,,)o,,(,,~ + ~a) + B,O.(~')0.( , . , ) ,  
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und 
setzen, und die Coefficienten B, B~, indem wir (r~ 
annehmen. 

Wit finden 

Hermann Dobriner. 

bestimmen die Coefficienten A und A~, indem wir o~ = o, a-=-v~ 
--~- +__2a, a = + _ _ 2 a + v  1, 

t ,  = 

o . / . ~ o . / ~  ~o;.(v. ~ J  ~ J + 2~}a. . (z@)-a. . ( . .  + 2~)~i.(2~) + 
~,0,,(V, @ 2a) 

O,,(v,) . tg , , (o~ 2a)~n(a, -{- 2a) 
~,,(v~- 2a) 

.~_ ~qH(O,)~qll(O, )oq'~,(V,- 2a)bq,t(2a) .-[- ~ q , , ( v , -  2a)~it(2a) 
al,a, ,(v, - -  2a) - '  

und daraus: 

( f )  

e2v2oqn( O- ~t. 2a)oqn(o.,_ 2a) 4- e-2n20,1( 0" - -  2a)bq,,( O, "b 2a) 

= C z ~  e2"0"(v' + z a )  - -  e - ~ , a , , ( v ,  ~ za) 
a.(v,) 

bqn(2a) e~r2~'n(V, 4- 2a) - -  e--2"2bq'H(V, ~ 2a) 
a',, a,,(v,) 

�9 -k ,~' .(za)e~a,,( .v,  + za) + e-2~.~,,(v,- 2a) 
#i, ~,,(v,) 

A2 ist eine gerade 0-Function vierter Ordnung, die wir linear dureh drei 
von einander unabh~ngige Thetaproducte darstellen ksnnen. Setzen wir 
die Gleichung in der Form 

A ' =  A2 [~9~(01)8n(a -[- 2 a ) t g n ( a - -  2a) -Jr- tg~(a)~u(~, q- 2a)On(a~-  2a)] 

an und entwickeln, indem wir a~ ~ a - - v  setzen, beide Seiten nach P o -  
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tenzen yon o., so erhalten wir (lurch Vergleichung der Coefficienten yon 

.A = ~ I ,  9 

e 9 ~-- 
2*gn(2a ) d log*9,,(v,) 

! 

#,1 dv, ' 

" " *9,,(v, 2~).9,,(~, 2~) C2 = *git(2tt) - -  *gi,(2Ct)*gn(2a ) + - -  
o',~ + *9~(v, ) 

t m I m / p !  g 

.9~,(2a) .9,,.9,;(v,) - -  2t~i,*gt,(Vt)O,t(V,) "4- *gn *9,,(V,) 

t 12 t t !  

- -  . . 9 1 1 ( 2  a )  * 9 1 1 ( Y l )  2#n*gn(2a) 2*9,,*gn(2a)*91,(2a ) + .9;~0~,(2a) ~ " 
/ 2  .9,,.9.(v,) 

Mithin ist: 

(g) 
I ~ ~..V2*gn(2a.) dlog*gn(v,)Uz, -1 t- C2].  

= '911(0") 011(0'1 ) L" ~11 " d r ,  

Die Gleiehung der Kugel erhMt man nun, wenn man ( f ) u n d  (g )be -  
r0cksichtigt, in folgender Gestalt: 

(h) C2(x 2 + y~) + (Cz + V)  2 -~ W ,  

(i) 

V = *9n(2a). d*log*9.(a) *gn(2a) d logOn(v,) 
.9~, da * vl *9'n " dr, 

e2~*gn(v, + 2a)  - -  e--2~,*9,t(v,- 2a) 
2&,(v,) 

g t !  0,,(2a),9,,(v,) . 9 . (2a)  :~*9', ,(v, + 2a )  - -  e-2~*9;,(v, - -  2a )  
O,~O.(v,) 0'. O.(v,) 

*9~t(2a) e2V2*gn(v, + 2ct) + e--2v**9,,('o,- 2a) 
+ O;, O,,(v,) 

/ ; 2  ! ; ;  : / :  2 " 2*gl~On(2a) - -  2*9,,*9n(2a)*9, (2a) -{- O,t O,,(2a) 
+ o',~ 
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Die Krlimmungslinien v I ---- Const. liegen also sammtlich auf Kugeln, die 
ihre Mittelpunkte auf der z-Axe haben. Die Curven vl----o, + 2~'i, 
+ 4zd, . . .  bilden insofern Ausnahmen, als ihre osculirenden Kugeln in 
Ebenen degeneriren, die der xy-Ebene parallel sind. Man kann iibrigens 
leicht nachweisen, dass diese Curven alle einander ahnlich sind. 

Die Kriimmungslinien u ~ o, + 2to, + 4to, . . .  sind gleichfalls plan 
und zwar in Ebenen gelegen, welche durch die z-Axe gehn. Sie zer- 
legen die Minimalfl'hche in congruente Teile, von denen jeder mit dem 
benqchbarten Teilstticke zur Deckung gelangt, wenn man die ganze Fl'~che 

um die z-Axe dreht und zwar um dell Winkel 

=- 4ia 'b o J ~ ,  

worin to der Periodicitlttsmodul der ,%Functionen ist. 


