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UBER EINE GATTUNG TRANSCENDENTER RAUMC00RDINATEN 

VON 

OTTO STAUDE 
in DORPAT. 

Die bekannte Darstelhmg der geodatischen Linie auf den Fl~chen 
2. Grades durch hyperelliptische Functionen zweier Veranderlicher und 
verschiedene '~hnliche Anwendungen der genannten Functionen weisen auf 
eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten hin, durch deren Einfiihrung 
jene Anwendungen auf einen gemeinsamen Ausgangspunct zurrmkgeft'~hrt 
werden. Statt zur Darstellung einze]ner Raumgebilde einen oder zwei 
Parameter durch die Integralsummen des JAcom'schen Umkehrproblems 
zu definiren, kann man n~mlich zuerst darauf ausgehen, alle Puncte. des 
Raumes durch drei unabMngige Summen von je drei hyperelliptischen 
Integralen darzustellen und die geometrische Discussion entsprechender 
raumlicher Gebilde an den Gebrauch dieser transcendenten Coordinaten 
zu kntipfen. Im Folgenden sind als typische Formen drei verschiedene 
Darstellungen der Puncte des gaumes dutch drei unabhangige Parameter 
der angedeuteten Art in Knrze zusammengestellt. 

Dabei ist nicht sowohl auf die mannigfachen geometrischen Satze 
Riicksicht genommen, welche als gemeinsame Folgerungen aus jeder ein- 
zelnen dieser Darstellungen sich ergeben, als vielmehr auf mechanische 
Bedeutungen der letzteren. An den herangezogenen einfachsten Beispielen 

, 

mechanischer Vorg~nge, deren analytische Behandlung auf hyperelliptische 
Functionen I. oder 2. Ordnung fiihrt, wird liberdies auf eine charak- 
teristische Unterscheidung der betreffenden Bewegungsvorgange hinge- 

Aeta mathematiea. 10. I m p r i m 6  l e  15 a u i n  1887.  
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wiesen. Bei der Anwendung der hyperelliptischen Functionen auf die 
Darstellung der Bewegungen kommt n:~mlich wesentlich in Frage, wie viele 
von den reellen Periodicitatsmoduln, respective Systemen zusammenge- 
h0riger Periodicithtsmoduln bei dem einzelnen Falle zur Geltung gelangen. 
Dieser Frage parallel geht die andere, ob die betreffende Bewegung eine 
unmittelbar periodische oder eine nur untcr gewissen Bedingungen perio- 
disch werdende ist. Eine darauf beruhende Gruppirung aller Bewegungs- 
vorgange ~ finder an den bier behandelten Darstellungen der Raumpuncte 
ihre einfachste Erlauterung. 

w 1. D a r s t e l h t n t j  d e r  P~tncte  des  ] ~ a u m e s  du~.ch d ie  t ~ n k e h ~ t n c -  

t i onen  hype~ , e l l i p t i s cher  [ n t e f f r a l e  2 Gatt~tnff yore Gesch l ech t  2. 

Die gewshnliehen Coord~naten :~;, y, z eines Punctes im Raume 
drt'lcken sich durch die elliptischen Coordinaten 2, p, ~ desselben in der 
bekannten Weise aus: 

V / ~ - -  ;.)(,. --/~)(,~ --  ,~) 

Y V (~-- r ) ( f l - -  q) ' 

. / ~ : - -  ;,)(r - -  i~)(~ - -  ~} 

~ ~ V (7"- -  a ) ( ~ - -  i~) ' 

wo a, /~, 7" die Constanten des elliptischen Coordinatensystems bedeuten 
und die Ungleichungen 

- -  r < 2 < T < lZ < f l  < v < a 

bestehen. 

1 Vgl. L;'ber periodische u nd bedb~gt periodische Bewegu~ge~, Si tzungsber ich te  
der Na tu r fo r sche rgese l l s chu f t  b c i d e r  Univers i t l i t  Dorpat~ I886; (]ber bedi~gt 
periodische Bewegungen, ebend., I887. 
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Zwigehen den el]iptischen Coordinaten 2, p, ~ und drei neuen Coor- 
dinaten u~, u~, u~ mOgen nun die folgenden Relationen angenommen werden: 

(2) 

"' o + J  +..I -v,(,> 
~,o r fl 

). tt v 

~o 7 

u3 = 2r + ~v','(,,~) 
20 7 fi 

)d~ 

worin : 

(3) ,'(p:) = ( ~ = -  p)(fl - - / , ) ( r  - -  p)(~o - -  p)(;,o - -  e) 

ist und 20, Po zwei besondere Werthe der gleichnamigen Coordinaten 2, # 
bedeuten. Iudem man aus diesen 3 Gleichungen, welche das Umkehr- 
problem der hyperelliptischen Integrale 2. Gattung ~ vom Geschlecht 2 
enthalten, die symmetrischen Functionen (I) der elliptischen Coordinaten 
2, #, v berechnet, erhMt man x, y, z als eindeutige Functionen der drei 
neuen Coordinaten u~, u2, u 3 dargestellt, namlich: 

(4) 

x.~-0~.~]~,/~),o :0~('~'' %) 04~ ~y~)E(u~, u~, u;~)] 
~(,,, ;-,;,T + O~o(,,,; 

~ U 8 )  ) u ~/fl >,o g~,~,:-~3- o~o(,,,, 

o,,I, o.,(.,, .,> ~"("" ~E(-1, -,, u')ll ~ = ~ l  vr - ) '~  ~ 7 ~  o,~ 

worin: 

(s) 

o '2">+ oi', (0'' o;;('-0, + ol; ̀'~, 
E ( u , ,  ,u.~, u,,) = % + 0,, u, + 0,o 

~logO(%. %) ~logO(%, u,) 

I Vgl. (]LEBSCH-GORDAN, Theorie der AnEL'schen Funetionen, Leipzig 1866, S. 15o. 
Acta mathematica. 10. Impr im(~  le  21 J u i n  1887. ~ 4  
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Dabei .ist~ mit den modifieirten WEIl~llSTllASS'sehen Indices ~ bezeiehnet, 

o,.(u,, u~)= ,~,.(,,~, ,,~), 

wo #;~(va, v~) die gewShnliehe Thetafunction zweier Argumente v~, v~ 
und dreier Parameter aaa, a~ ,  a~ und ferner 

(6) 

u , B ,  - -  ~.,B, ni  

~)1 ~ A,B2 ~ A 2 B I  -~' 
A~u~ ~ A2u ~ lri 

vu ~ A~ B~ - -  A.~B~ 2 

" ~  ~ - - - -  7 g * : l  

ala A~B 2 A~Bt  

A , C ,  - -  A ,C,  

alu --~ ~ A I B 2  - -  A~B~ ~ 

A,D~ - -  A , D ,  

zu setzen ist. Die reellen Constanten dieser Ausdrt~eke haben die Werthe: 

(7) A,,=fd.,,,, B , , = - - f u , , , . ,  C,,=fe.,'. Z). . . . .  f e . , ; ;  

sie sind auf reellem Integrationsw.ege mit den Differentialen: 

2vr(,o) 2 ~  ' 2 v ' ~ '  2{~-,.(p) 

zu berechnen, in welchen V/_~Tr den positiven Werth der betreffenden 
Quadratwurzel bedeutet. 

Aus der in (4) gegebenen Parameterdarstellung aller Raumpuncte 
dutch eindeutige vierfach periodisehe Functionen. dreier unabhangiger 
Argumente u~, u~, u s gehen als specielte FMle die verschiedenen be- 
kannten Parameterdarstellungen im Gebiete der confocalen Flachen 2. 
Grades hervor: 

Die Functionen (4) sind in u s linear; fnr u~ ---- a~, u~ = a~ mit zwei 
Constanten a~, a2, erhMt m a n  daher in (4) die Puncte einer geraden 

z Vgl, A cta mathematica~ Bd. ,8~ S. 84. 
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Linie, welche, wie ihre Differentialgleichungen in elIiptisehen Coor- 
dinaten: 

(8) 
(;~ - -  2,)a~, (/,. - -  ),o)d/,. (v --  2o)d'J 

2~/r(  ; )  = o ,  

erkennen lassen, mit den Flachen 

des confocalen Flachensystems der elliptisehen Coordinaten je 2 unendlich 
nahe Puncte gemein hat, also gemeinsame Tangente der Flachen 2---~2 0 
und /~-----#0 ist'- Die Formeln (4) liefern in diesem Falle mit u 3 = ct, 

unter c eine Constante und unter t die Zeit verstanden, zugleich die 
Gleichungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes im Raume 
und die Beziehung zwischen den beiderseitigen Integrationsconstanten in 
den zwei yon JACOBI gegebenen Forinen ~ der Gleichungen der Trligheits. 
bewegung als der Integralgleichungen des Systems yon Differentialgleich- 
ungen, welches aus (8) unter Hinzufiigung der dritten Gleichung 

(8 ' )  (~ - -  m ) ( ~  - & ) a ~  + (/~ - -  ao)(Z - -  a o ) @  + ('~ --/,-o)('~ - -  ) , o )a ,  = c d t  

entsteht. 
Far  ) = & verschwinden in den 3 Gleichungen (2) die ersten Glieder 

der rechten Seiten, und zwischen den entstehenden 3 Summen u~, u~, u:~ 

yon je 2 Integralen besteht die Relation: 

(9) E(ul  , u2, ua) = O, 

die mit Rr~eksicht auf die Definition (5) nichts anderes ist, als die Dar- 
stellung tier Sumrne zweier Integrale 2. Gattung u 3 dutch die Summen 
je zweier Integrale I. Gattung u i u n d  u~. Die Gleichung- ( 9 ) i s t  die 

Vgl. KLm~ Zur geometrischen Deutung des A~EL'schen Theorems, Marhem. Ann. 
Bd.-28, S. 533. 

Vgl. JACOB[, Vorlesungea iiber Dynamik, herauSg, vou CLEnSCrt, S. 233. 
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Gleiehung des Eliipsoides ,;t = 2o in den Coordinaten u~, u~, u 8, Zu$|eich 
redueiren sich die Formeln (4) far die Puncte dieses Ellipsoides auk" die 
bekannten Formeln: ~ 

(io) 
v~ - -  ,~0 o .  ~(,,,,, ~,) ' 

Besteht zwischen u~, u~, u 3 neben der Gleichung (9) noch die fernere 
Gleichung u~----a 2, so erhMt man in (IO) die geodatischen Linien nnd 
zugleich die Gleichungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes 
auf dem Ellipsoid 2 = ~e, deren Differentialgleiehungen lauten: 

c(l[ . ! 

2v'r(ll ) 2u 

Man hat in der letzteren Auffassung u~ durch die Gleichung: 

te 

mit einer Constanten t o als elndeutlge Function yon t far alle reelien 
Werthe yon t definirt zu denken. 2 In den Formeln (4) vereinigen sich 
also die Darstellungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes 
im Raume und auf der Flltche zweiten Grades. 

t Vg]. Acta  mathematica~ Bd. 8, S. 84. 
Vgl. Wv, I~RSTaASS~ Uber geodatische Linien auf dera dreiaxigen Ellipsoid, Mouat~  

be r i ch t e  der Ber l ine r  Akademie 1861, 8. 986. 
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w 2. D a r s t e l l u n g  der  laanvte des Ra ,umes  d u t c h  dee U m k e h r f u n v -  

t ionen  hyperel l i /p t ischer  l n t e o r a l e  3. Gattun,o. vain  Geschlecht  2. 

Die eltiptischen Coordinaten 2, ,a, v mSgen ferner ersetzt werden 
durch 3 Coordinaten u~, u~, u~, welche mit ihnen verbunden sind durch 
folgende Gleichungen i 

(,) 

t p. v 

_ f ( a -  po)aa•  f(p-po)ap• s 

2o Y t? 

,ii +j,, 
I, o, v 

(~ - - f f o ) ( , ~  - -  ,~o) a,~ ( f f - - f f o l ( f f  - 2 0 ) @  4- 6 ,  - -  

),o ~" ,3 

wo jetzt unter r(#), anders als in w z,~ eine ganze Function 6. Grades: 

(2) ~ (p )  = -  (~ - p ) ( ~ - -  p ) ( r - -  p)(z0 - -  p)(>,0 - -  p ) ( > , , - - p )  

verstanden wlrd und "~0, )u , ~  (~ < 20) SP ecielle Werthe der gleiehnamigen 
Coordinaten sind. Es ist daher jetzt u 8 eine Summe yon hyperelliptischen 
Integralen 3" Gattung mit den logarithmischen UneRdlichkeitspuncten 

Die Berechuung der symmetrisehen Fdnctionen w  ( I ) d e r  oberen 
Grenzert 2, lz~ ~ tier Integralsmnmen ul , u2 ,  ua giebt jetzt: 

(3) 

4(~' &X~ " ~,) T(u,, ~,, ~3)' 

y _ Q(u,, ~,, u,) 

z _ _  ~ ( u , ,  ,u.~, u,) 
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worin T, P, Q, R die Bedeutung haben: 

(4) T(ul  , u , ,  u:~) 

= ~/(a-- 2,)Pt(u.,, ii,. ~,)+ (fl--2o)Q~(u,, u,, u , i - l ( i ' -Jo)R'(u, ,  u,, u+)+ (~o-~,)8 ~'(u,, u,,~u~), 

(5) 

I ~,, .~ - c , )  - e O,0(u~ + ~,, ~q-  c,) I, p(u,, u~, u~) = [ '"+ - ' "  O~(c,, r O,o(U, 

= - ' , ,  ...., - -  ~ :  - -  o~ ~"e c , ,  u~ + c~)}? 

iU,3 - -  /~(Ul  Y '~!2' +3) ---- 023(Cl , c 2 ) { e  001('/+l Cl, U 2 - -  C2) - -  +--'u" 001(+ l "~  Cly U 2 + C,)}, 

8 ( u , ,  u , ,  u~) = O,o(~,, ~+)[e'",Oo+(U, - ~,, ~ -  ~,) - : " O o + ( U ,  + ~,, u , +  ~)}, 

WO ferner :  

(6) u'~ = u ~ - -  i al~ %) tt~ - -  ~" Olo~0+~(c,, %)uu 
O,.t act 

ist und die rein imagin~ren Constanten cx, c~ die Werthe haben: 

(7) c, = ['<? -zo)___rio .~ _ i ' ( ?  - ~o)J? 
. :  , , _ . :  : 
~l ;'q 

Die Argumente und Parameter der Thetafunctionen haben die Werthe 
wie in den Formeln w ], (6), (7) nur dass in diesen r ( p ) j e t z t  die neue 
Bedeutung (2) bcsitzt. Die Quadratwurzel T verschwindet, wie leicht aus 
bekannten S~tzen tiber das gleichzeitlige Verschwinden mchrerer Theta- 
functionen O~(u~, u+) hergeleitet werden kann, ftir kein reelles Wer thepaar 
u~, u2, u,; sie hat t~berdies, wie auch P, Q, R, S ftir reelIe Argumente 
u~, u2, u 3 auch reelle Werthe. Die  doppelt ges:trichene Quadratwurzel 
bedeutet den positiven Werth von T. 

Die Darstellung (3) der Punete des Raumes dutch ftinffach perio- 
dische Funetionen der drei Argumente ut, u~, u a ist im reellen Gebiete 
eine eindeutige, sobald man far T einmal das positive Vorzeichen fest- 
gesetzt hat. Aus dieser Parameterdarstellung aller Raumpuncte ergeben 
sich folgende specielle Formen: 

Weun man die beiden Variablen ul ,  u~ constant, gleich a~, a~ setzt, 
so bleibt in den Formeln (3 )nu t  u'3 variabel, und man tibersieht, dass 
bei den gemachten Fest.qetzungen die Formeln (3)eine Ellipse darstellen, 
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deren Mittelpunet der Coordinatenanfang ist, Aus den Differentialgleich. 
ungen dieser Ellipse in elliptisehen Coordinaten: 

(8) 

(~ --Zo)d;, q_ (/~ --/~o)d/~ + (~ --Zo)d~ _ O, 

('~ - -  "~o) d'~ (t~ - -  )'o)d/~ (~ - -  )'o) clv 
~ O ~  

folgt anderseits sofort, dass diese Ellipse mit den Flaehen 

v = a, v "--/~' /* ~- r,  /.t = llo, l -~ "= )'0, 2 --~ ,t~, 

so oft sie denseiben begegnet, je zwei unendlich nahe Puncte gemein hat, 
also die Flaehen /t0, 20, 2~ je in zwei diametral gegent~berliegenden Punc- 
ten beri~hrt. 

Mit u a = gt hat man in (3) unmittelbar die Gleichungen der Central- 
bewegung eines materiellen Punctes x, y, z unter Einfluss der vom Coor- 
dinatenanfang ausgehenden Anziehungskraft v o n d e r  Grssse g2r, unter r 
die Entfernung des bewegten Punctes von letzterem verstanden. 2 

Fiir 2 = 2  0 verschwlnden in den 3 Gleichungen ( i )d ie  ersten,Glieder 
der rechten Seiten und zwlschen den entstehenden .3 Summen von je 2 
IntegrMen besteht die Relation: 

r 0(% + c,, % + c~) i~logO,~(c,,C,)ul alog0,~(c,, c,) 
(9) u, ----- ~ l o g  ~(;~, . . , ,  % A e,) + ~r + i  ~ �9 ac, - ~ u ~ t  

welehe die Darstellung der Summe zweier Integrale 3. Gattung u s durch 
die Summen je zweier Integrale I. Gattung u~, u~ ist. Man kann diese 
Relation auch schreiben: 

ei,'. __ O(u,  + c,~ % + .c,) 

e-*~'* ~ 0 ( %  - -  c!, % ~ % )  

V gL Uber Veral~e, raeinerungen des Gna vEdschen Theorems in~ tier analytischen 
Meehanik,,Beriehte d..K. SaQhs. Ges. d. W., I886; ferner KLmN: Zur  geotnetrisehe~ 
Deu~ung des ~inx,'sohen Theorems der hype~'elliptisehen Integrale, M a t h e m a t i s c h e  An- 
i~alen, Bd, 28. 

Vgl. JAcom~ a. a. O., S. 234. 
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Die Formeln (3) reduciren sieh in Eolge derselben ahf: 

(io) 

mit 

80,. 0~,, %) 
~(a -- ).~ -- ),, ) T 

f<~ - A~ &) 

z 0,, O. (u, ,  %) 

~#r-- ~.)(r-- ~,,) T 

, 2 ~ . 2 2 ~ 2 T ---- ~/(a - L) O ~ O~(u,, u,) + (fl-),o) O,~ O~(,t,, ,,,) + ( / - s  0,, O,,(u,, u,) + (L-). ,)0~ q(,,,, v,), 

wie leicht aus den _A_dditionstheoremen der Thetafunctionen folgt. Diese 
Formeln ( to )gehen  ihrerseits mit 2, ---- - -  oo in die Formeln w I, (4) t~ber, 
da neben (xo) noch die Gleichung: 

(t, -- ~,X,, -- ).3 o,., o(,,) 
(,~ - ~,)(fl -- ~, XT -- i,) T 

besteht. Die in den Gleichungen (Io) enthaltene Darstellung der Punctc 
des Ellipsoides 20 durch zwei unabhangige Parameter ist im reellen Ge- 
biete eindeutig. 

Besteht neben der Gleichung (9) auch noch die Gleichung u~ ----a~, 
so erhMt man in (I o) die Puncte derjenigen Curven auf dem Ellipsoid 
I0, welche von den eben erwi~hnten Ellipsen umhallt  werden, und ahnlich 
wle die geodatischen Linien verlaufen, eindeutig durch den Parameter u, 
dargestellt. Macht man u 1 dutch die Formeh 

t 

) " d / g q ' ~  ,to) t 
"' = , l  (,';-- ~oX - - ; ~  ~2) 

ro 

eindeutig yon der Zeit t abMngig, go sind die Gleichungen (Io) die Be- 
wegungsgleichungen eines Punctes, der auf dem Ellipsoid 10 unter dem 
Einfluss der Centralkraft g2r sich bewegt. 

In der Parameterdarstellung (3) vereinigen sic h also die Gleichungen 
der freien und der an das Ellipsoid )'o gebundenen Bewegung eines ma- 
teriellen Punctes unter Einfluss einer centralen Anziehungskraft, welche 
der Entfernung direct proportional ist. 



Uber eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten. 193 

w 3. Dars te l lun ,g  d e r  P u n c t e  des  R a u m e s  d u t c h  d ie  U~nkehr~'unv'  

t i onen  h y p e r e l l i p t i s v h e r  I n t e g r a l e  i. G a t t u n g  yore Geschlecht  3. 

Es sollen endlicb die elliptischen Coordinaten 2, if, u mit 3 anderen 
Coordinaten Ul, u~, u~ dutch die folgenden Relationen verbunden sein: 

(,) 

I ). ff v 
U':j ~'(2-['~ "-~-,/(/~---/'~ "}- /( '~i ]v '2y'r( /~ ) 

),o y fl 

?.o 7 fl v 

�9 (~, - -  ffo)(~, - -  ~,o) d~, ~ ' ( / ,  - -  ffo)(/~ . =  ;,o)dff = - -  

~. t J  

).o z 

wori n : 

(~) ,.(,o) = (~ - -  p ) ( f l - -  p ) t r  - - , o ) ( / ~ o  - -  z)(~,o - -  p)(~, ,  - -  p)(~,~ - -  p )  

und fro, 20, )'~, 22()'o > 21 > )'~) besonderc Werthe der gleichnamigen Coor- 
dinaten sind. Die Integrale in diesen Gleichungen sind v o n d e r  I. Gatt- 
ung yore Geschlecht 3. 

Um die symmetrischen Functionen der elliptischen Coordinaten 2, if, v 
durch u~, u2, u 3 darzustellen, setzt man: 

(3) 

In i t :  

0 \ , . ;  , j  ~ , ,  '~., u~) = 0 \ s , s ; s ; / ~ v , ,  v.~, = 

2 , ,  , 2 /  

+ 2a~3(,,,~ + ~)(,,,, + ~)+  2o, (,,,, + ~)(,,,, + ;)+2++, + ~)(,,,~ + ~), 

Act'~ m a t h e m a t i c a .  ]0. Impr im6 le 21 Ju in  18~7. 25  
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Dabei  bestehen zwischen % ,  %,  ua und  v~, %,  va die Re | a t i onen :  

(4) v~ = (r + c,,~u= + ca,ua)rJ, (,, : ,,~,a> 

und  haben  die 9 Coeffieienten c~a, c~,  c,,a die B e d e u t u n g :  

wo die Ind ices t r ipe l  h~h~h a und  k~k2k ~ unabhi~ngig yon e inander  die 

Zah len t r i pe l  I 2 3 ,  23 t  , 3 t ~  d u r c h l a u f c n  u n d  

A ___. A~ A~ A~ 

A~ A~ A~ 

Die P a r a m e t e r  a~. der  The t a func t i on  haben  die W e r t h e :  

(5) ah, ---- - -  (ch, B] + ch~ lt~ + oh, B~) =, <h.~- = ,. 2..~) 

wobei  ah,----a~.h. Endl ich  sind un t e r  A~, B] die a u f  r ee l l em In tegra t ions-  

wege  be rechne ten  reel len Cons tan ten  zu vers tehen :  

)'o lLo a 

~.fd,,,,. fd,,,,., 
),~ r 3 

),1 

B'h ~ 2 f d,o'~ 

(6) A~, ~-- - + B~ = -  : f d ~ ;  
r ~ L~ 

a 

AI = : f d o , . ,  B~ = ~fd. , '~,  

mi t  fo lgender  B e d e u t u n g  der  Different ia le  dcoh nnd  dw;:  

(7) 

& o ,  - -  ~o - - / ~ o ) @  do,~ - -  (p - -  ~o)dp 
: ~  ' ~ ' 

do,; - -  (p - - m ) ~ p  ~ r  

do,.,  = 6 0 - / ~ o ) ~ p  - -  ~,o)gp 
, ~ < ~  ' 

d~4 = (p _;, t~o)(e - -  ~o)@ 
: i - ~ - ~  ' 
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unter V'+ r allgemein die positive Quadratwurzel aus der positiven reelle~ 
Gr0sse + r verstanden. 

Indem man endlich die Thetafunctionen mit den WEIERSTRASS'sehel] 
Indices ~ bezeichnet, erhalt man: 

(8) 

0o~. 0,,~(%, %, %) 

8 o . O~.~(u~, u~, u~) 

e,,o. 8o~(~,, %, %)' 

wo den ohne Argumente geschriebenen Thetafunctionen die Argumentc 
oi oi o zuzudenken sind. Die Coordinaten x,  y,  z werden hierbei reell 
fiir reelle Werthe von u~, u~, "~. 

Diese eindeutige Parameterdarstellung der Puncte des Raumes durch 

i Vgl. HENOOtt~ De Abelianarum fu~ctionum periodis, (Berolini 1 1867) S. 15, wobei 

im vorliegenden Text nuv die zweiziffrigen Indices bei HEr~LCtI durch Hinzufiigung der 

Ziffer 7 in dreiziffrige verwandett sind 1 sodass yon den 64 Thetafunctionen 8 je eine der 

Zahlen o~ ! ~ 2, . . . ~ 71 56 abet je 3 dieser Zahlen als Indices bekommen. Eine zweite 

Indicesbezeiehnung ware dadurch geboten~ dass eine Thetafunction keinen Index~ 28 Theta- 

functionen je 2 der Zahlen o I I 1 21 . . .  1 7 und 35 je eine Seheidung der 8 Zahlen in 

2 Qaadrupel als Oharakteristik bekommen. Man kann es dann fiir den hyperelliptischen 

Fall  so einrichten~ dass die gerade Thetafunction~ welehe fiir v~ ~ o~ v~ = o~ v~ ~ o 

verschwindet~ keinen Index bekommt 1 die 28 uageraden Thetafunetionen je 2 Indices und 

die 35 iibrigen geraden der Spalmng der in irgend einer Reihenfolge mit io, i~, i ~  . . . ,  i 7 

bezeichneten 8 Zahlen o~ I~ 2~ . . . ~  7 in 4 Quadrupel so entsprechen 1 dass sieh die Null- 

werthe der Thetal~unotionen mit der Oharakteristik - (i~ mit einem Pro'portionalitats- 
\ i ,  i~ i 6 i 7 ] '  

factor k uad der Abkiirzung (il i~) ~ (ai~ ~ ai.,)~ dureh die 8 Verzweigungspuncte %, a l ,  a ~  

. . . ,  a 7 so darstellen: 

k ~ { i ~  ~ : / \  . . . .  " , . . . . .  V(~,o~,)(~o%)(~i3)(i~i3)(i3i,)(i~i~).(i,i~)(i,  i6)(i4iT)(i~iT~iTis)(i~i~) �9 

Man vgl. fiber die verschiedene Indieesbezeiehnuug auch NOTHI~R} Zur  Theorie der Theta- 

functionen v~ beliebig vielen Argume~den, M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  1 Bd. I61 S. 270. 
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6-fach periodische Funetionen dreier Argumente hat ebenfalls eine me- 
chanische Bedeutung. ~ Setzt man namlich 

u~ ---- a ,  u 2 . =  b ,  u 3 ---- c + g t ,  

unter a, b, c, g Constanten, unter t die Zeit verstehend, so stellen die 
Gleichungen (8) die freie Bewegung eines Punetes im Raume unter Ein- 
fluss der Kraftefunction: 

(9) u -  2 | 

dar. Die 7 Grsssen a, b, c, 2o, /~0, 2~, )'2 vertreten die 6 Integrations- 
constanten der Bewegung; zwischen ihnen besteht eine Relation: 

}'o q'- #o -I'- )'l q- }'2 ---- L, 

welche sie mit der gegebenen Constanten L der Kr~ftefunetion verbindet. 
Diese Bewegung di]rfte insofern ein gewisses Interesse beansprechen, 

als sie ein typisches Beispiel einer durch hyperelliptische Functionen 2. 
Ordnung dargestellten Bewegung abgiebt. Sie lasst daher in einfachster 
Form ein charakteristisches Merkmal solcher Bewegungen hervortreten, 
das der bedingten  Per iod ic i td t .  

Um darauf einzugehen, bemerkt man zunachst, dass die 3 
imaginaren Systeme zusammengeht~riger Periodicitatsmoduln fi]r den Be- 
wegungsvorgang im gewohnlichen Sinne keine Bedeutung haben. Aber 
auch die 3 reellen Systeme verlieren ihre directe Bedeutung, da eine 
-~_nderung der 3 Argumente u l ,  u~, u 3 um ein System zusammengehsriger 
Periodicit~tsmoduln durch die Festhaltung der Werthe ul und u 2 aus- 
geschlossen wird und daher die betrachtete Bewegung als eine nicht  per io-  

dische sieh ergiebt. Dagegen zeigt die Bahncurve des bewegten Punctes 
~ine dreifache Art yon Windungen, die man in gewissem Sinne als den 
Ausdruck der dreifachen reellen Periodicitat der betrachteten hyperellip- 
tischen Functionen ansehen kann. Die Bahncurve bewegt sich namlich, 
wie man aus ihren Differentialgleichungen in elliptischen Coordinaten 

I Vgl.  JAcoBI,  a. a. 0 . ,  S. 2x 9. 
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leicht erkennt, in dem riug[0rmigen I{aume, welcher von je einem ring- 
fsrmig geschlossenen Theile der beiden Ellipsoide 20 und 21 einerseits und 
yon zwei getrennten, je ringformig geschlossenen Theilen des einschaligen 
Hyperboloides /~o anderseits begrenzt wird. Die Bahncurve mnl~uft in 
irnmer wiederholten Li~ngswindungen diesen in sich zurilckkehrenden 
ringf(Srmigen Raum, macht dabei aber zugleich Querwindungen, indem 
sic abwechselnd den e inen und anderen begrenzenden Theil des Hyper- 
boloides /~0 berf, hrt, und Tiefenwindungen, indem sit abwechselnd die 
begrenzenden Theile des einen und anderen der Ellipsoide 20 und 2 t be- 
ri]hrt. Die Bahncurve wird sich dabei im Allgemeinen niemals schliessen, 
da niemals in demselben Zeitpuncte eine L~ngs-, eine Breiten- und eine 
Tiefenwindung gleiehzeitig sich vollenden. Abet dig Bewegung kann in- 
sofern als eine z w e i f a c h  b e d i n g t  p e r i o d i s c h e  B e w e g u n g  bezeichnet werden, 
als sit ifi eine periodisehe Bewegung iibergeht, wenn zwei Bedingungen 
erfiillt sind, welche das periodisehe Zusammentreffen der 3 Windungs- 
formen der Bahncurve zum Ausdruck bringen. Man kann diese Beding- 
ungen unmittelbar aufstellen. Wenn man ni~mlieh der Einfaehheit wegen 
die Constanten a, b, c specialisirt und u~ = o, u 2 = o, ,q = g t  setzt, so 
erhMt man zuni~ehst: 

A~ A~ - -  A~.Jt~ 
VA ~ Cl3fft~t'--- i fftTrt, 

v2 = c ,3g t z : i  = A~A~ - -  A ~ A l  g t z i ,  
A 

v 3 =- c~:~gt~i - -  A IA~  - -  .4~A~ q t ~ i .  
A " 

Damit wird das Argument 2V der ExponentialgrOsse der Ttmtafunetion 
(3) abgesehen von dem additiven Gliede: 

(,,1~.; .2f- "~2"2 '-~ '1;?'3~';) 7~'i '-~ (r -11- '31-- S3"~;) 7/'s 

(to) 
A2A1)  2)(A1A, ' 2 g = 1(2"1 "Jr- r , 3 _ _  A.2A1)O a ~_ (2,1,, 2f_ 3 , _ _  

2 gt~i 
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Es seien jetzt, unter l, m, n ganze Zahlen verstanden, die beiden Beding- 
ungen erft~llt: 

( , , )  

I 20 go a 

z f d , , , , -  ,,,fd,o, + nf&o I = o, 

* f d , , , . -  . . f d . , .  + rife,,.. = o 

und sei zur Abkiirzung: 

(,2) 
),o ]• tx 

- + = 

2~ r ti 

gesetzt. Man kann diese Gleichungen nfit m' = m - -  1, n' = n - -  m auch 
schreiben: 

lA~l + m'A~ + n'A~ = o, 

. t 3 ___ 1A~ + m'A~ + n A~ o, 

2 lA~ + m'A~ + n'A~ ~- 2gl'. 

Hieraus folgt: 

A , & - .4 ~ A ? = ~g 'r ' 3 1 3 1 
A~A., - -  A~A~ -- 2:tT' 

A t t '  
1 2 1 t~ _ - -  

A,A~ - -  A:AI 2g'1' 

und somit: 

Einer Anderung des Argumentes t um 4 T entspricht also eine Anderung  
des Argumentes 2V um ein Vielfaches yon 2~,i, wobei die Thetafunction 

(3) ungeandert bleibt. 
Wdhrend also die Coordinaten x,  y, z des bewegten Punctes im All- 

9emeinen nichtperiodische Functionen der Zeit sind, werden sie periodisch mit 
der Periode 4 T, sobahl die Integrationsconstanten /a o , "~o, 21, "~ die Beding- 
ungen ( I I ) erfiillen. 

Diese Bedingungen hi~ngen iibrigens von dem anfanglichen Orte des 
bewegten Punctes zur Zeit t ~ o nicht ab, auch wenn a, b, c beliebige 
Werthe haben. 
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Neben diese Bewegung, welche auf das vollsta.ndige Umkehrproblem 
der hyperelliptischen Integrale 3. Gattung: 

I )~ /* v 

I '1' /x ,., 

I d  v'-( ) , )  v"?) d ,/( , ,)  
% Y fl 

[ ,~ It v 

r Z 

fihrt,  stellt sich eine unter Einfluss derselben Kr'aftefunction (9)vor sich 
gehende, aber an das Ellipsoid '~0 gebundene Bewegung, entsprechend den 
Gleichungen: 

J; / " ( l . - - 2 o ) d l . _ l  - (v ~ ),o)dV 

(,4) ,. 

2qr ( /~ )  ' + 2~/r(~-) --- .at, 
eJ 

wo r(p) wieder die ]n (2) definirte ganze Function 7. Grndes ist. Diese 
CTleiehungen geben bek&nnt]ich im eomp]exen Gr0ssengebiet keine ein- 
deutige Umkehrung. Wohl abet ergeben sich die Coordinaten x, y, z des 
bewegten Punctes, als symmetrische Functionen der oberen Grenzen p, v 
des vo:"egenden unvollstl, ndigen Umkehrproblems (I4), betrachtet f i r  
alle ree].;:., Werthe der Vari.ablen a s und gt, als eindeutige doppelt reell 
periodische Functionen yon a 2 und gt. ~ Bei constantem a~, wie im vor- 
liegenden Falle, sind die Coordinaten ;c, y , z  des bewegten Punctes ein- 
fach bedingt periodische Functionen der Zeit. Die einzige Bedingung namlich: 

~o a 

--mfdo,, +nfd%=o 
r 

t Vg]. []ber eMe Gatlung doppelt reell periodJscher Functionen, Mathemat i sch ' e  
A n n a l e n ,  Bd. 29, I887. 
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macht sic periodisch mit der Periode 4T, falls: 

lJ_~ a 

--,,,f,lo.:, + n f  d.,:, = 9T 

gesetzt wird. Solehe einfaeh bedingt periodisehe Bewegungen sind aueh, 
wie man sofort sieht, die in w i und w 2 betraehteten Bewegungen auf 
dem Ellipsoide Jl 0 .~ 

Besehrankt man endlieh den unter Einfluss der Krgfgefunetion (9) 
sieh bewegenden Punet auf die Krtlmmungscurve 2----2o, #-=--Po des 
Ellipsoides 2o, so entspricht seine Bewegung der Gleichung: 

( '  5) f ( ~  -/'~ ),0)d~ = gt, 

und seine Coordinaten x, y, z werden Umkehi'funetionen eines einzelnen 
hyperelliptisehen Integrals I. "Gattung yore Geschleeht 3. Die Bewegung 
ist dann eine unbedingt periodische. ~ 

Hiermit sehliesst jene Reihe yon Umkehrproblemen hyperelliptiseher 
Integrale I. Gattung vom Gesehleeht 3, welehe in den Formeln (I3), 
(~4) und (x5) enthalten ist. Durehlauft man dieselbe yon ihrem letzten 
Typus zu ihrem ersten, so lindert sieh der Charakter der entspreehenden 
Bewegung in der Weise, dass die urspriingliehe PeriodicitCit dureh eine 
bedingte Periodicitat ersetzt wird, die sich der Zahl der erforderliehen Be- 
dingungen naeh weiter und weiter yon der unbedingten Periodieit~t entfernt. 

Dorpat., im Mgrz x887. 

i Hierher gehfrt auch die yon C. NEUMANN~ De problemale quodam mechamco, quod 

ad primam integralium ultraellipticarum classem revocatur, Regiomonti I855 , behandelte 

Bewegung and andere. 
VgL WRIEmSTaASS~ 1)bet eine Ga#ung reell periodischer Functionen, B e r l i n e r  

M o n a t s b e r i c h t e ~  1866. Hierher geh~iren eine ganze Reihe you Bewegungen; vgi. Rb'SS~.LL, 
On the occurence of the higher transcendents in certain mechanical problems, T h e m e s s e n g e r 

of  m a t h e m a t i c s ,  new series, vol. 7 - - 8 ;  Ga~NHILL, OU the motion of a top and allied 

problems in dynamics, Q u a r t e r l y  j o u r n a l  of  m a t h e m a t i c s ,  vol. xS; und andere. 


