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SUR LES SURFACES POSSI~DANT LES MI~MES PLANS 

DE SYMI~TRIE 

0UE L'UN DES POLYEDRES RI~GULIERS'  

PAP~ 

L. LECORNU 
h CAEN. 

P r e m i e r e  p a t t i e .  T h ~ o r i e  .q~n~pale. 

1. Pour former l'Squation gSn~rale des surfaces qui jouissent d'une 
symdtrie dSterminSe, on peut employer une m6thode synthStique dont 
voici le principe. Prenons un systSme quelconque de coordonne~es ponc- 
tuclles, et soient a, fl, Y les valeurs de ces coordonn~es pour un point 
arbitrairement choisi, hnaginons que, par un moyen ou un autre, on 
soit parvenu h trouver trois fonctions L,  M, N de a, fl, 7, qui de- 
meurent invariables lorsqu'on passe du point considSr~ ~ tout autre point 
d~duit de celui-l~ d'apr4s la symStrie considSrde. Les surfaces L = Con- 

stante, M = Constante, N ~ Constante, jouissent 5videmment de cette sy- 
mStrie, et il e n e s t  de mdme de toute surface, ou tout groupe de sur- 
faces, reprSsent5 par l'Squation F(/~, M, N)----o, ~ 5tant une fonction 
quelconque. Inversement, si a, fl, 7 peuvent s'exprimer en fonction de 

, Ce mdmoire est le rdsumd d'un travail auquel l~Aeaddmie des sciences de Paris~ 

dans sa sdance solennelle du 27 Ddeembre I886~ a bien voulu d~cerner une mention ho- 

norable. Le dgbut a dt~ hlg~rement remanid~ en rue de prdeiser la portde de ]a mdthode. 

A c t a  m a t h e f a a t i e a .  10. Impr im~ le 12 J u l n e t  1887. 2 6  
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L,  M,  N,  l'6quation ?-----o comprend toutes les surfaces r6pondant 
la question; car, d'apr6s l'hypoth6se m6me que nous raisons, n'importe 
quelle surface peut se repr6senter par l'6quation ~ ~ o, et ceci s'ap- 
plique en partieulier aux surfaces cherch6es. Mais en g6n6ral, si la 
flmction ? est choisie au hasard, l'5quation ~ = o n e  repr6sente pas une 
surface unique; elle fournit un certain nombre de surfaces dont chacune, 
prise isol6ment, est d6pourvue de la sym6trie demandde, et qui, par leur 
r6union, composent un ou plusieurs groupes symdtriques. Le caract6re 
propre des surfaces symdtriques consiste en ce que chacune d'elles rein- 
place ~ elle seule un de ces groupes. Pour 5claircir ceci par un exemple 
simple, supposons qu'on cherche, dans un plan, les courbes sym6triques 
par rapport h deux axes rectangulaires ox, oy. En prenant x~-{--y4--~2L, 
x 4 - - y 4  ~ 2M, on a deux fonctions L et M qui ne sont pas alt6rdes par 
le changement de signe des variables, et l'on est conduit s repr6senter 
lea courbes cherchdes par l'6quation ~.~(X4--~ y4, X 4 _ _ y 4 ) =  Go Si l 'on 

veut mettre sous eette forme la droite y-=: rex, on trouve 

(:~4 + y y ,  _ ,,,~) _ (x'  - - . , j ' ) ( ,  + m')  = o. 

C'est un groupe de quatre droites, comprenant la droite eonsiddr6e. S'il 
s'agit d'e la conique Ax~-f  - B y 2 -  - -  I, l'6quation F = o devient: 

( A ~ x  ~ - -  B ~ y ~ )  ~ - -  : A ~ x  ~ - -  2 B : q  ~ + i = o .  

Elle reprdsente alors les quatre coniques • Axe+_ B y e =  t, parnfi les- 
quelles figure la conique donnde, et dont chacune possSde s6par6ment la 
symdtrie voulue. 

Si les trois surfaces L = Const., M - ~  Const., N - - C o n s t .  ont un 
hombre de points communs exactement dgal au minimum exig~ par la sy- 
mdtrie, route surface algdbrique symdtrique pe~tt se reprdsenter isoldment par 
une dq~tation ~(L ,  M,  N ) =  o, enti~re en L ,  M,  N.  Ce th6or6me fon- 
damcntal s'dtablit de la mani6re suivantc. Soient: 

(I) L = f~(x, y, z) 

(2) M = f d x ,  v ,  ~) 

(3) ~ = f~(,*, v ,  ~) 
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les valeurs de L, M, N, -m coordonndes cart6siennes, et soit: 

y ,  z)  = o 

l'6quation d'une surface alg6brique sym6trique. Nous supposons que 
f~, f~, f~, F sont des ibnctions enti6res. L'dquation: 

(4) 4 = h 

off h est une constante arbitraire, reprdsente une surface 6galement sy- 
m6trique. Entre les 6quations (I), (2), (3) et (4), 6liminons x, y, z. 
Nous parvenons k une dquation enti6re qJ'(L, M, N, h ) =  o, exprimant 
la condition n6cessaire et suffisante pour que les quatre 6quations ad- 
mettent un syst6me de solutions communes. Je dis que qJ" est du premier 
degr6 en h; en effet, pat- hypoth6se, les 6quations (t), (2), (3) n'ont [)as 
d'autres solutions communes que celles qui rdsultent de la symdtrie, et 
toutes ces solutions donnent a h la m~me valeur; il n'y a donc qu'une 
seule valeur de h compatible avec les valeurs attribu@s "k L,  M, N. 

Ccci pos6 l'6quation 9" ~ o p e n t  s'6crire h -- ~(h' ~i, N) ~o(L, M, N)' ~ et ~o 6t,ant 

deux fonctions enti6res; et, par suite, l'6quation F =  o 6quivaut, au moins 
pour les points k distance finie, k c (L,  M, N ) =  o, ce qui ddmontre la 
proposition. 

2. Nous sommes ainsi conduits k la recherche des fonctions L, 
M, N, que nous d6signerons d6sormais sous le nom d'dl6ments symdtriques. 
Comme tous les  plans de symdtrie d'un poly6dre .rSgulier passent par un 
mdinc point (qu'on peut appeler l'origine du syst6me), le cart6 de la 
distance d'un point quelconque k celui-l'~ fournit un premier 616ment, 
auquel nous donnerons le nom d'dldment @h6rique et que nous rel>rd- 
senterons par L. En coordonndes rectangulaires, L = x: A-y2-bz ~. Nous 
entendrons par sphere centrale une sph6re ayant son centre b~ l'origine. 
Pour former les autres 61dments, consid6rons un syst6me de plans/>1, P~, 
�9 . . ,  Pk passant par l'originc et formant une figure doude de la sy- 
m6trie voulue. Supposons qu'aucun d'eux ne coincide avec les plans de 
symdtrie, ct soit Q l'un de ces derniers. Les plans P sont groupds sy- 

t Ce thdor~me ne figurait pus duns le mdmoire prdsentd ~, l 'Acaddmie des sciences. 
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mdtriquement de part et d'autre du plan (2. Si PI et t)~ sc correspon- 
dent de cette fa(;on, les trois plans /1, P~, Q se coupent suiv'mt une 
mdme droite qui dans la figure I, est placde 1)erpendiculairement au plan 
du tableau. 

Soit M un point quelconque, soit M'  son sym6- 
trique par rapl)ort ,~ (2. En abaissant les perpen- 
diculaires M A ,  M B ,  M'A' ,  M 'B '  sur P~ ct P:, on a, 

( P~ ) 
en grandeur absolue: 

Fig. 1. 

\/ 
M A  • M B  = M'A '  • M'B' .  

Cette relation cst 6galement vraie cn signe: car, si 
M et 211' sont de lu(~nle c6t6 par rapport ~ P1, ils sont 
aussi de mdme c6t6 par rapport h P2 et alors M A  est 

de m(!me signe que M'B' ;  MB,  de mdme signe que 21I'A'. Si au con- 
traire 211 et _-31' sont de c6tds diffdrents par rapport ~ /)1, ils sont a, ussi 
(le c6t6s diff6rents par r'~pport h P2 et, dans ce cas, M A  et M'B '  sont 
de signes contraires, ainsi que M B  et M'A'.  

Si donc on forme le produit des distances du point M ~ tous les 
plans P,  ce produit conserve mdme grandeur et mdme signe quand on 
remplaee 211- par son sym6trique relatif ~ Q. La mSme chose a lieu 
quel que soit le plan de sym6irie Q. Par cons6quent: le produit des di- 
stances d'un point quelconque aux plans P e s t  un dldment symdtrique. Par 
suite, il suffira de chercher les deux syst6mes les plus simples de plans 
P e t  de former les produits correspondants, pour avoir les deux nouveaux 
616ments M et N dont nous avons 5esoin. 

Nous avons admis que le syst6me des plans P ne comprenait pas 
de plans de sym6trie. Cette restriction est n6cessaire, ear on volt sans 
peine quc, si le plan de symdtrie Q fait partie des plans P,  le produit 
des distances ~ ces plans change de signe quand on substitue ~ un point 
son sym6trique par rapport i~ Q. Mais on 6viterait ce changement de 
signe en eonsid6rant le plan Q eomme repr6sentant deux plans P con- 
fondus, et introduisant par suite le carr6 de la distance au plan Q. 

I1 est ais6 de fixer une limite inf6rieure de la somme des degrds m 
et n des dl6ments M e t  N~ exprimds en coordonndes cart6siennes. En 
effet, ces deux 6ldments, joints ~ L'616ment sph6rique L = x 2 + y2 + z 2, 
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doivent former un syst6me ind@endant, autrement dit, on ne dolt pas 
avoir, identiquement: 

aL 
ax 

an,, 
3x 

aN 
am 

aL aL 
a 9 az 

aM aM 
. . . . . .  O .  a,./ az 

aN aN 
i 

ay a z  

()n peat toujours s'assurer que eeci n'est pas une identit6, et l'6qua- 
tion pr6c6dente repr&ente alors la surface, lieu des points pour lesqucls 
les trois surfaces L = Const., M:-= Const., N--= Const. o n t  des plans 
tangents passant par une mdme droite. Le lieu est un cone de degrd 
,m -t- n -  I, ayant son sommet /t l'origine, et comprenant tous les  plans 
de sym5trie, puisqu'en un point quelconque de Fun de ces plans les pla~s 
tangents aux trois surfaces passent dvidemment par la normale au plan. 

I1 r6sulte de lg que le nombre m + n - - i  est au moins dgal g celui 
des plans de symdtrie. S'il lui est exaetement 5gal, le cone dont il s'agit 
se r6duit aux plan.~ de sym6trie, et, en dehors de ees plans, les troi.~ 
syst&nes de surfaces L = Const., M = Const., N = Const. sont aptes h 
constituer un systSme de coordonn4es. 

Pour chaque type de sym6trie, il y a deux 616ments non sph6riques, 
M et N, de degr& minima, nous lee appellerons los dl&nents simples. 

On peut appeler dldments complexes les 61dments sym6triques qui ne sont 
ni sph&iques, ni simples. 

3. Une surface est dite dldmenlaire quand son dquation d6pend d'un 
soul 61&nent, simple ou complexe. Cette 6quation est done de la forme 
M = Const., . . . ,  et elle exprime que le produit des distances de chacun 
des points de la surface g K plans fixes coneourants P~, P~, P a , ' " ,  P~ 
est constant. Une telle surface possSde un certain nombre de propri6tds, 
ind6pendantes de la disposition sym6trique des K plans, et que nous nous 
bornerons g 6noneer. Elle est asymptotique aux K plans. Pour eon- 
si~,ruire sa normale en un point, il suffit d'abaisser de ce point les per- 
pendieulaires sur les plans asymptotiques, et de les limiter g leur point 
de rencontre avee un plan men6 par l'origine perpendieulairement au 
rayon vecteur du point eonsid&6. La r6sultante g60m6trique des K 
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droites ainsi obtenucs donnc la direction dc la normale. Le produit des 
distances intercept6es, k partir d'uu point de la surface, sur une  droite 
de direction arbitraire, mats fixe, par les plans asymptotiques, a une va. 
lcur constante. On en conclut que tout point M de h~ surface est un 
point central pour le systSme de points d6termin6 par les plans asymp- 
totiques sur une tangentc quelconque de la surface au point M. Oil en 
eonclut aussi que les directions asymptotiques sont imaginaires, ct par 
suite que les deux courbures d'une surfitce 61dmentaire sont toujours de 
mdme sens. Ceci reste vrai lots mdme que les plans P ne sont pas ton- 
courants, par exemple lorsque ce sont les faces d'un poly6dre r6gulier. 

La transform6e d'une surface 616mentaire par polaires rdciproques, 
relativement ~ une sph(~re ayant son centre ~ l'origine, peut dtre con- 
siddrdc comme ]'enveloppe d'un plan qui intercepte sur K droites fixes 
concourantes (les norm~des aux plans asymptotiques) h partir de leur 
point de rencontre, K longueurs dont le produit soit constant. Chaque 
plan tangent ~ la surface r6ciproque la touche au centrc de gravit6 du 
syst6me de points ddtermin6 par ses intersections avcc les K droites fixes. 
Les directions principales sont les axes d'incrtic principaux de cc mdme sy- 
st6mc. La somme des rayons de courbure principaux varic en raison in- 
verse de la distance du plan tangent h l'origine, et en raison dirccte du mo- 
ment d'iuertie du systd.me des points d'intcrsection, par rapport h la normale. 

4. Lcs courbes rdsultant de l'intersection des surfaces dl6mentaires 
sym6triques avec les sph6res centrales prdsentent une importance parti- 
culture; nous lcur donnerons le nora de sphdrosymdtriques. Les sph6ro- 
symdtriques provenant des surfaces 616mentaires d'une mdme famille, et 
placdes sur un mdme cone central, sont 6vidcmmcnt homoth6tiques; on 
peut aussi les ddduire les unes des autres au moyen d'une transformation 
par rayons vecteurs r6ciproques. Dans lt~ transformation par polaires 
rdciproques relativement ir une sph6re centrale les points d'une sph6ro- 
symdtriquc ont pour correspondants los plans tangents k une sph6re le 
long d'une sphdrosymdtrique homoth6tique k la premiere. Ces plans en- 
veloppent une ddvcloppable symdtrique, circonscrite K la lois k une sph6re 
ct k la r6ciproque de la surface 616mentaire qui contient la sph6rosymd- 
trique. D'apr~s ce qui a ~t6 dit k l'article pr6c6dent, la ligne de con- 
tact de la ddveloppable avec la surface r6ciproque est une courbe le 
long de laquelle la somme des rayons de courbure principaux de la 
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ddveloppable varie proportionnellement au moment d'inertie, par rapport 
k la normale, du syst~me de points formd par les intersections du plan 
tangent avec les normales k l'origine aux plans asymptotiques. Les 
lignes de courbure de la d5veloppable sont sph5riques, et, eommc elles 
r&ultent de l'intersectlon de deux surfaces (la dSveloppable et la sphdre) 
douses de la m(~me symStrie, elles partagent dvidemment cette symStrie. 
L'ar~te de rebroussement est, d'apr& un thdor&ne bien connu, ligne 
gSodSsique d'un cone central; eette ar~te, et le cone lui-m(~me, jouissent 
aussi de la sym&rie consid&Se. 

Si n e s t  le degr(~ de la surface 515mentaire, les sph~rosym(~triques 
correspondantes sont du degr5 2n. D'apr& les formules eonnues ~ la 
ddveloppable formde par les plans tangents g la sphSre le long d'une 
sph&osymStrique est earact&isSe par les donndes suivantes: 

Classe (nombre de plans tangents passant par un point donnS) v ~-- 2n 
Rang (degr5 de la ddveloppable) . r--= 2n 2 
Nombre de plans stationnaires . . . . . . . . . . .  a = o 

et la eonnaissanee de ees donn6es suffit pour d~terminer tous les autres 
(~l~ments de la surface. Sans insister sur ees d6tails, voyons seulement 
quelle est l'influenee de la sym(~trie suppos6e. Les g~n~ratriees de la d6- 
veloppable rencontrent k angle droit la sph&osym6trique le long de 
laquelle elles touehent une m6me sph6re. D'ailleurs, chaque plan de 
sym(itrie coupe orthogonalement eette sphdrosym6trique en 2n points, 
situ& sur une eireonf~renee. Par ehaeun d'eux passe une g6n&atrice 
situ& dans le plan de sym6trie, et tangente k la eireonf6renee. On a 
ainsi 2e droites d'interseetion du plan de sym6trie avec la d6veloppable. 
La section, 6tant du degr~ 2n 2 eomprend, en dehors de ees zn droites, 
une eourbe d'ordre 2 n ( e - -  I). Le long de eette eourbe, la d6veloppable 
ne peut rene0ntrer normalement le plan de sym~trie, sans quoi elle se 
r~iduirait k un eylindre. Nous avons done en r~alit~ affaire k une ligne 
double de la d6veloppable: son degrd est seulement n ( n - - ~ ) .  Elle poss~de 
un point de rebroussement en ehaeun des points oh elle rencontre l'ar(~te 
de rebroussement. I1 est facile d'en calculer le nombre. En effet le 
degrd m de l'ar6te es t  ~gal k 3 ( r - - ~ )  ou k 6 n ( u - - i ) .  Chacune des 
~n g~n&atriees situ6es dans le plan de sym(;trie est tangente k l'~r6te 

i Voir notamment le Traitd de gdomdtrie analytique de SALMO:N. 
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de rebroussement; par raison de sym6trie, elle touche 6videmmcnt celle-ci 
en un point de rebroussement. L'ar6te de rebroussement poss6de ainsi 2n 
points de rebroussement dans chaque plan de sym6trie. Chacun de ces 
points correspond k trois points de rencontre de l'ar6te avec le plan de 
sym6trie. II reste donc dans le m6me plan, 6 n ( n - - I ) - - 6 n  = 6 n ( n ~  2) 
points de rencontre, qui sont situ6s sur la ligne double et se r6duisent ainsi 
','t 3 n ( n - - 2 )  points distincts; tel est le nombrc des points de rebroussement 
de la section, d6termin6e par le plan de sym6trie. Par exemple, pour 
u ~--3, la section est une sextique ayant 9 points de rebroussement. 

Consid6rons maintenant un plan s6cant quelconque P. Il coupe la 
surface d6veloppable qui nous occupe suivant une courbe d'ordre 2n ~. 
Sa trace s u r u n  plan de sym6trie rencontre la ligne double contenue 
dans celui.ci en n(n - -  I) points qui sont des points doubles de la section 
faite par ce plan P. Si p est le hombre des plans de sym6trie, on 
eonnait ainsi p n ( n - - i )  points doubles. Mai,% d'apr6s les tbrmules g6- 

nerales, le nombre des points doubles dolt 6tre 6gal a - r ( r - - 2 ) - - 4 m  
2 3 

ou bien 2~/~(n ~ -  I ) -  g n ( g / -  I). Si done JO est infdrieur h 

c'est k dire k 2(n2+ n -  4), la surface d6veloppable possSde des lignes 
doubles en dehors des plans de sym6trie; on s'assure facilement que tel 
est toujours lccas .  Outre les 2n(n "~- 5n + 4) points doubles qui vien- 
nent d'6tre indiqu6s, 1,~ section poss6de 6 n ( n -  I) points de rebrousse- 
ment situ6s sur l'ardte de rebroussement. 

On p e u t  6galement 6tudier la surface d6veloppable formSe par les 
tangentes k une sph6rosym6trique. Son degr6 r e s t  le m4me que celui 
de la r6ciproque de cette courbe, c'est k dire 2nL L'ar(~te de rebrousse- 
ment est du degr6 m = 2n, et elle n'a g6n6ralement pas de points 
doubles. Ici, les plans de symdtrie ne eontiennent pas de g6n6ratriees, 
et rencontrent la surface suivant des courbes d'ordre nL Le nombre des 
points doubles d'une section queleonque est 4n2(n ~ -  2). pn 2 de ces 
points sont, comme pr6e6demment, dans les plans de sym6trie, et, comme 
p se trouve toujours inf~rieur k 4(n ~ -  e), il y a n6cessairement des 
lignes doubles en dehors des plans de sym6trie. 
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5.  Nous entendons par surfaces binaires celles qui d6pendent de 
deux 616ments seulement, y compris l'616ment sph6rique. Leur 6quation 
est donc de la forme 

( , )  v(z , M)  = o 

L 6tant l'616ment sph6rique x ~ q  - y ~ q - z  ~, et M,  l'616ment d'ordre m, 
bgal au produit des distances du point x, y, z aux plans P~, Po_, ..., P.,. 
Nous admettrons que ces plans sont distincts, et nous les appellerons plans 
direeteurs. Toute surface 616mentaire M =  Uonst. coupe la surface bi: 
naire eohsid6r6e suivant une ou plusieurs courbes sph6riques, qui sont des 
sph6rosym6triques d'ordre 2m. En 6crivant que l'6quation (I), consid6r6e 
eomme 6quation en 3[,  a une racine double, on obtient eertaines valeurs 
de L,  d6terminant les sph6rosym6triques le long de ehacune desquelles 
la surface binaire est toueh6e par une surface 616mentaire. En faisant 
M = o, on obtient une 6quation en L d6terminant les rayons de di- 
verses sph6res qu; eoupent chaeune la surface suivant m cercles sitn6s 
dans les plans direeteurs; nous les appellerons les sphOres direetriees. 
Chacune d'elles est touch6e par la surface aux r e ( m - - 1 )  points o!h elle 
est reneont%e par les ar~tes d'interseetion des plans direeteurs pris deux 
h. deux. S'il y a p sph6res direetrices, ehaque phm direeteur coupe la 
surface suivant p cercles, et la surface possdde ainsi 1)m cereles. 

L'6quation homog6ne 31 ~ A L " ~  o, off A est une eonstmlte, re- 
pr6sente un cone central d'ordre 2m. Ce cone rencontre la surface 
suiwmt des sphdrosymdtriqnes situdes sur les sph6res ddtermindes par 
l '6quation 

(2) F ( L ,  LT v A ) =  o. 

Si l'on choisit A de telle fa?on que cette 6quation en L ait u n e  racine 
double 2, le cone central touche la surface le, long d'une sphdrosymd- 
trique situ6e sur la sph6re L = 2. Cette sph&e coupe orthogonalement 
la surNce binaire, qui admet par suite eomme ligne de courbure la 
sph6rosym6trique d'intersection. 

Supposons en partieulier que la surface soit algbbrique, et que 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  10. Impr im6 le 12 Juillet  1887. 27 
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l'616ment 31 entre au premier degr6 dans son 6quation, que nous 6crirons 
ID 

alors: 

(3) i][ = 9(L) 
(,( 1,~' 

et ~, 6tant des polyn6mes de degr6s p e t  q, .~ans racines comnmnes. 
Les p sphgres directriees out pour rayons les racines carr6es des racines 
de r  Les q sphbres r  ne peuvent reneontrer la sur- 
face qu'h, l;infini, et n 'ont avec celle-ci aueun point rdel commun. Si 
donc elles sent rdelles, ellcs partagent l'espace en r6gions telles que la 
surface ne peut passer rdellement de l'une dans l'autre. L'dquation (2) 
prend ici la forme: 

- -  t ) t  

~.l I, ~ ( , ( L ) - - g ( L )  ----- o. 

Pour une racine double L ,  on a: 

2 

m 
_ _  - - - - ]  _ _  - -  

r  + A - -  r  = o ,  

d'ofi, en dliminant A: 

(4) 
"D1, 
~ - ~ ( L ) r  + L d , ' ( L ) v ( L  ) - -  L r  ---- o. 

6quation qui est g6n6ralemcnt du degr6 p + q en L. Par  consdquent il 
y 't p + q sph6res centrales orthogonales h la surface binairerepr6sentde 
par l '6quation (3). 

Un cas tr6s important cst celui o~ ~r,(L) se rdduit k une constante. 
On a alors M ----- 9-(L), et la surface est le lieu des points dent le produit  
des puissances par rapport, i~ p sph6res concentriqucs est proportionnel 
au produit  des distances k m plans concourant au centre de ces sph6res. 
Pour chaque type de sym6trie, la surface g6ndrale du degr6 le plus bas 
possible est repr6sent6e par une dquation de cette nature. Car, si M e s t  
l'616ment non sph6rique le plus simple relat if  ~ la sym6trie considdr6e, 
en prenant  pour ~ ( L )  un polyn6me de degr6 6gal au plus grand entier 

eontenu clans ~n - -  on obtient 6videmment la surface de degr6 minimum. 
2 

Pour 6tudier ce cas, il suffit de supposer q----o, et alors on volt que le 
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nombre des spheres orthogonales est pr6cis~ment 5gal au nombre des 
sphSres directrices. De plus, l'Squation (4) se r6duit ~: 

(s) m~(L)  .-- 2L~'(L)  = o. 

Cette 5quation est en g6n~ral du degr6 p,  et ses racines sont entiSre- 
ment d~termin6es par celles de F(L). On volt done que: 

Les surfaces M = U~(L), oh M est un 516ment sym6trique d'ordre 
m, C une constante arbitraire et ~(L) un polynSme de degr6 p en L,  
forment un faisceau contenant mp cercles fixes, situ6s s l'intersection 
des m plans directeurs avec les p sphSres directrices; ce faisceau coupe 
orthogonalement p sphSres fixes, concentriques aux premiSres. 

II y a cependant une exception lorsque le deg% de l'5quation (5) se 
trouve abaiss6 au dessous de p. Cette circonstance se produit si m =  2p, 
c'est-~-dire si le hombre des plans directeurs est 6gal ~ deux fois celui 
des spheres directrices. Alors les spheres orthogonales sont au hombre 
de p - - I  seulement; la derni~re est rejet~e ~ l'infini. 

Quand i l y  a deux spheres directrices confondues en une seule, 
v (L)  = o et 9 ' ( L ) ~ - o  ont une racing commune, qui v6rifie l'6quation 
(5). La sphere directrice est done dans ce cas orthogonale '~ la surface, 
et, comme elle doit g6n6ralement toucher la surface en r e (m- - I )po in t s ,  
il en %sulte que la surface possSde, sur cette sphSre, r e ( m - - I ) p o i n t s  oh 
le plan tangent est ind6termin6: c'est-s m ( m -  i) points nodaux. 

6. Toute surface sym~trique dont l'6quation peut se mettrc sous 
la forme: 

f =  v(M, N, L) -F r  ----- o, 

(9 d6signant une fonction homog~ne des trois 516ments sym6triques, et 
r  une fonction de l'616ment sph6rique dont le degr6 par rapport aux 
coordonn6es soft inf6rieur ~ celui de ~), jouit ~galement de la propri6t6 
de rencontrer orthogonalement un certain nombre de spheres centrales. 
En effet, pour exprimer qu'un plan tangent: 

X f ; - ~  Yfy'-q- Zs q- Tf/  = o  

repr6sent6 par une 6quation rendue homog~ne, passe par l'origine, il suffit 
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de poser la condition L'-----o. Or cctte condition, d'apr6s l'hypoth6se 
admisc, d6pcnd uniqucment de l'616mcnt sph6rique; elle d6termine done 
les rayons d'une ou de l)lusieurs sph6res orthogonales ~ la surface sy- 
mdtriquc. On volt en outre que, si la surfi~ce a des 1)oints nodaux, ses 
points, (levant v6rifier la condition f[-= o, appartiennent i~ l'une des sph6res 
orthogon-des, et par consdquent K l'une des lignes de courbure sph6riques. 

7 .  Lorsquune surface binaire contient une droite r6elle, celle-ci 
coupe les m plans directeurs en m points rdels, qui se trouvent ndccs- 

saircment sur les sph6res directrices. Ii taut donc que ~- sph6res direc- 

trices au moins soient r6elles. Remarquons de plus que le plan mend 
par la droite et par l'origine coupe ces sph6res suivant des cercles con- 
centriques, et les plans directeurs suivant des rayons aboutissant aux points 
de rencontre de la droite avee les cerclcs. Les traces des plans direc- 
teurs sont donc sym6triquement dispos6es de part et d'autre du rayon 
perper~dieulaire ~ la droite. Cela n'est en g6n6ral possible que si ce 
rayon est 1:~ trace d'un plan de symdtrie perpendiculaire ~ la droite. 
Done les droites r~elles de la surface sont pe~endicMaires aux plans cle 
symdtde. Ce raisonnement n'est nullement applicable aux droites imagi- 
naircs, pour lesquelles les consid6rqtions de sym6trie n'apprennent plus 
rien. ()n peut s'en convaincre en remar(luant que, dans un plan, lcs 
dcux droites :c~+ y~-----o torment un systbme dou6 d'une infinit6 d'axes 
de sym6trie, ce qui serait absurdc pour des droites r6elles. 

R6ciproquement, si on consid6rc une droite r6elle perpendiculaire i~ 
un plan de sym6trie, et une surface binaire d'ordre K, dont l'6quation 
F(L,  M ) =  o renferme un nombre n de coefficients arbitraires sup6rieur 

K 
'~ ~-, on peut d6terminer ces coefficients de fa(;on que la surface passe 

par ,a points de la droite, plac6s d'un mdme c6t6 du plan de sym6trie. 
La surface passera alors par 2u points de la droite, et contiendr~ par 
suite cette derni6re ainsi que toutes celles qui lui correspondent par sy- 
mdtrie. 

S. D6s qu'on est en possession d'unc surface pourvue des plans de 
sym6trie d'un poly6dre regulicr, on peut imaginer tree infinit6 de trans- 
formations qui n'alt6rent pas sa symdtrie. On peut, par exemple, em- 
ployer la transformation par rayons vecteurs rdciproques ou par polaires 
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rdciproques relativcment ~, une sphere ccntrale. On peut aussi considdrer 
le lieu des points dont la somme ou la diff6rcnce des distances ~r la 
surface et ~ une sph6re centrale est constant; on obtient ainsi une surface 
nouvelle doude 6videmment de la mdme symdtric que la premidrc. En 
faisant varier la somme ou la diff6rence consid6rde, on rdalise une double 
famille de surfaces symdtriques orth(,gonales. 

9. Los poly5dres r6guliers convexcs sont au nombrc de cinq; Inais, 

si l'on tient compte seulement de leur genre dc sym6trie, ils se ramd- 
nent '~ t~'ois types: ...... 

I ~ Symdtric t6tra6drique (le t6traddre), 
2 ~ ~ cubocta6drique (l 'hexa6dre et l'octabdre), 
3 ~ )) icosidod6caddriqfle ~ (le doddcabdre et l'icosacdre). 
Le premier type ddrive du second par disparifion d'un centre de 

sym6trie (h6mi6drie). Les polyddres rdguliers non convcxes apparticn- 
nent tous au troisidme type. 

Nous 6tudierons successivemcnt les surfaces qui sc rapportcnt  aux 
trois types, cn supposant essenticllement que les (.oefficients de lcurs dqua- 
tions sont r6els. 

De~txi~me pan'tie. ,~to'j'acvs da  type tdtt,a6dt'ique. 

9. Le type tdtraddrique est caractdris5 par six plans de symdtric 
perpendieulaires deux "~ deux; ce ~ont les plans men6s par los six ar6tes 
du tdtra6dre et par le centre de la sph6re circonscrite. Leur existence 
cntraine celle de quatre axes ternaires (les quatre hauteurs) et de trois 
axes binaires, rectangulaires deux s deux, joignant les milieux des ar(~tcs 
opposdes. I1 n 'y a pas de centre de symdtrie. 

Prenons comme axes de coordonndes lcs trois axes binaires, et, pour 
fixer les id6es, supposons l 'axe des z vertical. Les trois plans de coor- 
donndes, que nous appellerons plans principaux, jouissent alors de la sy- 
m6trie du syst6me, et, comme ils sont distincts des plans de symStrie, lc 

Ces ddnominations sont empruntdes aux rccherches d6 M. JORDAN SUr les po- 
ly~dres ( J o u r n a !  de CRELLE~ t. 68; I868). 
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produit M - - - - x y z  des distances d'un point quelconque ~ ces trois plans 

nous donne un 616ment sym6trique. Le produit  N des distances d'un point 
aux quatre plans men6s par l 'origine perpendiculairement attx axes ter- 

naires fournit  le second 616ment dont nous avons besoin. Ces quatre 
plans ont pour dquations: x .• y _+_ z - - o .  On peut donc, cn n6gligeant 

un facteur constant, poser: 

= x 4 "4- y4 + z4 _ _  2y'~z'~ _ _  2z:.~:'~ _ _  2x2y'~ 

et l 'dquation g6ndrale des surfaces cherch6es st trouve raise sous la forme: 

F(X" -1- y4 + Z t - -  2y~z ~ -  2Z~oC 2 -  :.r ,CyZ, X ~ -+- y'l + Z~) = O. 

En vcrtu de l 'identit6: 

,C' J r  y4 "4- Z '  2y'JZ "2 2 , , . . . .  2Z .('- 2:~:~ q ~ 

= (.c + y" + _ 4 ( , / z  + + 

la m6me 6quation peut s'6crire: 

4,(y '~z "~ + z ~ . d  ~ + . , / ' y " ,  ,c, lz ,  ~c '~ + y~ + z '~) = o 

on  

7,(~c' + y '  + z ', .~::/z, .,:" + y" + z") ---- o. 

Les degr6s des 616merits sont m = 3, n ~-- 4, d'oh m + u - -  i == 6, 
ce qui est pr6cis6ment le hombre des plans de sym6trie. Ce rdsultat 
concorde avec ce qui a 6t6 dit au n ~ 2. D'ailleurs, il est 6vident que 

les valeurs des trois quantit6s: 

.F ~ -4- Y" -4- z "~ = a 

~d~ y '~ + y'~ z ~ + z~ x ~ ----- v 

:~yZ ~ W 

peuvent servir k fixer la position d'un point dans l'espace avec l'indd- 
termination n6cessit6e par la sym6trie t6tra6drique; si l'on forme en effet 

r6quation en S 
S:' - -  u S  "~ + v 8 -  w "~ -= o ,  
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les trois racines, rang6es arbitrairement, donnent les valeurs "de x ~, y~, z ~, 

soit en tout six solutions. Si l'on choisit en outre les signes de x, y, z 
de mani6re ~ vdrifier l'6quation xyz  ~ w ,  on parvient h. un groupe de 
2 4 points r6pondant b~ la sym6trie t6traddrique. 

10.  La surface tdtraddrique la plus simple est, apr6s la sph6re, 
la surface cubique qui a pour 6quation gd~ndrale: 

.cyz + A (x ~ + y~ + z ~) + B = o. 

P a r  chaque point de cette surface passe une sphdrosymdtrique du 
6 ~m~ ordre, et une seulc. D'ailleurs, les deux plans, r6els ou imaginaires 
mends parall61cment h, x o y ,  ~ une distance z de l'origine d6terminde par 
la condition A z  ~ + B ~ o, coupent chaeun la surface suivant deux droites 
repr6sentdes par l'6quation 

A(z ~ + y ~ ) + ~ /  - - 5 - = ~  

Ces deux droites rencontrent l'axe des z, et la connaissance d'une seule 
d'entre elles suffit pour ddterminer compldtement la. surface. On peut 
donc dire que: 

L a  s~trface cabique symdtrique est enqendrde p a r  une sphdrosym~trique 

du  6 ~ ordre assujettie ('~ s'app~tyer cons tamment  sur  une  droite, r6elle ou 

imaginaire,  qui rencontre orthogonalement l 'un des axes binaires. 

Une sphdrosym6trique du 6 ~~ ordre a pour 6quations: 

On tire de lh: 

x ~ -4- Y~ + z 2 = Cow,st., 

xyz  ~ Const. 

dx dy dz 

:~0 ~ - ~') .~i~" - ~ 0  ~(,~" - ?~') 

Cette eourbe rencontre orthogonalement une surface d6finie par l'6quation 
diffdrentielle: 

x d x  ( . r  - -  zs) + .~jd:,1(z ~ - -  x~) + zdz  (x  ~ - -  ?j~) = o 

dont l'intdgrale peut s'6crire: 

( i )  ~x  ~ + fly~ + r z  ~ - o 
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~, 1% ~" ~tant trois constantes dont la somme est nulle. On d6duit de 
1/~. que: 

Les sphdrosym6triques du 6 ~'m~ ordre sont les trajectoires orthogonales 
des cones d~t second ordre passant par les quatre a.r ter,~aires; par cons('- 
q~tent, celles qui sont tracdes sur m~e ~,gme sph?re sont les trqjeetoires orlho- 
.qonales de coniques sph~!rique~ passant par quatre points limes d'un m~:me 
hemisphere. 

On salt ~ que les eoniques sph6riques circonscrites h un quadrilat6re 
rectiligne imaginaire de la sph6re sont des courbes telles que, pour chacune 
d'elles, it y a un rapport constant entre les dist'mees de ses points h deux 
diam6tres fixes D, A, et que eette famille de eourbes a pour trajectoires 
orthogonales les eourbes, lieux des points M pour lesquels les grands 
cercles .MD, M A  font un angle constant. Ccs trajectoires orthogonales 
sont des eycliques, transform6es par rayons vecteurs rdciproques d'ellipses 
de CASStNL Si, dans le cas des sphdrosymdtriques qui nous occupent, on 
remplace ~- p~r --}-,  l'on a y-----~-4-fi, et la relation (t) devient: 

+ + f i G , / +  z = o. 

Elle exprime alors que le rapport des distances de la conique sphd- 
rique aux deux axes ox,  oy est constant, et l'on rentre ainsi dan~ le 
eas prS.c6dent. On parvient au m6me r6sultat en remplac:ant z p:~r iz. 
sans changer ~-; de lh un rapprochement int6ressant entre les sph6rosym6- 
triques et une classe de cycliques sphSriques. 

La surface cubique contenant en.chacun de ses points une sph6ro- 
sym6trique, on volt que: 

La surface cubique sym~trique rencontre orthogonalement tous le.~ co~es 
du second ordre circonscrits au.r a:res t~rnaires. 

Cette propri6t6 subsiste pour les surfaces binaires d'ordre supbrieur 
dont l'5quation ddpend des deux premiers 616ments, :r"-]-y-"q-z ~ et xyz .  
Le troisi~.me 616ment convient, eomme on le verra, aux surfaces du type 
eubocta6drique aussi bien qu'h celles du type t6traddrique. On peut 
done dire que son absence caract6rise une surface appartenant purement 
au type tdtra6drique, et @oncer alors ce thdor6me: 

l_ Voir l'ouvrage: Sur u~e classe remarquable de courbes et tie surfaces algdbriques 
(Mdm. de la soeidtd des ~e ienees  de B o r d e a u x ,  1 8 7 o - - l g 7 3 )  par M. DARBOUX. 
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Toute surface appartenant purement au type tdtraddrique est trajectoire 

orthogonale des cones du second ordre circonscrits aux axes ternaires. 

On achbve de d6termincr la surface en se dormant une courbe, par 
exemple une section horizontale. La surface est cubique, comme on l'a vu 

, e  t pre~edemment, si elle contient une droite rencontrant ~ angle droit l'un 
,des axes binaires. 

1 1. Les 6quations diff6rentiellcs d'une sph4rosym6trique peuvent 
s e e r n - e :  

z d x  + ydy "4- zdz ----- o, 

dz dy dz O. 
= 

Lu tangente en un point est done perpendiculaire h la fois au rayon 
veeteur issu de l'origine, et h la droite, lieu des points dont les coor- 

! I ! 
donn6es sont proportionnelles h -, - ,  -. Cette droite peut 6tre appel6e 

x y z 

l'inverse de celle qui coincide avec le rayon veeteur. En out re, les sph6- 
rosym6triques rencontrant la droite inverse ont 6galement, ~ leurs points 
de rencontre, des tangentes perpendiculaires au plan des deux droites. 
Tout plan men6 par l'origine eontient, eomme il est ais6 de le voir, 
deux droites inverses l'une de l'autre et deux seulement. Chacune d'elles 
rencontre une surface cubique sym6trique en trois points, et, en chacun 
de ces points, le plan tangent est normal au plan consid6r6. Par con- 
s6quent: 

Tout plan men~ par l'origine est normal tt une cubique ~mdtrique en 

six points, situds sur deux droites inverses. 

12. La sph6re, r6elle ou imaginaire, dont le rayon a v6rifie la 
relation Aa ~ + B ----- o, coupe la surface suivant trois grands cercles situ6s 
dans les plans principaux. On peut distinguer deux genres de surfaces 
cubiques sym6triques, suivant que cette sphSre est r6elle ou imaginaire. 
Comme cas interm6diaire il y a celui d'une sph4re directrice 6vanouis- 
sante; la surface poss6de alors un point isotrope k l'origine. En mettant 
en 6videnee le rayon de ia sph6re directrice, nous 6crirons l'~quation sous 
la forme: 

2 x y z - - b ' ( x  2 + y2 + z ~ . _ a  ~) __ o. 

Act a  mathemattea, 10. !mprim,! le 14 Juillet  1887. 28 
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Comme on est maitre de l'orientation des axes, on peut toujours suppo~er 
que b e s t  positif. 

13.  L'6quation pr6c6dente d6pendant seulement de deux constantes, 
il est 6vident que toute dquation repr6sentant une surface cubique douse 
de la mdme sym6trie que le tdt.ra&dre r6gulier, et contenant deux con- 
stantes arbitraires, doit conduire k des r6sultats identiques. Chacune de 
ces formes d'dquation correspond ~ un mode de gdndration des surfaces 
cubiques symdtriques. Par exemple, si on appelle t, u, v, w les distances 
d'un point aux quatre faces d'un t6tra6dre r6gulier de hauteur h, comp- 
tdes toutes positivement lorsque le point est ~t l'intdrieur du t6tra6dre, et 
si Yon 6crit, en appelant m u n e  constante: 

t '~ + u ~ + v" + to ~ = m, ~ 

avec la condition 6vidente: 

t + u + v + w = h, 

la surface ainsi reprdsentde en coordonn6es tdtraddriques ne peut diffdrer 
S t , de la cubique ~ymetr~que; car son 6quation d6pend des deux constantes 

m e t  h. Un caleul facile conduit en effet de l'dquation cartdsienne: 

: x y z  - -  t~(x ~ + y~ + z ~ ~ a ~) = o 

k l'6quation tdtraddrique: 

13 3t_ u 3 _~_ v.~ _lt_ W3 4b ( t ) = =  a ~ + ~ b  ~ , 
V3 

pourvu que la hauteur h du t6tra&dre soit prise 6gale k 4b ~ ,  

q3 
I1 rdsulte de lh que: 
La cubique sym~trique est le lieu des points tels que la somme des cubes 

de leurs distances aux quatre faces d'un t~tra~dre soit constante. 

Le t(~tra&dre ainsi ddtermin6 mdrite spdcialement le nom de t~trak&'e 

de r@~rence. II y a lieu d'observer que la hauteur h du tbtra&dre, et 
par cons6quent toutes ses dimensions, sont ind6pendantes du rayon a de 
la sph6re directriee. On peut donc dire qu'une surface cubique symdtrique 
est d6termindc par les dimensions de sa sph6re directrice et de son td- 
tra6dre de rdfdrence. Le parambtre b est 6gal ir la distance des arO.es 
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du tdtra6dre au centre de la sph6rc, ou, si l'on. veut, "~ la moiti6 de la 
plus courte distance de deux ar(~tes oppos6cs. 

On doit ~ SYLVESTER la forme canonique de l'6quation g6n6rale des 
surfaces du 3 ~me degr6: 

6quation dans laquelle t, u, v, w, to sont lcs distances d'un point de la 
surface ~ cinq plans, et a, fl, r, 3, ~ sont des coefficients arbitraires. 
SYLVESTErt a en outre annonc6, et CLEBSCH a d6montr6 que, pour une 
surface donn6e, la rdduction ne peut se faire que d'une seule mani6re. 
Ce qui pr6c6de montre que, dans le cas des cubiques sym6triques, le 
penta6dre de r6f6rencc se compose d'un t6tra6dre r6gulier et du plan de 
l'infini. 

14.  On peut toujours, en partant de la forme r6duite de S~L- 
rESTER, supposer que les cinq variabIes satisfont b~ la relation: 

t + u + v + w + t o = o .  

II suffit pour cela de substituer k chacune d'elles son produit par un 
facteur constant, convenablement choisi. L'dquation du hessien est alors 
(voir SALMON, G6omdtrie d trois dimensions): 

I I I I I 
- -  - -  ~ O .  + 

Dans le cas de la surface sym6trique, la relation identique est: 
t q - u T v - 4 - w - - h = o .  II suffit donc de prendre h - - ~ t o  pour ren- 
trer dans le cas pr6cddent, et l'6quation du hessien est par cons6quence: 

I _ ~ + I + l l _  
-t q- ~. v w ~h 

C'est une surface sym6trique du 4 ~me degr6. En vertu d'un th6or6me de 
SYLVEST~R, les 50 sommets du pcnta6dre de r6f6rencc sont des points 
doubles du hessien, et ses dix ar~tes sont situ6es sur la mgme surface. 
Donc, dans le cas actueh 

Ze hessien de la surface cubique symdtrique est une surface du 4 6m" 

degrd circonscrite au tdtraOdre de rdfdrence et coupant en outre chacune des 
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faces suivant une droite h l'iufini. Les qualre somme/s da tt~traddre, et les 
points de l'infini sur chaffue ardte, sont des points doubles de la mdme surface. 

Si l'on pose: 
Tt = Ua : - V v  = lVtv = 2, 

I", U, V, W dtant de nouvelles variables, ct 2, une constante, l 'dquation 
du hessien prcnd la forme: 

T +  U +  V +  W = - ~  

avcc la condition: 
I x l x h 

En prenant ), : : - : h  ~, on retro.uve les 6quations entre t, u, v, w qui ca- 
ract6risent le hessien. Par cons6quent, les points du hessien se correspon- 
dent deax par deux de telle fi~on que leurs coordonndes tdtraddriques soient 
inversement proportion~elles. 

1 5. Lorsque la sph6re directrice est imaginaire, et que le carr6 de 

son rayon est 6gal h 3 b:' l '6quation tdtra6drique se rdduit ~,: 

t ~ + u:' + v ~ + 'w 3 = o. 

Ellc rcntre alors dans le type g6n6ral: 

oia m est un nombre rationnel et a, /?, T, 3 sont des coefficients arbi- 
traires~ le t6tra6dre de rSfSrence ayant d'ailleurs une forme quelconque. 
C'est l '5quation g6ndrale des surfaces que M. DE LA GOURNERIE it 6tudi6es 
sous la d6nomination de ))surfaces tdtra~drales symdtriques simples)) (Paris, 
i867). Quel que soit m, il est 6vident qu'en supposant les coefficients 
6gaux et prenant pour tdtra~dre de r6f~rence un tdtra6dre rdgulier on 
obtient des surfaces poss6dant la mdme symdtrie que ce dernier. Mais 
ce ne sont pas, au point de vue de la symdtrie, les surfaces les plus 

I 
gdn6rales de leur degr6. Pour m = 2'  on a la surface de STEINER; pour 

m - - - - -  i, on a la surface rdciproque de celle de STEISEa. Cette der- 
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niSre est une forme limite de la surface hessienne, d6js envisagSe; il 
suffit de supposer que le coefficient e augmente ind6finiment, et par 
cons6quent que la cubique sym6trique s'61oigne tout enti~re s l'infini, 
par suite de l'agrandissement de sa sphere directrice. 

16. Nous devons maintenant d6terminer, dans le cas de la surface 
cubique sym6trique, la position des 2 7 droites qui existent, comme l'on 
sait, sur toute surface cubique, et faire connaltre leurs conditions de 
r~alit6. D'abord, la surface poss6de s l'infini trois droites r6elles, situ6es 
dans les plans principaux. Toute autre droite, D, de la surface coupe 
le plan de l'infini en un point qui appartient /~ la section de la surface 
par ce plan, et par cons6quent s un plan principal. Supposons-la pa- 
rall61e au plan xoy .  Si l'on mSne par la droite D u n  plan parall61e/~ 
xoy,  il coupe la surface suivant une courbe du 3 ~me degr6 comprenant 
la droite D et une droite "~ l'infini. Le reste de l'intersection est done 
form6 d'une autre droite D', ~ distance finie, et tout revient /~ chercher, 
parmi les sections parallSles aux plans principaux, celles qui se d6com- 
posent en deux droites. 

Ceci pos6, une discussion bien facile montre qu'il existe deux cubes, 
admettant l 'un et l'autre les plans principaux pour plans de sym6trie, 
dont les faces coupent chacune la surface suivant deux droites. Le pre- 
mier est circonscrit au tStraSdre de rSf6rence; c'est 8 dire que son ardte 
est 6gale ~ b, et qu'il est toujours r6el. Chacune de ses faces rencontre 
la surface suivant deux droites parall5les entre elles et /~ une ardte du 
t6traSdre (diagonale d'une face du cube). Ces droites ne sont r6elles que 
si a 2 est positif et sup6rieur ~ b 2, par consequent si la sphere directricc 
rencontre rSellement les ar6tes du t~traSdre. Les droites se groupent 
trois par trois autour de quatre sommets du cube, de maniSre s con- 
stituer quatre facettes parallSles aux faces du t6traSdre. Dans le langage 
cristaliographique, on dirait que ces facettes sont obtenues par une mo- 
dification hemi6drique du cube, due s des plans tangents sur quatrc 
sommets (Fig. 2). Nous appellerons droites du premier syst~me les douze 
droites ainsi obtenues. Le second cube est circonscrit ~ la 
sphere directrice. Chacune de ses faces coupe la surface sui- 
vant deux droites passant par le point de contact avec la 
sphere. De 1s douze droites, que nous appellerons les droites 
du second syst~me, et qui sont r~elles ou imaginaires en m~me 

Fig. 2. 



2 2 2  L. Leeornu .  

temps quc cclles du premier. (_)n peut, de deux mani6rcs diffdrentes, les 
grouper en trois quadrilat6res gauches. Si elles sont rdelles, le cube qui 
les contient cst ext6rieur k celui qui contient les douze premi6res droites. 
Si elles sont imaginaires, leur cube est 6galement imaginaire, et il est 
impossible de faire passer par l 'une d'elles un plan r6el. Si l 'on con- 
sidbre quatre droites du premier syst6me non situdes dans le mdme plan, 
il existe deux droites qui rencontrent les quatre droites ~ la fois, ct qui 
par cons6quent appart iennent k la surface cubique; ce sont n6cessaire- 
merit des droites du second syst6me. 

En r6sum6, les 27 droites de la surface sont: les 3 droites de l'infini, 
les x2 droites du premier syst6me, les 12 droites du second. Les droites 
de l'infini sont toujours rdelles; les autres sont, toutes ensemble, rdelles 
ou imaginaires. On sait que chaque droite d'une cubique est rencontr6e 
par dix autres. Ici, en appelant couple de droites deux droites sym6- 
triques par rapport k l 'un des plans de sym6trie, on trouve qu'une droite 
du premier syst6me est rencontr6e par 

I droite k l'infini 
droite parall61e, du I er syst6me . 

2 couples de droites du i ~r syst6me 
2 )) du 2 e )) 

�9 ~ ~ ~ . I 

. . . . .  I 

�9 ~ ~ �9 ~ 4 

�9 ~ �9 ~ " 4 

IO .  

Une droite du second syst6me est rencontr6e par: 

droite ~ l'infini. . I 

4 droites du I ~r syst~me . . . . . . . . . . .  4 
z droite du 2 ~ syst6me (au centre d'une face du cube). I 
4 droites )) (sur les ar4tes du cube) 4 

I O  

Enfin, une droite k l'infini est rencontr6e par: 

: droites k l'infini . . . . . . . .  
2 couples de droites du t e' syst6me . 
2 ~ ~ d u  2 e )) 

2 

4 

4 
IO.  
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On salt encore qu'une surface cubique a 45 plans tritangents, con- 
tenant chacun trois droites de la surface. Ici, nous avons: 

Le plan de l'infini . . . . . . . .  i 
3 fois: ! droite de l'infini et 2 couples.  6 

de droites du :or systbme 
3 fois: : droite de l'infini et 2 couples.  6 

de droites du 2 e syst6me 
2 fois: 4 plans, contenant ehacun 3 droites 8 

du Ier syst6me 

2 lois: I2 plans, eontenant chacun I droite . 24 
du Ier syst6me et 2 du 2 *m~ 

45. 

Le cube qui eontient les droites du x ~' syst6me 6rant toujours r6e], 
ainsi que le plan de l'infini, il y a au moins 7 plans tritangents rdels. 

Observons encore qu'il y a 6 plans tritangents eontenant ehacun 3 
droites eoncourantes (savoir, une droite k l'infini et deux  droites con- 
eourantes). C'est une particularit6 qui se eonserverait dans route trans- 
formation homographique de la surface, et, eomme en g6ndral une surface 
du ffmo ordre n'a pas 3 droites eoncourantes et situ6es dans un mgme 
plan, il est g6n6ralement impossible de ramener homographiquement  une 
surface cubique k la forme sym6trique. Du reste, si l 'on se donne les 
plan~ principaux d'une surface eubique sym6trique, l'6quation de celle-ei 
ne renferme que deux coefficients. La transformation homographique en 
introduit 15, ce qui fair en tout :7, tandis qu'il en faudrait I9 pour 
parvenir k l '6quation la plus g6n6rale. 

1 7. Toute section de la cubique sym6trique par un plan rdel pos- 
s6de k l'infini 3 points r6els. Si donc elle est ind6eomposable, e'est une 
hyperbole redondante de NEWTON. II n'y a d'exeeption que si deux points 
k l'infini sont confondus, et l'on a alors une hyperbole parabolique. Ce 
dernier cas se pr6sente lorsque le plan de la section est parall61e k l 'un 
des axes binaires. 

Par chaque point de la surface passent 2 7 coniques, situ6es dans 
les plans men6s par les 2 7 droites. La section compl6te d6termin6e par 
Fun de ces plans a 3 points r6els h l'infini, dont Fun sur la droite. 
La conique a donc ~ l'infini deux  points r6els, et appartient au genre 
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hyperbole. II n'y a d'exception que dans deux cas: I~ SI les points h 

l'infini sent tous sur la droite, qui est par suite l'une des droites de 

l'infini; alors le plan sdcant est parall~le ~ un plan principal, et la co- 

nique est d'un genre quelconque. 2 ~ . Si {es deux points ~ rinfini de 

la conique sent confondus; l'hyperbole ddgdn~re alors en parabole. II 

faut et il suffit pour cela que l e  plan sdcant rencontre deux droites de 
l'infini au mdme point, autrement dit qu'il passe par un sommet du tri- 
angle de l'infini, ct, par consequent, qu'il soit parallSle h une direction 
binaire. Comme il contient dSj~ une droite de la surface, c'est ~ dire 
une parallSle ~ l 'un des plans principaux, et comme les directions bi- 
naires sont parallSles ou perpendiculaires aux plans principaux, le plan 
sScant cst lui-m~me parallSle ~ un plan principal, ce qui donne deux 
droites, ou perpendiculaire, ce qui donne une parabole proprement dite. 
I1 y a ainsi 24 paraboles, correspondant aux 24 droites ~ distance finie. 

En discutant lu forme des sections parallSles aux plans principaux, 
on s'assure sans peine qu'il y "a au plus trois cercles r~els sur la surface, 
h savoir ceux qui sont situ~s dans les plans principaux. Ces cercles ne 
sont rSels que si la sphSre directrice est elle-m~me r~elle. Il existe en 
outre des cercles toujours imaginaires, au sujet desquels nous nous bor- 
nerons ~ l'Snoncd suivant:  

Chacune des douze droites du premier syst~me est associde ~ deux cercles 
imaqinaires, qu'elle rencontre aux m~mes points. 

1 $. Les sections de la surface faites par des spheres centrales sont 
des sph~rosym~triques du 6 ~" ordre, dont l 'une, celle qui est dStermin5e 
par la sphSre directrice, se ddcompose en trois cercles rectangulaires. 
Si la sphdrosymStrique rencontre les quatre ~axes ternaires, elle se rSduit 
~videmment aux 8 points situ(~s sur ces 4 axes, car elle est, comme on 
l ' a  montrd, une trajectoire orthogonale des coniques sph~riques passant 
par ces 8 points; c'est une  sphdrosyme~trique (~vanouissante. Le rayon p 

' P dans de la sphere correspondante s'obtient en faisant x ~ y ---- z ~-- •  
%/3 

l '~quation de la surface, ce clui donne pour x: 

2 x  - -  b ( 3 x  - -  a ' )  ---- o .  

L'dquation d~rivde est x(.~ ~ b ) ~  o, et ses racines, substi tutes dans 
le premier membre de la propos~e, donnent respectivement ba 2 et b(a~--b~). 
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b ~ 
Le quotient est x - - a ~ .  La condition de r6alit~ des trois racines de 

l '6quation en x, et par suite des trois valeurs de p ,  est que ce quotient 
b ~ 

soit n6gatif, d'oh ~ >  I. D 'aprSs  cela: 

L a  sur/ace cubique sym~trique possb.de une ou trois sphdrosym~trique,~ 

r~elles dvanouissantes, suivant que ses 2 4 droites it distance finie sont imagi- 

naires ou rdelles. 

19. Si l'on m6ne par l 'origine une droite ayant pour cosinus di- 
recteurs ~, fl, i', elle rencontre la surface cn trois points, et les distances 
p~, p~, p.~ de ces trois points a l om,,me sont les racines de l 'dquation 

2 ~ f l r p  '~ - -  b ( / ,  ~ - -  a ~) = o .  

b 
La .~omme algdbrique des trois distances, 6gale h - - ,  est inddpendante 

2 afli- 
de a ~. Par eons6quent: 

La somme des longueurs intercept@s ,~ partir de l'oroine, sur une droite 

dom~de, par  routes les eubiques sym6triques qui ont m~mes plan.~ de sym6trie 

est proportionnelle ,'i l'ardte du tdtrai~dre de rgfdrence el ind/pendante du 

raymz,, de la sphere direch'ice. 

Si l'on prcnd, sur chaque droite mende par l'origine, le centre de 
gravitd des trois points de rencontre, avec une eubique symdtviquc donnde, 
le lieu de ce centre est la surface: 

�9 - -  ~ , " . z ~ )  6x~Iz ~(:~= -4- q~ -4- = o. 

C'est une cubique symdtrique h, sl,h6re dir(,ctrice 6vanouisstmte. 
Faisons varlet la direction ~, z~, r de fa?on que l 'unc des racines 

de l '6quation en [, ne change pas. Pour cela. il faut et il suffit que 
le produit  ajr~ r soit constant, et par suite les deux autres racines ne 
ch,qngent pas non plus. II en r6sulte que: 

Tout cone ayant son sommet t~ l'or~qine et passm~t par  une spb~rosym~- 

trique de la surface coupe celle-ci suivant deu.~ autres sph~rosymdtriques. 
b 

Observons encore que les deux racines, o e t  3,zt~----z, de l'bquation 

d6rivde, substitu6es d'ms l'6quation primitive, donnent respcctivement au 
A e t a  m a t h e m a t i t a .  10. I m p r i m 6  le 14 gu t l l e t  1887. 29 
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b ~ 
premier membre  les valeurs ba ~ et ba ~ 2 7 ~ f l ,  r~, dont le rapport est 

I b ~ 
T 27u.,fl~.f~ •  La condition ndcessaire et suffisante pour la rdalit6 

des trois valeurs de fl est que ce rapport soit ndgatif, ou bien que 
2 

27a~fl~'f  ~ soit infdrieur ~ b .  Comme on a toujours ~2 f_ f l ~ A - ~ . 2  ~, 

la valeur maxima de 27~j~'~ --~ est l'unit6. Par eonsdquent, si b e s t  su- 
p6rieur k a (autrement (tit si les droites de la surface sont r6elles) tous 
les r:~yons veeteurs issus de l 'origine rencontrent la surface en trois points 
r6els. Dans le cas eontraire, ils rencontrent la surface en un ou trois 
points, suivant qu'il sont d'un c516 ou de l 'autre du cone circonscrit ayant 
son sommet h l'origine. Si a r imaginaire ce cone cst dgalement imagi- 
naire, et t o u s l e s  rayons vecteurs rencontrent la surface en un seul 

point rdel. 

2 0 .  Si l'on cherche la section faite dans la surface par une sph@e 
de rayon R ayant son centre sur Fun des axes binaires, oz par exemple,  

une distance m de l'origine, on trouve que pour /~ ~ ~/m~+ (,,~ la 
section se d6compose en un cercle, situ~ dans le plan principal x o y ,  et une 
conique sphdrique projetde sur le m6me lilall, suivant l 'hyperbole 6quilat6re 
x y - ~  rob. Par  chaque point de la surface passent ainsi trois coniques 
sphdriques, situdes sur trois spheres dont chacune contient Fun des trois 
eercles situds dans les plans principaux. Chacune de ces sphSres touche 
la surface en quatre points situ6s sur le cercle correspondant. Pour 
~n~'+ a 2 o, le rayon ~R s'annule, et le centre de la sph6re est un foyer. 
ll  y a ainsi six foyers, situcls sur les axes binaires, aux points off i ls 
sont rencontr6s par une sph6re orthogonale et concentrique ~ la sph6re 
directrice. Si la sphere directrice est rdelle, les foyers sont imaginaires, 
et inversement. Pour les va!eurs de m 6gales k ~ b +_+_ ~r ~, la 
conique sph6rique se d6compose en deux cercles imaginaires; on retrouve 
ainsi les 24 cercles imaginaires dont il a ddj~ 6td parl6. On voit en 
m~me temps qu'il existe, en dehors de la sphere directrice, douze spheres, 
r6elles ou imaginaires, rencontrant chacune la surface suivant trois cercles, 
dont deux imaginaires. 

2 1. Il est facile de trouver les trajectoires orthogonales des cu- 
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biquee symdtriquea possddant le mdme t6tra6dre de r6f6rence. Les 5qua- 
tions diff6rentielles d'une telle courbe sont: 

dx dy dz 

yz - -  bx zx ~ by xy  - -  bz ' 

b ddsignant une constante. On les vdrifie en posant: 

x =  bkt s n ( t +  C) 

y = - -  bikt cn (t + C) 

z = - - b i t  dn( t  + C). 

Dana ces formules, t e s t  une -.ariable auxiliaire, C est une constante 
arbitraire, et k est le module, 6galement arbitraire, des fonctions ellip- 
tiques qui figurent dans lee seconds membres. Lee rdsultats sont r6els 
pourvu que t et k soient rdels, que k soit inf6rieur k l'unit6, et que C 
soit 6gal k h "4-k'i, h 6tant r6el et k' dtant le module compl6mentaire 

~/t - -  k *. 
I1 est 6galement ais6 de trouver lea trajectoires orthogonales des cu- 

biques sym6triques qui poss6dent mOne sph6re directrice et m6mes plans 
principaux. Si l'on 61imine le param6tre variable b entre lea 6quations 
diffdrentielles pr@6dentes et celle de la surface cubique, il vient: 

xdx  ydy  zdz 

y2 Jr z ~ - - x  ~ - a  S - z  ~ + x 2 - y ~ - a *  x ~'t" y ~ - - z  2 - a  ,~ 

et l'on v6rifie ces nouvelIes dquatione en posant: 

q. 

x ~ ~- a 2 -b  t "4- t~, 

y2 __-- a: _4_ t + fl 
t--i, 

Les constantes a, fl, T sont assujettiee -k la condition a Jr-/~-I-~" ~ o, 
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En 6liminant t de dcux fa(;ons diff~rentes, on peut rep%sentcr une tra- 
jectoirc orthogon'de par les deux 5quations: 

( f l -  r)x" + ( r -  ~)v" + ( ~ - -  fl)z ~ = o, 

(~:~-' + fl,j~ + rz~)(~ ~ + ~-' + z ~ _ 3a~) ~ = 9(~ ~ + fl~ + r~). 

Lorsque a, fl, y varient en restant infiniment petits du premier ordre, 
les tr~jectoires restent infiniment voisines de la sphSre x 2 -~ y'~ q- z ~ = 3a 2. 
I 1 % s u l t e  d'ailleurs des considSrations expos~es dans la premier9 pattie 
que cctte sphSre coupe orthogonalement les surfaces cubiques dont la 
~phSre direetrice a un rayon 5gal k a. 

Le lieu des trajectoires qui vdrifient la condition: 

m, n, p d6signant des constantes arbitraires, est la surface: 

[(,~ - -  p ) x  ~ + (p  - -  ,,,):!f ~ + (m - -  . ) z ' ] ( x  ~ + y :  + z ~ - -  J )  = i 

qui rencontre par suite orthogonalement la famille de surfaces cubiques 
considSrSe. 

22. La plus simple des surfaces cubiques sym~trlques est la sur- 
face 514mentaire x~1z----p3, caractSris~e par un tdtraSdre de %f~.rence in- 
finiment petit et une sphSre directrice infiniment grande. Sa %ciproque, 
relativement h, une sphb.re centrale, est une surface de m~me nature; en 
prenant le rayon de la sphSre 5gal k 3P, la surface coincide avec sa 
rSciproque. Elle jouit donc "k la lois des propriSt~s g~n~rales des surfaces 
515mentaires et de celles de leurs r~ciproques. En outre, les plans tangents 
communs k la surface cubique 4lSmentaire et h une sphere centrale 
touchent la surface 51~mentaire suivant une ligne le long de laquelle .la 
courbure totale est constante. Deux plans de sym~trie perpendiculaires 
interceptent sur chaque normale, k partir de son pied, des longueurs 
~gales et de signes contraires. La surface ~l~mentaire peut 6tre regard~e 
comme l'enveloppe d'un ellipsoide dont les trois plans principaux sont 
fixes et dont le volume est constant; la surface 51~mentaire et l'ellipsoide 
ont, au point de contact, m~mes directions principales, et leurs rayons 
de courbure en ce point sont proportionnels, mais tourn6s en sens con- 
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I 
traires. Le rapport de proportionnalit~ est constant et 5gal k - .  Lcs 

3~/3 
lignes asyml)totiqucs ont pour &tuations, e~! appellant a et f l l e s  racines 

cubiques imaginaires de l'unitS: 

x" + ~y'~ + flz '~ - -  C'o'~st., 

x '~ + f l f~  + ~z  ~' =- C'onst.  

Les lignes de courbure,  trouv6es p a r  M. SERRET, se d6duisent sans peine 

de la connaissanee des lignes asymptotiques, et sont d6termin6es par 
l equatmn: 

3 3 

( ~  + fl,j-~ + ~z~)~ + (x:  + ,~y~ + fizz) ~ = c'o~st. 

La ddmonstration de toutes ces propri~tSs ne prSsentc aucune difficultd. 
2 3 .  Une autre surface cubique sym(itrique qui m6rite de iixer 

l 'attention est celle qui a pour 5quation, en coordonn~es t6tra(~driques: 

t ~ + u ~ + v" + w ~ = o 

et dont il a d~j~ ~t~ parl~ au n ~ 1~ .  On va voir qu'il  est possible de 

d~terminer, sous forme finie, les 6quations de ses lignes asymptotiques. 

Nous allons m~me r~soudre ce probl~me dans le cas g~n6ral de in sur- 

face tdtra~drale sym~trique simple d'ordre quelconque: 

(,) t ' + u ' + v " + w ' = o  

oil m est une constante arbitraire. 1 Par  differentiation, on obtient: 

t " - ' d t  + u . . . .  l d u  + v " - - ' d v  "k- u ' " - a d w  --=- o 

et cette dquation est satisfaite pour tout  d~placement d t ,  d u ,  d v ,  d w  

ex~cut5 dans le plan tangent au point considerS. Si ce d6placement est 

effectu~ suivant une direction asymptotique, il se trouve 6galement dans 

' M. DARBOUX (Bulletin des sciences math6matiques~ tome I) a ramend la 
recherche des lignes asymptotiques des surl~aces A x "  -b B y  'n + Cz m + D t "  ~ o ~ l'ini6- 

d,o'- d#~ 
gration d'uae ~quation de la forme: (p __ a)(p --  b)(p - -  c) ~ K (p,  __ a)(,o, --- b)(p, m c)" 

Le proe~d~ que nous indiquons iei ne n6eessite pour. ainsi dire aucune intOgration. 



230 L. Lecornu. 

le plan tangent au point t + d~, u-Jr- da ,  v + d r ,  w + d w ,  et l'on a 
par suite: 

(t + dr) .... 'dr + (~ + d.,) .... ' ~  + (v + dv)"-ldv + (w + dw) .... ,-d., = o, 

d'ofi l'on tire la nouvelle 6quation: 

(2) t .... '2 dt'2 + u .... '2 du'~ + v .... "2dr '2 + w ' - '2  d w  2 = o. 

On a d'ailleurs la relation fondamentale: 

(3) t + u + v + w = h .  

Si l'on peut trouver un systSme de valeurs de t, u, v, w satisfaisant 
h, h, fois aux dquations (i), (2) et (3), les lignes asymptotiques sont par  
eela lll~lne d6termindes. I1 suffit nldlne d'avoir deux relations bomog6nes 
entre t, u, v, w v6rifiant les (~quations (I) et (2); ces relations donneront 
les rapports des quatre variables, et il sera ensuite ais5 de trouver des va- 
leurs absolues compatibles avee l '5quation (3). Oeeupons nous done des 
5quations (i) et (2), et posons: 

t " ' =  T",  u ' " =  U '~, v . . . . .  V "~, w " ' =  W ~. 

Ces 5quations deviennent: 

(4) r 2 +  U 2 + V ' +  W 2 = o  

(5) d l  ''~ + d U  ~ + d V  "~ + d W  '~ = o.  

En mettant  la seeonde sous la forme: 

(dT + i ~ U ) ( d l ' - -  idU) = - -  ( d r  + i ~ W ) ( d V - -  id, W). 

on apere;oit la solution: 

(6) T + i U  = - -  ~,(V + ;W)  

' ( v - -  i w )  (7) T - -  ~U = 

off ), est une constante arbitraire. Ces deux 6quations entralnent d'ail-  
leurs l '6quation (4); ee sont donc les dcluations d'une ligne asymptotique 
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de la surface. En" faisant disparaltre les imaginaires, on parvient g ]a 
suite de transformations faciles g la nouvelle 6quation: 

(>,' + I)~(V~T ~ + U ' W  '~) + (>,~-- t p ( W ' T '  + U'V ' )  

+ ~6;~ (V~W~ + U : T  ~) = o .  

M =  (a ~ + ~)', ; V = -  (a ~ - -  ~)~, P = 4a ~, 

et revenant aux variables t, u,  v, w, on volt que la ligne asymptotique 
est situ6e sur la surface auxiliaire: 

(8) M'(v" l"  q- u'~w '') q-- N'(w~'e" q - .,,,"v m) -n t- P ' ( v "w  "~ + ,,"t") ----- o 

aver la condition, imposSe aux constantes M, N, P: 

(9) M + N + P - - - - - o .  

Par  ehaque point de la surface sym6trique passent deux surfaces 
M 

(8), eorrespondant aux deux valeurs de _~ auxquelles conduit l'61imina- 

tion de P entre les 6quations (io) et (~I), et pivotant autour des points 
fixes eommuns aux trois surfaces: 

v " l  "~ -Jr ~t"~W" ~ O, 

W,n[m @ ,r _-=_ O, 

V " W "  A V '~r m --=- O. 

On obtient ainsi les deux lignes asymptotiques qui se eroisent en ehaque 
M 

point, l,es deux valeurs de X; coincident lorsque 1'on a: 

(1o) (*'~ q- u" --[- v" + w')Ee"'u '~v ' ' -  4 t " u " v " w  '' ----- o. 

La surface reprdsent6e par eette 6quation laeneontre la surface donn6e 
(I) suivant 4 lignes planes, situ6es dans les faces du t6traSdre de rSf4- 
renee,  et formant la eourbe parabolique de la surface (~). En outre, 
{Bile peut dtre regard6e eomme le lieu des points pour lesquels tes deux 

M 
valeurs du param6tre ~ qui figure dans l'6quation (8) sont 6gales, et 

par eons6quent elle est l'enveloppe des surfaces (8), 

Posant alors: 
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Chaque fois que m est commensurable, la surface tdtraddriquc est 
algdbrique et il en est de m(hne de ses lignea aaymptotiques. 

24. Lorsque 1~ surface cubique aym6trique contient lea ar6tes d'un 
, , 

tetrqedre, chacune de ces ar(~tea coincide avec deux droitea du premier 
ayst(hne, et l '6quation devient a lots: 

( , )  :~?/~ - -  ~ ( :  + :/~ + , : )  + . , " =  o. 

Les droites du second syst(~me coincident avec cellea du premier. Chaque 
aommet du tdtra6dre inscrit eat un noeud de la surface. Lea sections 
faitea pas (lea plans parM161es k xoy  donnent, en projection sur ce plan, 
ml systbme de coniquea inseritea dana un m(~me carr6. L'~quation de la 
aurfaee en coordonndea tdtraddriquea, eat: 

]t? 
(2) : + u ~ + : + w ' ~ = -  

4 

a vec la, condition habituelle: 

t + u + v + ~v = h. 

Le tdtraddre de rdfdrence est le sym6trique, par rapport an centre, 
de celui qui contient les droites de la surface; on peut dire cl2e ces deux 
tdtrabdres aont compldmentaires l 'un de l'autre. Pour avoir l '6quation de 
la aurface rapportde au td, traddre inscrit, il suffit de remplacer chaque 

, ]b 
coordonnde par son compldment a ~, et il vient: 

I I I I ~+-+-+-=o. 
?1, O ?l~ 

C,est la, ibrme connue de l'6quation de la surface r@ipi%que de celle de 
STEINE]I. On en conclut, en vertu du paragraphe pr@ddent, que les lignes 
asymptotiques se trouvent sur les quadriques: 

(4) M~'(uw -}-~,t) -Jr- N2(uv -t- wt) -Jr P2("t -Jr- vu') = ' o  

pourvu que M-4- N-1-- P soit 6gal k zdro. 

1 ce  rgsultat, a dtd obtenu par M. LAGUERRE, dans ses belles reeherehes analytiques 

sur la surface rdciproque de ]a surface de STEI.'~ER ( N o u v e l l e s  A n n a l e s  de m a t h &  
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L'~quation (4) se ddduit de l%quation (8) du paragraphe prScddent 
en faisant m = I. On conelut de lg, sans nouveau caleul, que la fa- 
mille de quadriques a pour enveloppe la surface: 

(5) 

+ + ut)(wt + = o. 

C e  qui, en tenant compte de la relation t -t-- u -{- v -t- w ~ h ,  peut se 
mettre sous la forme: 

I I 4 I 4_ I 4 
(6) h o. 

Si l'on revient au t6tra~dre de r6f6rence primit if  en remplagant t par 
h h 
- - - - t ,  u par - - - u ,  etc., l '6quation (6) ne change pas. Or, avec ce t6- 
2 2 

tra6dre la surface cubique a pour 6quation (2), et les formules du w 14 
montrcnt  alors que l'Squation (6) repr&ente le hessien de la surface 
cubiquc. Donc: 

Z'enveloppe des quadriques coupant la surface cubique suivant ses lignes 
asymptotiques est le hessien de cette surface; ce hessien a mdme ~quation par 
rap;port au tgtraidre inscrit et par rapport au tgtraidre compldmentaire. I1 
jouit de la symdtrie cuboctaddrique. 

On peut remarquer aussi que si deux cubiques symdtriques sont cir- 
conscrites ~ deux tdtra~dres compldmentaires, elles ont m~me hessien, et leurs 
lignes asymptotiques se trouvent sur les m~mes quadriques, passant par les 
sommets des deux tdtra~dres. 

Sans insister sur les autres propri6t6s de la surface cubique cir- 
conscrite b~ un t6tra6dre, nous allons indiquer comment son dquation peut 
se mettre sous la forme de d6terminant, qui a servi de point de d@art  

m a t i q u e s ,  1872), comme application de la thdorie des formes biquadratiques simultandes. 
Le m~me auteur l 'a dtabli par une autre voie dans son article Sur la reprdsentalion sur 

un plan de la surface du 3 e ordre qui est la rdciproque de la surface de ST~.INER, in- 
sdrd au tome I du B u l l e t i n  de la s o c i d t d  m a t h ~ m a t i q u e  de F r a n c e .  

Aeta  m a t h e m a t i c s .  10. Imprim~ le 16 gulllet 1887. ~0 
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aux recherches 
neaires: 

d = A3T  

e =-- A~T  

oh A ,  B ,  C, D sont quatre 

T = ( B - -  

L. Lecorntl. 

de M. LAGUERRE. Consid~rons les c inq  fonctions li- 

a =  T J -  U2t - V 3 v  W ,  

b =  A T  A- B U  A- CV + D W ,  

c = A~T + B:U-{ -  C~V-[- D~W,  

+ B3U + C3V "~ D3W, 

+ B ' U  + C ' V  + D ' W ,  �9 

constantes, et posons: 

C ) ' ( C - -  D ) ' ( D - - . B ) '  • t, 

U = (A- D)'(D- C)'(C--A)' X u, 

V = ( A - -  B)~(B - D)~(D - - . A )  ~ • v, 

W = ( . . 4 -  B ) ' ( B -  C ) ' ( C - - A ) '  x w, 

t I '  = (A - -  B ) ' (A  - -  C) ' (A - -  D ) ' ( B - -  C ) ' ( B -  D ) ' ( C - -  D)' ,  

il vient: 

L'6quation 

est donc 6quivalente k: 

a b c 

b c d 

c d e 

= l l ' ~ t u v .  

I x + I + ~  
t + u  v 

a 

b 

C 

b c 

c d ~---o. 

d e 

25. 
ment 6tudi6e qu'il serait superflu de revenir sur ce sujet. 
seulement qu'en mettant son dquation sous la forme: 

La surface de STEINER, r~ciproque de la pr~c~dente, a ~t~ telle- 
Observons 

v ~i + ~/~ + v'~ + ~/~, = o, 
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les formules d u n  ~ 23 do~ment imm6diatement ses lignes asymptotiques. 
Ces lignes ont 6t6 dd.termfi~des par CLF.BSCH ( J o u r n a l  de CR]~LLE, I867) 
en faisant intervenir la reprdsentation de la surface sur un plan. 

26. Une autre surface remarquable du 4 ~r ordre, pourvue de la 
symdtrie t6traddrique, est celle qu'on ddduit de la cubique symdtrique /~ 
point isotrope: 

2 X r Z  + b(X ~ + Y~ + Z ~) = o 

en prenant cette derni6re surface comme lieu des centres d'une sph6re 
mobile qui coupe orthogonalement une sph6re eentrale fixe, et cherehant 
l'enveloppe de la sph6re mobile. Si /~ est le rayon de la sph6re fixe, 
les formules de transformation, donn(~es par M. I)aRBOUX dans .son 
ouvrage d6j~ cit6 au w J0, sont: 

X ~ 2R~x Y ~- 21~Y Z ~-- 2Rgz 

I1 vient ainsi: 

4R~zyz - -  b(z ~ + y~ + z~)(x ~ + y~ + z ~ + n ~) = o. 

Cette surface, anallagmatique par rapport /~ ]a sph6re fixe, diff6re essen- 
tiellement des surfaces anallagmatiques ordinaires du 4 ~me ordre, autre- 
ment dit des cyclides. Au lieu d'6tre anallagmatique par rapport ~ 5 
sph6res, elle jouit de cette propridt6 par rapport ~ 6 plans et ~. une 
sphere. Au lieu d'admettre le cercle de l'infini comme ligne double, 
elle est tangente au plan de l'infini le long de ce cercle, qui fait par 
consdquent partie de la courbe parabolique et constitue une ligne de 
courbure singuli6re. El le  poss6de en outre ~ l'origi~ne un point isotrope. 

2 7. La plupart des surfaces t6tra6driques dont nous avons parl6 
jusqu'ici rentrent dans le type g6n6ral xyz  ~ f ( x  2 -{- y2 d- z:). Ce sont 
des surfaces binaires, jouissant comme telles des propri6t6s 6tablies a u n  ~ 5. 
Parmi les surfaces qui n'appartiennent pas s ce type nous mentionnerons 
la surface: 

Y2Z2 Jr- z 2x2 -b ~ y 2  2axyz  ~ o 

dont parle M. T~SSSRAND, dans son Recueil  compldmentaire d'exercices sur 

le calcul infinitdsimal~ e t  qui est coup6e suivant quatre cercles par la 
sph6re x 2 T Y~ -J- z~ ~ a 2, 
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Comme exemple de surface transcendante, citons la surface binaire 
xyz  = e -(x~+y~+;) dont l'6quation se ram~ne ~ la forme X Y Z  =: I en 
posant X - -  xe x~, Y = ye y~, Z = ze ~, 

T r o i s i ~ m e  p a t t i e .  S t t r f a c e s  d u  t y p e  e u b o c t a d d r i q u e .  

2S.  Le type cuboctaddrique est caract6ris6 par 9 plans de symd- 
trie, savoir les trois faces d'un tri6dre trirectangle et les 6 plans bissec- 
teurs de ce triddre. Les faces du triddre sont paralldles ~ cellos du cube. 
Les six autres plans contiennent chacun deux ar6tes parall61es du m6me 
poly6dre. L'existence de ces plans de sym6trie entraine celle d'un centre, 
de 3 axes quaternaires (les ar~tes du tri6dre trirectangle), de 4 axes 
ternaires (les diagonales du cube), de 6 axes binaires (joignant chacun 
les milieux de deux ar~tes parall61es du cube). Les faces de l'octa6dre 
conjugu6 sont perpendiculaires aux axes ternaires. 

Prenons comme axes de coordonn6es les 3 axes quaternaires. Toute 
6quation ~(x ~, y~, z 2) -----o dont le premier membre est une fonction 
symdtrique des earvds des variables reprdsente dvidemment une surface 
cubocta6drique. Pour former m6thodiquement les 6quations de ce genre 
d'apr6s notre proc6dd g6ndral, nous devons remarquer que les trois plans 
de coordonn6es, que nous appellerons plans principaux, sont des plans de 
symdtrie, ce qui nous emp6che de prendre comme dl6ment sym6trique 
le produit xyz;  mais nous pouvons prendre le carr6 x2y~z  ~. Le produit 
des distances aux plans perpendiculaires aux axes quaternaires (plans di- 

recteur~) fournit un autre 616ment. Nous prendrons done: 

M -~ x2y~z ~ 

N - -  x 4 "4- Y~ -4- z ~ -  2Y2Z 2 -  2z~x ~ -  2x2Y2; 

et l'6quation g6n6rale des surfaces cubocta6driques ne diff6re par suite 
de celle des surfaces t6tra6driques que par rabsence des puissances im- 
paires de xyz. On aurait pu 6noncer imm6diatement ce r6sultat, en se 
rappelant qu'on passe d'un syst~me b~ l'autre par l'addition d'un centre 
de sym6trie. Les deux 616merits M e t  N ont pour ordres m = 6, n = 4, 
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d'oh l'on tire m - ] - n  ~ i = 9. C'est le nombre des plans de sym6trie 
du cube, et l'on se trouve ainsi dans le cas examind au n ~ 2. 

La surface cubocta6drique diff6rente d'une sph6re est au minimum 
du 4 ~ degrd. En ddsignant par A, B, C, A', B', C', A", B",C' ,  une 
suite de constantes et posant x ~ q  - y ~ +  z ~ =  p2, r6quation de la quar- 

tique symdtrique peut se mettre indiffdremment sous l'une ou l'autre des 
formes suivantes: 

(,) 

(:) 

(3) 

Remarquons 

X 4 + y4 .1!_ Z ' - -  2ff2Z ~ -  2Z~X 2 -  2X~y 2 + . A p  4 "4" 2BP ~ -}- C, ~- 0 

x ' 4- y4 q_. z 4 ._1_ A ,p 4 -4- 2 B'p ~ -4- C' ~-- o 

x~Y ~ -4- Y~Z ~ -t- z~x ~ + A",o' q- 2B"p  ~ 4- C" -= o. 

C C' C" 
que, pour une mdme surface, l'on a - ~ = ~ = ~ .  Con- 

sid6rons 
plan z = h, h 6tant ddtermin6 au moyen de la. condition: 

h~(I A- 4 A''2) + 4 B " h  ~ -}- 4 B''~ - -  4 A " C "  = o. 

La section se d6compose en deux coniques ayant des 6quations 
f o r m e :  

la troisi6me forme, et supposons qu'on coupe la surface par un 

xy __+ . , ( z  + + n) = o. 

de la 

Ce sont deux coniques 6gales, ayant en commun deux diam6tres rect- 
angulaires 6gaux situds dans les plans z o x ,  z o y .  Une seule de ces" co- 
niques suffit d'ailleurs K ddterm[ner la surface, et, comme ses dquations 
d6pendent de param6tres (h ,  m, n) qui sont en mdme nombre que dans 
l'dquation de la surface, la conique peut dtre choisie arbitrairement parmi 
celles qui occupent la situation indiqu6e. En cons6quence: 

JLa quartique symdtrique peut  dtre engendrde par  une sphdr 

du 8* ordre, assujettie ?t s 'appuyer constamment sur une conique paralldle 

~t l 'un des p lans  pr incipaux et symdtrique p a r  rapport ~t deux lolans diago- 

naux. du cube. 

29.  Une sph6rosymdtrique du 8 ~m* ordre a deux 6quations qu'on 
peut dcrire: 

x ~ ~ y~ q- z ~ ~ Const. 

x" § y" + z" = Ctmst, 
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On v~rifie sans peine qu'elle est orthogonale ~ tous les  cones: 

a b c ~+~+p=o 

pourvu que la somme a + b + c soit nulle. 
Ces cones passent par les diagonales du cube et admettent les axes 

quaternaires comme lignes doubles. Suivant une expression d6js employ6e, 
ce sont les cones inverses de ceux qui sont normaux aux sph6rosym6- 
triques du 6 ~me ordre. Toute surface cubocta6drique binaire, c'est ~ dire 
ayant une 6quation ind6pendante de l'616ment x2y2z  ~, est une trajectoire 
orthogonale de cette famille de cones. 

30 .  L'dquation de la quartique sym6trique peut s'6crire, comme 
on l 'a v u :  

N + Ap 4 + 2Bp ~ + 6 ' =  o. 

Soient a ~, b ~ les racines (positives ou n6gatives)du t r i n o m e A p 4 + 2 B p ~ + C .  

On peut encore 6crire: 

(x + y + z)(x + y - -  z)(x - -  y -~. z ) ( - -  x + y + z) ---~ A ( p 2  - -  a')(p~ - -  b2), 

et la surface est par cons6quent le lieu de l'intersection des deux qua - 
driques: 

(i) 
( x - - ~  + ~) ( - - �9  + y + ~) = ~(p'--b') ,  

2 6tant un param6tre arbitraire. On remarque que les sections cycliques 
centrales de ces deux faisceaux de quadriques sont invariables, et que 
les plans cycliques de l'un des faisceaux sont sym6triques de ceux de 
l'autre par rapport au plan z o x .  Toutes ces quadriques ont mdmes 
plans principaux. La correspondance peut (!tre d6finie g6om6triquement 
par la condition que la courbe d'intersection s'appuie sur la conique 
trouv6e au n ~ 28, 

L'intersection de deux surfaces du second ordre concentriques ap- 
partient ~ trois cylindres; c'est la courbe ~ laquelle FREZIER et DE'LA 
GOURNERIE ont donn6 le nora d'dl ips imbre,  Si les deux surfaces ont 
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mdmes plans principaux, l 'el l ipsimbre admet ces plans comme plans de 
sym6trie, et peut dtre appel6e ellipsimbre symdtrique. On volt, parcc  qui 
pr6c&de, que: 

Toute quartique sym6trique est le lieu d'une ellipsimbre sym~.trique assu- 

jettie: I ~ ~t s'appuyer sur quatre cercles fixes, concentriques, et dgaux deux 

a deux, symdtriquement placds par rapport aux plans principaux de l'el- 

lipsimbre; 2 ~ 5 rencontrer e~ m~me temps une conique parall~le ti l'un de 

ces pla~s et sym~trique par rapport aux deux autres. 

L'ellipsimbre (i) rapport6e k ses plans principaux, a pour 6quations: 

(~) 
2x 2 - z  ~=A,t(m 2 + y ~ + z  ~ - a ! ) ,  

(x ~+ + --.b~). 

Elle est situde sur le cone: 

[2b ~ + A~(a  ~ -  b2)]m 2 + AA[a 2 -  b 2 __  2),a~ly ~ 

+ [ . ~ a  ~ - -  A ~ ( a  ~ + b ') - -  b~]z ' = o 

qui coupe la surface" suivant une seconde ellipsLmbre. Pour les va!eurs 
de 2 qui annulent l'un des coefficients, le cone se ddcompose en deux plans, 
et les deux ellipsimbres se d6composent chacune en deux coniques situdes 
sur l a  surface. Abstraction faite des valeurs o et cxv de 2, qui cor- 
respondent aux sections circulaires, la ddcomposition a lieu en posant 
l'une des conditions: 

2b ~ a=__ b ~ 
'~ ~ A(b~--.-a~) ' "~ ~ 2a" ' 

A~2a ~ -  A~(a ~ + b 2) --- b ~ -~- o. 

On trouve ainsi 8 plans reneontrant ehacun la surface suivant deux 
coniques. Les quatre premiers passent chacun par un axe binaire, les 
quatre derniers, par un axe quaternaire. Chacun de ces plans touche la 
surface aux quatre points de rencontre des deux coniques qu'ii renferme. 
Par chaque axe binaire, on peut ainsi faire passer deux plans quadri- 
tangents; par chaque axe quaternaire, on peut en faire passer quatre. 
I1 y a par suite 2 4 plans quadritangents d6terminant 4 8 coniques de la 
surface. 
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i i  ne peut exister d'autres plans passant par  le centre et coupant 
la surface suivant deux coniques. En effet, si on rend l'~quation de la 
surface homog6ne par l'introduction d'une variable auxiliaire t ,  le lieu 
des points pour lesquels le plan tangent passe par l'origine s'obtient en 
6galant k z6ro l a  d6riv6e par rapport & t. L'6quation ( I ) d u  n ~ 28 
donne ainsi B p  2 -4- C - ~  o. L e  cone central circonscrit k la surface la 
touche donc suivant une courbe sph6riqu e (sph6rosym6trique). Ce cone 
est du quatri6me ordre, et sa trace sur un plan quelconque est une 
quartique plane. Tout plan quadritangent passant par le centre a pour 
trace, sur le m~me plan, une bitangente de cette quartique. Comme 
une quartique a 28 bitangentes, il y a 28 plans quadritangents. Or 
nous connaissons pr6cis6ment 28 plans de cette nature, b~ savoir les 24 
plans dont il a 6t6 question ci dessus', et les quatre plans perpendicu- 
laires aux axes ternaires (ceux-ci, coupant chacun la surface suivant 2. 
cercles conccntriques, sont bitangents en deux points du ccrcle de l'infini). 

31 .  Tout plan central coupe le cone central circonscrit suivant 4 
droites, bitangentes k la section de la surface par le m8me plan. Si 
a ~ o, ~ ~ o, T ---- o, ~ ~ o sont l e s  6quations des 4 droites rapport~es 

deux axes rectangulaires men6s par l'origine dans le plan s6cant, et si 
R est le rayon de la sph6rosym6trique de contact, l'6quation de la 
section est de la forme: 

= ( P ' -  

qui rentre dans la forme canonique donn6e par PL~'CKER pour FSquation 
des quartiques en g6n6ral, savoir: 

~flr~ = V ~, 

V 6tant une conique, et a, ~8, ~, ~, quatre droites gdn6ralement non 
concourantes. On remarque que les sections centrales jouissent d'une pro- 
Pri6t6 projective, consistant en ce qu'elles ont quatre bitangentes con- 
courantes. En partant de la forme canonique, il est facile de trouver 
les autres bitangentes d'une quartique. ]l suffit d'6crire l'identit6: 

et de d6terminer ~t de mani6re que la conique: 

r~ + 2pV + p2 fl = o 
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se ddcompose en deux droites /9, q. L'dquation prend alors la forme: 

et par consequent 1) et q sont deux bitangente.~. 
D'une mani6re gdndrale, lorsque C~, 6'~, 6' 3 sont trois eoniques quel- 

conques, l'dquation en /~ exprimant que C~ if- 2/~6' 2 n t-/~2C 3 se d@ompose 
en deux faeteurs lin6aires est du 6 ~ deg%. Mais iei, il y a une racine 
nulle et une infinie, correspondant aux deux couples a/? et r3. On n'a 
done en %alit5 ~ %soudre qu'une dquation du 4 ~m~ deg%, ddterminant 8 
couples de bitangentes. Chaque couple se compose (~videmment de deux 
droites symdtriques par rapport au centre. Les 4 droites a, fl, r, 3 
pouvant se grouper en deux couples de 3 mani6res diffdrentes, on peut, 
de 3 mani6res, trouver 8 couples de bitangentes, soit en tout 24, qui, 
avec les 4 droites a, fl, r, 3 eompl6tent le nombre total. Toute bitan- 
gente de la quartique symdtrique 6tant bitangente ~ une section eentrale, 
la m6thode prt~cddente conduit ~ la d6termination eornplSte des bitangentes 
de la surface. 

32 .  L'dquation de la quartique symdtrlque ne renfermant que des 
pui,~sanees paires des eoordonn6es, on est naturellement amend ~ poser: 

x ~ =  X, y: = Y, z~ ----= Z, 

ce qui dtablit une correspondanee entre les points de cette surface et eeux 
d'une surface de %volution du second degrd. A ehaque point de celle-ei 
correspondent, sur la quartique, les 8 sommets d'un cube. La surface 
du second ordre est de %volution autour de l'axe ternaire X----- Y-----Z. 
A ses parall61es correspondent les sph@osymdtriques; ~ ses plans tangents 
correspondent des surfaces du second degr6 eoupant la quartique suivant 
deux cllipshnbres; s ses deux systdmes de gdn@atriees reetilignes corres- 
pondent deux syst6mes d'ellipsimbres, et ainsi de suite. Les ellipsimbres 
que nous reneontrons iei ont leurs plans principaux parall61es aux faces 
du cube; elles diffSrent done de eelles que nous avons ddtermindes prd- 
eddemment, et qui avaient deux plans de syn%trie passant par les ar~tes 
du cube. 

33.  Toute surface dou6e de la symdtrie t6traddrique est repr& 
sent6e, en eoordonn6es tdtra6drales, par une 6quation r u., ~', w ) =  o 

Aeta  ma thema t i ca .  10. Imprim~ le 8 hoflt, 1887. 31 
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sym6trique par rapport aux eoordonn6es. Pour que la m(~me surface 
jouisse de la sym6trie cubocta6drique, il faut et il suffit qu'elle poss6de 
un centre, et par suite que l'6quation reste v6rifi6e quand on remplace 

h 
t ,  u ,  v ,  w par t etc., h 6tant la hauteur du t6tra6dre de r6f6rence. 

2 

Posons h t ~  T, h - - - - u - - ~  U, etc., d'oh ~ T ~  o. Les quantitds 
4 4 

T, U, V, W changent de signe sans changer de valeur absolue par la 
substitution dont il s'agit. La condition pour que la surface soit cuboc, 
ta6drique est donc que le premier membre de son 6quation soit une 
fonction paire ou impaire de T, U, V, W, symdtrique par rapport ~ ces 
variables. L e  produit T U V W  n'est autre chose que l'616ment sym6trique 

du 4 r ordre. On a d'ailleurs x: + y2 + z 2 ~_i_3 ~ T  ~. L'6quation g6n6- 
4 

tale de  la quartique symdtrique est donc 

T U V W  + A(ZT2) 0- + 2 B ( Z T  ~) + C ~-- o 

avec la condition ~ 2 ' =  o. 
On peut aussi introduire leo trois fonetions: 

tu + vw = ft, tv + uw = / ~ ,  tw + uv = ~, 

rencontr6es d6jk au n ~ 24. En vertu de l'identit6: 

h ~ 

,t = tu + vw T U  + V W  + -  s- 

2 est une fonction paire de T, /_7, V, W. I1 en est de m(~me de tt et 
v. D'apr6s cela, toute 6quation ~(;t, #, ~) ~ o dont le premier membre 
est une fonction sym6trique, enti6re et de degr6 n, par rapport k 2, p, v, 
repr6sente une surface cubocta6drique de degr6 2n. L'expression de 2 
en coordonndes cart6slennes est: 

2 2 I 
= (z v + 

La surface ~--~ o est u n  hyperbolo:ide k une nappe, de r6volution autour 
de l'axe des X, ct (lont les g6n6ratrices se eoupent h angle droit sur le 
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cercle de gorge. Cette surface contient les diagonales de quatre faces 
d'un cube. Sa mdridienne est une hyperbole dquilat6re, et on peut l'ap- 
peler hyperboloi'de ~quilatdre. 

Posons:  
2 p~. = + + z') - -  

Nous avons l'identit6: 

(1) 3h~ 

Nous pouvons considdrer 2, /t, v, r comme des coordonndes quadrat iques  

6goJes aux ~puissances d'un point par rapport k une sph6re ce~trale et k 
trois hyperboloides 6quilat6res. Dans ce syst6me, l'6quation: 

oh Q est une constante arbitraire, est l'6quation g6n6rale des quartiques 
sym6triques; car elle d6pend de trois constantes arbitraires, savoir la 
hauteur h du t6trabdre de r6f6rence, le rayon de la sph6re centrale (ou, 
ce qui revient au mSme, la constante p), enfin le coefficient Q. L'int~rSt 
principal de cette forme d'dquation consiste dans le rapprochement qu'ellc 
dtablit entre les quartiques symdtriques et les anallagmatiques du 4~mS 
ordre. Celles-ci en effet, comme l'a montr6 M. DARBOUX,, peuvent se 
reprdsenter par une 6quation de la forme: 

A S  ~ + A ' S  '~ + A " S " "  -4- A " ' S  '''~ = o, 

off S, .8', S", 8'" sont les puissances par rapport k 4 sph6res. Ici, 3 
des sph6res sont remplac~es par des hyperbolo'ides 6quilat6res, genre de 
surfaces qui ne diff@e de la sph6re que par le signe du carr6 de l'un 
des axes. Seulement il convient de remarquer qu'en remplacant les trois 
hyperboloides par les sph6res conjugu6es, on aurait ici quatre sph6res 
concentriques, et l'6quation obtenue repr6senterait deux sph6res 6gale- 
ment concentriques. 

L'6quation d'une surface 6tant raise sous la forme pr6c6dente, on 
peut remplacer 2, /l, ), par 2-V a, /~-f- a, ~-V a ct ~, par ~ ,+ /~ ,  puis 
chercher quelles valeurs il faut attribuer aux constantes a e t  fl pour que 
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la forme d'6quation soit conservde. En posant pour abrdger t' =83 h~__p~, 
on t r o u v e :  

2P 2PQ 

fl -- t - -  3Q' a = I -- 3~ 

Si donc Q est diff6rent de -~, la forme rdduite peut ~tre obtenue de 
3 

deux mani6res diffdrentes. 
Par  la combinaison des 6quations (1) et (2), il vient: 

(~/~ + ~ + z~) = P ~ - -  2t,~ + (, - -  y)~'~. 

Le premier membre, 6gal6 i~ z6ro, repr6sente (voir n ~ 24) le hessien de la 
surface cubique sym6triquc circonscrite au t6tra6dre de r6f6rence. I.a 
surface se r6duit /r ce hessien si l'on a "~ la fois P = o e t  Q = i. 

P = o revient ~ dire que la sphere centrale a pour rayon 3h, c'est 

dire qu'elle est circonscrite au tdtra6dre de r6f6rence. Cette condition 
6tant suppos6e remplie, le hessien a pour 6quation quadratique: 

2~ + p~ + ~ = 9~'-'. 

34 .  On arrive ~ une forme d'6quation encore plus simple en sub- 
st i tuant aux 3 hyperboloides 6quilat6res les trois surfaces de r6volution 
obtenues en 6galant "~ z6ro les trois fonctions: 

~z~ + fl(y~ + z~) + r = ~,, 

( ' )  ~y" + ~(~'~ + x ~) + r = /~ ,  

L'6quation: 

d6pend des trois constantes ~, ~, r ~ et repr6sente par suite la quartique 

sym6trique la plus g6n6rale. En cherchant ~ l'identifier avec l '6quation 
ordinaire: 

N + A p  4 2 r- 2BD 2 -~- (_/'-- o ,  

on trouve que la r6duction peut se faire de deux mani6res diff6rentes. 
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Les deux transformations sont ensemble r6elles ou imaginaires, suivant 
que le cone asymptotique est imaginaire ou r6cl. Les dcux transforma- 

I 
tions se r~duisent ~t une sculc pour A -----~; mais alors lc coefficient 7" cst 

infini ou indSterminS. Lorsque les dcux transformations sont rSelles, A 

est SUl)drieur k t .  S'il est compris entre I et 3, Fun des syst~mes de 
3 

quadriques (x) se compose d'ellipsoides, et l 'autre d'hyperbolo'ides. Dans 
le cas contraire, les deux syst6mes se Composcnt d'ellipsoides. Los cllip- 
soides ne sont rde ls  que si B est ndgatif. 

3 5 .  Cherchons maintenant  les droites rdelles qui peuvent appar- 
tenir '~ la quartique symdtrique. D'apr6s ce qui a 6t5 dit au n ~ 7, cos 
droites sont perpendiculaires aux plans dc sym6trie. On peut le voir 
aussi au moyen des r6sultats dtablis au n ~ 30. En effet, la droitc D', 
symdtrique d'une droite D par rapport  au centre, appart ient  en mdme 
temps qu'elle k la surface, et les deux droites d6terminent un plan central 
P qui coupe la surface suivant deux coniques (dont l 'une form6e par 
les deux droites). Ce plan contient done soit un axe binairc, soit un 
axe quaternaire, ce qui exige qu'il soit normal k un plan de sym6trie 
H. I1 coupe par suite les plans directeurs suivant des droites sym6tri- 
quement placdes par rapport b~ la trace du plan de symdtrie; la droitc 
D, 6rant assujettie s couper ces m~mes droites en des points situ~s sur 
les circonfdrences ddtermindes par le plan P dans les spheres directrices, 
est dvidemment perpendiculaire au plan de symdtrie H. 

Consid6rons d'abord une droite perpendiculaire ~r l 'un des plans prin- 
cipaux, et parall61e par consdquent g l 'un des axes quatcrnaires,  oz par 
exemple: Soicnt x = a, y = fl ses 6quations. Portant  ces valeurs de x 
et de y dans l 'dquation de la surface raise sous la forme (I) d u n  ~ 28, 
et annulant  les coefficients des diffdrentes puissances de z, nous avons 
les conditions: 

~ ~ I ~  

B '  + (3 == 4a'~fl "~. 

La condition et = -  I rdduit l 'dquation du cone asymptotique k 

x2y  ~ + y~z 2 + z=x ~ = o; 
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ce cone n't.ldmet donc pas d'autres g6n6ratrices r6elles que les axes qua- 
ternaires. Les deux autres conditions montrent que, pour la r6alit6 de a 
et ~, on dolt avoir: 

B > o ,  

3 B2 + 4C < o. 

Soient P, et P~ les carr~s des rayons des spheres directrices. O n  a: 

2B C 
P1 "4- /):/ ~---- A e t  / )11 ' ]  = ~ -, 

Faisant A - - ~  i, et tenant compte de ces relations, les in6galit5s pr~- 
c6dentes deviennent: 

P, -[- t '  2 > o, 

, l>, P,:(-3 < o .  

I 
' ' P' dolt 6tre positif et compris entre 3 et ~; P, D apres cola, le rapport fi~, 

ct P:  doivent 6tre tous les deux positifs. De cette aiscussion on conclut, 
cu 6gard k la sym6trie de la surface, que: 

La quartique sym~trique contient 2 4 droites parall~les aux axes qua- 
ternaires lorsque son cone asym_ptotique se rdduit ~ ces axes. Les 2 4 droites 
sont rdelles si les sphOres directri~es sont rdelles, et si le carrd du plus grand 
rayon est infirieur d trois [ois le carrd du plus petit; autrement dit, si les 
faces du cube inscrit dans la plus grande sphere rencontrent r~ellement la 
:plus petite. 

I1 est ~vident que les 2 4 droites sont dispos6es suivant 
Fig. 3. 6 carr6s, places sur les faces d 'un cube, comme l ' indique 

la fig. 3. Par chaque droite, on peut faire passer, outre 
deux plans paraIl~les aux faces du cube, cinq plans qui 
contiennent chacun une seconde droite et d~terminent autant 
de coniques de la surface; ce sont des plans quatritangents. 
Il existe 6o plans de cette nature, qui font connaltre 6o 

con iqucs .  Parmi les 5 plans qui passent par l 'une des droites, il y a 
un plan central. On a ainsi 12 plans centraux quatritangents; ce sont 
les 12 plans, contenant chacun un axe quaternaire, trouv6s d~jk au n ~ 30. 
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II y a deux cubes passant par les 24 droites; les demies longueurs 
de leurs ar~tes sont les quantitds a e t  /3. Ces deux cubes se confondent 
quand on prend 3P~ = 201, ce qui exprime que le cube cireonscrit ~ 
l'une des sph6res directrices est inscrit h l'autre. Les 2 4 droites se rd- 
duisen~ alors aux I2 ar(~tes d'un cube. et celles-ci sont tangentes h la 
plus petite sph6re directrice. La surface poss6de dans ce cas 8 points 
coniques (les sommets du cube). Son 6quation peut s'dcrire: 

x2Y ~ -4- Y : z  2 + z2x  2 -  2a~(x ~ + y2 -4- z ~) + 3a '  = o. 

36.  Consid6rons actuellement une droite perpendiculaire ~ l'un des 
plans diagonaux du cube, et parall61e par consdquent h u n  axe binaire. 
Ses 6quations sont, par exemple: 

v---- z + q, z=fl. 

Portant dans l'6quation de la surface, et dcrivant que l'dquation en x est 
identiquement satlsfaite, il vient: 

A ~ - - - o ,  

a~ __--- C 3 B  ' 
4B  4 

f12 = C I B .  
4B+  

Remarquons qu'en vertu de la condition A----o, l'une des sph6res 
directrices disparait ~ l'infini et le rayon R de l'autre sphbre satisfait k 
la relation: 

2 B R  ~ + C = o 

d'ofi 

a ~ _ R ~ 3 B , 

2 4 

/9 2 R' B 
= 5 - +  

a ~ +  3 f l~=  2R ~. 

I1 faut done, pour la r6alit6 de la droite consid6r6e, que la sph6re di- 
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rectrice unique soit rSellc. I1 faut  en outre que B soit compris entre 
2t~ ~ 

- - 2 R  2 et Si ces conditions sont remplies, la surface poss~de 2 4 
3 
droites rSelles, disposSes en facet tes triangulaires sue les 

Fig. 4. sommets d 'un cube (fig. 4). La demie arOte de ce cube 

est 5gale g fl, et l'on a f l~<-z--4--6- '  ou f l <  ~/5 ' ce qui 

veut dire que les c6t4s des carr6s inscrits dans les faces du 
cube rencontrent r~ellement la sphSre directrice. On peut 

Fig. 5. 5galement placer los 2 4 droites sur les faces d'un octaSdre 
r6gulier (fig. 5). 

Les 2 4 droites se r4duisent aux I2 ardtes de !'oc- 
ta5dre r~gulier lorsqu'elles rencontrent les axes quaternaires, 
ce qui a lieu pour fl----o, d'ofi B ~ - - 2 R  ~. L'6quation 
de la surface circonscrite h un octabdre r(~gulier cst done: 

x' + y4 + z ' - -  2 ~ y  ~ ~ 2y~z " - -  2z~x - ~ -  4/~(x ~ + ~/o. + z~) + 4R~ = o. 

Cette surface poss~de 6 points coniques. Sa sphSre directrice, de rayon 
R, touche les I2 droites, ardtes de l'octabdre; r&ul ta t  facile h, prbvoir, 
ear les milieux de ces ardtes se trouvent sur les plans direeteurs. 

2/-~ 2 
Lorsque B atteint sa limite supdrieure - - ,  l 'on a a = o et la sur- 

3 
face contient les diagonales des faces d'un cube, c'est ~ dire les ardtes 
de deux tStraSdres compl~mentaires. Nous l 'appellerons surface bitgtra- 

gdrique. Cette surface a 8 points coniques. Son ~quation est: 

~4 + y ,  + z '  - -  2:T~y ~ ~ 2~l~z~. _ _  2z~r~ + ~R~(x: + y o + z:) 4 R , 3  --- o. 

2R 
La demie ar~te de chaque tStra~dre est ~gale ~ - .  Si l 'on consid~re 

une sphere intereeptant sur ehaque ar6te du t&rabdre une longueur ~gale 
h la moitid de eette ardte, son rayon est 

3 + T  - -R;  
c'est done la sphfire directrlee, r&ul ta t  qu'on obtiendrait  imm6diatement 
en se rappelant  que la sphere direetriee passe par les intersections des 
droites de la surface avec les plans directeurs. 
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La hauteur  h de ehaque tdtra~'~dre eat c~ale h, son ardte multiplide 

par , ou bien a . . . . . .  L'dquation de la surface petit done s'&:rire: 
3 

~4 .+. if4 + Z 4  - -  2z2y~ __  27Fz2 2Z2~? 

+ 6 (~2 + y ~  + z 2) 2 o. 
\4 , ;  =~ " 

En prenant l 'un des tdt.raddres eomme tdtra&lre de r{ifdrenee, il vient: 

I I _.[_ I ._~ I 4 

+ '., v w h, 

On reeonnalt le hessien de la surfime eubiqne sym6trique eireonscrite au 
t~tra<?dre (voir n ~ 24) .  

Done: la bitdtraddrique est la surface hessienne de la cubique symF- 
trique eireonscrite ~i l'un ou l'autre de ses ldlraMre,~ inscrits. 

II est facile de voir que chaque face du cube touche la surface 

tout le long des deux diagonales. I)'aprds eela, toute secti(m plane de 
la surface admet pour bit 'mgentes les traces des 6 faces dn cube; ces 

bltangentes sont par-alleles deux a deux. I) aprcs ee qui a 6t6 (lit au 
n ~ 24, la mdme surface pout dtre r(~gardde eomme l 'enveloppe du faiseeau 

de quadriques:  

2112(uw + vt) + N2(uv + wt) + P:(ut + wv) --  o, ( M +  N +  P = o) 

ou bien : 

( M  ~ - -  N ~ - -  P~)x  2 -I- ( - -  J]I2 + N2  - - -  1'2)Y '2 

+ ( -  ju  ~ - :v ~ + v : ) ~  + ~ z,~(~v + N ~ + V ~-) = o. 

Ce sont des hyperbolo'fdes rectanqles. 
L'(~quation de la surface bit&raddrique peut encore s%crire: 

la demie "trite ( R ~ ) d u  cube cireonserit nux deux td- a repr6sentant 
\ v ~ , J d  

tra6dres. 
Acta  m a t h e m a t i c a .  10. Impr im6  le 3 Aoflt 1887. 3 ~ 
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37 .  Une surface du 4 ~m~ degr6, sans points singuliers, poss6de 
32o0 plans tritangents, dont nous allons ehercher la disposition sur la 
quartique sym6trique. I,es plans tangents perpendiculaires ~ un p l a n  
de sym6trie peuvent se ddterminer en prenant ee plan comme p l a n  des 
xy et joignant k l '6quation f(x, y, z ~) = o de la surface l '6quation 

= y ,  o .  

Si on laisse de c6t6 la solution z = o, qui donne des points de contact 
situ6s dans le plan de sym6trie, le cylindre envelopp6 par les plans 
tangents eonsid6rds a pour tr'me la eourbe obtenue cn 61iminant z ~ entre 
les deux 6quations f =  o, f'.. = o; c'est une eourbe du 46m~ degr6. Cha- 
que tangente k cette courbe est la trace d'un plan tangent  qui touche 
la surface cn deux points symStri.ques par rapport  au plan des xy, c'est 
k dire d'un plan bitangent. Chaque bitangente est la trace d'!m plan 
quatri tangent;  aux 28 bitangcntes de la courbe correspondent ainsi 28 
plans quatritangents de la surface. Les 9 plans de sym6trie d6terminent 
d'aprbs cela 9 X 28 = 252 plans quatritangents,  mais ces plans ne sont 
pas t ous distincts. D'abord, il y a 4 plans quatri tangents perpendicu- 
laires h chaque axe quaternaire, car on obtient par excmple les plans 
de ce genre perpendiculaires ,~ oz cn 6liminant x ~ et y~ entre l '6quation 
de la surface et ses d e u x  d6riv6es partielles relatives k x et y, d6bar- 
rass6es des solutions x = y = - o ,  et il vient ainsi une 6quation bicarr6e 
en z. Chaque plan perpendiculaire k oz, 6tant perpendiculaire k 4 plans 
de sym6trie, compte pour 4 dans l '6num6ration pr6c6dente, et il y a de 
ee chef 48 plans quatritangents qui se r6duisent ~ i2. Chaque axe bi- 
naire est 6galement perpendiculaire k 4 plans quatri tangents;  ceux lh,, 
6tant perpendiculaires chacun k 2 plans de sym6trie, comptent pour 2, 
et il en r6sulte qu'il y a 4 plans quatr i tangents se r6duisant k i2 di- 
stincts. Enfin, chaque plan directeur, coupant la surface suivant deux 
cercles concentriques, est un plan quatr i tangent  k l'infini, perpendiculaire 

trois plans de sym6trie, et compte par cons6quent pour trois. O n . a  
ainsi: 

12 plans eomptant pour 48 
I 2  )) )) )) 2 4 

4 )) )) )) i2  
28 )) )) )) 84. 
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II reste 2 5 : -  84 = I68 plans quatritan~ents perpcndiculaircs k un seul 
plan de sym6trie, et l'on a au total i68-1--28----I96 plans quatri- 
tangents distinets, 6quivalant 'k I96 • 4 = 784 plans quatritangents. 
En dehors de ceux-ci, on dolt avoir encore 3 : o o - -  784 = 2416 plans 
tritangents, d6terminant autant de quartiques unieursales. II est ais6 de 
voi.r que chaque axe ternaire est perpendieulaire k 4 plans tritangents, 
ee qui en donne I6. Les autres sont au nombre de 24oo. Le poly6dre 
g6n6ral qui jouit de la symdtrie eubique ayant 48 faces (hexoetaddre), 
on volt en ddfinitive qu'il dolt y avoir 5o hexoeta6dres symdtriques dont 
toutes les faces sont des plans tritangents. 

38.  Les points nodaux de la quartique symdtrique s'obtiennent 
cn partant de r6quation rendue homog6ne: 

x 4 -4- y4 4- z 4 - -  2Y:z  ~ -  2z'2x ~ - -  2x~Y ~ + A p  ~ + 2 B p  212 2t- Ct4 = 0 

et 6galant k z6ro les quatre d6riv6es particlles, ce qui donne: 

x(  z ' ~ - y ' ~ - z  ~ + .4p ~ + Bt:)  = o, 

Y ( - -  x '~ Jr- Y~ - -  z 2 Jr- A p  ~ -f- B t  '2) = o,  

z ( - - x  '~ - -  y'~ + z ~ +  A p  "~ + Bt  '~) = o, 

t ( IJp '~ -t- Ct ~) = o .  

La dernidrc dquation montre que les points cherchds sc trouvcnt 
soit sur le plan de l'infini, soit sur la sph6re B,o '~+  U = o, orthogonalc 
k la surface. Consid6rons d'abord les points ~ distance finie. On peut 
faire les hypoth6ses suivantes: 

x ~  x = y =  z ----- o ,  d'oh p = o  ct par suite C = o .  On a un 
point isotrope k l'origine. C'est lc cas off l'une des sph6res dircctrices 
est 6vanouissante. 

2 ~ . x - - - - - y = o ,  z----p. II vient alor%: 

(~ + A ) p  ' ~ + B = o ,  

Bp'~ A - C = o  

d'oll B 2 - A C  = 6'. La surface poss6de 6 noeuds (sommets d'un oe- 
ta6dre r6gulier). En ehaeun d cux, lc cone des tangcntes, 6tant assujetti 
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l~t symdtr ie  quaternai rc ,  ('st un cone de rdvolution. Si l 'on- t  en mdme 

teml)S A ~ o, d'oil C = B ~, la sm'face eont ient  les arates d 'un octaddre. 

o .  x - -  o ,  y et z dif l '6rentsde z~ro. On a a l o r s y ~ z 2 = 2 p t  ",dou:'  ' 

A / , - ' + B = o ,  Bp ~ +  6 ' = o  

et pay suite B ~ - - X O  = o .  La surface poss6de 12 noeuds, plac6s au  

mil ieu des ardtcs d 'un cube. Les deux  sphdres directr ices sont confonducs 

cn une sculc, p'~ssant par  les i2 noeuds;  chacun des plans di rectenrs  

touche la surfi)ce suivant  un cercle. Cettc surface ne peu t  contcnir  los 

droitcs (parallblcs aux  avStcs de l 'oeta0dre) jo ignant  deux  k deux  les 

points singutiers, que si l 'on a A = o. Mais alors, p dtant  supposd fini, 

il vient  B = o et C ~ o; la surface se rSdui t  aux  plans direeteurs.  I1 

ne pouvai t  en 6t re a u t r e m e n t  car chaque plan d i rec teur  cont ient  six des 
droites dont  il s'agit. 

4 ~ . x,  y e t  z diffdrents de zSro. I1 vient:  

x ' - ' - - : / ~ = z  "~=.dp ~+B, d'ofi p " -  3 (A ~o : +  B). 

On a aussi I]p '~ -[- U - -  o. l ' a r  suite: 

B 2 ~ A C _ = t _ C .  
3 

La surface possdde commc noeuds les 8 sommcts  d 'un cube; cn chacun 

de cos nocuds, le cone des t m)gcntcs, en ver tu  de la syn~dtrie tcrnaire,  

est de rdvolution.  Pour  A ----- ~ I, d'ofi B" -~ ~ 4 C ,  la surface contient  

los av6tcs d 'un  cube;  pony A ~ o, d'ofi B" ----- __ i C, ells cont icnt  eelles 
3 

de deux t dtraddrcs;  e'cst la sm'face tdtra6drique.  

Los conditions de rdalisation de ces quatrc  cas mon t r en t  que d e u x  

d 'cnt re  cux ne 1)euvcnt se prdsentcr  cn mr, me temps,  ~ moins qu'on n 'ai t  

B = 6' =--o. Mais alors la surfi~ee se rddui t  ~ un cone, r cn t r an t  dans 
l 'une des catdgorics suiwmtes:  

P o u r  A - - - - I ,  cone s 'dvanouissant a u t o u r  dcs 3 axes quaternaires .  

P o u r  A = _I ,, . 3 '  cone s ewmomssan t  au tour  des 4 axes ternaires.  

Pour  A - -  o, cone ddcompos6 cn six plans (plans directcurs) et 
possfidant 6 ardtcs douMes (axes binaircs) 
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Etudions maintenant  les points singuliers k l'infini. En faisant t ~ - o ,  
l'on a l e s  3 6quations: 

x (  x'~ - -  v ~ - z ~ + A F ) = o ,  

y ( - -  x ~ + y ~ -  z ~ + Ap  ~ ) = o ,  

z ( - -  x '2 - y'~ + z "2 "t- A p  ~) = o, 

ou bicn, en introduisant les cosinus directeurs a, fl, y de la direction 
aboutissant ~ un noeud: 

~(  ~ ' ~ - -  f l ~ - -  r ~ + A)=o,  

f l ( - -~  + fl~-- r' + A)=o,  

r(-- ~--f l~  + r ~ + A)--o. 

Iei encore, on peut faire diverses hypotheses: 

x ~ ~ = t 9 = o ,  r - ~  I, d'ofi A + i = o .  

A cette hypoth~se correspondent 3 points singuliers sur les 3 axes qua- 
ternaires. 

d'ofi A ~ o ,  ~ y'~, ce qui donne 6 points singuliers sur les axes bi- 
naires. 

3 ~ . a, fl, y diff6rents de z6ro, d'o{l ~-~fl~ y~ t et A t . . . . .  ee 
3 3' 

qui donne 4 points singuliers sur les axes ternaires. 
Voyons comment les divers eas de points singuliers ~ l'infini peuvent 

se combiner avee les hyl)oth&cs qui donncnt des points singuliers ~ di- 

stance finie. Si l'on prend A ~ - - - - - i ,  on peut avoir en outre: 

I ~ C~---o (point isotrope 'k 1 onemc),  La surface a 4 noeuds, dora 
3 '~ l'infini. 

2 ~ . B ~ C = o. Cone imaginaire "~ 3 ar6tcs doubles. 
3 ~ B 2 +  C ~---o. Les sphSres direct rices sent eonfondues. La sur- 

face a I2 noeuds fi~ distance finie, sur les axes binaires, et 3 fi~ l'infini. 
C'est une surface 'k I5 noeuds. Son 6quation cst: 

4 ( x ' y  ~ + y~z ~ + P x  '~) - -  2 B ( x  2 "-F y '  + z '~) + B ' - - o  
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o,I bien: 
N - -  ( p ~ - -  B) ~ = o. 

4 ~ . B 2 :  ~ 4-C. La  surface a 8 noeuds aux  sommets  d 'un cube,  
3 

et 3 k l'infini soit au to ta l  I I noeuds.  C'est la surface circonscrite k 

un cube.  

Passons h l ' hypo th&e  A = o. 

i ~ C = o (point  isotrope ~ l 'originc). I1 y a 7 noeuds  dont  6 k 

l'infini. 

2 ~ . B : - -=-C.  I1 y a I2 noeuds,  dont  6 k l'infini, et la surface est 

circonscrite ~ l 'octa6drc des 6 noeuds  k distance finie. 

3 ~ . B = C - - = o .  La surface se d6compose cn 4 plans. 

4 ~ . B : - -  - - - - t C .  La surface a ~4 noeuds  dont  6 k l'infini; c'est la 
3 

surface bi t6t ra6dr ique.  

Soit enfin A = ~-. 
3 

I ~ . C = o .  5 noeuds, don t  4 k l'infini. 

20. B :  = 4 ( ; , .  IO noeuds,  dont  4 k l'infini. 
3 

30 . B :  = t C. 16 noeuds,  dont  4 b= l'infini. En posant  
3 

3 B  = - -  2 b  '~, 

l '6quat ion de cct te  surface, qui  prdsente le n o m b r e  m a x i m u m  de noeuds, 

peu t  s ecrwc: 

(x  ~ - -  v:)~ + (y: - -  z'):  + (z ~ - -  x:)  ~ - -  2 b: (x:  + v:  + z ~) + 2 b'  = o .  

Les noeuds  a distance finie sont  sur  la sph6re qui a pour  rayon bv2. 

4 ~ B ---- C = o. Cone 6vanouissant.  

En r6sum6, laissant de c6t6 les cones k ardtes doubles ,  on voit 

qu 'on peut  avoir :  

I- 3" 4" 6 - 3 -  IO- i f -  [ 2 - I 4 -  ,5- 16 nocuds, 

dont  

. I- 6- 8- i2 ~ distance finie 
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et 

3- 4- 6 '~ distance infinie. 

On salt que si une surfilce du 4 ~'m~ degr6 a i6  noeuds, le cone 
circonscrit ~ la surface, h partir de l'un des nocuds, se d6compose en 6 
plans, que, si e l l e a  15 noeuds, le mOne cone se ddcompose cn 4 plans 
et un cone du second ordre; que, si elle a 14 noeuds, il se d.~compose 
en 3 plans ct un cone cubique, ou 2 plans et 2 cones quadriques. Dans 
cc dcrnier cas, il y a 8 noeuds, dormant lieu au premier mode de d6- 
composition, et 6, au second. I[ en r6sultc 6videmment que, pour la 
quartique sym6trique b~ 14 noeuds (bit6tra6drique) le deuxibme mode de 
ddcomposition correspond aux 6 nocuds h l'infini (c'est ~ dire aux di- 
rections des axes binaires). Les deux plans qul font alors pattie du 
cylindre circonscrit sont deux faces du cube inscrit, parall61es ~ l'axe 
binaire considdr6, et tangentes en t o u s l e s  points de deux droites per- 
pendiculaires ~ cet axe binaire. Les deux-cones  du second ordre sour 
remplac6s par deux cylindres infinimcnt d61ids (droites de la surface), 
parallSlcs k l'axe binaire. 

39. La recherche des noeuds peut 6galement s'effectuer en con- 
sid6rant la quadrique de r6volution dont il a 6td question a u n  ~ 32. Si 
r  ~, y~, z ~, t 2) ~ o est la quartique, et st l'on pose x: = X, y~ = Y, 
etc., l'Squation prend la forme q)(X, Y, Z,  T)- - - -o  et reprdsente la 
quadrique. On a identiquement:  

= 2X ~ etc.  

Les point nodaux de la quartique correspondent doric aux points de la 
quadrique qui v6rifient k la fois les 4 6quations: 

C x  = r  ---  = o .  

Les quatre d6riv6es qui figurent ici ne peuvent s'annuler simultan6- 
ment  que si la quadrique poss~de un point singulier, et se %duit  par 
cons6quent k un cone. Le sommet de ce cone 6tant n6cessairemcnt sur 
la droite X- - - - Y- - - - Z ,  les points singuliers correspondants d e  la quar- 
tique sont sur les axes ternaires, et au nombre de 8. Dans tous les  cas, 
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les points nbdaux k distance finie sont sur h,~ sph6re correspondant au 
aO a~ 

plan ~ =  o, c'est k dire sur la sph6re ~ =--o. On peut faire les hy- 

poth6ses suivantes: 

a~ aO 
I ~ X =  o, a Y - -  o, a-Z~ = o. 

La quadrique touche le plan YoZ, et par cons6quent les 3 plans de 
eoordonndes. I1 est 6vident, par raison de sym6trie, que le contact a lieu 
sur les bisseetriees des axes, eorrespondant aux axes binaires de la quar- 
tique, ce qui donne I2 noeuds de eette dernibre. 

aO 
2 ~ . X =  Y =  o, az ~ o. 

La quadrique touche l'axe oZ, et par consdquent les 3 axes de coordon- 
rides, correspond:rot aux axes quaternaircs de la surface, ce qui donne 6 
noeuds de cettc derni6re. 

3 ~ . X =  Y =  Z = o. La quadrique passe par l'origine, ce qui 
donne un point isotrope de la quartique. 

Les noeuds k l'infini se produisent quand la quadrique touche h 
l'infini soit les plans, soit les axes de coordonndes, lls se produisent 
aussi quand l'r quadrique a un point ~ l'infini dans la direction de son 
axe; ce qui rdduit son cone asymptotiqffe k cet axe. La quadrique est 
alors un parabolo'/de. C'est ainsi que la surface g i6  noeuds d6rive 
(Fun parabolo'ide, de r6volution autour de la droite X-----Y----Z, tangent 
aux trois plans de coordonndes. La surface k t5 noeuds correspond k 
une quadrique touchant k l'infini les 3 axes de coordonndes et k distance 
finie les trois plans de coordonn6es. Chacun de ces pl'ms rencontre la 
quadrique suivant deux droites parall61es aux deux axes contenus dans 
son phm; c'est un hyperboloide rectangle, engendr6 par la r6volution d'~ne 
ardte d'un cube autour d'une diagonale. 

Les surfaces qui poss6dent 8 noeuds k distance finie sur les axes 
t ernaires, c'est g dire les surfaces k 8, i I c t  I4 noeuds, jouissent d'une 
propridt6 remarquable. Chacune d'elles d6rive d'un cone droit; par con- 
s6quent les deux syst6mes d'ellipsimbres correspondant aux gendratrices 
rectilignes sont confondus et, le long de chaque ellipsimbre, la quartique 
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est touch6e par 1~ quadrique c0rrespondant au plan tangent du cone. 
Cette quadrique passe 6videmment par les 8 noeuds d6rivant du sommet 
du cone; en chacun de ces noeuds, elle fait, comme on peut le constater 
facilement, un angle constant avec l'axe ternaire. De plus, l'ellipsimbre 
de contact se trouve sur un cone du second ordre, correspondant au plan 
m6ridien du cone de %volution, et passant cons6quemment par les axes 
ternaires. Ainsi: 

Toute quartique symdtrique possddant 8 noeuds it distance finie sur les 

axes ternaires est reneontrde suivant deux ellipsimbres par  les cones du 

second ordre passant par  ces axes, et touchde, le long de chacune de ces 

courbes par  une quadrique contenant les 8 noeuds et coupant les axes ter- 

nhires sous un angle constant. 

On volt en m~me temps que la quartique symStrique dont il s'agit 
est l'enveloppe de la quadrique: 

),X ~ + / ~ Y :  + vZ  ~ --'-- Const. 

lorsque ),, l ~, ~, varient de telle fac, on que ), + [~ + ,~ et ),~+ #~'-{-v ~ 
aient des valeurs constantes. 

40.  La classe d'une quartique est en g6n6ral 6gale "k 36, mais 
chaque noeud l'abaisse de 2 unitSs. La quartique k x6 noeuds est done 
de quatri~me classe. Par eons6quent, sa %ciproque relative k une sphSre 
centrale est du 4 ~me ordre, et comme cette r6ciproque jouit de la m(~me 
sym(~trie, son (',quation doit rentrer dans le type g(~n6ral: 

N + A/, + 2 Bp + c = o. 

Pour d(~terminer les constantes, remarquons qu'k chaque noeud k 
distance finie de la premi6re surface (place, comme nous l'avons vu, sur 
un axe binaire) correspond un plan perpendiculaire k l'axe binaire, et 
touchant la r6ciproque suivant une conique. Cherchons done ~ quelle 
condition un plan tel que z----y + p peut toucher une quartique sym6- 
trique suivant une conique. Cette conique 6rant n~cessairement sym~- 
trique par rapport k l'axe des x, ses ~quations peuvent s'~crire: 

z = y  + p ,  

+ + f l ,  q + r - -  o 
A c t a  mathemar 10. I m p r i m ~  le 4 Aofit 1887. 33 
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et, si l'on coupe la surface par le plan z = y + p, l!6quation de la pro. 
jection dolt se r~duire ~ (x ~ + a?fi +. f ly  + i-) ~ = o. En par tan t  de cette 
remarque, on trouve sans peine: 

A i 2 ~ 4 4 = ~, B = - - ~ p ,  e=-3p, 

= ~  I, f l = - - P ,  T = = - P ~ "  

p reste seul arbitraire. L'6quation de la surface cherch6e se r6duit ainsi ~: 

(x ~ _ y~)~ + (y~ _ ~)~ + (~  _ x~) ~ __  : p ~ ( ~  + y~ + ~:) + : p '  = o. 

I1 r6sulte de lb~ que: 
La riciproque d'une quartiffue .ylm~trique t'l I6 noeuds est une surface 

de m~me nature. 
Ceci nous permet de comp[6ter les propri6t~s de la surface ~ i6 

noeuds. Elle est touch6e suivant une conique par chacun des i2 plans 
tels que z = y + p, e t  les 6quations de la conique de contact sont: 

z = y + p ,  

x ~ - y ~ - p y - p ~ =  o. 

C'est une  hyperbole rencontrant le plan z o y  en deux points imaginaires, 
et chacun des pians zox-, x o y  en des points r6els qui sont bien, comme 
cela est n6eessaire, des. noeuds de la surface (par exemple, le point z----o, 
x = y = p). Chacun des plans touchant la surface suivant une conique 
passe par 4 noeuds, et est perpendicuiaire ~ un axe binaire. La sur- 

face,,  n 'ayant  que I 6 noeuds, ne poss6de que 16 plans bitangents distincts: 
k savoir les 4 plans directeurs et les ~2 plans qui la touchent suivant 
des coniques. Si l'on consid~.re les sections perpendiculaires h l'axe 
quaternaire oz, on remarque que ,  pour z = o ,  il n 'y a pas d'autre 
points r6els que les 4 noeuds situ6s dans le plan s6cant, e t  que, pour 
z-----+p,  l a  Section se d6compose en deux coniques. On en conclut: 
I ~ que le cylindre circonscrit parall$1ement ~ un a x e  quaternaire se 
r6duit ~ 4 plans; 2 ~ qu'il y a sur chaqu e axe quaternaire deux points 
dont chacun est le sommet de deux cones de second ordre circonscrits 
la surface. 
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Aux quatre cercles direeteurs correspondent 4 cylindres de r6volution 
circonscrits parall61ement aux axes ternaires. Observons enfin que la r6- 
ciprocit6 dont jouit cette surface permet de d6duire des divers modes de 
g6n6ration indiqu6s pr6c6demment une s6rie de modes nouveaux. Ainsi, 
aux diverses s6ries d'ellipsimbres qu'on peut tracer sur la surface cor- 
respondent diverses sgries de d6ve!oppables, circonscrites g la fois g la 
surface et g un couple de quadriques; etc. 

La surface r6ciproque de la quartique sym6trique h, 1 4 noeuds (ou 
bit6tra6drique) est une surface sym6trique du 8 ~m~ ordre, qui poss6de un 
mode de g6n6ration remarquable. La bit6tra6drique 6tant l'enveloppe 
d'une s6rie de quadriques qui passent par 8 points fixes, et dont ehacune 
la touche suivant une ellipsimbre (intersection de deux quadriques infini- 
ment voisines), on en conclut que la surface r6ciproque est l'enveloppe 
d'une s6rie de quadriques qui touchent 8 plans fixes, parall61es aux faces 
de l'octa6dre. Le lieu des points de contact des quadriques avec chacun 
des plans .fixes est une circonf6rence ayant son centre sur l'axe ternaire 
perpendiculaire. La surface r6ciproque poss6de 12 droites, correspondant 

celles de la surface bit6tra6drique et formant comme celles-ci les diago- 
nales des faces d'un cube. 

41. Parmi les cas particuliers de quartiques symdtriques, il con- 
vient de citer celui off le coefficient B e s t  6gal g z6ro. Alors la somme 
des carr6s des rayons des sph6res directrices est nulle, et celles-ci se 
eoupent orthog0nalement. Le cone asymptotique n'a pas de points de 
rencontre g distance finie avec la surface. La quadrique correspondant 

ce genre de surfaces a 6videmment son centre g l'origine. Consid6rons 
sp6cialement la surface: 

x" + y* + z ' =  I 

qui d6rive de la sph6re X 2 + Y~ + Z ~ = I, et qu'on peut appeler pour 
cette raison surface pseudosph6rique. En mettant son 6quation sous la 
forme ordinaire, on trouve: 

2v  + - -  + = o .  

La surface pseudosphdrique est l'enveloppe de la quadrique 

A X  ~ + B Y  2 + CZ ~ - -  t, 
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lors(tue A: 4- B ~ 4- C 2 est constant. En posant x ~  X ,  y:-~-  Y ,  z : - =  Z ,  

et suiwmt le proc6d6 indiqu6 au n ~ 23, pour le cas des surfaces t6tra6drales 
sym6triques simples (qui comprend celui de la surface pseudosphdrique), 
on reconnait que la d6termination des lignes asymptotiques revient /t 
l'int6gration de l'6quation dX 2 4- d Y  2 4- d Z  2 --~ o. Le probl6me se r6duit 
done ~ trouver les gdndratriccs rectilignes de la sphere. 

La surface pseudosph6rique contient les i6 droites suivant lesquelles 
les 4 plans z ~ - - i  ~---o coupent les 4 plans x44- y 4 =  o. Par permu- 
tation des variables, on obtient 48 droites de la surface, routes imagi- 
naires, au sujet desquelles il y a lieu de se reporter '~ la remarque pr6- 
c6demment faite (n ~ 7). 

La rdciproque de la surface pseudosph6rique par rapport ~ une sph6re 
centrale est: 

4 4 4 

x ~ 4- y~ 4- z :~ = Const., 

surface du 36 ~e ordre, possddant 48 droites triples 
Sa transformde par rayons vecteurs r6ciproques issus du centre a 

une 6quation de la forme: 

z4 + y4 4- z ' - - k ( : c  ~ + y: 4- z:) ' = o 

L'dquation, plus g6n6rale: 

(,) x 4 4- y '  4- z'  - -  k(x ~ 4- y~ 4- z: 4- n:) 4 = o 

est homog6ne par rapport aux 4 quantit6s x ,  y ,  z ,  x 2 4- y~ 4- z ~ 4- R 2, 
qui peuvent dtre regard6es comme les puissances du point (x, y, z) rela- 
tives /~ 4 sph6res, dont 3 infinies et une imaginaire. La sph6re 

(2) x: 4-  y2 4-  z: .__ R: ____- o 

est orthogonale ~ ces quatre spheres, et par cons6quent la surface (r), 
en vertu d'une remarque de M. DAI~BOUX, est anallagmatique par rapport 

la sph6re (2). C'est une surface anallagmatique dou6e de routes les pro- 
pri6tds dtablies pr4cddemment pour les surfaces binaires s sym6trie cuboc- 
ta6drique. 

42. Parmi les surfaces cubocta6driques du 6 ~e ;)rdre, mentionnons 
seulement la suivante~ ~, cause de la simplicit~ de son mode de g6n~ration. 
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a 

Un plan mobile, tangent k une sphSre fixe de rayon ~, coupe trois 

diam6tres rectangulaires de cette sph@e en trois points A, B, C'. Le 
lieu du centre de gravit6 du triangle A B C  est la surface: 

OU 

I _ _ _  | 

• t + z  , ~, ~c' + y '  

a~(x:Y ~ -t- Y~ Z ~ + z2 x ~) = x~'Y: Z 7. 

C'est une surface t6traddrale sym6trique simple, dont on sait par 
suite trouver les lignes asymptotiques. La droite qui joint l'origine 
un point de la surface est inverse  de la perpendiculaire abaiss6e sur le 
plan tangent. La m~me surface peut ~tre engendr6e par le foyer d'un 
paraboloide de r6volution, qui se d6place en restant tangent aux trois 
plans de coordonn6es. 

Q{tat~'i~me partie, sarfaces da type icosidoddca~driqae. 

43.  I~ type icosidoddca6drique est caract6ris6 par I5 plans de 
sym6trie, contenant chacun deux ar(~tes parall61es du dod6ca6dre. Ces 
quinze plans forment cinq syst6mes de tri6dres trirectangles. Leur exi- 
stence entraine celle d'un centre de sym6trie, de 6 axes quinaires (per- 
pendiculaires aux faces et passant chacun par les centres de deux faces 
parall61es) - -  de io axes ternaires (les diagonales du dod6ca6dre) - - d e  
15 axes binaires (les perpendiculaires aux plans de sym6trie, joignan~ 
chacune les milieux de deux faces parall61es. Les faces de l'icosa6dre 
conjugu6 sont perpendiculaires anx axes ternaires, c'est k dire aux diago- 
nales du dod6ca6dre. 

Prenons comme plans de coordonn6es trois plans de sym6trie rect- 
angulaires, et commen~ons par chercher les 6quations qui d6terminent les 
principales donn6es du syst6me. Pour fixer les id6es, nous supposons 
qu'il s'agisse d'6tudier le dod6ca6dre r6gulier. Chaque axe binaire ren- 
contre b. angle droit deux ar~tes contenues dans un m~me plan de sy- 
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Fig.  6. 
z 

c !  a_ 
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P 

B g . . . . . . . . . .  

m6trie, ox,  par exe,nple (fig. 6) rencontre une ardte 

AR que nous pouvons supposer situ6e dans le plan 

xoy. En prenant  sur oy une longueur  o B =  oA = a ,  

nous avons en B une ardte BP, normale s oy ,  et la 
sym6trie ternaire autour d e  la droite x = y = z  exige 

que cette ar6te soit dans le plan zoy. De mdme 

h. la distance oC = a, l 'axe oz est rencontr6 par 

une ar6te CQ situ6e dans le plan xoz. 
Par l'ar6te AR passent deux faces du doddcaddre. 

Soit ARMQ la face contenue dans le tri6dre positif, 
et soit x d-),z = o l '6quation du plan central parallgle g eette face. On 

a de mdme les dcux plans y + 2x = o, z -4- ),Y = o, correspondant aux 

deux autres faces BPMR, CQMP, ddduites de la premidre par la sy- 
ln6trie ternaire. La droite MP est une ardte, et le di6dre des deux faces 

qui se coupent suivant MP est double de celui que forme la face MQAR 
avec le plan xoy. Cette condition d6termine ),. E n effet, la normale 

k la face BPMR, dirig6e extdrieurement au dod6ea6dre, a pour cosinus 
direeteurs: 

), t 
O .  

~, t + 2 ~ , ( l  + ),-' 

De mdme la normale extdr ieure  i~ UQMP a pour cosinus: 

), i 
- -  ~ 

O, , 2 "~ , 2 * , ~ +  ~ +  

Le cosinus de l 'anglc diddre MP, suppl6mentaire de l 'angle des normales 
), 

ext6rieures, est done ,~, Cet angle est double de l 'angle i d'in- [ +  
I 

clinaison d'une face sur le plan de sym6trie adjacent. D'ailleurs t g i  = 7," 

On a d o n e :  
), 2 ? - -  i 

- -  - -  = C O S  2 i  " 
I q- )? a' + I 

) , ' d - ) , - - 1  = o .  
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Il faut 6videmment prendre pour ), la racine positive de cette dquation: 

Si # est l 'autre racine, on a: 

) , # ~ - -  I, ) , + # ~  I, d'oh )? + #" ~--- 3. 

Chaque plan de sym6trie est perpendiculajre k une ardte. L'ardte 
M P  6tant parall61e g l'interseetion des d e u x  plans y n t- ),0e = o, z Jr- & = o, 
le plan de symdtrie qui lui est perpendiculaire a pour 6quation: 

ou bien : 

I 
~ :~ - -  y q- ),z == o 

Par permutation, on trouve alors que les 

~ O~ y ~ O~ 

r &_+ l~Z ~- O, 

•  + y +_ ) , z ~ o ,  

+_ ),~ + l~y + z ~ o .  

1 5 plans de sym6trie sont: 

Z ~ O ~  

Les plans centraux parall6.tes aux faces sont au nombre de 6, ayant 
pour 6quations: 

y 3-: ),,o: ~-  o, 

z _4-_ ),y ~ o, 

x + ,~z -~-o.  

Ces six plans, perpendiculaires aux axes quinaires, peuvent, d'une mani6re 
abr6g6e, ~tre appel6s plans  quinaires. Les plans centraux perpendiculaires 
aux rayons passant par les sommets, c e, t i~ di-ee aux axes ternaires, sont 
au hombre de dix et peuvent ~tre appel6s plans ternaires. Pour les (t6. 
terminer, remarquons qne le sommet P (fig. 6) est k l'intersection des 
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trois plans x ~ o ,  y ~ a ,  z - -  a "4- 2~J -~-  o .  Le plan ternaire correspondant 
est donc y~--- ~ (I - -  ),)z, ou bien y = - - ) , ~ z .  On a ainsi un premier 
groupe de six plans: 

y :'1- ),~z - -  o, 

z __+ ).~:c = o, 

: _+ ),~y ~ o .  

Le sommet M est sur ta droite x y = z, perpendiculaire au plan 
x + y + z ~ o, et l'on en d6duit un second groupe de quatre plans: 

.~'_+ y + z = o .  

44. Nous pouvons prendre comme 616ments non sphdriques les 
deux produits: 

M =  ( : - -  ;,~:f)(::-- ; : : ) ( r  - -  ; L : ) ,  

N =  (.!f - -  ~ ' : ) ( z ' -  - -  , ~ , ' : ) ( : -  - -  ,~ : , / ) ( :P  + ? / ' +  z ' - -  ~::,/"-- 2 : : - -  2::)  

qui repr6senient, h, des facteurs num6riques pr6s, les produits des distances 
d'un point aux six plans quinaires et aux dix plans ternaires. L'dqua- 
tion gdn6rale des surfaces icosidod6ca6driques est donc: 

2 6rant 6gal s ~ / 5 -  t et ~f ddsignant une fonction arbitraire. 
2 

Le produit des degr& des 616ments L ,  M, N e s t  6gal ~ I2O, ce 
qui est pr&is6ment le nombre minimum de points formant un groupe 
dou6 de la sym&rie icosidod&a6drique. Les 616ments M e t  N sont donc 
bien les 61&nents simples dont nous avons besoin. Oil remarque en m~me 
temps que, conform6ment ~ la th6orie g6ndrale expos6e au n ~ 2, la somme 
de leurs degr6s, diminu6e d'une unit6 est 6gale ~ I5, c'est ~ dire au 
nombre des plans de sym6trie. 
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P o u r  expr imer  effeetivenlent  :,', ~/, .,. e n  fonetion de.~ 6ldment.~ L ,  M,  A', 

on peut  poser: 
,r" y"  -k  ?t",':" Jr- ,: ?'x'-' :.-- c ,  

(V 4 f f  2 -3 V y '~ Z ? -Jr- S~ :-, -. "- p ,  

;v"7,p -1- ~l"z + -l- z '':~'~ q ,  

d'<}h p Jr- q ~ L ~ , -  3w. En d6veloptmnt les v,~lem',~ de M e t  N, i l vient: 

N -  (L ~ -  4r)[w(~ - -  ),'~) - -  ;,,+p jr_ ),~q], 

d'o|',: 

N 
s ,)q .... M + D-:2~T.  + +r()"~ -t- i'; - -  : ) .  

34()/;__ li2) .... ) e . j [  .q__ / , " - - - 4 v  q-  ~t ' (2 ) ' ] ' - ' - -  - -  I). 

'['irong do l i l ] )  q- q et. pq .  l ) ' a | | t ro  part ,  nou~ av<m.~: 

]}q ~=: ~,.9:":~1 ~' -Jr- w ~  .r'c' Jr- 3~+ '~ ---  r?' - -  6 L P u "  Jr- q w  :+ Jr- a ' L  :~'. 

E/alant.. le~ de | |x  vnleurs de ])q, on obtient :  

) , ' ; ( ) , ' ; - -  t)2(, , : : -  6],,:,{" -}- q,,.~ "Jr- +"1,;;) 

[ . +. + 2\' ._{,_. ? f : (2 ) t . ,  ) ,  s . . . .  l)2J ' 
M + - i ; . < 2 2 + ; :  + ?r,(z ]~- + 2 ' ; - -  2 k" - -  4,' ' 

l)e mdme,  en ('/al,qnt le.~ deux  valeuv.~ {h, p -t- q ,  on tPmtve: 

2~( ) , ' ; -  r)~( L~" - -  3@ 

3I(, +%+~,~-4,, ~ + ) - " ) - - ~ ( ~ , , , ,  , + 2 . , , - +  - -  , - - , 2 _  - - - ; .  , 

C{;tte derni6re ('.quation, lindaire en w, donne mm valeur  de w qui, port(,{ ~ 

{tan.a l '&tuation prde6dente, eondni t  i~ une {',quation du 5" ..... degrd ell r .  

On ;turn clone 5 valeur.~ de +,, e'est h diru {le :+"~y?q-y"z~+  z~ ~, Pot'- 

respondant  aux 5 tvib, dre.~ t r i ree t 'mgles  f o r m &  p'n" le.~ plan~ de sy|n6trie.  
Actc~ m a t h e m a t i c a ,  10. Impr im6  le 10 Aoflt 1887. }]4 
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v e t  w 6tant connus, et L 6tant suppos6 donn6, les ineonnues x ~, y:, z 
ae prdsentent, eomme racines d'une 6quation du 3 ~m~ degr6. Mais ces 
raeines ne peuvent dtre rang6es arbitrairement. Quand on a, par exemple, 
choisi l 'une d'elles pout" v'lleur de .~::, l '6quation x*y2q  - y4z~-ff z4x ~ = p ,  

dans laquelle p e s t  eonnu, et qui est dissym6trique par rapport h, y~ et 
z ~, empdche la permutation de ees deux  coordonn6es. L'6quation du 3 ~ 
deg~'6 ne donne done que trois groupes de valeurs de x :, y~, z ~, c o l  
respondant ~ 2 4 groupes de valeura de x, y, z. Lea 5 raeines de l'6qua- 
tion en v eonduisent done ,~ un ensemble de 5 X _0 4 = ~2o points, eomme 
on devait le pr6voir. En rdsum G le probldme d6pend d'une 6quation du 

5 ~~ degr6. 
4,~. Le degr6 minimmn de la surf-me ieosidod6ea6drique non d6- 

eomposable en sphdres est 6videmment le sixi6me, et. dana ce eas, l'dqua- 
tion pent a'6erire: 

(z '~ - - ; , ~ , ~ ) ( r  ~ - - -  ;:~z~)(:~ ~ - -  )?:~:) + & , ~  + 3B,  o ~ + 3 q o :  + D = o .  

A, B, C, D 6rant quatre eonstantes arbitraires, et p, la distance b~ l'ori- 
gine. Pour abr6ger, nous appellerons eette surface se;rtique symdkriq~w. 
Son inter~eetioil par une aphbre eentrale est une sph6rosym6trique du 
~2 ~'me ordre. Son intersection par un plan perpendieulaire k un axe 
quinaire est une sextique plane :tyant 5 axes de sym6trie. Par eonsd- 
quent, la surface peut dtre engendrde au moyen d'une sphdrosym6trique 
du I_, ~'~'~ ordre s'appuyant sur une sextique plane qui a 5 axes de sy- 
mdtrie. 

La sextique sym6trique, 6tant une surface binaire, poss6de trois spheres 
direetriees, dont les rayons I~1, R:, 2R~ v6rifient l'6quation en p: 

A,o '~ + 3Bp ~ + 3qo , + D = o .  

Si l'on ddsigne par plans direeteurs les 6 plans quinaires, on peut dire que: 
La  se~rli~ue sym.~trique est le lieu des pob~ts dont le produit des di- 

sta~ces (~ 6 l)la~s directeurs, parall~les aux faces d'uJ~ dod&abdre r~q~dier, 
est proportionnel au l~roduit tles puissances par ,rapport 6 3 spheres diree- 
trices, concentriq~tes au doddca9dre. 

Chaeun des plans direeteurs coupe la surface suivant 3 cerelea eon- 
eentriques, ce qui fait eonnaltre t8 cercles de la surface. D'apr6s la 
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th6orie g6n6rale la surface coupe orthogonalement deux spheres qui font. 
connaltre deux lignes de courbure sph6rosym6trique, et dont le rayon 
d6pend uniquement de celui des sphdres directrices. 

Si l'on met l'6quation sous la forme: 

(,) (~'--~'~#)(~'--a:~)(u~--a:~ ~) + A(#~--R~,)(,o'--RX)(p'--n~)~= o, 

on voit qu'on obtient 8 points de la surface en prenant les points d'in- 
tersection des trois quadriques, '~ sections cycliques centrales invariables: 

(2) 

- -  u ~ =  t ( p  ~ - R~), 

�9 ~ - -  z ~ = .(,o~ - -  ~ ) ,  

y' - -  z ~  ~ - -  v (p  ~ -  RI), 

t, u, v ~tant trois parambtres liSs par la seule condition: 

t u v  "4- A ~ o .  

Les 8 points sont sur la sphbre: 

p~(,  - - a ~ ) =  (t + .  + v)p ~ - -  (tR~ + . ~  + ~ , I ) .  

Lorsqu'on a k 12 lois: 

t + u + v ~  , ~ ~ , ~ ,  

tR~ + uR~ + vR] = o, 

les 3 quadriques ont en comnmn une ellipsimbre, qui appartient par 
suite ~ la surface. On peut satisfMre de trois maniSres k ces conditions, 
et on trouve ainsi, en chaque point, 3 ellipsimbres sym6triques par rap- 
port aux plane de coordonnSes. Comme on peut d'ailleurs, de 6 ma- 
nitres diff6rentes, combiner les facteurs de l'6quation (i) sous une forme 
telle que (2), on en conclut l'existence de i8 ellipsimbres situ6es sur la 
surface, et ayant pour pl'ms de sym6trie les trois plans de coordonnSes. 
Chaque systSme de plans de sym6trie trirectangulaires correspond done 

18 ellipsimbres; comme il y e n  a 5, on parvient ~ un total de 9o el- 
lipsimbres passant par chaque point de la surface. On volt en m~me 
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temps (lUe Ia s(,xtique symdtri(lue peut ~.trc engendrde au moyen d'une 
splldrosymdtvique (In 12 ':'''~ ordre (lui S'al)puie sur une ellipsimbre. 

t 6 .  8i l'on pose .c ~ ..... X, .(-'-- Y, .~'~= Z, on est amend g con- 
siddrcr la sextique symdtrique c()mme ddrivant d'une surface eubique, i~ 
chaque p(fint de laquelle correspondent 8 points de la sextique. A chaque 
droite de la eubique correspond une ellipsimbre de lx sextique, et l'on 
a ainsi 27 ellipsimbrcs. Celles-ci se composent.: I ~ des 9 couples de 
ccreles intercel)tds par les couples de phms direeteurs sym6triques rela- 
tiveme~t aux plans de eoordonndes; 2 ~ des i8 ellipsimbres, symdtriques 
relativement aux mdmes plans, ddjk reneontrdes i~ I'article prdcddent.. A 
chaque plan tritangent de lx eubique correspond une quadrique eoupant 
la surface suivant 3 ellipsimbres et touehxnt cette Surface en 24 points. 
i1 y .t don(" 45 (luadriques jouissant de eette propridtb et possddant 
comme plans de symdtrie trois plans de symdtrie reetangulaires de la 
sextique. Parmi ces quadriques, se trouvent comptdes les 3 sphdres di- 
rectriees, ainsi que 3 couples de plans direeteurs; il reste done 39 qua- 
dri(tues proprement dites. Les 5 groupes de plans de symdtrie tri- 
rectangulaires entralnent par suite l'existenee de 5 • 39 = I95 quadriques, 
coupxnt chacune lx sextique suivxnt 3 eIlipsimbres, et Ix touehxnt en 
24 points. Deux ellipsimbres d'un mdme groupe, e'est-k-dire ayant les 
mdmes plans de symdtrie, se rencontrent ou ne se reneontrent pas suivant 
(tue les droites correspondantes de la eubique sont ou non dans le mdme 
plan. On peut ainsi dtendre it la sextique les thdor6mes concernant la 
disposition des droites d'une eubique. Par exeml)le: 

Par ch(~que elli2)simbre passent 5 quadriques coupant chacune la sur- 
p.ce ~uivant deuz autres ellipsimbres da ,m~me groupe; 

C'h,.~que ell@simbre est rencontrde par dix autres du 'm~me g.roupe; 
s:~coir 3 couples de cercles et 6 ellipsimbres proprement dites. 

On pourrxit aussi consid~rer les cllipsimbres commc dispos6es en 
doubles-six d'apr~s l'arrangement imagind par SCItLgl~'LI; mais il pxralt 
inutile d'insister davantage sur ee sujet. 

47.  Si l'on pose: 
Z - - ) S Y : : :  U +  V, 

X ~ ) , ' - ' Z  :-- V +  T,  

Y -  ;~ X = I '  + U, 
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et 

X + Y + Z = o>, 

d'oh: 

269 

t o ( , - -  z ~) = ~,to = z ( T  + U + V), 

la surface cubique consid6r6c k l 'article pr6c6dellt peut 

ao~ + b - - - - -  ~P, 

. ' to + b ' =  - -  q", 

l '6quation de la surface cubiquc se trouvc raise sous la forme canonique: 

1 ' ~ +  U 3 +  V : ' +  ~ +  q , ' : ' ~ o .  

Les conditions imposdes "k a, b, a', b' sont: 

a 2 b + a '~ b' ~ B' ,  

ab "2 + a 'b '2~-  C', 

b ~ +  b ' ~ =  D'. 

Pour  rdsoudre ce syst6me, on peut supposer qu'on ait d'abord fait dispa- 
raitre D' par le ehangement de to en to + s, s 6tant une racine de: 

A's ~ + 3B's + 36"s + D'---~ o .  

.~l'to 

Posant enfin 

l'&tuation de 
s'6crire: 

(u  + v)( r + T)(T + U) + A,o ~ + :~,,;" + 3C,o + 1) = o, 

ou bien, en moditiant los constantes: 

7 '~ + U :~ -t- V J ~ A'co :~ + 3B'to" -4- 3C'to + D'. 

On pout cn outre d6termincr 4 constantes a, b, a', b', tellcs qu'on ait 

identiquement:  

~ + 3B'to ~ + 3C'to + D' = (.to + b):' + (,,',,, + b') :~. 
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D' 6tant ainsi annul6, l'on a: b ' ~ - - - -  b, d'oh: 

et par suite: 

(a s -  a '2)b : B ' ,  

(a + a' )b '2= C ', 

(a ~ - - -  a '~ )  ~ B,2 
- -  _ _  o 

a +  a' C' 

Soit a - J - a ' =  u, a - - a ' ~ - ~  v, il vient: 

~ 

D aflleurs: 

d'ofi: 

B t2 

C' 

4(a a + a '3) -~  a a + 3uv ~ =  4A' ,  

u ~ _ ~ / / 4 A  ' 3B,, ~//~,2 
C' ' v =- (Ji~" 

La r6duction n'est r6ellenmnt possible par cette m6thode que si C'u est 
positif, ou bien: 

4 A ' C ' - -  3 B  '2 > o. 

Revenant '~ la sextique, on voit que son 6quation peut s'6crire, dans 
les mdInes conditions: 

T ~+ U ~+ V ~+ r  ~ '~=o,  

- - o  et ~ o  6tant deux sph6res centrales, et T~---o, U - - o ,  V----o 
6tant les trois cones: 

~x ~ + ( ,  + ,~)(y~ - -  z '~) = o ,  

~j~ + (~ + ~) (z  ~ - - x  ~) = o,  

~z ~ + (~ + ~)(x~'- -y~)- - - -  o. 

48.  Cherchons maintenant lcs droites %elles qui peuvent appar- 
tenir g la sextique sym6trique. D'apr6s ce qui a 6t6 dit p%c6demment, 
ces droites sont perpendiculaires aux plans de sym6trie, et parall61es par 
suite au:~ axes binaires, g6ciproquement, si une droite est perpendicu- 
laire ~ un plan de sym6trie, on peut d6terminer les quatre coefficients 
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de la sextique sym5trique de  fagon qu'elle rencontre la droite en quatre 
points dissymStriques, et pa r consequent en 8 points. La droite appar- 
tient alors k la surface, ainsi que le groupe de 6o droites dent elle 
fait pattie. 

Si la sextique symS.trique eontient des perpendieulaires aux plan~ 
de sym5trie, son cone asymptotique passe par les axes binaires, ct en 
partieulier par les axes de eoordonn6es. La condition ndeessaire et suffi- 
sante pour eela est que le coefficient A soit nul, e'est k dire qu'une des 
sphdres direetriees soit infinie. Prenons done la surface: 

( ~ _  a~y~)(~_  ) , ~ ) ( y ~ _  ~,~.~) + 3e(~  ~ + :~ + z~) ~ 

+ 3c'@ ~ + y~ + z ~) + D = o, 

et 6erivons qu'elle eontient la droite x = a, y = ft. Nous trouvons: 

fl~ ,~2 ~2 3 B 

B '  

3 1 ~ f  + 3~(~ ~ + f)~ + 3c(~ ~ + f )  + 1 ) =  o 

L'61imination de a ~ et f eonduit k une ~quation de condition eompliqu~e, 
mais lin~aire en D.  I1 en rdsulte que parmi les sextiques formant une 
famille asymptotique, e'est k dire n 'ayant  de points communs qu'b~ l'infini, 
il y e n  a une, et une seule, qui contient 60 droites k distance finie. Si 

C D 
les deux sph6res direetriees sent donn6es, on eonnalt les rapports ~ et ~ .  

En posant C = u B ,  D == vB ,  on a, pour d~terminer B,  une dquation du 
3 ~m~ degr~, sans terme ind@endant.  Laissant de e6t6 la racine nulle, 
qui rdduit la surface aux plans direeteurs, on volt que parmi les sextiques 

qui poss~dent cleux spheres directrices donndes (la troisi~me dtant rejet~e it 

l'infini), il y en a deux q,ti eontiennent 60 droites. Enfin, si l'on veut dd- 
terminer une sextique passant par une droite donn~e, perpendieulaire 
un plan de sym~trie, on obtient, au moyen des ~quations prde~demment 
~erites, des valeurs, touj6urs finies et d6termin~es, des eoeffieients B, C, D. 
D'apr6s eela, il y a toujours une sextique symdtrique, el une seule, passant 

par une droite peripendiculaire ~ un plan de sym~lrie. La disposition des 
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Fig. 7. 

Fig. 8. 

60 droites est bien facile h, imaginer, on peut les regarder 
eomme plae4es, sur les faces d'un dod~ea~dre r6gulier, pa- 
rall~lement aux ardtes (fig. 7). On peut dgalement les 
disposer sur les faces d'un ieosa~dre (fig. 8). 

49 .  Proposons nous de d&erminer une surface con- 
tenant les ardtes d'un dod&a~dre r6gulier. Soient :r, = o, 
y - = f l  les 5quations d'une de ees ardtes. En faisant ~----o 
dans les 6quations gdn6rales, on trouve, pour la surface 
eherch6e: 

+ z y ( / - -  Y ) [ F - -  (z + = o. 

Cette sin-face possdde 3 ~ droites h distance finie, et 
6 h, l'infini. Le long de etmque droite ~ distanee finie, 

le phm tangent est fixe (perpendieulaire h. un plan de sym6trie). II y 
a 20 noeuds h. distance finie (sommets du doddeaSdre) et t 5 g l'infini 
correspondant aux directions des ar6t.es du dod6caddre. En ehaque sommet 
du doddeaddrc, le cone des tangentes, l)Ossbdant la symmetric ternaire, est 
de r&,olution. L'une des sphdres direetriees (,o~-~ i9 ~) est. tangente aux 
ardtes du dod(~eabdre. I]autre sphdre directrice passe par le point de 
rencontre do l'ardte :r = o, ?! = i~ aver le plan direeteur z -1- )q/ ---- o. 

On peut former de m('me l'dquation d'une surface contenant les 
ardtes d'un icosa('+dra. Une ardte de ca genre  a. pour ~qtmtions :v---= ~, 
y = o. It suftit done (le faire i ~ - - o  dans les 6quations o'(mdr,qles, et 
l'on obtient: 

< - -  ;:,p)(.+' - -  ; , > % ; - - -  ; . : . : ) -  + ;:)] - o. 

Cette surface possbde, comme la pvde6dente, 30 droites h distance finia, 
dans les plans de symdtrie, et 6 h l'infini. Elle a 12 nocuds • distance 
finie (sommets de l'ieos'tOdre), at 15 h. l'infini, dans la direction des ardtas. 
En chaquc noend h distance finie, le cone des tangantes, poss&lant la sy- 
mdtrie quinaire, est de rdvolution. L'mm des sphdres direetriees ( [ 2 =  ~~) 
est tangenle aux ar~tes, l+'autre ,phare passe par le point de rencontre 
de l'ardte : r - - a ,  ? / ~  o '~vee le plan directeur ).z + a'- +o. 
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Une sextique sym6trique proprement dite ne peut contenir led c6t6s 
des pentagones r6guliers eonvexes plac6s sur les faces du <lod6ca6dre r6- 
gulier de telle fa~.on que leurs sommets coincident avec les  milieux des 
arStes du dod6ca6dre; car, en pareil cas, chaque plan directeur rencon- 
trerait la surface suivant dix droites. Mais il existe une sextique con- 
tenant les e6tbs des pentagones 6toit6s eorrespondant aux pentagones con- 
vexes form6s pat- les faces du m6me polybdre. I1 suffit, pour obtenir 
son 6quation, de faire a---~ fl dans les formules g6n6rales, et il vient: 

5 0 .  

po,qOlIg : 

d 'olh:  

(? - -  )?g-)(z~ - -  )?z~)(y ~ -  ) ? ~ )  + ) ,~"  (p~ ~ 7 ~ / +  , 3a ' )  ~ :  o .  

Pour dtudier les points nodaux de la sextique ,~ym6trique, 

Z ~" ~ ),271~" ~ ~t  , 

S ~ ),~'Z 9- - -  ~ 

L'bquation, rendue homo@ne: 

f(u, v, w, /) == uvu, + d p  ~ + 3Ro+I"- + 36~dP + 1)I 6 

d o n n o "  

~/ 2u.r (,; "" , . . . . .  z'~) -ff 6,~'(d#" q- ~ , ,~ l"  q- L'P), 

= = o  

~f-- 2~, , j ( . -  ;?..) + 6.(&, * + 2sll,".t ~ + t : th ,  
a ! /  ' 

. . . .  2 . , z ( , ~ -  ~?.) + 6..:(At," + 2Pv-;"t ~ + <'l~), 
8 z  

0t 

Pour un point nodal, ce~ quatre dbrivbes s'annulent en mOme temps. 
Cher<:hons d'abord le~ noeuds h, distance finie, t dtant diff6rent de zdro, 
on a en faisant l =  I: 

l~t/ 4- 2 C' /  q- 1) ~- o 
Ac/a mathematica. 10. ]mpr im6  le II  Aofit 1 ~ 7 ,  35 
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ee qui exprime que t o u s l e s  points nodaux ~ distance finie sont, confor- 
r t 1 e mSment a la th~orie generat ~, our les deux spheres centrales orth0gonales 

k la surface, autrement  dit sur les deux lignes de courbure sph~mques. 

Ceci pos~, on peut faire les hypotheses suivantes: 
1 ~ hypoth~se, x---~ y ~ z = o, d'oh p ~---o, ce qui exige que D 

soit nul. On a alors un point isotrope k l'origine. 

2 ~ hypoth~se, x - ~ y ~ - - - o ,  z ~ o ; a l o r s w = o .  O n a d o n c k l a f o i s :  

d~ol~l: 

Ap ~ + 2 Bp ~ + C = o ,  

P,,o" + 2 Cp ~ + D = o, 

4(B " -  AC)(C ~ --- BD) -~ ( B C -  AD) 2. 

C'est la condition pour que deux sph6res directrices coincident. D'apr6s cela: 

Chaque fois que deux des sphdres directrices sont confondues, la surface 

possdde 3 ~ noeuds, placds il la rencontre de cette sphdre avec les axes binaires. 

Ces 3 ~ noeuds sont les milieux des ar6tes d 'un dod6ca6dre r6gulier;  
la surface ne peut, sans se r6duire aux plans directeurs, contenir les 

droites qui joignent ces points deux k deux. 
Quand les trois sph6res directrices sont confondues, ce qui a lieu 
A B C 

pour B -  C ~ - D '  chaque axe binaire rencontre la surface en 6 points, 

confondus trois par trois en deux noeuds. Cet axe eat donc, en chaque 

noeud, une gdndratrice du cone des tangentes, et la sym6trie binaire 
exige par suite que le cone des tangentes se d6compose en deux plans 

passant par l 'axe binaire. Chaque noeud est alors biplanaire, et il est 
facile de trouver ses deux plans tangents. Car l '6quation de la surface 

s ecrlre: peut " " 

( ~  - -  z ~ ) ( : ~  ~ - -  Zz~)(: ,f  - -  ):-x ~) + A ( x  ~ + y~ + z ~ - -  h~) ~ = o .  

Faisant z ~ - h ,  pour avoir la section par un plan tangent k la sphere 

directrice en Fun des noeuds, il vient: 

(h ~ - -  z : ~ ) ( ~  ~ - -  Z h , ' ) ( y  ~ - -  Z ~  ~) + A . ( .  ~ + u~)" = o 

et les tangentes h la section en son point double sont donndes par 
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y2--, t~x~--~ o;  ce sont les traces des plans directeurs passant par  ce 
point. En r6sum6: 

Quand les trois sphdres directrices sont con fondues, chaque axe binaire 
rencontre la surface en deux noeuds bipianaires, et les deux plans tangent~ 
en chaque noeud sont les plans directeurs qui se coupent suivant l'axe binaire. 

3 am~ hypo~h~se, x ~ o, y et z diff6rents de z6ro. Dans ce cas, en 

vf 6crivant que 9f et sont nuls, il vient: 

~(u- ~w)= ~ ( ~ -  ~). 
Mais: 

U ~ Z ~ - -  ~ 2 y ~ ,  V ~ ~ ), '2Z'~, W ~ -  y ~ .  

Por tan t  ces valeurs dans l '6quation pr6cddente, il vient:  

~ y '  - -  : ( ,  + ~ ) y : z  ~ + z ~ =- o,  

d'ofl: 
Z ~ 

- -  ~ A- ~: • V't + ~ +  ~ ~ A- ~ • 2~. y~ 

On a donc' les deux solutions: 

z =  +y(~ + ~ ) = + y  _ + Y  

Le premier  genre de solution correspond aux axes ternaires, et le second, 

aux  axes quinaires situ6s dans le plan z o y .  Prenons d 'abord l 'axe ter- 

naire z ~ 2~y. Nous avons: 

Donc: 

u - ~ z ~ - - ~ y  ~ ~ - - ~ y ~ ,  

v ~ - - 2 : z  : - = - ~ y ~ ,  

et comme u ~ v + w ---~ )~o ~, on obtient:  



278 

On en dedui t  ais6ment:  

L. Lec , ) rnu.  

v ( .  ..... )?w) = ~ : , '  = 3 p p ' ,  

en posant 

]) =:- _ ~ "  

Pour  qu'il  cxiste lm noeud de cette nature,  il faut  et il suffit que 

les deux  6quatious en fl': 

(A + v),o' + 2/,',,,~ + c' -~ o, 

l,;o' + 2(4,," + D .... o, 

aient  une racine eommune ,  d 'oh:  

I;-'D-' + 2t,(2(_;:' - -  3BCD + AD'-') - -  4(B" --- AU)(C'-' - -  Ill)) + ( B U - -  AI))L 

Si ('ette condition est remplie,  la surface a 2o noeuds sur Its axes ter- 

naires. On peut  la vdrifier en posant:  

( B e - -  A1))" - -  4 (B  ~ -  .~C')(C ~ -  BD) = o, 

ld)"- + 2 (20 a ~  3BCD + AD")-= o. 

Si ces deux  conditions sont remplies,  la surface possdde ~ la l o i s  3 ~ 

noeuds stir Its axes binaires et 2o noeuds sur i ts  axes ternaires. Les 

premiers  sont sttr la sph6re or thogonale  qui  eo'~neide avee une sph@e 

directriee,  les seconds sont sur l 'autre  sph6re or thogonale .  

Considdrons ma in tenan t  l 'axe quinaire  y ~ ),z. On a dans ce eas: 

d 'oiu 

tg = /,jO ~ 

. = :(1 -- ) ' ) .  

tO ~ 2-' f-'  

~t + v + w = :(, --)') = ).,o', 

f-' _ _  A~ o2  

I - - ) : ~  

/) ~ i t ;  - -  

I - -  },~ ' I - -  ~ 
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en posant 
j~3 

5 

Pour  qu'il  y ait des noeuds de eette nature,  il faut  el; il suffit que 
les deux 6quations: 

(A + ,t)f, '  + :l, ' / ,  ~ + c' ..... o, 

go" + 2C?, ' + D = o 

aient unc racine commune,  d'oh: 

ft"i)' + 2q(2U :~ - -  3BCD + AD"-)--4(B~--AU)(U -'-- BI)) + (BC--AD)='=o. 

Cette condition entraine l 'existenee de i~- noeuds, qui peuvent  co- 

exister avec les 3o noeuds des axes binaires on avec les 20 noeuds des 

axes ternaires. Mais les trois syst6mes de noeuds ne peuvent  se pr& 

senter en m&ne temps (q 6tant diff6rent de p) si l 'on n'a pas: 

( / ; '6 ' - -  AD) ~ -  4(B ~ -  A6')(6 '~ - -  BD) = o, 

2 C ~  3BCD + AD 2 = o, 

D :~ = O~ 

d'oil C = o, D = o. Dans ee cas, les deux sph6res qui contiennent les 

noeuds sont 6vanouissantes, et eeux-ei se eonfondent  en un seul, 's moins 

qu'on n'ai t  B = o, et alors la surface se rdduit  aux plans direeteurs. 

4 ~'~r hypoth~se,  x, y et z diff5rents de z6ro. Les dquations de con- 
dition donnent :  

ce qu'on peut  &rire:  

d'ofi: 

,v(,c + ~:v) = u v ( ,  + a~), 

w (u - - v  + X~.a) = uv,~ ~, 

~,,[z(. + Z v ) -  (~ + z)O,-v + z.)] = o, 

ou encor% en suppr imant  le facteur ~ + ~ + ~, qui n'est pas nul:  

, , ( ~ , -  , )  = o. 
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On a de mOne :  

L. Lecornu. 

- -  = o ,  

v ( u -  w )  = o ,  

Supposons d 'abord u = o. II reste s implement  vw ~ - o .  II faut  donc 

que l 'un des deux  ~'ucteurs, v, par  exemple ,  soit nul .  On a ainsi: 

z 'z ~ ~y*" = O, X ~ ~ 22Z~ = O. 

Le noeud est donc k l ' intersection de deux  plans directeurs,  c'est-~-dire 

sur un axe binaire,  ce qui f a m i n e  au cas 6tudi6 dans la deuxi6me 

hypoth6se.  Supposons ma in t enan t  que u, v, w soients diff6rents de z6ro. 

Alors  il vient  u ~ v ~ w ou bien: 

z ~ _ 2 2 y 2 _ ~ _ x  : ~ 2 ~ z  2 = y ~ - - ~ x ' 2 .  

On t ire de 1s x ~ =  y~--~ z ~, et l 'on re t rouve  les noeuds situ6s sur les 

axes ternaires.  

La quat r i~me hypoth&se ne condui t  donc s aucun  cas nouveau.  

5 1 .  I1 reste s chercher  les noeuds s l ' infini (g6n6ratrices doubles 

du. cone asymptot ique) .  Si 4, /~, ~- sont les cosinus directeurs  d 'une  di- 

rection nodale,  et si l 'on pose: 

d 'o~ 

il vient:  

e t  

a ~ ~ ~t2~ "~ ~ V ' ~  

u' + v '  + w ' :  i - - ~ = ~ ,  

2~u' (w' - - ,~2v ' )  + 6A~  = o, 

2flv'(u' - -  X~w ') + 6Af t  • o, 

2 r w ' ( v ' - -  )t2u ') + 6 A  r ~- o,. 

De 1s les hypotheses  suivantes:  

1 ~ h y p o t h ~ s e .  /~ ~- T ~- o~ a ~--- I 
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d 'oh 
u'(w'--~,~v') + 3-4 = o.  

279 

On t ire de 1~, comme pr5c6demment :  

ou blen: 

v'(u' :e,~,') = w ' ( , , ' - -  Zu,)  

#~(zfl  ~ -  ~r') + r ' ( r ' -  : z ~ ' )  = o. 

~ =  ear. 

et 

On a en m~me temps:  

done A = o. 

Si done A est nul,  les 15 directions binaires sont nodales; il y a 

15 noeuds ~ l'infini. Le cone asympto t ique  est rddui t  aux  plans di- 

recteurs.  Ces 15 directions nodales coexistent:  

I ~ avec un noeud b. l 'origine, si D-----o;  

2 ~ avec 3 ~ noeuds h distance finie sur  les axes binaires, si l 'on a: 

4B2(C 2 ~ B D )  ~ B'aC 2, 

ou bien 3C ~ - 4 B D  - - -o .  L'hypoth6se B = o re je t tera i t  ces noeuds 

l 'infini; 

3 ~ avec 20 noeuds sur les axes ternaires,  si l 'on a: 

4 ( B~ - -  PC)( c~ - -  B1)) = ( B C  - -  ~D)~; 

4 ~ avec I2 noeuds  sur  les axes quinaires,  si l 'on a: 

4(B: - -  q.(2)(C~ - -  B/X) = ( B C - -  qD)'.  

On peu t  avoir  en m~me temps  les 15 noeuds binaires h l'infini, les 

3 ~ noeuds binaires ~ distance finie et les 20 noeuds ternaires,  soit en 

tout  65 noeuds. 

2 ~ "  h y p o t h ~ s e ,  a---~ o, fl et T diff~rents de zdro. Alors :  

~ , ' = r ~ - - ~ , ' f l  ~ , ~' = - -  ~?r', w ' = f l '  
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Si l 'on p rend  F =  2~/~, il vient :  

A C a On tire de lfi, p ayan t  la mem~ signification qu'h l 'ar t icle pr6e6dent :  

~"(~' - -  )?"") = 3l) 

et la condi t ion v ' (u ' - - -  )?w') + 3A --- o devient  A + p = o. 

Q u a n d  il en est ainsi, les dix  direct ions  ternaires  s e n t  nodales,  et le 

cone a s y m p t o t i q u e  est eoup6 pa r  un p lan  que lconque  su ivan t  une  courbe  

unicursale.  

P r e n a n t  m a i n t e n a n t  fl = )of, et ra iaonnant  de 1~ mdme facon,  cm e,~t 

condu i t  h, l '6quat ion A + q = o p o u r  caract6riser  les surfaces a d m e t t a n t  

lea 6 axes quinai res  c o m m e  direct ions  nodales.  
3 ~m~ hypoth~se ,  a, fl, /" diff6rents de zdro. On t rouve ,  cornme dana 

le can des noeuda ~r distance t ime,  que  cette hypothSse  no r ambne  aux  

prSc6dentes.  

En rdsum6, su ivan t  que  l 'on a A ~ o, A + p = o ou A + q- - - -o ,  

le n o m b r e  des direct ions  nodales  s'dl~ve h. I5,  h l o  on h 6. Ces troia 

eas ne peuven t  6 v i d e m m e n t  sc pr6senter  en m 6 m e  temps,  mais  chacun  

d ' eux  pen t  se combine r  avee 3o noeuds  binaires,  avec 2o noeuds  ternaires,  

ou :wec i2 noeuds  quinairen .~ distonce time. Deux  esp6ees de noeuds  h. 
distance finie p e u v e n t  m~me eoineider  avec une  esp6ee de noeuds  h. Fin- 

fini. Le t ab leau  des s ingular i tds  qui  peuven t  se rencon t re r  sans que  la 

surface se r6duise fi, un  cone ou ~ des p lans  ne c o m p r e n d  pas moins  de 

4o eas dist incts,  et  cela en e x c i u a n t  les cas par t icul iers  dans tesquela 

p lus ieurs  noeuds  v i ennen t  se r6uni r  h l 'or igine p o u r  v fo rmer  un noeud  

mul t ip l e .  Le n o m b r e  m a x i m u m  de noeuds  est de 65 (30 noeuds  bi- 

naires - -  20 noeuds  te rnai res  ~ 15 direct ions nodales);  nous  avons ddjh 

indiqu6 darts quel les  condi t ions ce cas se r6alise. La clqsse de la surface, 

qui  eat 6gale ~ I5O en l 'absence dc points  nodaux ,  Se t rouve  alors abaissde 

de 2 X 65 ~ I3O unitds.  La surface est done de la 2o ~ .... classe. 

C o r r e c t i o n .  

Page z4o ,  daus les deux dernibres dqualions~ mettre parlour /t au lleu de p .  


