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SIJR LES I N T E G R A L E S  ALGt~BRIOUES DE D I F F I ~ R E N T I E L L E S  

A L 6 1 ~ B R I O U E S  ~ 

P A R  

G. H U M B E R T  
:'~ P A R I S .  

1. Soit f@, y ) =  o l'6quation d'une courbe algdbrique, et soit 
g@, y) une fonction rationnelle quelconque; le probl6me qu'on se pro- 

pose de traiter dans ee travail est le suivant: 

Reconnoitre  si l ' in tdf ra le  I ~-fg(x, y)dx, off y est lide g x par  la 

re la t ion f ( x ,  y) = o, es t  une fonction algdbrique de x .  

1 Les rdsultats obtenus par M. HUMBERT 0nt ddj~ dt,J trouvds par M. WEIERSTRASS 
bien des anndes auparavant et communiquds par lui dans son cours sur ]es fonctions abd]ien- 

nes. Mais la mdthode suivie par les deux savants est tout h fair diffdrente. Chez M. 

f WEmRSTRASS les conditions pour qu'une int@rale de ]a forme If(x~ y)dx soit une fonetion 

algdbrique de x d@oulent~ eomme simple eorollaire~ du thdorgme sur la rdduetion de ehaque 

int@rale de la forme eonsiddrde ~ une somme d'intdgrales normales de la premibre, de la 

seeonde et de la troisi~me esp@e. Pour effeetuer eette rdduetion il faut et il suffit de 

eonna~,'e : 

I ~ Ies eoeffieients des puissances n@atives de t aux environs de tous les points 

analytiques pour lesquels ]e ddveloppement de R(xt, y t ) ~  eontient en gdndral des puis- 

sances n@atives de t;  

2 ~ la valeur de R(x~ y) pour p points analytiques r@uliers (a~, b~)~ . . . ~  (~p~ bp) 

choisis arbitrairement. 

Le thdor~me de M. WEIERSTRASS est citd, qu0ique sans ddmonstration~ dons ]a th~se 

inaugurale de M. HETTNER (Berli% 1877 ). 
Le rddacteur en chef. 

Ac ta  m a t h e m a t i c a .  10. Impr im6 le 22 Aofit 1897. ~6 
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2. ABEL a montr5 que.s i  l ' int~grale I est une fonction a]gSbrique 
de x, elle s 'exprime rationnellcment en x et y, mats il n'a pas fait con- 
naltre les conditions n~cessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 

Ces conditions ont ~t~ donndes par  BRIOT et BOUQUET SOUS une 
forme tr~s simple: pour que l ' int~grale soit algdbrique, il faut et il suffit 
I ~ qu'elle n 'admette pas de cycle polaire; 2 ~ que ses pdriodes soient nulles. 

I1 est malheureusement impossible de v~rifier directement si les con- 
ditions de la seconde cat5gorie sont ou non satisfaites: les pdriodes dtant 
en effet les int5grales prises le long de certains contours finis, on obtient, 
en exprimant  qu'elles sont nulles, des 5quations off figurent des int~grales 
dSfinies, qu'on ne peut, la plupar t  du temps, calculer qu'~ l'aide de md- 
thodes d 'approximation; il cn r4sulte que le crit~rium tird de la c0n- 
sidSration des pSriodes n'est applicable que dans des cas simples, comme 
ceux qu'ont indiqu4s BRIOT et BOUQUET. 

Au  contraire, les conditions de la premiSre catSgorie, qui expriment  
qu'il n 'y  a pas de cycles polaires, peuvent se vSrifier sans difficultS; il 
suffit de calculer, dans le d~veloppement d e  chaque syst5me de valeurs 
infinies de ~(x,  y), suivant les puissances croissantes, (enti~res ou fraction- 
naires) de x - - a ,  aux environs du point x = a, le coefficient du terme 

I 
en ~ - - a '  qui engendre un logaritl~me dans l'int~grale, et d'Scrire que 

ce coefficient est nul. 

LIOUV.~LI, E, dans divers mdmoires, a dtudi5 la question ~ un tout 
autre point de rue :  il suppose que l'intSgrale I est li4e s x par une 
relation algSbrique r  I)--~ o, s coefficients ind~termin~s, et cherche 

d I  
d~terminer ces coefficients de mani~re que la valeur de ~ tir~e de cette 

relation soit ~gale ~ ~(x,  y): il a pu ramener ainsi la question ~ la r~- 
solution d'un syst~me d'~quations lin~aires. 

Plus tard, M. ZEUT~EN, cn supposant toujours r intSgrale alg~brique, 
a indiqu~ un moyen stir de trouver directement rordre de la relation 
~b(x, I ) - - - -o ;  il obtient a:_.nsi la forme de cette relation s un hombre 

d I  
tint de constantes pros, et, en 4crivant que ~ est dgal h ~(x,  y), "il d~- 

termine ces constantes, ou, si cette d~termination est impossible, reconnalt 
que l'inteigrale chereh4e est transcendante ( C o m p t e s  r e n d u s ,  ~88o). 
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M. RAFFY, dans sa thSse de doctorat (Paris, I883) , a donn~ un autre 
procdd~ pour d~terminer l e  degr~ de la" relation r  I ) ~ - o ,  par des 
operations purement  " ' ; ar~thmetlques. 

Ces m6thodes ont 1'inconvenient de ne pas fournir sous une forme 
explicite lea conditions n6cessaires et suffisantes pour que l'int6grale soit 
algdbrique; la m~thode que nous allons d6velopper nous semble remplir 
ce but, d'une mani6re relativement simple. 

Elle repose sur la th~orie des fonctions fuehsiennes, dont M. POINCAa~. 
a montr5 la liaision intime avec ta th4orie des int~grales ab61iennes. 

3. Soit p le genre de la courbe f (x,  y)-----o; il r~sulte des rccher- 
ches de M. POINCAR~ que ies coordonn~es, x ct y, peuvent ~tre con- 
sid~rdes comme des fonctions fuchsiennes, de genre p ,  d'un param~trc t: 
nous choisirons des fonctions de la premiere famillc. 

Le polygone /7o, g6n~rateur de ces fonctions, jouira des propriSt~s 
suivantes: il a 4P cbt~s; les cSt6s oppos6s sont conjugu6es deux "~ deux, 
c. h. d. transform6s Fun dans l 'autre par une des substitutions du groupe 
fuchsien correspondant, G; et la somme de ses angles cst dgale ~ 27~. 

De plus, ab et a'b' 6tant deux cSt6s opposes, tels que les points 
a' e t  b' correspondent respectivement '~ a e t  b par la substitution qui 
transforme ab en a'b', si l'on d~crit R 0 en partant de a, dans le sens ab, 
o~ parcourt le cbt~ a'b' dans le sens b'a'. 

Cel~ pos~, rempla?ons dans l'int~grale I ,  x et y par leurs valeurs 
en fonetion i~uchsienne de t, et  d6signons par 7 ( t ) l a  fonction F(x(t), y(t)), 
~1 viendra: 

d~ 
~(t) est une fonction fuchsienne de t; ~( est une fonction thdtafuchsienne 

du premier degr6, c. h. d. telle qu'on ait: 

Flat + F(t).  (rt + 

(at-I-_~) une des substitutions de G, et en supposant ell ddsignant par  t, rt + 

a~--fly------i .  Ceta r~sulte imm6diatement de ce que l a  fonction x(t} 
ne change pas s i  l 'on y op~re la substitution pr~c~dente. 
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On aura done, en posant: 

O(t )  = ,r  '~* ,yi' 
pour l'expression de I :  

t J  

O(Q (;taut dgalement une fonetion thdtafuchsienne du premier degrd. 
4. L'int~grale I ,  si d i e  est alg6brique, sera, d'ap%s AJaEL, une 

fonetion rationnelle de z et 9, c. ~. d. une fonction fuchsienne de t, et 

rdciproquement; la question est ainsi ramende ~ la recherche des condi- 

tions ndeessaires et suffisantes pour que l ' intdgrale d u n e  fonetion thdta- 

fuehsienne du premier degr6 soit une fonetion fuehsienne. 
Soit doric 

I(t) = f o(t) It. 

I dewmt dr, re une fonction uniforme de t, dans l ' intdrieur du cercle 

fondamental,  il est tout d'abord ndeessaire que les %sidus de O(t), ~ l'in- 

tdrieur du polygone R0, soient nuls. 
Ces conditions reviennent aux prelnidres conditions de Blr et 

Bouqun'r: le rdsidu de O(t) relatif  ~, un infini a de eette fonetion est en 

. . . .  ' fo(t)dt le long d'un petit contour effet 5gal a la wdeur  de l m t e g r a l e  2~i 

entourant  le point a. Soient a, b les eoordonnSes du point d 'argument  

sur la eourbe f (x ,  y ) =  o; supposons d'abord que ee point ne soit pas 
un point critique pour la fonetion y, de x,  ddfinie par la relation 

f(x, y ) ~  o. Quand, dans le plan des quantitds t, le point t d&ri t  un 
contour 515mentaire autour  du point a, le point :c, dans le plan des quan- 

t i t& x, dderit ttne seule fbis un contour ~ldmentaire autour du point a, 
e t  e o l n l n e  o13 a 

- ~2bJ 

l ' intdgrale fo(t)dt le long du contour consid6r6, est 6gale b~ l'intdgr:ale 

j ' f (:c,  y)dx le long d'un petit, eontour entourant  le point, a, qui est 

un infini de f (x ,  y), et de I ,  e. h:. d. 6gale au produit  de 27d par le 
r6sidu de la fonetion p(x, y), considdr6e eomme fonetion de x, pour le 

point x = a; ou encore h la lodriode polaire de I ,  pour le point x = a. 
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Si lc point a est un point critique de la fonction y, on aura, aux en- 
virons dc la valeur t - - - -a :  

x - - a  = ( t - -  u - - b  = ( t - -  

et ~ 6tant deux fonctions ne devenant  ni nullcs ni infinies pour t • a; 

q et r ddsignant deux entiers positifs. I1 en rdsultera pour it(x, y) une 

expression de la forme ( t - -a)- ' z ( t ) ,  s dtant un entier ndgatif. Quand t 
ddcrit un petit cercle autour  du point a, x ddcrit q fois un petit contour 

autour  du point a; aux environs de ce point, oil aura d'aillcurs pour 

F(x, y) un ddveloppement de la forme: 

_._s 1--s 

~( :~ ,  if) ~ -  A (:]~ - -  a)  q -J[- B ( ~  - -  a)  -~1 --~ . . .  -~- . / l ( x  - -  (/~) - 1  - J [ - . . .  

ct la valeur de l ' intdgrale f f ( x ,  y)dx, qu'md x ddcrit q lois un contour 

616mentaire autouc du point a sera dg'd i~ 2qi~rH, c. h,. d. ~ la pdriode 
polaire de I ,  pour le point x = a. 

I I e n  rdsultc que, duns tour les cas, les conditions obtcnucs cn 6cri- 
dx 

ran t  que led %sidus de f (x ,  Y) d/ dans l ' intdricur de R0, sont nuls, cx- 

prilnent que l ' intdgrale f f ( x ,  y)dx n'a pas dc pdriode polaire, cc qui revient 

aux premieres conditions de BI~IOT et BOUQUET. 

~5. Suppos0ns ces conditions rcmplies, I(t) scra, d'ms le ccrcle fon- 
damental,  fonction uniforme d c t .  Si c'cst une fonction fuchsicnnc, con- 

sidd, rons, le long du pdrim6tre de R0, l ' intdgralc J=f I ( t )O( t )d t ,  off 
lit s 

O(t) ddsigne fine fonction thdtafuchsienne holomorphe de degrd un:  il 

cxiste p de ces fonctions, lin6airement distinctes, s i p  est le genre des 

fonctions fuchsienncs considdrdes. Je dis que l ' int6grale J est nulle. 

Soient en effet abet a'b' deux c6t6s opposds de R0, transformds l 'un 

( a t + ~ )  et posons t~ - a t + f l  clans l 'autre par la substitution t, t't + , ~t + 3 

Les 616ments de J, relatifs k deux points correspondants t ct t~, 

sur les c6t6s a b e t  a'b' sont I(t)O(t)dt et - - I ( t , ) O ( t , ) d t ~ .  
O r  on  a:  

I ( t , )  = I ( t ) ,  

o(t ) = o( t)(r t  + 

dr, = dt(rt  + 
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donc: 
Z(t~)O(t~)dt~ = 1 ( t ) O ( t ) d t  

et par  suite l ' int~grale J est nulle le long de R 0. En d'autres (ermes, 
la somme des r~sidus de la fonction I(t)O(t)  est nulle dans l 'intSrieur 

de R 0. 
O(t) Stunt une fonction holomorpbe, les infinis de I(t)O(t  ) sont ceux 

de I(t),  c. k. d. de O(t), et les r~sidus correspondants se calculent sans 
difficult6 quand on conna]t le d~veloppement de O(t) suivant les puis- 
sances croissantes de t - - a ,  autour du p61e t----a .  

En dormant successivement k O(t) les valeurs O~(t), 02(t), . . . ,  Op(t) 
des p fonctions thStafuchsiennes holomorphes de degr5 un, linSairement 
distinctes, on obtient ainsi p ~quations, exprimant  que la somme des rS- 
sidus, dans l ' int~rieur de R0, des fonctions l ( t )O(( t )es t  nul]e. Nous 
ddsignerons ces'Squations sou*s le nora d'dquations (E). 

6. Les 6quations (E) sont dies  suffisantes pour que l 'int~grale 
l ( t )  soit une fonction fuchsienne? Il strait  ais5 de dSmontrer qu'il n'en 
est rien; nous allons d'ailleurs donner une interprStation analytique de 
ces 6quations, au point de rue de la nature de la fonction I .  

Si la somme des r~sidus de chacune des p fonctions I(t)O,(t) dans 
l ' int~rieur de R 0 est nulle, la fonction I( t)  sera ~gale {~ une fonction 
fuchsienne augment6e d'une fonction lin6aire et homogSne des int6grales 

f o~(t)dt, f o , ( t )d t ,  . . . , f o , ( t ) d t .  
Pour ddmontrer cette proposition importante, nous supposerons, dans 

le but  d'abr4ger l 'exposition, qu'on a p = 2: la m~thode est d'ailleurs 
absolument g~n~rale. 

L'intSgrale I( t )  est, par hypoth~se, une fonction uniforme de t; or 

( at +fl~ d~signant toujours une des substitutions du groupe G: on a, \t~ ~-t + 6/ 

O U "  

e/ t + d + = et, p u i s q . e  i =fe(t)dt: 
[ 7 )  ~ \~t + o/ 

I(=7--~--~,) : I( t)  + m 
\ [ ~  .-r. u / 



Sur les int6grales algdbriques de diffdrentielles algdbriques. 287 

m 6tant urJe constante. Le groupe G d6rive des 2p substitutions fonda- 
mentales qui transforment Fun dans l 'autre les cbtds oppos6s de /7o; si 
p est 6gal ~ 2, on aura quatre substitutions, et il viendra: 

l(~i t + 
~') " = z( t )  + , . , .  (,=,,~,~.4, 

\ t i t  + 

Si Yon dgsigne par  G,(t) l ' in t fgra le  fo,(t)dt, on aura  de m~me:  

G1 (air + 
\Tit + 

( i = I ,  2, 3~4) 

G~( ~it + Bi) - -_ e~(t)  + ~o, 
\ r , t  + ~-, -" 

Les quantit6s m, sg] et s92 sont les p6riodes des int6grales I ,  G, et G 2. 
Cela pos6, je dis que l'on peut d6terIniner deux eonstantes, Jl, et J12, 

teltes que la fonction 
l ( t)  + ,t,a,(t) + A,a=(t) 

soit un.e fonction fuehsienne. II faut pour eela que eette fonetion ne 

change pas si l 'on y remplace t par ait + fl~ h. r J + & '  c. . d. qu'on ait: 

(A) 

~, + ,1,~'4, + ,~n~, - o, 
m= + ~tl f212 + Jl2~22~ ~- o, 

m~ + .,l, t2,, + ~=X2~ = o,  

m 4 + Jt~.(2~4 + ,,l=t2~4 ----- o. 

I1 s'agit de montrer que ces quatre 6quations en 21, 2= sont com- 
patibles, si les r6sidus de chacune des fonctions I(t)Ol(t  ) et I(t)O~(t) 

ont une somme nulle, c. ~t. d. si les intdgrales fI(t)O~(t)dt et fI(t)o=(t)clt 
sont nulles le long de R o. 

Or soient toujours aib, et  a~b~ deux c6t6s opposds de R0, tels que 
( ~  + ~') ab se transforme en a'b' par la substitution t, rd + ~ ; on  a 6videmment, 

pour la partie de l 'intdgrale fI( ' t)Ok(t)dt  qui correspond ~ ces c6t6s, la 
vulGar: 

bl 

, , , . , fo,(~)dz. I i= ' ' ' ' ' ' ' )  \ k = l , 2  
a( 
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D6signons l'intdgrale qui figure dans eette expression par w,;  on aura 
d o n e  : 

Si l'on dcrit que l ' intdgrale fG~(t)O,(t) est nulle le long de ~0 (la fone- 

tion G~.(t)O~(t) est en effet holomorphe clans R0) , on aura de md,ne en 
donnant k k et 1 its valeurs ~ et 2, les quatre 6quations: 

(c) 

{ w(~11~11 + ~(2120)12 --}'- ~(~13(013 "~ ~140)14 --- O, 
I ~2~to~ + g2~:co~ + ~2:.~%~ + .(2~to1~ = o, } 1 
I 

~2:~to21 + ~2~to:: + X2~to~3 -4- ~22~o~ = o. 

' '  S Consid@ons maintenant  la premiSre 6quation (B) et les deux premmre. 
6quations (C); si les ddterminants qu'on peut former en eombinant 3 des 
colonnes de la matriee: 

(D) 

Dgl 9/?2 ~ 3  9114 

S911 ~2~: ~13 ~214 

~(221 ~222 X22~ P~4 

ne sont pas tous nuls, on tirera de ees 6quations les valeurs proportion- 
nelles de %1, tol~, o)1~, to14. 

La deuxidme 6quation (B) et les deux derni6res 6quations (C)mon-  
trent alors qu'on aura des valeurs proportionnelles identiques pour 

( 1 ) 2 1 ,  0 ) 2 2 ~  O)23~ 0)24. 

I1 en rdsulte qu'on pourra former une fonction O(t)=/~O~(t)-t-/60~(t), 
/~ et r &ant des constantes, telle que les quanti t& w correspondantes 

soient toutes nulles, e. h. d. telles que l 'int6gr'de fo(t)dt soit nulle le 
long de ehacun des c6t& du polygone R 0. 

Je dis que, dans ee eas, l 'intSgrale G(t)=f0(t)dt sei'ait u n e  f o n e -  

G(a't + ~ ') On a: tion fuchsienne de t. Evaluons en effet \ r ~  + " 

a l t -I- fi i 

+ 
t 
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Soil ~(2~ la valeur commune des deux membres; ~(2: est la valeur de 

fo(t)dt le long d'une ligne qui joint deux points queleonques, trans- 

( o.~t + ~i]: si l 'un de ces points formds l'un de l 'autre par la substitution t, r~ t + o,/ 

est un sommet de B,0, le second sera 5galement un sommet, et l 'intdgrale 
pourra, dtre prise le long" du pdrimdtre du polygone, entre ces deux 
points. L'intSgrale ~c2~ sera done une somme d'intdgrales ~o, et sera par 
suite 5gale k zSro. On en eonelut que G(t) cst bien une fonetion fueh- 
sienne, r~sultat absurde puisque G(t) eat holomorphe dans le polygone B 0. 

Pour 5chapper k eette conclusion, il faut ndcessairement admettre 
que les d~termina.nts formSs avee 3 eolonncs quelconques de la matriee 
(D) sont nuls: e'est pr~eisdment la condition pour que les dquations (A) 
Be rdduisent ~ deux d'entre elles. 

Ces 6quations d'ailleurs, donneront toujours pour )~, et ),: des va- 
leurs finies; il ne pourrait en (~tre autrement  que si les ddterminants 
d'ordre deux form(~s avee la matriee 

0 0 (t 0 
~ 1 1  ~ 1  2 ~ ' 1  :l ~ 1 4  

0 0 0 0 

dtaient tolls nuls, ee qui est impossible, car, autrement,  on former,fit nne 
fonetion 

pour laquelle toutes les pdriodes seraient nulles. 
Le thdor6mc 6nonc5 plus hant, sur la signification des dquations (I:) 

est. done db.montr6. 

~. Ces &tuations peuvent se mettre sous nne forme plus commode 
au point de wm des applications. 

Le r6sidu de lq fonction l(t)O.~(t), relatif  i~ un infini, t =  ~, de I ,  
est en effet dgal ~ la valeur de l 'intdgrale 

le long d'un contour infiniment petit, enveloI)pant le point t :  ~; or en 
Acta  n la themat ica ,  10. I m p r i r a ~  le  22 Aofl t  1887. '.~7 
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dOslgnant toujours p:lr G~(t) la fonetion fo,(t)dt, on a, en intOgrant 

par parties : 

f I(t)O,(l)dt = I ( t ) G , ( t ) - - f  O(t)G~(t)dt. 

La fonction I(t)G~(t) ~tant uniforme a la m~me valeur k l 'origine et 
l't fin du contour;  le rOsidu de I(t)O,(t), pour le p01e t =  a, est donc 
5gal, et de signe contraire, au rOsidu de O(t)G~(t) pour le m~me p01e, 
et les 5quations (E) exprimeront que la somme des rOsidus de cette 
derniOre fonction, dans le polygone R0, est nulle. 

8. Appliquons maintenant ees rdsultats k l'intOgrale fg(~, u)~,; 
x e t  y 6tant lists par la relation de genre p, f(x, y) ----- o. 

On salt que les fonetions thOtafuehsiennes holomorphes de degr6 un, 

0 , ( t ) ,  0~(t),  . . . ,  0,,(t),  

ont le~ expressions suivantes: 

,It s 

x et y 5tant remplacOes dans le second membre par leurs wleurs  en 
fonction fuchsienne de t, et P~(x, y) dOsignant It premier membre de 
l 'dquation d'uue courbe de degr~ n - -  3 adjointe h la courbe f =  o, 
suppos4e de degr5 n. 

On aura a.lors 

= F :') . J ~  g 

et par suite, dans le plan des quanti.tOs x, il viendra'. 

G~ sera done une intfigrale ab~lienne de premiOre esp~ee. 

Quant k la valeur de l'int~grale fo(t)a,(t)dt, le long d'un contour 

infiniment petit enveloppant un p01e de O(t), elle est 5gale, d'apr~s le 
raisonnement fait au n ~ 4, ~'k la p~riode polaire de l'intOgrale 

eorrespondant k un infini, x-----a, de la fonction I(x). 
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sera donc 6gale b~ une fonction rationnelle de x et y, augment6e d'une 
int6grale ab61ienne de premi@e esp6ce, si la somme des p6riodes polaires 

de l'int6grale f i t ( x ,  y )G, (x )dx ,  clans tout le plan, est 6g~le k z6ro. On 

peut par suite 6noncer le th6or6me suivant. 
,Thdor~me I. Soient: f ( x ,  y) = o l'dquation d'une courbe algdbrique 

de genre p; it(x,  y) une fonction rationnelle quelcon(lue de .~ et y; 
(~-1, G ~ , . . . ,  G~, p intdgrales abdliennes de premidre espdce distinctes, 
appartenant ~ la courbe f = o. 

Pour que l'intdgrale I y)dx se rdduise d u~e fonction ra- 

tionnelle de x ,  y,  augmentde d'une intdgrale de premibre espdce, il faut 

et il suffit: 
x ~ que cette int~grale n'admette aucune pdriode polaire; 
2 ~ que la somme des pdriodes polaires de chacune des intdgrales 

fit(x,  oit 
9. Les derni@es conditions s 'expriment aussi ais6ment que lcs pre- 

mi6res et 6videmmcnt sans aucun signe d'int6gration si los premieres sont 
satisfaites; il su.ffit, dans le d6veloppement de la fonction i t (x,  y)G,(x),  
aut0ur d 'un point x- - - -a ,  qui cst un infini de l 'int6grale I ,  de calculer 

I 
le coefficient du terme en 

g g - - 6 b  

On ne doit pas perdre de vue que I devient infini pour x = ax9 
si le num6rateur de F(x, y) n'est pas d'un degr6 inf6rieur de deux unit6s 

i 
au moins, au degr6 du num6rateur, et l 'on devra en posant x ==~ cal- 

( ' )  I f ~ ' Y  
culer 6galement le coefficient de :2 dans le d6veloppemcnt de x"~ ' 

aux environs du point x ' =  o. 
Nous allons donner un exemple simple de l'application du th6or6me I. 
10 .  Soit 

�9 Q ( x ,  y) 
it @' Y) = y) '  
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(~,) et R 6tant  d e u x  p,~lynS~nes ellliers, tels title lc dcgr6 tit: Q soit in- 

fdr ieur  de d e u x  unit6s ~ celui  de I~: l ' in t6grale  

I - -  ' 1 ) a ,  

ne devien t  infinie que  1)our des w d e u r s  finies de x, et ces va leurs  sont  

eelle  q,,i .,,,,,ule,,t V) et f ( . ,  .,j). Pou," q,,e r i , .6-  
grale f F ( x ,  .@ix, ou, darts le plan des t, pour qlle l ' intdgrale 

/ 'Q(.,.., : / )3 ,  

t 

se r6duise 11 une fonel ion r ,  liomw, lle de x, y,  augmentde,  d ' une  in t6grale  

de premix)re esp6ee, il f au t  t o u t  d ' abord  que  tes p61es dc la fmlet ion 
q ( , ,  !/) d, 

solent des p6les d 'o rd re  a.tt lllO]lls 6gal i~ 2; eela r6sulte de } I~ (.; !/) dt 

ee que h,s r6sidus corresl~omlant i~ ees p61es doivent  dtre nuls. En 

d ' au t re  tcrmes,  la. eom'be  l{ := o doi t  avoir  avee la couvbt' f : - - o  un 

contact, du  p r e m i e r  ordre  au moins,  en tous les points,  non situds sur la 

com'be (~? = o, oh elle la r encon t re ;  si, en un de ces points ,  Q ~ - o  a 

avee fl = o un contac t  d 'o rdre  #,  I t  = o devra  y avoir  avec f i =  o un 

contact  d 'o rd re  ~, ,~ d tan t  tt, l qu 'on  ait  ,~ > l Z  + 2, o u  ,~ < f t .  

Admet tons ,  1)our fixer les id&'s, que la eourbe  /~--~ o touche  la 

eour |)e t ' :=  o, en Ull certain nomln 'e  de points,  de eoordonn6es  al, lq; 

au, b~; . . .  et que  la eourl)e Q, =--o passe par  tous les aut res  points  

e o m m u n s  qux d e u x  premi6res ;  Its infinis de l ' in tdgrale  1 seront  les points  

(q, %, . . . .  Supposons ,  pou r  simplifier,  que ees points  ne soient  pas des 

points  cr i t iques  p o u r  la fonet ion !/ de x,  qui vdrifie l ' & l u a t i o n / ( x ,  Y ) =  o. 

Nous  devons  derive en p remie r  lieu que la pdriode polaire,  pour  

le po in t  x = a,, de l'intdgrale~ / - e s t  nul le ,  c. h. d. que dans le ddvelop- 

p e m e n t  de g (x ,  if) s u i w m t  les puissances  eroissantes d e  z ~ a  = h, le 
I 

coefficient  du  t e rme  /~ s 'annule.  

OF Oil q :  

re(.., ~/) q ( . .  t,) + / , (e ' ( , , .  t,) + . . .  

" ( * '  :'~) /~-'.~, t,:"(,,, 1,) + - g  l , '"( . ,  t,) + . . .  
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= fP~(~ , '  Y)dx; 
G d G 

Q'(. , ,  b) aQ' ar ' - ~ + ~ Y ,  

t~"(~,  b) a-'t~ a~lr a217, al~ ,, .... >,,~ ~- 2 G G y '  + ~ l ; ~ y  ''~ + F , y  , 

t~'"(a b) a~lt a'~.R , a'~l~ a~'R ,o 

3~I~ ,, ~ R .  a l~  ,,, 
+ 3 G a b  y + 3 a V  y'y'' + G y ' 

y' ~ " q"' d!l d~ y dS y 
y ,  6 tant  les va leurs  de e l . '  d.'-' ' dC,7 au  poin t  a,  b. 

Le coefficient de ~ est 6ga.1, dans le d 6 v e l o p p e m e n t  de ~ ,  

2 

31( '~L3'e' ~ - -  QL  ], 

on dol t  done  ~voir la p remi6re  s6rie d 'dquat ions :  

al" bl\ 

3Q'(a, b ) R " ( a ,  b ) - - Q ( ( ; ,  b ) I i ' " ( a ,  b) --o.  ~,b :1:2::12] 

, ~ ,, q , , ,  Les va leurs  de y ,  y , .  se ea lcu len t  "~ l 'aide de la re la t ion f @ ,  y) o. 
I 

I1 fau t  m a i n l e n a n t  ca lcu ler  le ter ine en ~ dans  le d 6 v e l o p p e m e n t  

I 
de f ( x ,  y ) G , ( x ) ;  c o m m e  il n 'y  a i)as de fe rme  en ~, dans  ~(.v,y), ct  que 

2Q, 
le t e rme  en h~ est 6gal ~ U ,  on aura ,  pour  le terme chereh6: 

R " ( a ,  b) da ' 

dG, fit.ant la ddrivde pou r  x = - a ,  de la fonct ion 
da 
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cette d6riv6e est done 
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P,(a. b) 

af b) 

On aura ainsL la seeonde s6rie d'6quations: 

Q(,~,, ~,,)1.,(.,,, b,) 

w,(o,, b,) 
+ Q(%, b,)P,(%, b,) - I - . . . = o .  

/~"(%, b~) ~fb. (a,~, b,) 

La somme s'6tend k toutes les valeurs de a et b qui annulent simul- 
tan6ment R@, y) et f(x, y), sans annuler Q(x, y); tn metCant successive- 
ment ~ la place de P~ lts fonctions P~, P~, . . . ,  P, ,  on obtient p 6qua- 
tions dans cette seconde sdrie; rappelons que les polyn6mes 

J , , ( , ,  v), v), . . .  

sont Its premiers membrts dts 6quations de p courbes d'ordre n - - 3 ,  
adjointes ir la courbe f =  o, ct lin6airement distinctes. 

Si les fonetions Q et R v6rifient les deux s6ries d'6quations qui pr6- 

['Q(x, y_) est n6cessairement 6gale h unc fonetion ra- c6dent, l'int6grale j Ir y)dz, 

tionnelle dc x, y, augmcnt6e d'une intggrale de premi6re esp6ct, appar- 
tenant 5 la courbe f(x, y ) =  o. 

II nous reste maintenant afin de terminer l'examen du problbme pri- 
mitif, ~r cherchcr Its conditions n6cessaires et suffisantes pour que les int6- 
grales de premi6re esp6ce disparaissent dans l'expression de l'int6grale 

f~ (x ,  y)dx, qui se r6duira ninsi ~ une fonction rationnelle de x, y.  

1 1. Rcvenons ~ eet effet 5 l'int6grale 

I(t) =f0(t) t. 
Si cette int6grale est uniforme, et si les 6quations que nous avons d6- 
sign6es par (E) sont v6rifi6es, on aura: 

I(t) = F(t) -4- ~Gl(t) A- ~2G~(t) t . . .  + ~Gp(t), 

F(t) 6rant une fonction fuchsienne et G,(t) d6signant toujours l'int6grale 
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fo~(t)dt. Nous allons ehercher k quelles conditions doit satisfaire O(t), 
pour qu'on air 

)'l ----- )'2 . . . . .  o. 

Soit k cet effet ~'(t) une fonction th6tafuehsienne du premier degrS, 
n'ayant dans R 0 qu'un pble double, t = ft. On volt comme au n ~ 5 que 

l'int~grale fI(t)r est nulle le long du p6rim6tre de R0, si I(t) est 

une fonction fuchsienne, c. k. d. se rSduit ~ F(t). 
En consid6rant successivement p fonctions telles que ~'(t), que nous 

d6signerons par 
r  . . . ,  

adinettant respectivement pour infinis doubles les quantit~s 

f l , , f l , . . . , f l , , ,  

on obtient ainsi p, 6quations, auxquelles satisfait l 'int6grale I ( t ) ,  dans le 
cas off elle se reduit h, une fonction fuchsienne. 

Nous allons montrer maintenant que si ces 6quations sont v6rifi6es, 
I e s t  nScessairement une fonction fuchsienne. 

On a en effet: 

f•162 =fF(t)Z,(t)dt + + . . .  + 
R~ R o R o 

Or la premi@e int~grale du second membre est nulle, puisque F(t) est 
une fonction fuchsienne; la deuxi~me est 6gale k 2~ri multipli6 par la 
somme des r6sidus dans R 0 de la fonction 

Cette fi)nction n'a pas d 'autre p61e que le p61e double tq~; d'ailleurs le 

r~sidu de ~(t) par rapport ~ ce p61e est nul, car lmtevra le  f~(t)dt est 

nulle le long de R0, par celu seul que ~(t) est une fonction th6ta- 
fuchsienne de degr6 un. Soit Ai le coefficient, n6cessairement diffdrent 

, I 

de zero, de (t--fl~)~ dans le d6veloppement de ~(t)  suivant les puissances 

croissantes de t--fl~.  
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Le rdsidu de 
(),: a~ + ;,.,. (:~ + . . . )  .7, 

par rapport au p6le 19~ sera ainsi 6gal h, la valeur, pour t =/~, ,  de la 
fonetion 

( a6', a(;., ) 
A, ; , ~ W +  ;,.~-57:+ . . .  ; 

e.  it. d .  de 

A , [ ) , l O l ( ~ i  ) - ] -  ),.20.2(1'~i) -~-...~. 

On 'l clone Its p relations: 

),,e~(j~,) + ;,.,o,(,~,) + . . .  + ~ , o , , ( / ~ , )  = o .  (i=1, .'2 . . . . .  p) 

Or les quantit6s fl~ sont arbitraires; si on les ehoisit de manidre g ne pas 
annuler le ddterminant des relations prde6dentes, e. h.. d. de mani&'e h. ne 
pas 'mnuler une mdme fonetion th6tafuehsienne holomorphe de deg% un, 
on tirera n6eess'firement de ees relations 

)'1 ~---),~ . . . .  -- O. 

12 .  On peut, eomme "m n ~ 7 mettre Its conditions pr&&lentes 
sous une autre forme; soit en effet 

t:,(t) =f , , , ( t ) , l t ;  
II~(t) est une fonetion uniforme de t, darts le eerele fondament'd, puisque 
le %sidu de ~,~(t) eorrespondant au p61e double fl~, est nul. I I e n  r&ulte 
qu'au lieu d'6erire que la somme des r6sidus dans B0, de la fonetion 
I(t)~,<(t) est nulle, on peut &rite le m~me r&ultat  pour la fonetion 
~-~(:) < (t). 

13.  Pour  appliquer ees r&ultats h l 'in%grale fg@, y)dx,  il faut 

d'abord eheretmr l'expression de II~(t) en fonefion de x. 
H~ 6{ant une int6grale qui n':t qu'un infini, on voit san.a difficult6 

que, dans le plan des quantitds x, eette int(~grale est une int6grale ab& 
lienne de seeonde esp&:e, et l'on a ainsi: 

fll 

.9, (a,, :,/) dx, 
Hi(:r) = a/'(h,, + 1,.,t/ + l ) 

,- a t /  
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h~x q- k,y q- 1~ = o dtant l '~quation d'une tangente queleonque ~ l'l eourbe 

/ ' =  o; !2,@, y ) =  o l'(~quation d'une courbe de degr6 n . . . .  2, adjointe h, 
la prde6dente supposde de degr6 n, ct la eoupant aux point~, autres que 

le point, de contact, oh (',lie est reneontr(;e par la tangente eonsid6rde. 

II en r,3sulte, comme au n ~ 8, que le,~ condition~ (lu'on vie~lt de 
trouver,  expriment que la somme des pdriodes lmlaires de chacun(', des 
int~'~grales 

f f(z, y ) t t , ( z ) d x  

est nulle. On pent done 6t~oncel" firmlement la prol)osition suivante qui 
rdsume notre thdorie. 

Th4or~me II. Soienf: f(oc, y ) =  o l'dqucdion d'mm courbe alg(;- 

bri(l~e de .qenre p; p@,  y) une flonclion ratio~melle quelc.onq~te de z et y; 
Ga, G a, . . .  , Gr, p inldgrales alJdliennes de premi;re es))i,c'e (lislincle,s; 
H~, . . . .  HI,, 19 i~#(~qrales de de~txikme esp&e appartenant ,i la courbe f--= o. 

Po~r qz~e l'inl,:yale . f g@,  y)dx  se rd&~ise ,i une flo,wtion ration- 

helle de x,  y ,  il fi~ut et il s~tffit: 
i ~ q~te eerie inld;qrale n'ait pas de p&iode polaire; 

2 ~ que la somme des p&iodes polaires de ch.acune, des in[~{qrates 

ff(a,, ,j) <( .soit nulle ; 
~~ q~e la somme des l)driodes potaires de clmcmm des infdqrales 0 

, f f ( x ,  y ) I I , ( x ) d x  soit (~qalement mdle. i 

d une int6grale f t  (z, y)dx ,  pour tan intini x a La l)&iode polaire ' ,' , = 

de cette intdgrale est ainsi d6finie: supposons que pour revenir ~ la m6me 

va.leur de F(x,  y) il faille faire d4erire g la variable z q fois un con- 
tour  infiniment petit autour du point a; la pdriode polaire sera la va- 

leur que  prend l ' intdgrale quand la variable dderit q fois ee contour. 

Si a n'est pas un point critique pour 1:~ fonetion y, qui vdrifie la 

relation f ( x ,  y) = o, la fonction F ( x ,  y) se d6veloppera suiwmt les puis- 
sances eroissantes entidres de 0c - -  a, et la pdriode polaire sera 6gale ~L 2~i 
fois le r~sidu correspond'rot. 

Si a est un point  critique, il sera ndeessaire de ealeuler Its ddveloppe-  
ments  (le y et F(x, y) suivant  les puissances eroissantes et fraetionnaires 

II faut tou|e/'ois~ pour que les conditions 3 ~ soient snffisantes, que les points de 

la eourbe f ~ - o  05. les 19 fonetions Hi deviennent infinies~ ne soient pas sur une mSme 

eourbe de degr~ n - - 3  adjointe '5, la eourbe f = o (n ~ 11). 
A e t a  m a t h ~ m a t i e a .  10. Impr im~ le 1 Sept.embre 1887. 3~  
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de a; le coefficient de i dans le dernier d6veloppement f6urnira la 

p6riode polaire. 1 
Comme les conditions 2 ~ , les conditions 3 ~ ne renferment aucun 

s i g n e d  mr%rat tan  si les conditions I~ sont vemfiees. 
14. En appliquant  ces principes k l 'exemple trait6 a u n  ~ 9, on 

trouve ais6ment pour la troisi6me s6rie d'6quations, les p relations 
suivantes, oh c~, d~ sont les coordonn6es du point de la courbe f = o 
oh //~ devient infini: 

2Q(a~, b,)9~(a~, b,) 
vf R"(a~,  b l ) s y - ( a , ,  b~)[h,a~ Jr- k ,b ,  "t- l~] 

,w I 

~- 2Q(a~, b~) tO~(a.~, b~) ._~ . . . 

R"(a~, b~)~(a~, b~)[h,a~ + k~b~ + l~] 

q(r d,)9,(~,, d,) 

d,) k {d:y  
( i = 1 , 2 ,  ,.., p) 

d~Y ' " e �9 dedmt de l '4quation (d'y~ 4tant, au point c~, dr, la valeur de d-~, 

f(x, v ) =  o. 
1 ~. Remarque. Les conditions donn4es par le th4or~me II ont une 

signification simple, qui r~sulte immSdiatement de tout ce qui pr~cSde. 

Supposons l 'intSgrale f~(x ,  y)dx d~compos6e par le proc6d6 classique 

en int6grales abSliennes de premiere, de seconde et de troisi~me esp~ee. 
Les conditions I ~ expriment que les int~grales de troisi~me esp~ce 

disparaissent; 
les conditions 2 ~ clue la somme des int~grales de seconde esp~ce 

se rSduit ~ une fonction rationnelle de x, y; 
les conditions 3 ~ que les intSgrales de premiere esp~ce disparaissent 

leur tour. 

I Cl e. BRIOT et BOUQUET, Fo~ctions elliptiques, p. I76--177. 


