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SUR UN CAS SPECIAL DE

L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE LAME

PAR

E. A. STENBERG

4 HELSINGFORS.

La méthode donnée par M. Hermire dans son admirable mémoire
Sur quelques applications des fonctions elliptiques (premier fascicule, Paris,
Gauthier-Villars 1885, §§ 44, 45), pour intégrer V'équation différentielle
de Lamg

y' —[nn 4+ 1)k’sn’z + hly = o

n'est plus applicable, quand les équations trouvées au § 45, c'est-a-dire
Hy, , 4+ WHy s+ WH, ;+ ...+ h_H + 5k =0,
2vHy, + (2v — 2)h Hyy 3 + (2v — )l Hyy , + ... + 2h,_H, =0

ou
sz~2 + th2v—-—4 + h2H2v-—s + ...+ hv——IHO = 0,

(2!} - I)H2v~l + (ZV - 3)h1H2v—3 + tee + hv——lHl —kv = 0

suivant les cas de n = 2y et #» = 2v — 1, conduisent par l'élimination
de 1 a une équation

O(k*sn*w, ksnwcnwdnw) = o,

ou la fonction doublement périodique @ ne devient nul que pour w = iK'
La fonction f(#) du méme paragraphe n'a, en effet, alors aucun pdle
et ne peut pas par conséquent servir d'élément simple.
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Il en est ainsi, particuliérement, toujours, quand l'équation de LAME
est satisfaite par des fonctions doublement périodiques spéciales de seconde
espéce de M. Mrrrac-LerrLer.! Clest ce cas, laissé de coté par M. Hex-
MITE, que je me propose d’étudier ici.

Soit y une fonction de cette espéce, ayant le seul pdle z = iK',
auquel correspond le développement suivant

h hi
R T

I I,
y_'gz'i's—,:)-F

eﬂ
La quantité 2, qui entre dans les multiplicateurs

e2AK , eﬂAiK

de cette fonction, est alors, comme I'a démontré M. MitTAG-LEFFLER dans
son article cité ci-dessus, soumise & la condition

__[___ 2—1 hl _gn—3 hv—2 3 hv——] _

T s T R k=0
ou ’

T b e A o =0

I'(n) I'(n — 2) cee T(3) y—1

suivant les cas de w = 2v et » = 2y — 1.
Pour reconnaitre si 'équation de LAME a une solution ainsi qualifiée
nous déterminons d’abord les v 4 1 coefficients

by, ky, h oy Ry By

39

au moyen des formules de M. HErmiTE au § 44:

L __h+n(n+ I)s_o’

1 4an — 2

n(n-i—l_)

1?

2(2n — 3)h, = (2n — 1)k} —

i(2n— 2t + 1), = (2n — 1) by b, _nn :—l)

(S17i—y + 82k + oo+ 8i0)s

! MirraG-LEFFLER, Sur les fonctions doublement périodiques de seconde . espéce.
Comptes rendus de 1’académie des sciences de Paris, 26 Janvier 1880.
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ou les quantités s, s,, s,, ... sont les coefficients du développement

I

1
cn=at% + s’ F 58t 4+ ...

c'est-a-dire

s — 1+ k?
0 3
1 — k4K
T
2 — 3k — 3k* + 2k*
S = 189

Jemploie comme élément simple la fonction

i) = y(@)e ==,

oll je pose
_Al@) |, .
Z(fv)—m;j‘f‘u'
On a
g oy Al(e), 1 At — A et
XOK + &) =g = — e — A’ — A" — o,

on & Yalde de la relation

I

les coefficients seront donnés par la formule

Si
P20 1

Nous pourrons ainsi écrire

fGK + &)="+ H, + He + He' + ...,

1
&
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oll nous aurons

Hy =4
H A
B (6
Xs
‘HZ = - ‘AOA + T’Z4_)
A A
B=—d =4+
et en général
At A° Azi—1 pLIES
B (O R (TR ik
A’ /14 AZi » 121’-{-2
B = —Ad—do = Ay A rmr o Y rms s

D’aprés cela, si nous considérons la fonction

D f(z) _, DE7 (@)

F(x) = — — ky_l-DIf(x) + (/Ye)t(z—iK')

T2y~ MTeyv=2 "
ou
7 Di"—g Di“"‘4 ) Y AMz—iK'
P B IS b+ e

suivant les cas de # =2y ou n= 2y — 1, et posons x =K' + ¢, la
partie principale de son développement sera égale a celle de y.

F(x) est une fonction doublement périodique de seconde espece de
M. Mrrrac-LEFFLER avec les multiplicateurs

X, M,
car
flx + 2K) = *f(z) — 2Je+0
f(x + 2iK’) = %K f(g) — 2iJeNe+3E)
d’'ou

f(r)(x + 2K) — eaAKf(r)(x) — 2ArJel(z+‘2K)
f(r)(x _I_ 2’I:K') — e‘zliK’f(r)(w) — 2AriJ:el(z+w'K')
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et par conséquent, en ayant égard a l'équation- conditionnelle, a laquelle
la quantité A est soumise

F(z + 2K) = ¢**F(z)
F(z + 2iK’) = " F(z).

Cela posé¢, je dis que la fonction F(z) sera une intégrale de l'équation
de LaMmE il est possible de déterminer les quantités C et A de telle
sorte que dans les développements des fonctions F(x) et y, suivant les
puissances croissantes de &, non seulement, comme nous l'avons vu, les
parties principales mais aussi les termes constants et les coefficients de
€? soient égaux, toutefois sans que I'équation conditionnelle cesse d’étre
satisfaite par A.

En substituant F(z) pour y dans le premier membre de I'équation
de LaAME, nous obtiendrons en effet alors une fonction doublement pé-
riodique de seconde espéce de M. MirTaG-LEFFLER

D)F(z) — [n(n 4+ 1)E’sn*z 4+ k] F(z),
dont les multiplicateurs seront

22K

e , eﬂiK

et qui n'aura qu'un seul péle x = iK’, auquel correspondra un dévelop-
pement de la forme

C
--€2+ e+ e+ ...
L’équation conditionnelle de cette fonction sera ainsi

Coh = O,

d’ou

Co

I

o,

parce que nous ne nous occupons point des solutions doublement pé-
riodiques de premiére espéce, dont l'étude compléte est donnée par M.
HermiTe au § 52. La fonction en question, n‘ayant ainsi aucun pole,
gsera de la forme Cé et par conséquent, comme étant égal 4 zéro pour
« = iK', identiquement nul.
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Posons, dans le cas de n = 2y, le terme constant du développe-
ment de F(z),

—Hy \—MWHy y—WH ;—...—h_H 4+ C
égal & h, et le coefficient de &*
v {2y A 1) Hpp — (o — )2 — 1) Hyyy — (o — 2)(20 — 3) Iy Hy,_, —

e—2.5h JHy— 1.3h,_,Hy + %)‘2

égal & b, et dans le cas de » = 2y — 1 le terme constant ainsi que
le coefficient de ¢?, c'est-a-dire les expressions

H, ,+ MhH, , + h, H, s + oo bv——l'H() + C,
v(zv — 1) Hy, + (v — 1)(2v — 3) I Hy y + (v — 2)(2v — 5) H,,, + .

b Hy S0

égaux i zéro. Par cela nous obtenons d’abord pour # = 2v
C=H, +MH, ,+ ...+ }h_H + 1
et pour # = 2y — 1
C=—(Hy ,+ hH, + ...+ h_H +h_H)

et ensuite, en ayant égard aux expressions des H, la relation

(A) i (n + 2)[1@30} + (,n —_ I)hl]/\n
+zf([(—nzt-:-)1)("+2)[("") g(lwi-—]‘)si_jhj

4+ (n— 20— I)h,+1])” % = o,

ot N =y dans le premier cas et N =y-—1 dans le second. Cette
relation. doit étre satisfaite par une racine A de 'équation conditionnelle,
si I'équation de LaME est intégrée par une fonction du genre considéré.
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A chaque racine commune A de ces équations correspond une autre
— A, et comme chaque valeur de A nous donne une intégrale parti-
culicre, il n’existe qu'une seule quantité 2%, qui en méme temps satisfait
aux denx équations, et & celle correspondent les deux fonctions I(x)
et I'(— x), qui entrent dans l'intégrale générale de l'équation de Lamp

CiF(zx) + CF(— ).

Pour que cette équation différentielle ait une intégrale doublement
périodique du genre considéré, il est donc nécessaire et sufficant que les
équations (A) et

i=y—1

An——l + Z [([(n) ] ))L—21—~1 — 0

solent satisfaites par une méme valeur de 2°.
En faisant les coefficients de ¢ dans les développements des fonc-
tions F(x) et y égaux nous obtenons une équation

Ju+1 i=v—1 An—2i—1 J

(B) T 5 7) Z T — z><9 +z’”'—f + ) =0,

qui est satisfaite par chaque racine A* de I'équation conditionnelle. Par
‘cette relation (B) nous pouvons simplifier I'équation (A) sans qu'elle cesse
de jouer le role en questioh. Désignons par a et ) les membres gauches
des équations (A) et (B); la formule

i _!_(_1_1__1—_3) = 0
n 41
donnera en effet I'équation
/“n+2 An
(A7) I'n + 3) + M I'n + 1)

J=i—-1 N

An—2
Z Tn—2i+ 1) <wi + »Z:l (=i — h"“) =0

)\n——?i
I —2i+ 1)
h de la valeur », se laissent calculer plus facilement que ceux de I'équa-
tion (A).

Aecta mathematica. 10, Imprimé le 9 Novembre 1887. 44

ou les coefficients des ne dépendant que par les quantités
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Applications. Parce qu'il n’existe aucune fonction doublement pé-
riodique de seconde espéce de M. Mrrrac-LEFFLER, dont le pole unique
soit d'ordre inférieur au troisiéme, 1'’équation de LaME ne peut étre du
genre spécial étudié ci-dessus que pour # > 3.

. Considérons en premier lieu le cas de n = 3. Ona

5 . h+40+F

1 10

A :%7[?—31.

2

[’équation conditionnelle de 1 est
2 —
A+ 2k, =0
et celle que nous avons désignée par (A')

35
A

A .
gy T gyt —s)i=o.

2 :i(x — K 4 k)

le membre gauche de la derniére équation est divisible par A* + 2h,.
Les seules équations de LAME du genre considéré au cas de n = 3 sont
ainsi

g — [12ksn*s — 4(1 + ¥ + 51—k + &)y = O
et

y'—[12k%sn?e — 4(1 + k) — syT— & + ki]y = o,

ou 1 —k*+ k* désigne la racine positive.
Pour la premiére, la fonction F(z), qui entre dans lintégrale gé-
nérale
0,F(e) + C,F(— ),
est

2
) = 20 L s () + cee o,
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A=YT—1

= é:/l—- Bk 2(1 4 k%) — VI — &+ B 4 3y — k],

et pour la seconde équation

F(r) = Uﬁ(x) + 3 SV — B+ k() + Ce'e—tED,

ou
h= iyt — k' + k'

1 1, , P
C=— Vi—F+ k4+éw — 200 +F) TR+ k]

Dans ces formules le radical \T—%® + k* a la valeur nommée et

VU —k* + k' désigne la racine quatriéme réelle et positive.

II. Dans le cas de #n = 4 on a

h 10 4
o= — e+ )

7 12
hy =L h? —
2 o 51

by — ‘Eh}‘ 17k + 10s, '
90 9
Les deux équations caractéristiques sont
i .
m + hl A= 0

+ Iy — s, — 28, = O,

l(7>+hl 1*(5 + (b, — >1< 3)

elles ont une racine A? commune si

W — %hls, + ==s, = O.
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Nous obtenons trois valeurs distinetes pour £ et ainsi trois équa-

tions de LaMmE du genre considéré, dont les intégrales auront la forme
Bo) = — 2L, () 4 oo
ou

s ===

' 2 L4
C = —’-;5]1; + 271&'0‘“3%-



