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SUR UN CAS SPECIAL DE 

L'I~QUATION DIFFI~RENTIELLE DE LAMIt 

PAR 

E. A. STENBERG 
H E L S I N G F O R S .  

La m6thode donnde par M. HERMITE dans son admirable mdmoire 
Sur  quelques applications des fonctions elliptiques (premier fascicule, Paris, 
Gauthier-Villars :885, w167 44, 45), pour int6grer l'6quation diff6rentielle 
de LAMk 

y" - -  [n(n -{-- t)k~ sn~x -{- h ] y = o  

n'est plus applicable, quand les 6quations trouv~es au w 45, c'est-k-dire 

H~.,_~ "4- hlH~.,-3 "4- h, II~.~_ 5 7 t- . . .  -3 t- h~_, H~ + h, = o, 

o n  

H~_~ + h,H~_, + h:H~_6 + . . .  + h~_,14o = o, 

(2~ - -  I)H~_~ + (2~ - -  3)h~H2.,_3 + . . .  + h~_~H~ - - h ~  -~ o 

par l'61imination suivant les cas de n ~  2~ et n =  2 ~ - - r ,  conduisent 
de 2 k une 6quation 

~(k~sn~ea, ksneacnmdneo) ---- o, 

oh la fonction doublement p4riodique ~ ne devient nul que pour ea -----iK'. 
La fonction f ( x )  du m~me paragraphe n'a, en effet, alors aucun p61e 

et ne peut pas par consequent servir d'~l~ment simple. 
Acta mathetaa~r 10. Imprim~ 1r 24 Octobre 1887. 
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I1 en est ainsi, particuli~rement,  toujours, quand l '6quation de LAM~ 
est satisfaite par des fonctions doublement  p6riodiques sp6ciales de seconde 

esp~ce de U. MITTAG-LEFFLER. 1 C'est ce cas, laiss6 de c6t6 par M. Hi~I~- 

MITE, que je me propose d'6tudier ici. 
Soit y une fonction de cette esp~ce, ayant  le seul pble x == iK ' ,  

auquel  correspond le d6veloppement suivant 

I h ,  h~ hi y = - ~ +  . . - -=,+~-~_,+.. .+~+~,,_~ . . . .  

La quantit6 2, qui entre dans les mult ipl icateurs 

de cette fonction, est alors, comme l'a d6montr6 M. MITTAG-LEF:FLF, R dans 

son article cit6 ci-dessus, soumise k la condition 

on 

I /~a--1 ht 
F(~'~ ) 4- FO~ --  2) 

h,~-2 13 h~-x . 
;e-~ + " "  + :'(4)- + r---~Z ~ 0  

] An__ 1 ht 
I-~n~ + I'(,~ - 2) ~.-~ + . . .  + - f f ~  + h~_l ~ O  

suivant les cas de n = 2v et n = 2 u - -  i. 
Pour  reconnaltre si l '6quation de L A ~  a une solution ainsi qualifi~e 

nous d6terminons d'abord les v + I coefficients 

hi, h2, h3, . . . ,  h~, h,~+l 

au moyen des formules de M. HERMITE au  w 44: 

hi = h + . ( ~  + t)so 
- -  4 n  - -  2 ' 

2(2n  3)h2 ---- ( 2 n - -  I)h~ ~(n + X) sl ' 
2 

i ( 2 , g - -  2~ "4- I)hi - -  (211~-- I)hlhi• ,~(~ + i) (s~ h,,.~ + s,, h, 3 + �9 �9 + s~_ 1), 

l MITTAG_LEFFLER i ~U~" les fonctions doublement pdriodiques de seconde esp~ce. 
Comptes  rendus  de l ' a c a d 6 m i e  d e s  sc iences  de Paris~ 26 Janvier I88O. 
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off les quantit6s So, sl, s2, . . .  sont les coefficients du d6veloppement 

~ n ' ~ = P  + s ~  + s ,  + % * ' + . . .  

c'est-~-dire 

i + k '  
3 O = 

3 

I - - - k  ~ + k' 

t5 

2 - -  3 k ~ -  3 k4 + 2k'  
8 2 = 1 8  9 

J'emploie comme 616ment simple la fonction 

oh je pose 

Al ' (x)  id ' .  
z ( x )  - A1 + 

On a 

z(iK, + ~) _ AI' (*)_____!, ___ ! __  
AI (*), r 

oh k l'aide de la relation 

D~ log A1 (x)l . . . .  
I 

8 n t X  

les coefficients seront donn4s par la formule 

$6 

Ai = 2{ + I"  

Nous pourrons ainsi 6crire 

I 
f(iK' + ~)= -~ + t t  o + t I~  + H ~ '  + . . . ,  
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Oh n o u s  a u r o n s  

E .  A. 8tenborg. 

H o = , t  

H, = - - &  + R3) 

/3, = - -  Ao~ + r(4) 

H~ = - -  .41 - -  -4o r ~  + r ( s )  

et en g~ndral 

H ~  ------ - - -  A i - l ~  - -  A i _ ~ / ' ( 4 )  
~ 5  

A~_~ I"(6) . . . ~  Ao ~--~-) + / ' ( 2 i  + 2) 

~2 

H~,+I = - -  A i ~ A i _  1 r(3 ) - - - - A , _ ~  r(5) " " - -A~  + ~) + -F(2i + 3)" 

D'apr~s cela, si nous consid6rons la fonction 

~(~)  = D:V-1 :: , 

F(2~,) -- hi I'(2~, -- 2) . . . - -  h,_~Dff(x) + C'e ~(~-~K') 

OU 

F ( x )  = - -  

2V--~ 
D.~ f(x) 
r ( 2 . -  l) 

r , 2 ~ - - 4  : t  - 

-t- n, ~ ~  + . . .  Dr: h~_,f(x) -I- Ce"(~-'w) 

suivant les cas de n - = 2 v  ou n =  2 u - - I ,  et posons x = i K ' + , ,  la 
partie principale de son d6veloppement sera 6gale  ~ celle de y, 

F ( x )  est une fonction doublement p6riodique de seconde esp~ce de 
M. MITTAG-LEFFLE~ avec les mult ipl icateurs 

cAgr 

d'oh 

f ( x  + 2K) = e ~ : f ( x ) -  2Je ~(,+~x, 

f ( x  + 2iK') = e~'SWf(x) - -  2 iJ '#  (~+~'r, 

f")(x + : K )  ---- e ~  f ' ' (  x) - -  2~" Je '('+'K) 

f(')(x + 2iK') = P~'a'f(')(x) - -  :~' iJ 'e w'+''w) 
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et par consequent, en ayant dgard ~ l'~quation conditionnelle, a laquelle 
la quantitd ~ est soumise 

F(x + ~K) --- e ~ F ( x )  

F(x  + 2iK') --- e~'~'F(x). 

Cela pos~, je dis que la fonction F(x)  sera une int~grale de l'~quation 
de LAM~ s'il  est possible de d~terminer les quantit~s C et 2 de telle 
sorte que dans les dSveloppements des fonctions F(z)  et y, suivant les 
puissances croissantes de ~, non seulement, comme nous l'avons vu, les 
parties principales mais aussi les termes constants et les coefficients de 
e ~ soient ~gaux, toutefois sans que l'~quation conditionnelle cesse d'etre 
satisfaite par 2. 

En substituant /7(x) pour y dans le premier membre de l'~quation 
de LAM~, nous obtiendrons en effet alors une fonction doublement p6- 
riodique de seconde esp~ce de M. MITTAG-LEYFLER 

D~xF(X)- [ . ( .  -~ I ) k ' s n ' x  -~- h] ~](x), 

dont les multiplicateurs seront 

e ~K ~ e ~'~g' 

et qui n'aura qu'un seul pSle x ~ i/l:', auquel correspondra un d~velop- 
pement de la forme 

.~0-t- c~  § c~  ~ § . . . .  

L'6quation conditionnelle de cette fonction sera ainsi 

d'ofi 
eo). - ~  o ,  

C 0 ---O~ 

parce que nous ne nous occupons point des solutions doublement p~- 
riodiques de premiere esp~ce, dont l'~tude complete est donn~e par M. 
I~ERMITE a u  w 52. La fonction en question, n'ayant ainsi aucun pSle, 
sera de la forme Ce ~ et pal' consequent, comme ~tant 6gal h z~ro pour 
x ~ iK', identiquement nul. 
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Posons~ dana le cas de n - - - -2v ,  le terme constant du d6veloppe- 
ment de F ( x ) ,  

6gal ~ h~ et le coefficient de e" 

- -  v(2v + I ) H ~ + I - - ( v - -  I)(21~-- I)h, II2.~_~ - -  (v - -  2)(2v-- 3 ) h ~ H ~ _ ~ - - . . .  

. . .  - -  2.5h~ ~H~ - -  i .  3h~_iH~ + C_)~ 

6gaL k h~+l, et dans  le cas de n ---- 2 v - -  i le terme constant ainsi que 
le coefficient de ~ ,  c'est-k-dire les expressiofis 

H.2~_~ + h~H~,_, + h~IL,2,,_ ~ + . . .  + hv._,Ho + C, 

v ( 2 v -  , )H~ + ( v -  , ) ( 2 v -  3)h,/ /~_,  + ( u -  2)(2v--  5)/,~H2~_, + . . .  

�9 . .  + h ~ _ l H ~ +  2 

6gaux k z6ro. Par cela nous obtenons d'abord pour n = 2v 

et pour n = 2 v -  i 

C------- - - [ H ~ _  2 -~- h,  H.2~,_ ̀  .-~ . . .  --{- ],~_ ~ n . ,  -q.- h~_mHo] 

et ensuite, en ayant 6gard aux expressions des / / ,  la relation 

(A) + (,, + 2)[.So + ( , , -  ,)h,]a" 
j=i 

i = l  

+ ( n -  2 i -  I)h,+i]),"-" ---- o, 

oh : N - - - v  dana le premier eas et N = v - - i  dana le second. Cette 
relation dolt 6tee satisfaite par une racine 2 d e  t%quation conditionnelle, 
si l'6quation de LAM~ est int6gr6e par une fonction du genre consid6r6. 
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A chaque racine commune )̀  de ces 6quations correspond unc autre 
- - ) ` ,  et comme chaque valour de ), nous donne une int6grale parti- 
cuti6re, il n'existe qu'une seule quantit6 ),~, qui en m,3me temps satisfait 
aux deux 6quations, et ~ celle correspondent les deux fonctions F(x)  
et / : ( - - x ) ,  qui entrent dans l'int6grale g6ndrale de l'6quation de LAMI:: 

+ % F ( -  

Pour que cettc 6quation diff@entiellc ait une intSgrale doublemcnt 
p@iodique du genre considdr6, il est donc n6cessairc et suffisant que les 
6quations (A) et 

i = v - - I  

soient satisfaites par une mOne valeur de )2. 
En faisant les coefficients de z darts les dSveloppements des fonc- 

tions F ( x )  et y 6gaux nous obtenons une 5quation 

),,,+l '=~-~ ),,-~,-~ ( :=.~ ) 

i = 0  j = l  --" / 

qui est satisfaitc par chaque racine )J de l'6quation conditionnelle. Par 
cette relation (B) nous pouvons simplifier l'6quation (A)sans qu'elle cesse 
de joucr le r61e en questioh. D6signons par a e t  b les membres gauches 
des 5quations (A) et (B); la formule 

b)  ̀ I'(n + 3) 
n +  t 

donnera en effet l'6quation 

)n  § 2 
/ h \  + hi 

I'(,, + 3) 

a - - - - o  

I '(., + I) 

- ) - -  ,=1 p(. .  - -  2i  + ~) is, (i - i )h.~,  j h,+, o ,  

~ n - - 2 i  

oh les coefficients des l ' (n - -2 i  + ~)' ne d6pendant que par les quantit6s 

h de la valeur n, se laissent ealculer plus facilement que ceuxde l'6qua- 
tion (A) .  

A e t a  m a t h e m a t i c a .  10. lmpr tm6  le 9 Novembre 18R7. 44 
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Applications. Parce qu'il  n'existe aueune fonction doublement p6- 
riodique de seconde espbce de M. MITTAG-LEFFr~ER, dont le p61e unique 
soit d'ordre inf6rieur au troisi6me, l '6quation de LAM~ ne peut 6tre du 
genre sp6eial 6tudi6 ci-dessus que pour n > 3- 

1. Consid6rons en premier lieu le cas de n =  3. On a 

hi 
h + 4 ( I  + k') 

IO 

5 h~ - -  s,. 

L'6quation conditionnelle de 2 est 

,t ~ + 2h, = o 

et cetle que nous avons ddsignde par (A') 

Si 

~5 

i '(6) 
~3 

. . . . .  "J[- ]l I l,(--z~ i --I'- (h':2 - -  'ql) )~ 

I 
z,~ = i ( ~  - -  k ~ + k ') 

- - -~O,  

le membre gauche de la derni6re 6quation est divisible par 2 2 +  2h 1. 
Les seules dquations de LAM~ du genre consid6r6 au cas de n--= 3 sont 
ainsi 

et 

Y " - -  [ ~ 2 k ' s n ~ x -  4(t  + k~) - 5~/, t?-+-~']y ----- o, 

oh ~.'i-  ks+ 1,-' d6signe la racine positive. 
Pour la premi6re, la fonction F(x ) ,  qui 

n6rale 
c,F(x) + ~F ( - -  x), 

est 

entre dans l ' intdgrale g~- 

F ( x )  D~f(x) , k"- k ' f ( x )  + Ce ~(~-~''), 
= 2 2 ~ '  I ~ qt_ 
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")t ~ ~/ I - -  k ~ + k " 

I 4 - -  
c' = ~ / ~ -  k, + 1~,[2(~ + k ~ ) - - ~ / , _ e + k , + S ~ / , _ ~ , + ~ , ] ,  

et  p o u r  la seeonde  6qua t i on  

F(.)  = D~t(~) 
2 

I 
- - -  + ; ~/i - k' + k ' / ( . )  + c'e '(*-'~:'', 

U __ ! , k ~ i ~ ' k ~ k*  J .  2~/,-1,~+ + ~ / t - - l ~ + k ' [ a ( ~  + k ~ ) + r  + 

l )ans  ces f o r m u l e s  le r ad i ca l  ~ [ -  k ~ +  k" a la v a l e u r  

~ : t - / ~ +  k 4 d6signe la r ac ine  q u a t r i 6 m e  r6el le  e t  posi t ive.  

II.  Dans  le cas de n - - 4  on a 

hi = _ _  i__~.3c~.h lO( i  ..~ k2 ) 

h~ = 7 h~ - -  ~'~ 

49h3 - [7h~s, + los,  
ha = ~-~ I 9 

Les d e u x  6qua t ions  ea rac t6 r i s t iques  sont  

I '(4) + h,), ----- o 

1"(7) -Jr- hi ~ + (h2 - -  S l ) ~  -J[- 1,3 - -  hlSl - -  282 

r i les  on t  u n e  r ac ine  a ~ e m n m u n c  si 

h~ 3--54 h,81"31- 3--54 8, = o.  

n o m m 6 e  et  

O~ 
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Nous obtcnons trois valeurs distinctes pour h ct ainsi trois 6qua- 
tions de I,a~.~s du genre consid6rG dont les int6grMes auront la forme 

t , ' ( x )  = - -  D:?.t'(,) h, D f( . , :)  -I-- ,,.,,,.,.-~K') , , . . J c . ,  . 

oh 

),--- + ~:-- 6h, 

C 4h~ -{- 2his o - 3 s i .  
5 


