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SUR UN MODE DE TRANSFORMATION DES SURFACES MINIMA 

PAI~ 

E. GOURSAT 
h P A R I S .  

1. En interprdtant g6om6triquement les formules de MOI~GE, M. 
SoPI~US LIE a rattach6 la th6orie des surfaces minima ~ celle des courbes 
dont les tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini, et auxquelles il 
a donn6 l e nora de courbes minima. ~ Bornons-nous d'abord, pour plus de 
nettet~, aux surfaces r6elles; il r6sulte des recherches de M. Lm que la 
surface minima r6elle la plus g6n6rale peut 6tre considdrde comme lc 
lieu du milieu d'une corde qui joint un point quelconque d'une courbe 
minima ~, un point quelconque de la courbe conjugude. 

Soient 

(,) X : A(t) ,  Y =  B(t ) ,  Z = C(t) 

les 6quations d'une courbe minima "[', A ( t ) ,  B ( t ) ,  C(t)  ddsignant trois 
fonctions du param6tre variable t qui v6rifient la relation 

d A  ~ -S d B  = -S dC = = o .  

Les coordonn6es d 'un point rdel de la surface minima rdelle correspondante 
S seront donndes par les formules 

( : )  y = 

= 

i S. Lm. Beitr~ge zar Theorie der Minimalfl~iche~t: I. Projectivische U~tersuch- 
ungen i~ber algebraische Mi~ffmalfl~ichen (Mathematische Annalen~ t. 14:: p. 33I; I878 ). 

II. Metrische Untersuchu~gen iiber algebraische Minimalfl~chen (m6me recueil t. 15~ 
p. 465; ~879). 

Acta mathematica. 11. Impr im6  le 11 F6vr ie r  1888. 
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le signe ~ indiquant que l'on prend seulement ]a pattie r6elle d'une 
quantit6 imaginaire; comme t e s t  une variable complexe, les coordonn6es 
x , y , z  d6pendent bien, comme cela dolt 6tre, de deux param~tres r6els. 

hnaginons maintenant  que l'on applique k la courbe minima F une 
transformation qui la change en une nouvelle courbe minima; k cette 
nouvelle courbe correspondra une autre surface minima r6elle dont les 
relations avec la premiere surface seront plus ou moins simples, suivant 
le mode de transfornmtion adopt6. Or, parmi les transformations qui 
changent une courbe minima en une autre courbe minima, il n'en est 
pas de plus simples que les transformations homographiques qui con- 
servent le cercle de l'infini. Toute transformation de cette nature est 
6quivalente, comlne on salt, k une combinaison des trois op6rations sui- 
vantes: I ° une translation; 2 ° une transformation homoth6tique ~ pSle 
r6el et k module r6el ou imaginaire; 3 ° un d6placement autour d'un 
point r6el. Si on imprime k la courbe I ~ une translation dont les com- 
posantes suivant les axes soient h ,  k ,  l,  les coordonn6es x ,  y , z  de la 
surface S seront augment6es respectivelnent des quantit6s 

~ h  , ~ k  , ~ l ,  

et la surface aura subi elle-mdme une translation. La seconde op6ra- 
tion a 6t6 6tudi6e en d6tail; elle donne les surfaces homoth6tiques des 
surfaces assocides k la premiere. '  En ce qui concerne les rotations, il y 
a lieu de distinguer los rotations re~elles des roSations imaginaires. Si 
on applique k une courbe minima une rotation r6elle, il est fitcile de 
d6montrer que la surface minima r6elle correspondante subit la mdme 
rotation. I1 ne reste donc plus qu'k 6tudier les surfaces que l'on obtient 
en appliquant  k une m6Ine courbe minima des rotations imaginaires, et 
je ne connais sur ce sujet que quelques indications donn6es par M. LIE 
dans le second M6moire d6jk cit6. 2 Le pr6sent trawdl est consacr6 
l '6tude de ce mode de transformation. Je  supposerai toujours qu'on a 
pris pour origine des coordonn6es le point r6el autour duquel  s'effectue 
le d6placement. 

1 DARBOUX~ Le9ons sur la thdorie gdndrale des surfaces, t. 1~ p. 322 et 457; I887. 
Mathematisehe Annalen, t. 15~ p. 475- 
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2. Rappelons d'abord lu repr6sentation anulytique des rotations 
qui u son origine duns les t ravaux de RIEMAXN et qui u 6t6 d6velopp6e 
compl6tement par M. KLein. Soient a , / 9 ,  i" les coordonn6es rectungu- 
luires d'un point de lu sph6re 

(3) (2 2 .3f_ ~2 + r= = I ; 

on emploie, pour fixer lu position de ce point sur la sph6re, un nouveau 
syst6me de coordonndes d6fini de la muni6re suivante. La. sph6re 6tant 
une surface du second ordre, on suit que par chaque point pussent deux 
g6n6ratrices rectilignes. Ces deux syst6mes de g6n6rutrices sont ddter- 
min6s respectivement par les 6quutions 

(1:. "}- i /~ I -{- ~" 

I - - [  q - - q T ] ~  

(4) a - - { 8  I + ~ -  I 
I - - ' (  a + ii~ v 

nous prendrons u et v pour nouvelles coordonn6es du point ( a , / 9 ,  F)de 
lu sph&e. Quund on d6crit une g6n6ratrice rectiligne, une de ces eoor- 
donndes conserve une valeur eonstante. Des formules ( 4 ) o n  tire in- 
versem ent: 

I - - ' t t V  ?1, -4- 'U 

( s )  - -  - -  f l  = i '  + - 
"g. - -  V ~ 'lb - -  V ~ ~ q , , b - -  q) 

Celu pos6, on suit que tout d6plucement de lu sph6re autour de 
son centre est caruct6ris6 par une certaine substitution lin6aire effcctu6e 
simultan6ment sur u et sur v, 

(6) u - -  - -  , v - -  
2% + q /~v, + q 

Cherchons s'il existe des points r6els de la sph6re qui viennent coincider 
apr6s la rotation avec des points r6els. Remarquons pour celu que, si 

un point de coordonn6es (u, v) est rdel, u et i sont conjugu6es et rd- 
q) 

ciproquement;  celu rdsulte imm6diatement  des formules (4) et (5). De 

' Voir, par exemple, DARnOUX~ Lefons sur la thdorie gdndrale des surfaces. Cha- 

pitre 3, P. 3 °.  
Acta mathematica. 11. Imprlm6 le  -97 ganvier 1888. I~  
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m~me, pour que le point de coordonn6es (u~, v~) soit r6el, il faut  et il 

suffit que u~ et ~ soient conjugu6es. On aura donc k la fois, en sup- 
V t 

posant que le point rdel (u., v) vienne co'incider avec un point r6el (u~, v~), 

?I,?; 0 - - - - - -  - - "  I 

?/l('?'l)0 = ---- I ,  

v 0 et (g)0 d6signant les imaginaires conjugu6es de v e t  de v~. Remplacons 
dans lm seconde relation u~ et (v~) o par leurs valeurs; il vient 

(~7, - -  qu)( , ,o  - -  qov . )  -4- I = o .  
(2~" --  ~")C°0Vo - -  m0) 

Cette relation s'dcrit, en remplagant  v 0 par ---~ 
94 

( . ~ -  q~,)(,..,,u + qo) 
(2'~"- m)(~n.oU + po) 

~ I  -----=0, 

01l 

(7) (p,,,. + q,o),: + (~o + n,o --"~"~o - - , , , o ) u -  (p0 , , , ,  + qo, , , )  - o .  

Pour que la rot.ation eonsiddr6e soit rdelle, il faut 6videmment que eette 
6q,mtion (7) se r6duise h~ une identit6; on aura alors 

y 

et le.~ formules (6) pourront s'6crire 

( s )  , - ~ = - -  
"~??'o- )J'o?t'1 ~ '~II'o - ")7'oVt ~ 

m 0 et n o 6tant conjugu6es de m et de n. Cette forme particuli@e de 
substitution, qui convient aux rotations reelles, ne d6pend que de trois 
param6tres rSels arbitraires, comme le ddplacement r6el le plus gdn6ra.1 
autour de l'origine, tandis clue la substitution (6) et le d6placement ima- 
ginaire le plus g6nSral autour de l 'origine ddpendent de six param~tres 
rdels arbitra.ires. 

Supposons maintenant que l'6qua.tion (7) ne se rdduise pas b, une 
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identit6. Cette 6quation poss6dera deux racilms disti~,ctes u', d' ct il est 

ais6 de vdrifier que  cos racines satisfont ~r la relation 

Les valeurs correspondantes de .v seront 

I 
-,-=-._: l i f t  

'It. u 

1 
,, ==' ' t ( ;  

"it. 

les deux points rdels de coordom,6es (u', . ,") ,  (u", u') sont diam6tra.h,ment 
oppos&, eomme on s'en "tssure aussit6t k l 'inspeetion des formules (5). 

Nous pouvons done 6noncer le thdor&ne suivant: 
1)arts tout d@lacement imwinaire  autour de l'origiue, il exide uu, dia- 

m?~tre r&l et un seul qui vient coincider avec un autre (liam~tre rOeI. 

Soit A A '  le diam6tre rdel qui vient co~neider avec un autre diamdtre 
r6el BB'.  Faisons suivre ce d@lacement  d 'une rotation rdelle R amenant  

BB'  sur AA';  nous aurons un nouveau ddplacement qui ne clmngeva pas 

le diam6tre A A ' ,  e'est-g-dire une rotation imaginaire autouv de eet axe. 
Si ~/. ee nouveau d6placement nous ajoutons la rotation P~-', inverse de la 

rotation It,  nous retrouvons 6videlnment le d6placement primitif. I1 suit 
de lh que route rotation i m w i m d r e  est ~quiealer#e d u n e  suite de deux .rota- 

tions: I ° u, ne rotation imayinaire aurora" d"m~, a,re rdel; 2 ° m~e rotation rd, elle. 

On pourrai t  aussi ddcomposev la, rotation imaginaire d'une autre 

facon, en mettant  la premi@e la rot'~tion r6elle composante. Enfin, on 

d6montre de la re.dine mani6re le thdor&ne suiwmt que je me borne ~ 

6noncer: Ibute rotation imaginaire est @dvalente h :m~e s~dte de trois rota- 

tions: ~° une ,rotation r@lle; 2 ° u, ne rotatio~ ima.qinaire autour d'un axe 

.rdel choisi a rbit,raireme~#; 3 ° une nouvelle rotatim~ rdelle. 

3. Nous emploierons dans ce qui suit la %rme particuliSre donn6e 

attx fornmles de MO~GE par M. W~IE,STL~,~SS; je vais rappeler en quel- 
ques roots comment  on parvient g cette forme, ell partant  des id6es dc 
M. S. Lug, Puisque les tangentes h. une courbe minima re, ncontrent le 

eerele imaginaire de l'infini, le plan tangent  i~ la surface ddveloppable 
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form6e par ees tangentes sera lui-mOne tangent au eercle de l'infini. 
Prenons l'6quation de ee plan sous la fbrme 

(9) (~ - -  u=)X + i(i + u,')Y + 2uZ + 4f(u) =- o, 

u d6signant le param6tre variable et f(u) une fonction quelconque de ee 
param&re. On aura pour les coordonndes d'un point de l'ar~te de re- 
broussement les expressions suivantes 

(~o) 
x = (~ --,~')/"'(~,) + ._.,¢'(,,.)-- =f ( , , ) ,  

Y----- i(t + u " ) f " ( u ) -  2iuf'(u) + 2if(u), 

z = : , ¢ " ( , ~ ) -  ,_f'(,,,), 

qui peuvent encore s'6crire, en posant / ' " ( a ) =  ~(u), 

I z .---.f2,,~(,~),~.,; 
on obtiendra done |es nappes rdelles de la surface .minima r6el|e la plus 
g&16rale en posant x 

Ix = 6)~,f(i --u~)~(-u.)du, 

(,~) ] 

:{~(u,) d6signant une fonetion analyt, lque queleonque de u. P~appelons 
encore que la variable u est, dans le syst&ne employ6 par RIE~Xa~.x, 
l'affixe du point de la sphdre qui est l'image sph6rique du point de la 
surface minima r6pondant "~ eette valeur de u. 

Imaginons que l'on imprime un d6plaeement autour de l'origine ~ 
la eourbe minima reprgsent6e par les 5quatlons (~o) et (~o'). Que de- 
viennent les fonetions f (u ) ,  :g:(u)? La rdponse g eette question se trouve 
dans l'ouvrage d~jk eitg de M. DaRlmUX (p. 3o4). J'ai donn6 aussi une 

1 WEIERSTRASS, Monat, sber ic l ,  te der  B e r l i n e r  A k a d e m i c ,  p. 612~ 855 ; t866. 
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m6thode un pen difl~rente de celle de M. D,R~oux pour traiter la mdme 
question, dans un M6moire Sur les surfaces q~i admettent tous les plans 
de symdtrie d'un des polykdres rdguliers. ~ II est vrai que je supposais les 
rotations r6elles, mais la m6thode reste la m&ne pour les rotations ima- 
ginaires. Voici le r6sultat auquel on est conduit; soit 

"tO - - - - = - -  ~ v + q  

la substitution lin6aire qui correspond b. ce ddplacement, et soient g(v) 
et (~(v) lea fonctions qui remplacent f(u) et ~(u). On a 

o/my + n) (1~ + q)" 
g ( , v )  = V + , 

= + " 

oh 
(~ == m q  ~ np. 

Supposons d'abord que Fon applique k la courbe F u n  ddplacement 
rdel; la surface minilna rdelle correspondante subira le In(~me d6place- 
ment. J 'ai admis cette proposition comme 6vidente dans le Mdmoire que 
je viens de citer; mais il eat bien facile de la. ddmontrer en toute rigueur. 
Soit 1' la courbe minima reprdsentde par lea 6quations (I) et soit l '  x la 
courbe minima qui s'en ddduit par une rotation %elle autour de l'origine. 
Cette courbe 1'~ sera repr6aentde par des 6quations de la forme 

X ~ =  a X +  b i T +  cZ, 

111 = a'X + b 'Y  + c'Z, 

Z~ = a"X  + b " Y  + c"Z, 

a ,  b, c,  a', etc. 6tant lea coefficients d'une substitution orthogonale, qui 
pat" hypoth6se aont tous rdels. La surface minima rdelle S~ que l'on 

t d6duit de I~ sera donn6e par les 6quations 

= b~.I + cgtZ, 

y~ = $~Y~ = a ' ~ X  + b',~,Y + c'g~Z, 

~. = ~Z~ = a"~gX + b"$l Y + c"~.Z, 

t A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l c  s u p d r i e u r e ,  3 ~me sdrie, t. ~,  p. 25I  ; I887.  
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ou encore 

x , =  ax + b y +  ez, 

y~ -~ a 'x-[-  b'y W c'z, 

z~ ~ a"x -t- b"y -[- c"z; 

ces formules mettent  en 5vidence le rdsultat annonc~. 
done dnoncer le thdor~me suivant: 

8i on template dans les formules (i i) .~(u) par 

~OUS p o u v o n s  

km o - n o n  / ( m o - - n o U )  ~ 

m o et ~o rids(q u ant les imaginaires conjugudes de m e t  de n, les uouvelles 
formules re]Jrdsente~tt la m~me surface minima rapportde ~i des axes dif[~rents. 

4. II ne nous rcstc plus qu'~ 6tudier l'effet d 'un d6placement ima- 
ginaire appliqu6 'k la courbe minima, l)'apr~s les propositions combin6es 
des paragraphes 2 ct 3, nous pouvons mdme nous borner ~ considdrer 
l'effet d'une rotation autour d'un diam6tre r6el de la sph6re. Supposons 
que nous ayons pris ce diam6tre pour axe des z; alors la substitution 

correspondante k cette rotation sera de la formc 

OiUl U ~ ke 

k et 0 dtant rfiels (on l)eut lll(~llle supposer k > o). Cette rotation peut 
encore dtre ddcomposde en deux: I ° une rotation rSelle d'un angle 0 
autour dc Oz; 2 ° unc rotation imaginaire caract(irisde par la substitution 

a ~ k u  I , 

ces deux rotations pouvant d'aillcurs dtre effectu~es dans l 'ordre qu'on 
voudra. Comme 1~ rotation r~elle ne fait clue dSplaccr la surface mi- 
niTna, nous n'avons en ddfinitive qu'~ examiner ]a rotation imaginaire 

ddfinie par la substitution 

're --= k ttl~ 

oh k est rgel et different de ± I. 
Soient ~,  fl ,  r ; a l ,  fll, r~ les coordonndes rectilignes de deux posi- 
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tions correspondantes du m4me point avant et aprbs le d6placement. On 
a d'une mani6re g6n6ra,le 

% = + a'fl + a"r, 

£ = + b'fl + z/' r.  

r, ---- c~ + c'fl + c"r ,  

a ,  b ,  c ,  a ' ,  . . .  &ant les coefficients d'une substitution orthogonale dont  
on trouvera les valeurs en fonction de m , n , l )  , q i~ la page 34 de 

l 'ouvrage de M. DA,moux. Dans le cas actuel, ces valeurs s 'obtiennent 
bien ais6ment. On a en effet, d'apr6s les formules (5), 

: - - u , v ,  fl: i ( :  + u,v,)  u, + v, 
~I  ~ . . . . . . . . . . .  ~ - -  - -  [ ' l  - - ' ~  ' 

'H'1 - -  V l  ' t f i  - -  'Vl '~/h - - V t  

q~ V 
ou, en rempla~ant  u~ par 7~ et vj pqr ~, 

k ~ -  uv i(k" + uv) _ _  v ,  + v.  
a, - -  k~(',~ - -  v) ' fl~ - -  l<(u - -  v) "Z~ ,~ --  v '  

61iminons u et v entre ees 6quations et les 6quat.ion,~ (5), iI vient: 

I + k" k ° ' -  I 

/~: __ I + k'~fl k "~- I 
~,, + i ~ ,  

~ 1 ~ ~ ° 

Le.~ coefficients a ,  b ,  c ,  a ' ,  . . .  auront  pat" cons6,luent les va.leur,~ sui- 
van/es: 

I -~- ],'a . l¢ 2 --- I 
- -  - - - -  ( t "  

• k " - - -  I I -I- k:  
b ~ ~ - - - -  1/ --  b" 21,: ' 2~" ' -=- O ,  

(2 t t  ° 

Appliquon,~ la rotation pr6e('dente h la conrl)e lninin~a l ' r e p r 6 s e n t 6 e  par 
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les 6quations (I);  nous obtenons une nouvelle courbe minima f'~ repr6- 
sent~e par les 6quations: 

.. t ~- l: A ( t )  . k ' - -  I 
X1 2k = - - . , . - - V - . . ( t ) ,  

r k 2 ~ I + k" i ,  : ~(t) + ~, .~(t), 

Iz, -- c(t). 

Soient S et S~ les surfaces minima rdelles qui correspondent respective- 
ment anx courbes F et 1"~, S O la surfacc adjointe h. S; d6signons par 

, y , z ; z , , y ~ , z ~ ;  Zo,Y0,Zo les coordonn6es de trois points correspon- 
dants de ces trois surfaces, c'est-k-dire de trois points qui correspondent 
h une mdme valeur de t. Les coordonndes d'un point r6el de la surface 
a,djointe S O sont donndes, comme on sait, par les formules 

(i ~,) = : "  = ~ , C ( t ) ;  :0 = ~ . : A ( t ) ,  ..,io a,l~(t), ~o ~ ' 

on aura pour expressions des coordonn6es d'un point, de S~ 

I ],:" - -  I ~ . i B ( t ) ,  x ~ -  +kk'-'~.A(t) 2k 

Y, _ t +2kk'~B(t). + k"--2k ~ ~iA.( t ) ,  

I.:'1 = ,~c( :). 

Entre ecs derni6res formules et les formules (2) et (12) 61iminons 

~.~(t), s,~(t), ~c(t), ~iA(t), ~iB(t), aiC(t); 
on arrive aux expressions suivantes pour les coordonn6es d'un point de 

la, ,~urfaee $1: 
• I + k '~ l d - -  I 

:rl  - -  2-h" x y , ~ ,  

( , 3 )  

2k 

I "I- 1:" k"---. I 

;:A = 21: ?/ + 21: G" 

Z 1 ~ 2'. 
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Si k eat positif, ce qu'on peut toujours supposer, on posera k-----e ~, et 
les formulea pourront s'dcrire 

(I4) 

xi ----- x eosh ~ ~ Y0 sinh 9, 

---- y eosh 9~ + x 0 sinh 9~, 

II me paralt int&essant de faire remarquer l'analogie eurieuse que prd- 
sentent ces formules avec les formules qui ddfinissent une rotatima, duns 
le sens ordinaire du mot, autour de l'axe des z. Cette analogie est 
d'aitleurs purement formelle. 

On arrive rapidement au m6me r&ultat au moyen des formules de 
M. WEIERSTm~SS. Si la. courbe minima [ ' a  pour fonction caract6ristique 
~(u), la eourbe I'1 aura pore- fonction earaet6ristique /,;=~(/,;u)et lea trois 
surf~tces S,  So, S~ seront donn6.es respeetivement par les groupes de for- 
mules ei-dessous: 

J v = ~.fi(~ + u=)a(,,)g,,, 

I ,  = ~.f~,,a(,,)d,,~; 

xo = a f i ( ~  - -  u'~)g(u)du, 

= ~ . f 2 i u g ( u ) d u ;  

= ~ f , - , , k ' a (a . , , )dv .  

Des deux prenfiers groupes on tire 

" 2 

.-tcta ~lmth,otJ.'o~i.ra. 1 t .  l m p r i ~  l e  ~g .Tanv ie r  188g.  

x +y0 
2 

y ~ 93 0 o 

2 

19 
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les expressions des coordonn6es x ~ , y ~ , z ~  peuvent encore s'dcrire, en 

posant kv = u,  
I 

et, en 61iminant les int6grales, on retrouve p%eis6ment les formules (I3). 
Pour abr6ger le langage, je dirai que la surface S~ est une surNee 

de~,rh~e de S; j 'appellcrai l'axc rdel autour duquel s'effeetue la rotation 
de la eourbc minima 1' axe de ddrivation et la eonstante r6elle k para- 

,m~tre de &~rivation. Si on se donne la surface S, l'axe et le param&re 
de dfrivation, la surface d6rivde S~ n'est pas entibrement ddterminde; on 
salt en effet que la surface adjointe d'une surface minima donn@ n'est 
pas eompl6temenl: dgfinic de position. Cette surface peut subir une trans- 
lation quelconque ou dtre remplaede par sa symdtrique relativement h. 
l'origine des coordonndes. Lorsque la surface S O subit mm translation, 
les formules (I4) nous montrent qu'il en est de m~me de la. surface S~. 
Si :ro,:!t0, ':0 changent de signe, cela revient k changer, le signe de g 
dans cos formules. On volt de m~me que, si l"txe de ddrivation sc 
ddplace paralldlement h lui-m(hne, la surface S~ subit aussi une transla. 
tion. Par eonsdquent, si on fair abstraction d'une translation quelconque, 
les surfaces ddriv6es d'une surfilce minima donnfc d@endent de trois 
eonstantes rdelles seulement, le paramdtre de d6rivation et les deux eon- 
stantes rdelles qui d6terminent la direction de l'axe de d6rivation. 

5. Considdrons le groupe des transformations tmmographiques qui 
conservent le cercle de l'infini; les coefficients d'une transformation de 
ce groupe d@endent de qua~'orze param6trcs rdels arbitraires. Ces trans- 
formations appliqudes 5, une mdme courbe minima donneront naissance h. 
unc infinit6 de surfaces minima rdelles; nous dirons que ees surfaces 
qppartiennent h. une mdmc fam ille. I1 est ais6 de eompter les Fwam6tres 
dont ddpendent les sm'faces d'mm mdme f-~mille. Nous avons d'abord 
les six constantcs %elles provenant du d6placement r6el le plus g6n6ral; 
nous avons ensuite les trois .p,wamdtres %els dont d@endent les surfaces 
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dgriv~es. Enfin, quand on passe d'une surface minima "k une surface 
holnothStique d'une surface associ~e k la premiere, ou introduit encore 
deux paramgtres r~els. Cela nous fair en tout onze param~tres r~els, au 
lieu de quatorze dont d@end la transformation homographique la plus 
g6nSrale qui conserve le cercle de l'infini. On se rend compte de cette 
diff6rence en remarquant qu'il existe une infinitd de transformations ho- 
mographiques, d6pendant de trois constantes rdelles, que l'on peut ap- 
pliquer k une eourbe minima 1; sans changer la surface minima cor- 
respondante: ee sont les translations dont les eomposantes suivant les 
axes sont eompl6tement imaginaires. 

La fonction caraet6ristique de M. WEn.:Rs'rJ~aSS ,~(u) restant la mdme 
pour une surface minima quand on lu i ' fa i t  subir une translation quel- 
eonque, il est naturel de faire abstraction d'un d@lacement de ee genre; 
c'est ee que nous ferons d6sormais. Alors les surfaces minima d'une 
mgme famille ne d6pendront plus que de huit paramdtres rdels. Les 
fonctions earact6ristiques seront comprises dans la forme gdn~rale 

(pu + q)--; '~ \ l)u + q/ 

A ,  m,  n ,1 ) ,  q ~tant des eonstantes queleonques. Parmi ce groupe de 
surfaces il y a lieu de distinguer des sous-groupes tr~s-importants formSs 
par les surfaces d6riv~es de l'une d'elles, d@laefies en outre d'une fagon 
arbitraire. Par exemple, si une surface a pour fonetion caractSristique 
~(u), les fonetions earaetgristiques du sous-groupe auquel elle appartient 
seront de la forme 

( m q -  hi)? (m~ + ~) 

I1 peut arriver que les surfaces d'une m(hne f-unillc ne dSpendent pas 
de huit paramgtres distincts; c'est une question qui sera examinde en 
d4tail plus loin. 

Appelons ddformation l'opSration par laquelle on passe d'une surface 
minima ~ une surface minima associ6e, et dilatation l'op~ration par laquelle 
on passe d'unc surface k une surface homothStique. Pour passer d'une 
surface minima k une surface homoth4tique ou k une surface associ6e on 
multiplie la fonetion earaet~ristique par un facteur rSel a ou par un faeteur 
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(te la f o r m e  e °~, 0 6 tan t  r6el;  j ' appe l l e ra i  a l e  param~tre de dilatation et  

0 le param~tre de ddformation. Il  est clair que  la d i la ta t ion,  la d6forma-  

t ion et la d6r iva t ion  sont trois op6ra t ions  commuta t iveg .  En  par t icu l ie r ,  

tou te  surface associ6e i~ une  surface d6riv~.e de S est i den t ique  £ la sur- 

face d6rivde de la surface associde '~ S,  les param/2tres de d6r iva t ion  et  

de d(~formation res tan t  les mdmes  dans les d e u x  cas. 

6 .  Je  me  propose  d ' f t ud i e r  dans  ce p a r a g r a p h e  les pr inc ipa les  

proprie;tds de la surfacc dfirivSe S 1 repr6sentSc par  les ( ;quations (I4) ,  

(I4)  

on en t ire 

Or on a '  

I x~ = x cosh f - -  Y0 sinh F,  

• ly  ~ - -  y cosh ~ + x 0 s inht r  , 

I ( z  I = z ;  

d, 5 == dx cosh 9 - -  dYo sinh V, 

dy~ = @ cosh fz -t- d x0 sinh 9', 

dz~ = dz. 

o = f l d z  - -  f l y ,  dyo  = r(l:r, - -   dz, dZo =  cty - -  f l d x ,  

a ,  f l ,  y (~tant les cosinus d i rec teurs  d 'une  direct ion convenab le  sur  la 

n o r m a l e  ~l, la surface S.  Rempla~;ons dans les fo rmules  p%ce!dentes dx o 

et dy 0 par  leurs  va leurs ;  il v ien t  

I 
dxl - -  [cosh ~ - -  y s i n h ~ ] d x  + a sinh ~rdz, 

dy, - -  [cosh 9 ' -  y sinh ~]dy + f l s inh  ~dz ,  

- -  dz. 

Si on suppose  d;~ = O, dx 1 et dy 1 sont  p ropor t ionne l s  k dx et k dy. 

P a r  consequent ,  les sections des deux surfaces S e t  S 1 par  un m~me p lan  

perpendiculaire h l'axe de ddrivation se correspondent point par  point de far, on 

1 SCHWARZ: Miscellen aus dem Gebiete der Minimalfl~chen (Journal  ftir l~[athc- 
matik~ t. 80, p. 280; I875 ) . 
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que les tangentes aux deux sections attx points correspondants soient pa- 
.rall~les. 

Soient  ds et ds~ les 616ments lin6aires des deux  surfaces, dA ct dA1 
les 616ments superficiels. On a 

ds~ -= dz~ + dy~ + dz~ = [cosh ~ , -  r sinh g, j ' (dx ~ + dg ~) 

+ [i + (a '~ + t'J)sinh29~]dz 2 + 2 sinh 9~[cosh 9, - -  r s inh f ] (adx  + tdy)dz; 

en rempla~ant  a 2 +  t 2 pa r  1 ~  ''2, adx + tidy p a r  ~ t ,  dz et ell r6duisant ,  

on t rouve  
ds~ -~- !cosh 9~ - -  i" sinh 9~] '~ds2; 

e o m m e  f e s t  inf6r ieur  g l 'unit6,  c o s h 9 - - 7  s i n h f  est toujours  positif et 

on a en va leur  absolue 

(I 6) ds 1 -= (cosh 9 - -  r sinh f )ds .  

Ainsi, les deux surfaces S et S~ sont appliqudes conformdment l'uv, e sur 
l'autre par le mode de correspondance qui vient d'etre dtabli. En d 'autres  

termes,  deux  courbes que lconques  trac6es sur  S se coupent  sous le m d m e  

angle  que leurs  images sur  la surface S~. On d6dui t  de la fo rmule  (16) 

la re la t ion  suivante  en t re  les 616ments superficiels 

( i 7) dA~ -~ (eosh ~ - -  r sinh f ) 2 dA.  

Soient % ,  i l l ,  r~ les cosinus directeurs  de la no rma le  g la surface S~; 

en e x p r i m a n t  que l 'on a iden t iquemen t  

on t rouve  ais6ment  
~idz~ + t ,  dy~ + r, dz, - - o ,  

et par  suite 

(,8) 

a, __ fll __ r, 
a fl r cosh 9 - -  sinh 9 

+ I 

cosh q~ - -  r sinh 9 

a 1 -4- cosh 9 - -  r sinh 9 

fl 
t l  - -  + cosh 9 - -  r s inh 9 '  

r cosh  9 - -  s inh  9' 

~1 ~ ---+ cosh  9 - -  r s inh  9" 
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a --= -t- cosh ~o + ~-~ sinh ~ ' 

( I 8 ' )  , / ~ :  + : _ _ _ ;  . . . . . . . .  /~1 . . . . . .  ~ . . _ ,  

~-, cosh ~ + sinh 
---+ cosh ~ + y~ sinh 

Si a ,  f l ,  y v6rifient une relation lin6airc telle que 

l~ + mfl + ' 7  -4- p - -  o, 

l ,  m ,  ~ ,  p 6tant des constantes, %,  j~ ,  ~5 vdrifient une relation de m&nc 
forme et inversemenL P a r  cons6quent, route courbe de la surface S dour 

l'image sphdrique est .tin cercle a 2}o,ur t ra~sform@ sur la surface S~ une 
courbe jouisscmt de la m~me propridtd, et r@iproquement. 

En particulier,  si r est constant, il cn sera. de m~me de TI' Done 
les m&'idiens ct les parall61es de la surface S ont respectivement pour 
images les lndridiens et les l)ara.ll61es de la surface S~. Nous appelons  

avec MtNDIN{; m6ridiens d'une surface les courbes pour lesquelles la nor- 

male k la surface est parall61e ~1, un t)lan vertical fixe, et parall61es les 
courbes pour lesquelles la normale fair un angle constant avec le plan 
horizontal. 

Des valeurs trouv6es plus haut  pour %,  i~ ,  t'~ on d6duit la relation 

d~,dJ:~ + d, fl, d,y~ + dr, dz~ --  + (d~d,~, + dfldy + drdz ) 

dont l ' intcrpr6tation est imm6diate. Supposons en effet que le point 
: c , y ,  z d6crivc unc lignc asymptot ique de S; on aura 

dad, r., + dfldy + di'dz = o 

et par suite 

de sorte que le point  x~, ya, z~ d6crira aussi une ligne asymptotiquc de 

S~. Comme les lignes de courbure  des deux surfaces coupent les lignes 
asymptotiques sous un angle dc 45 ° ct que les angles se conservent dans 

la transformation, on peut &~oncer le th6or6me suivant; 
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Les lignes de courbure et les lignes asqmptotiques de S ont respective- 
me.at pour transformdes les lignes de courbure et les lignes asymptotiques 

de S~. 
Si la surface S admet  une l igne de courbure plane, la transform6e 

de cette eourbe sur la surface S~ sera encore ligne de courbure de S~, 
et son image sph6rique sera encore un eerele. Elle sera done aussi une 
ligne de courbure plane. De m4me si la surface S admet  une ligne 

asymptotique b61icoidale, l ' image sph6rique de cette courbe sera un petit 
cerele, et sa transform6e sera une ligne asymptot,ique h61ico~dale de S~. 

Donc: 
Toute liyne de courbure plhne de la surfiwe S se change en une l{q~,e 

de co~o'lntre lflane de S~, et route ligne asymptotique h dlico'idale se change en 

une ligne asymptotique hdlicoTdale. 
Supposons que la surface S soit alg6brique;  il en sera de m4me de 

la surface 81. D'ailleurs il est clair qu'une transformation homographique,  

qui conserve le cercle de l'infini, appliqu6e ~ une courbe minima, ne 
change pas l 'ordre de la d6veloppable form6e par les tangentes g cette 

courbe ni la multiplicit6 du cercle de l'infini sur cette d6veloppable. 
On a done le th6orOme suivant, qui est vrai pour toutes les surfaccs 

d'une mSme famille et qui a 6t6 6none6 par M. LIE. ~ 

Etant donn6es deux surfaces minima d'une mdme fam;lle, sl a~w~r;~e n'est 
surface double ou si toutes les deux sont surfaces d.oubles, elles sour de m4me 
classe. Si une seule est surface double, sa classe est la moitid de celle de l'aulre. 

• It n'existe pas de loi aussi simple en ce qui concerne l 'ordre de 

deux surfaces. Consid6rons par exemple une courbe minima I '  d 'ordre 
m ayant  un ou plusieurs points communs ~,. l'infini avec sa conjugu6e 

['o; l 'ordre de la surface minima correspondante sera inf6rieur h mL I1 
est clair qu'en appl iquant  g la. courbe I '  un d6placement imaginaire  
quelconque la nouvelle courbe I'~ n 'aura plus, en g6n6ral, de point corn- 

) mun h, l'infini avec sa eonjugu6e, et l c r d r e  de la nouvelle surface mi- 

nima sera bicn 6gal .~ mL 

7. La plupart  des-propridt6s qui viennent d'('tre d6montr6es s'6tablis- 
sent aussi tr6s ais6ment au moyen des formules de M. WEIERSTRASS. Afin 

' Mat.hematische Annalen: t. 15, p. 476. 
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de n'avoir k consid~rer que des substitl~tions lin~aires homog~nes, nous 
adopterons un nouveau syst~me de formules, dues dgalement k l'illustre 
gdom~tre et qui ont ~t~. employdes aussi par M. DARBOU:<. ~ Dank les 
formules (i I) fa.isons un changement de variable et introduisons les no- 
tations nouvelles 

G(t) ~ ( u ) d u  ---- - -  iH~(t)dt;  
n - -  H ( t ) '  

les 5quations de la surface minima S prendront la forme suivante: 

I x = ~ f i[e~(t) - -  H~(t)]dt, 

(I9) y = ~ f  [e~(t) + .H~(t)]dt, 

I z = ~ . f2 iG( t )H( t )d t .  

L%ldment lin~a.ire hera donnd par la formule 

(2o) d s ~ =  4[e( t )Go( to)  -k- H(l) t to(to)]~dtdt . ,  

Go(to) et He(to) ~tant les imaginaires conjuguSes de G ( t ) e t  de H(t) ;  
l'6quation diff~rentielle des lights asymptotiques deviendra 

(2,)  ~ i ( Y e ' - -  GH')dt  ~ = o 

et cello des lignes de courburc sera de m c m  

(22) 6~.(ItV' - -  G H ' ) d P  --~ o. 

Considdrons maintenant 1me autre surface minima S, donn~e par les 
6quations 

[ x., = ,~. f  i[G~(t) - -  l t~ ( t ) ]d t ,  

(-~s) ['ii = ~ j  [c~(t) + l:r~(t)]~tt, 
= ~ f ~ _ i a , ( t ) H , ( t ) ~ t ,  

oh on a 

G~(~) = . e (0  + ~H(t), 
Ha(t ) = cG(t)  + dH( t ) ,  

' Lecons sur la th(orie gd~(rale des surfaces, p. 453. 
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a ,  b, c,  d d6signant quatre constantes telles que ad  - -  bc ne soit pas nul. 
Toutes les surfaces minima ainsi obtenues appartiennent ~ une mgme 
famille; ces surfaces d6pendent bien, comme on voit, de huit param6tres 
r6els. Pour avoir le sous-groupe formd par les surfaces d6riv~es de la 
surface (I9) , d6plac6,es d'une fa~on quelconque, il suffit de supposer 

a d - -  bc ----- i .  

Enfin, si la seconde surface se dSduit de la premiSre par un simple dd- 
placement, les formules de substitution auront la forme particuli~re 
suivante 

= = H ( t ) ,  

, ,o G(t )  + 

m 0 et n o 6tant les imaginaires conjugu6es de m e t  de n, et 3 le discri- 

minant m m  o -~  n n  o. 

Prenons le cas g6n6ral oh a d - - b c  est 5gal ~ l'unitfi, et raisons 
correspondre les points des deux surfaces S et S~ qui r6pondent g une 
mdme valeur de t. On aura 

H1G'~ - -  GIH'~ = H G '  - -  G H ' ;  

d'oh on d~duit que les ~quations diff~rentielles des lignes asymptotiques 
et des ]ignes de courbure sont les m~mes pour les deux surfaces. En 
comparant de m~me la formule (2o) ~ la formule analogue pour la se- 

ds 
conde surface on volt que le rapport ~ ne dSpend que de t. 

Les formules qui precedent permettent de dSmontrer tr~s slmplement 
la proposition :que voici: si l'on consid~re sur une surface minima un 
point non singulier, le point correspondant sur toute autre surface de la 
m~me famiile sera ~galement un point non singulier; si le premier point 
est un p o i n t  de r a m i f i c a t i o n  d'ordre n q 2, il e n e s t  de m~me du second. 

Supposons qu'on ait pris l 'axe des z parallSle h la normale ~ la 
surface S au point consider6, de fa(;on que la valeur de u soit nulle 
pour ce point. On pourra toujours choisir la variable t de fa?on qu'elle 

Ae.ta m a t h e m a t i e a ,  l l .  Impr im~ ]e 8 ~'dvrier 18~8. 20 
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soit nulle aussi pour u = o et que dans le voisinage de l 'origine les 
fonctions H ( t ) ,  G(t) aient respectivement les formes suivantes ~ 

H(t )  = p ( t ) ,  

G ( t ) = t ~ - ~ P ~ ( t ) ,  

P( t )  et Pl( t )  reprdsentant des s6ries ordonn6es suivant les puissances po- 
sitives de t et ne s'annulant pas pour t = o, et n u n  nombre entier 
positif au moins 6gal ~ 2. Cela pos6, consid6rons une surface de h~ 
m(~me famille repr6sentde par les 6quations (23) oh on a pris 

G~(t) = aG(t) + bH(t) ,  

l l i ( t  ) = cG(t) + dH(t ) ;  

faisons subir ~ cette nouvelle surface un d6placement, ce qui revient k 
remplacer dans les formules (23) G~ et //1 par les nouvelles fonctions 
G 2 et 112, 

mb --- rtd G2(t ) == =m Ga(t) - -  -~ , , I I~ ( t ) - -ma- -nc  G(t) -~- ,_ H( t ) ,  
'13 V ~ ~!3 V o 

1[.2(t) ~- ~/--~% Ga(t) + ~3It~(t) - -  ~-~°a :~ + m°c G(t)  q %b +~/3modH(t)" 

En prenant m et n de fa~on que r o b - - n d  = o, les fonctions G2(t ) et 
tf2(t ) auront dans le voisinage de l 'origine la m~me forme que les fonc- 
tions G(t)  et H( t ) ;  d'oh r6sulte la proposition annonc6e. 

S. Revenons h la surface S~ repr4sent6e par les 6quations (14) ; si 
dans ces 6quations on fait varier le param&re 9,, le point (x~, y~)d6crit 
une branche de l 'hyperbole "tyant pour 6quation 

(x, 0 + ? j ,y0)  - -  ( x , v  - -  _ _  + 

qui se r6duit ~ une droite si 1'oi1 a xx o + YY0 = ° :  Par suite, lorsqu'on 
fait varier iv de - - c o  ~ + cx9, tous les points de la surface variable 
S 1 d6crivent des hyperboles ayant leurs eentres sur l'axe des z. Mais il 

* DARBOUX, Lemons sur la thdorle g&~drale des surfaces~ p. 46I. 
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est ~ remarquer qu'il n'y ~ qu'une branche de l'hyperb01e qui soit 
d6crite; pour avoir la seconde branche il faudrait ,donner a u  param6tre 
k qui figure dans les formules (I3) des valeurs n6gatives. : 

On est ainsi conduit ~ se poser la question suivante.-.Etant donn6es 
dans un m6me plan perpendiculaire k l'axe des z deux courbes quelconques 
C,  C~, peut-on choisir la surface minima S passant par C de fa~on que 
l'une de ses d6riv6es passe par la courbe C~? Les propri6t6s obtenues 
plus haut permettent de r6pondre par l'affirmative. En effet, faisons 
eorrespondre les points des deux courbes C, C~ oh les tangentes sont pa- 
rall61es, et donnons-nous le param~tre f .  Soient x ,  y ; x I , y~ les coor- 
donn6es de deux points correspondants sur les courbes C, C~ , da ,  de~ les 
616ments d'arcs correspondants, de telle sorte que l'on nit 

dx__ t ~ dy,  ~-- da~ 
dx dy da 

Dcs formulcs (I4) nous tirons 

• y ~  - -  y c o s h  

X° - s i n h  f~ 

x co~h ~ - -  :c, 

Yo -~  s i n h  

da, cosh 
da  

, dx o -- dy sinh ~ ' 

da, 
de  eosh 

dy  o . . . .  d3; s i nh  ~ ; 

p o s o n s  e n c o r e  

dx~ + dy~ + ~z~ = dx 2 + ~U 2. 

On en tire 

oh 

dz  o - ~  d 6  ~I I - -  7 2, z 0 = f ~ / ,  - -  r 2 d ~ ,  

da, cosh 
da 

7 ~- sinh ~, 

Choisissons le param~tre p de fa~on que 7 soit inf6rieur 'k l'unit6; nous 
dSterminons une courbe gauche C O d6crite par le point de coordonn6es 
x0, Y0, z0, telle que les arcs correspondants des deux courbes C, C o 
sont 6gaux et les 616ments correspondants orthogonaux, d'aprSs la rela- 
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tion d x d x  o + dydy o ~ o. I1 existe done une surihce minima passant 
par la courbc C et telle que la courbe correspondante sur la surface 
adjointe soit pr6cis6ment C 0. Dans les formules qui donnent cette sur- 
face il nlentre qu'une seule quadrature provenant de l'6quation qui donne 
z 0. Si oil applique ~ cette surface S les formules (I4) , on reconnait par 
un calcul inverse du pr6c6dent que la surface d6riv6e $1 passe par la 
courbe C 1. 

Consid6rons en particulier une surface S admettant la courbe plane 
C pour ligne de courbure; y 6tant constant le long de cette courbe, le 

rat)port ds_~, sera constant d'apr6s la formule (16) et p~r suite les sections 
ds 

des surfaces d6rivdes par le plan de la courbe C seront des courbes ho- 
mothdtiques ~ la premi6re. D'autre part, les formules (I8) nous montrent 
que ~1 sera constant aussi lc long de la courbe C~. On a done lc 
th6or61ne suivant: 

~. ~ une surface minima S admet une l~qne de courbare plane C, les 

surfaces d~rivdes de S a v e c  un axe de ddrivation perpendicuhdre at~ plan de 

cette cottrbe sont coupdes par ce plan suivant des tignes de courbure homo- 

thdtiques i~ la courbe C. 

Ainsi on peut faire d6river les surfaces qui admettent une ligne de 
courbure plane des surfaces qui admettent pour ligne g6od6sique une 
ligne homoth6tique ~ celle-lh. ~ Pour donner une application de cctte 
propriStS, consid6rons l'alyss6ide et un axe de d6rivation perpendiculaire 
h uu plan m6ridien; les surfaces dSriv(~es admettront une chalnette pour 
ligne de courbure plane. Or, comme la d6rivation change les lignes de 
courbure planes en lignes de courbure planes, les nouvelles surfaces 
attront encore toutes leurs lignes de courbure planes. Ce sont les sur- 
faces trouvSes par M. O. Bo~E'r. ~ Nous voyons que cette seule pro- 
pri6t6 d'une surface minima d'admettre pour ligne de courbure une 
chainette permet d'affirmer que toutes les autres lignes de courbure de 
la surface sont 6galement des courbes 1)lanes. 

Si une surface minima "Ldmet une ligne de courbure plane C, les 
surfaces assoei6es eoupent un cylindre ayant pour section droite une 
courbe semblable ~ C suivant une ligne g6od6sique et sous un angle 

i Voir S. LIE, M a t h e m a t i s c h c  A n n a l e n ,  t. 15, p. 477. 
2 C o m p t e s  r e n d u s ,  t. 41,  p. IO57 ; I855. 
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constant. Le th6or6me qui pr6c6de rapproch6 de la remarque faite "~ la 
fin du paragraphe 5 nous donne ce nouvea.u th6or6me: 

Si une surfiwe minima coupe un cylindre suivant une ligne g~oddsique 

et sous un anfle con.stant, les surfiwes d&ivdes a, vec un axe de d&ivation 

parallOle aux grin&attires du cylin&'e coupent un cylin&"e homothdtique a~e 

premier suivant une ligne gdoddsique et sous un angle constant. ~ • 

En particulier, on peut faire ddriver les surfaces qui admettent une 
ligne asymptotique hdiicoidale des surfaces qui passent par une ligne droite. 

9. Lorsqu'une surface minima passe par une droite ,'6elle, on salt 
que cette droite est un axe de sym6trie pour la surface, et de m@m 
lorsqu'une surface minima admet une ligne g6od6sique ph'.me, le pl,m de 
eette ligne est un plan de symdtrie pour ta surface. Ces th6or6mes 
peuvent (~tre g6n@alis6s au moyen des surfaces ddrivdes. 

Consid6rons une surface minima S ayant une ligne de courbure 
plane C dans le plan des xy; soient 

= ,j  = ¢ ( t )  

les 6quations de eette courbe, ~r l'arc compt6 5. partir d'un point fixe et 
Ee w l an~le constant sous lequel la surface coupe le plan des x.y. I,a 

courbe correspondante k C sur la surface adjointe So sera une h61ice 
trac6e sur un cylindre ayant pour section droite une eourbe homothdtique 

'k C que l'on aurait fair tourner de ~ autour de l'origine; soient 
2 

~0 ~--- ~ Y COS (o ~ :~0 ~--- '~ CoS ~o 

les 5quations de eette courbe. Posons 

z 0 == o" s i l l  to 

on en tire 

(2.~ ~ I Jr" c o s ~ o  

I - -  c o s  (o 

__. I -1-COS~eo 
c o s h  f I - -  c o s ' %  ' sinh ~ =-: - -  

2 COS eo 

I - -  C ( ) S ~ ( o  

Le param6tre ~ 6tant choisi de cette fa~on, consid6rons la surface S~ 

V o i r  S. LIE, i 3 I a t h e m a t i s e h c  A n n a l e n ,  L 1 ~ ,  p. 477. 
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repr6sent6e par les 6quations (I4); pour tout point de la courbe C on 

aura, d 'apr& les wdeurs de x0, Y0, 

~:I ~--- X ,  Yl -~" Y '  Z 1 ---  O :  

c'est-k-dire que l~ sm'face d6riv6e S 1 passera 6galement par la courbe C. 
1)'autre part, los formules (18) nous donnent, pour les eosinus directeurs 
dc la normale k la nouvelle surface le long de la courbe C, 

~1 - ~, fl, --  fl, ~-, = - -  cos oJ ; 

nous voyons que los plans tangents aux deux surfaces S e t  S, cn un 
m dme point de la courbe C sent sym6triques par rapport  au plan des 
xy. ~maginons maintenant que l'on prenne la surface sym6trique de S~ 
par rapport au plan des xy, la nouvelle surface ainsi obtcnuc S'~ passera 
encore par la courbe C et aura, lc lndme plan tangent que la surface S 
tout le long de cette courbe. Done, d'aprds une proposition bien connuc 
dc h~ th6oric des surfaces minima, les surfaces S e t  S'~ coincident. Ainsi: 

Lorsqa'~ne surface minbna S admet une li.qne de courb~tre plane situde 

dans un l>lan P ,  si on prend la d&ivde de let portion de surface sit ude d'un 

cdtd du phtt't F avec un axe de ddrivalion perpendioulaire it ce plan et un 

param~tre co nvenable, ptds ht surface sym~trique de cette d&'iv@ par rapport 

a~t plan P, on retrottve he l;ortion de la 8ttrface primitive S sitade de l'autre 

c6t~ de ce lflan. 
Cette proposition comprend 6videmmcnt comme cas particulier le 

th6or&ne rappel6 plus h 'mt  sur les surfaces k lignes g6od6siques planes. 
On fait ainsi correspondre les sections des deux nappes de la surface S 
6quidistantes du plan P e t  les points de ces deux sections oh les tan- 
gentes sont parall61es. II est ais6 de trouver comment sont dispos6s sur 
la sph6re les images sph6riques de deux points correspondants 4 I ,  3T 

de h~ surface S. Soient a ,  fl, F; a', i ~' , F' les cosinus directeurs des deux 
norlnales a ux 1)oints M ct 3I'. Au moyen des fol'mules (x8), nous ob- 

tenons les relations: 
a si n'-'~o 

~P - - -  ) 
I -3v C O S ~ O  - -  2}" COS (o 

j? s i n e w  

i~ I + c o s ~ o  - -  2 F c o s  co 

2 cos ~o --  ~.(I + cos~oJ). 
J" ~ I q- C O S ~ ( o - -  2~ 'COS(o 
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ces relations expriment, il est ais6 de le v6rifier, que la droite qui joint 
les deux points m(a,~,  r) et m'(a', j~ ' , / )  de la sph6re va eouper l 'axe 

Oz en un point Q de coordonn6es x - - y = o , . , - - - -  . Ce point Q 
c o s  (o 

est pr6cis6ment le pble du petit cercle de la sph6re qui est l ' image sphd- 
rique de la ligne de courbure plane C. On peut donc dire que les images 
sph6riques des deux points M ,  M' sont sym6triques par rapport  au petit 
cercle qui est l ' image sph6rique de la ligne de courbure plane considdrde. 
J 'appelle points symdtriques par rapport  ~ un petit cercle deux points tels 
que la droite qui les joint  va passer par le pble du plan de ce cercle. 

On a un t.h6or6me analogue au pr6c6dent pour les surfaces nfinima 
qui admettent  une ligne asymptotique h61icoidale. Soient x ,  y ,  z les 
coordonn6es d 'un point de cette h61ice, o) l 'angle de la tangente ~. l'h61ice 
avec le plan horizontal; la courbe correspondante sur la surface adjointe 
sera une courbe plane reprdsent6e par les formules 

y 
x0 --  ' Y0 --  COS at  COS 0 

Cela pos6, prenons pour le param6tre k qui figure duns les formules (I3) 
la valeur n6gative 

I + c o s  ~o 
k =  - - e  ~ ° =  

I - -  COS to 

les formules (14) seront remplac6es par les suivantes 

I + 0082 (o  2 COS to 

X 1 --  X sin%--------[o + Y0 sin'-----~o ' 

I + COS~gO 2 COS (0 

Yl --  - - Y  sin% x° sin% ' 

Z 1 ~ Z ~  

et on aura de m@~e pour les cosinus directeurs de la normale ~ la nouvelle 
surface 

(z sin% 
(Xl I ~-  COS~(O - - -  2~" COS (o 

- -  fl sin% 
f l l  I -}- COS~(O - -  2~* COS to 

r(I + cos%) -- 2 costo 
~'1 = I + C O ! t 2 ( o - -  2 7COsto 
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Si on applique ces formules ~ un point de l'h61ice on aura 

:~:I ~--- ~ ?-]i ~Y~ Z 1 ~ Z, 

par consdquent la nouvelle surface passe encore par cette h61ice et elle 
admet le m(~me plan tangent que la premidre tout le long de cette 
courbe. Done les deux surfaces se confondent. Ainsi, lorsqu'une surface 
minima .r@lle admet u.ne ligne asymptotique hdlico~idale, les det~x nappes de 
ht surface se &Sduisent l'une de l'autre 2~ar u~'~e ddrivation convenable, l'axe 
de ddrivation dtant parall~le aux gdndratrices du cylin&'e. Les points cor- 
respondants sont dans un m6me plan perpendiculaire aux g6n6ratrices du 
cylindre et les tangentes ~ la section de la surface par ce plan aux points 
correspondants sont parall61es. Les images sph6riques de ces deux points 
sont encore symdtriques par rapport au petit cercle qui est l ' image sph6- 
rique de la ligne h61icoidale. 

10 .  Nous allons appliquer les consid6rations qui pr6cddent "k quel- 
clues surfaces minima. Prenons d'abord la surface du neuvi6m$ ordre 
d'ENNErEI b que l'on obtient en supposant que la fonction ~(u)  se r6duit 

une constante rdelle; toute surface de la m~me famille aura une fonc- 
tion caractdristique de la forme 

A / \ 
- + 

Ces surfitces d6pendent par consdquent de quatre constantes rdelles seule- 
ment. I1 est ais6 de reconnaltre que toutes ces surfaces sont semblables 
{~ la surface primitive. En effct, raisons subir k la surface minima ayant 
pour fonction caractdristique la fonction pr6c6dente le d6placement qui 
correspond h l'~ substitution lindaire 

u - -  
?~'o -- 'I~'o 'b~ 

la fonction caract6ristique de la surface minima dans sa nouvelle position 
se r6duira h une constante ae ~i, a et b 6tant r6els. La surface est donc 
homothdtique h une surface associde "t l't surface d'Ex~EPER, et on salt 
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que cette derni6re est superposable ~ ses associ6es, l)u reste, on st rend 
compte de ce fait a ~)riori, si on remarque que la surface d'Exxr~I,E~ est 
la seule surface minima alg6brique h lignes de courbure planes et que, 

dans une d6rivation, les lignes de eourbure planes se ehangent en lignes 
de eourbure planes. 

Considdrons en second lieu la famille de surfaces minima ~ laquelle 
appartient l'alyss6ide. Si on prend pour axe des z l 'axe de l'alyss6ide, 

la fonetion ea.raet6ristique sera ~ ;  toute autre surface de la m~me fa- 

mille aura  une fonction earactdristique de la forme 

A 

un des faeteurs u ~ a ,  u ~ fl pouvant  se r6duire b~ l'unit6. Ces surfaces 
d6pendent done de six paramft res  arbitraires rdels. D'une mani6re g6- 
ndrale, on peut  dire que eette fa.mille se compose des surfaces minima, 
~wn algdbriq.ues, ~ lignes de eourbure planes, et des surfaces associ6es 

eelles-l~. Pour  obtenir les surfaces d6rivdes de t'alyssdide, supposons 
l 'axe de d6rivation perpendieulaire ~ un plan mdridien et prenons eet 

axe pour axe des z. Les expressions des eoordonn6es, d'un point de l'alys- 
s6ide auront  la forme suivante: 

t X -~- (t/l, 

• y ~ a cos), eosh#,  

I z --=- a sin ), eosh/l, 

et p 6tant ]es param6tres des lignes de courbure. On aura de m6me 
pour la surface adjointe 

I X o =:--- a)~ 

Y0 = a sin 2 sinh/~, 

z o = ~ a cos 2 sinh/~. 

Appliquons "~ eette surfaee les formules g6n6rales (I4);  nous trouvons 
pour les eoordonn6es d 'un point de la surface d6riv6e 

[ x~ = a# cosh ~ - -  a sin ~ sinh # sinh 9,, 

y~ = a cos ,~ eosh # eosh T + a), sinh 9~, 

[z~ ----- a sin2 cosh#;  
Aeta mathematlea,  11. Impr im6 le 8 F~vrier 1888. "21 
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si on divise par a cosh~ et qu'on pose tgh~-----h,  ces formules devien- 

nent: 

[ x 1 = # - -  h sin ), sinh/~, 

y~ = cos), cosh# + h),, 

z~ ---- q l - -  h' sin )t cosh/.t. 

II est ais6 de reconnaitre qu'elles sont 6quivalentes aux formules donn6es 

par M. DARBOUX (lot. cit. p. 315). Le plan tangent  a pour 6quation 

h cosh/~ X s i n h # - -  Ycos2 + Z ~/i - - h  - - - - - - i  
sin ~ -] 

= h sin ), - -  h2 cos ), + # sinh/t - -  eosh/.t. 

D'une mani6re g6n6rale, proposons-nous de d6terminer toutes les familles 
de surfaces minima qui d6pendent de moins de huit  param6tres r6els. 

Cela revient ir chercher les fonctions .3(u) telles que les fonctions 

(p~ + q - ~  + q/ 

qui paraissent d6pendre de quatre eonstantes complexes, ne d6pendent en 
r6alit6 que d 'un moindre nombre de constantes. S'il en est ainsi, la 

fonction pr6c6dente sera identique h, elle-mgme pour une infinit6 de va- 
leurs des param6tres A ,  m ,  n , p ,  q, formant  une suite continue. En 
]3articulicr on pourra prendre pour ces param6tres des fonctions continues 

d 'une variable t telles que l'on air ident iquement  

+ q), i} + = I K u ) ,  

et nous supposerons de plus, pour fixer les id6es, que pour la vateur 

t = o, on a 
A - = . m  ----- q----- ~, n-----p----o. 

Egalons ~ z6ro la d6riv6e de la fonction pr6c6dente par rapport  au pa- 
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ram6t re  t; il vient ,  en d6s ignan t  par  A ' , m ' , n ' , p ' , q '  les ddriv6es de 
2 t ,  m ,  n ,  p , (l 

) 

+ A [ ( m , u + n , ) ( p ~ t + q ) _ _ ( m u + n ) ( p , u + q , ) ] ~ , \ p u + ~ ) = o "  (,pu + q)° 

Cette re la t ion  est satisfaite i d e n t i q u e m e n t  si on a 

on 

A' __ I)' ~' __ m' n' 

4A 1) q m n 

1 
A * p ff m n 

A, ~ P~ qt m~ n~ 

A 1 , m l ,  n l , p l ,  ql 6 tant  les va leurs  des pa ram6t re s  p o u r  une  va l eu r  par- 

t icul i6re t~ de la var iab le  t. Ce r6su l t a t  ~,tait 6v iden t  ~ pr ior i  d 'apr~s 

l ' homog6n6i t6  de la fonct ion  caract6r is t ique.  Laissant  de c6t6 ce cas 

s ingul ier ,  fMsons t = o dans  lu re la t ion  prdc6dente ;  nous  voyons  que la 

fonct ion  ~ ( u )  doi t  satisfaire ,~ une  6qua t ion  diff6rent ie l le  de la f o rme  

4au + b 
~ ' ( ~ )  + = o, 
F(~,) an'+ cu + d 

a ,  b ,  c ,  d 6t.ant des constantes  i nd6pendan te s  de u.  L ' in t6gra t ion  ne pr& 

sente a u c u n e  difficult6. Nous  d i s t i ngue rons  p lus ieurs  cas: 

I ° . Soit  a > o ;  si l ' 6qua t ion  

a u ~ + c u  + d ---- o 

~ d e u x  racines dist inctes a , / 9 ,  l ' 6quat ion  pour ra  s '6crire 

et on en t i re  

{}'(u) k k + 4 
"J- - -  ~ O~ 

(u) u -- ~ u -- i:) 

(A) l / ,  - -  ~ ) k  

~(u) = C (. _ ~?+, ; 
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2% Soit a > o ;  si l '6quat ion au ~ + c u + d - - o  a une racine doub le  

a,  on au ra  

~(, , , , )  '~ _ ,~ (,,~ _ _  ~)~ - -  o .  

On en t i re  

C x" 
_ _  e , , - , ~  ; (B) ~(a) ( , . . -  u.)' 

3 ° . Soit  a =  o , b c ' ~ o .  On aura  

et par  suite 

(c) 

~ (~.~) ~ - -  ,,. 

o. Soit a = o , c = o , b ~. o. L '6quat ion diff6rentiel lc dev ien t  

:~ ( ~ ) 

et on en t ire 

(D) ~ ( u )  = C'e'"; 

5 ° . Soit  a =  o ,  b ~ o. ()n aura  

(E) ~ ( u )  = C. 

I1 est vis ible  que lea formes (C) et (E) ne sont que  des cas par t icul iers  

de la forme (A) 
(~, --~)~ 

~ ( ~ )  - c ' ( ~  _ ~ ) ~ + ~ ,  

qui  caract6rise la famil le  de surfaces min ima dont  fait pa t t ie  la surface 

• tyan t  pour  fonction caract6r is t ique 

~ ( u )  = uk; 

cette  derni6re surface  eat appl icable ,  c o m m e  on salt, sur  une surface  de 

rdvolu t ion  ou sur  une surface  spirale. Comme cctte surface est super-  

posable  ou s emb lab l e  h, ses assoei6es, il 6tait  certain a priori que  la re- 

mil le  de surfaces  min ima  dont  ellc fa.it pat t ie  ne pour ra i t  d6pendre  de 
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huit paramgtres r~els arbitraires. Si k est queleonque, le nombre de ces 
paramStrcs sera ggal g 6; il s'abaisse jusqu'~ 4 pour la surface d 'E~Er~m 

Les formes (B) et (D) sont elles-mdmes des cas particuliers de la 
forme suivante 

~/'U+q 
i (u) = + q)'; 

cette fonction ~(u)  ne d@end que de trois constantes complexes. Elle 
reprend en effet la mdme valeur si on remplace m,  n , p ,  q par 

km -t- 4kpLk , kn -~ 4kqLk , k_p , kq, 

k 4tant une constante quelconque. Si on fait subir ~ la surface minima 
qui a pour fonction caract~ristique la fonction pr~c4dente un d@lacement 
rgel convenable, il est facile de ddmontrer qu'on peut la ramener £ avoir 
pour fonction caract~ristique une fonction de la forme 

a ,  b, c 5tant rgels. 

1 1. Imaginons que nous ayons pris un axe de d6rivation queleonque 
passant par l'origine, faisant avec les axes de eQordonn6es des angles de 
eosinus a,, b~, e~ et soit f~ le param6tre de d6rivation. I,es formules (i6) 
et (I7) deviennent 

(,6') ds, = [cosh f , - -  (a,= + b,iY + e,r) s inhf ,]ds ,  

([7') dA, = [eoshf~--(a~a + bd~ + c , r )s inhf , ]2dA.  

Supposons que nous ayons pris einq surfaces d6riv6es d'unc meme surface 
S, avec des axes et des param~tres de d6rivation queleonques. Entre les 
einq formules analogues ~ la formule (i6') nous pourrons 61iminer a , f l ,  
r ,  ds; par suite, entre les longueurs des arcs correspondants de ces cinq 
surfaces il existe une relation lindaire et homog~ne ~ coefficients constants. 
I1 peut arriver d'ailleurs qu'on air une relation de cette esp~ce en prenant 
moins de cinq surfaces. Consid~rons par exemple quatre surfaces d~- 
riv~es d'une mchne surface par rapport ~ quatre axes situ~s dans un 
m~me plan que nous prendrons pour plan des xz; les formules analogues 

la formnle (I6') ne eontiendront plus que ~ et 7" et, en 61iminant u,T 
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et ds on aura une relation ]in6aire et homog4ne entre tes tongueurs des 
arcs correspondants de ces quatre surfaces. 

Prenons encore trois surfaces d6riv6es de la premiere suivant un 
m4me axe, que nous prendrons pour axe des z; on aura les trois relations 

ds, = [eosh ~:~ ~ r sinh ~ ] ds, 

ds 2 = [eosh ~,.~ - -  rs inh ~ ] d s ,  

ds 3 = [cosh ~,.~ - -  rs inh 93]ds. 
On en d6duit 

sinh(92 - - c : )d s ,  + sinh(¢ 3 --F,)ds2 + sinh ( ~ , - - c ~ ) d s  3 -----o 

et par suite 

s, sinh (~'2 - -  f'.~) + s2 sinh (f3 - -  f'l) + s3 sinh (f,, - -  ~,,) := o. 

On verra de rn4me, en partant de la formule (I7'), qu'il existe une re- 
lation lin6aire ct homogdne ~ coefficients constants entre les aires eor- 
respondantes: I ° de dix surfaces d6riv6es, lorsque les axes et les para- 
m6tres de d6rivation sont queleonques; 2 ° de sept surfaces, lorsque les 
axes sont dans un m6me plan; 3 ° de quatre surfaces d6riv6es suivant 
un m4me axe. 

12. La plupart des consid6rations pr6c6dentes s'appliq~uent, avec 
quelqucs changements, aux surfaces minima imaginaires. Soient I ' ,  F, 
deux courbes minima quelconques repr6sent6es par les 6quations 

l " ]  Y =  2B(t) ,  /', t7, 2B,(r) ,  

z = 2 c ' ( t ) ,  z ,  = 

et soit S la surface minima, en g6n6ral imaginaire, qui est le lieu des 
miiieux des cordes joignant un point de [ ' ~  un point de [',, surface re- 
pr6sent6e par les 6quations 

'i = ~zl (t) + "Ai(r)' 
S := U(t) + BI(r), 

= c ( t )  + 
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Supposons que l'on applique h, la courbe F une transformation homo- 
graphique conservant le cercle de l'infini, et une autre transformation de 
m4me nature h. la eourbe 1' 1 . On obtient deux autres courbes minima 

F', G; 

z ' =  ~ e ( t ) ,  z', = - , e . , (G 

et une nouvclle surface minima S repr6sent6e par les 6quations 

X' = t~( t )  "71- t...~.i('~), 

s'  y' = ~ ( t )  + ~1(~),  

/i~' = e(t) + e~(~). 

Nous venons d'6tudier le cas oh les deux courbes F,/11 sont imaginalres 
conjugu6es et oh on applique ~ ces deux courbes des d6placements hna- 
ginaires conjugu6s. Consid6rons  maintenant  l e  eas g6n6ral; nous al- 
lons voir que les coordonndes d'un point de la surface S' s'expriment lingaire- 
ment au moyen des coordonn~es de deux points correspondants de la surface 
S e t  de la surface adjointe S o. 

On a pour expressions des coordonn6es d'un point de S O 

et par suite 

,o = i [ v ( ~ ) - -  B~(~)], 

I~o = ; [ ( : ( t ) -  (:~(~)], 

• , -  iXo = : A ( t ) ,  ~ + ,i~o - : A I ( ~ ) ,  

y - - i y o  ---- : B ( t ) ,  , + iYo = : B I ( G  

z -  G = ~ C ( t ) ,  z + ~,o = ~(:,(~'). 

D'ailleurs ~I( t) ,  ~ ( t ) ,  ~ ( t )  sont des fonctions lin6aires g coefficients con- 
stants de A ( t ) ,  B ( t ) ,  C(t); de m4me a , ( r ) ,  ~gl(r), e.,(r) sont des fonc- 
tions lin6aires ~ coefficients constants de A~(r),  B~(r), q( ' : ) .  Par suite 

X' Z ~ ' " , y ' ,  s expmmeront l ln6airemcnt :m moyen de x ,  y ,  z ,  x0, Y0, zo. 
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Je suppose maintena.nt que les deux transformations appliqu6es aux 
eourbes F ,  F~ se r6duisent k deux d6plaeements ind@endants  l 'un de 
l'autre. Faisons eorrespondre les points des deux surfaces S ,  S '  qui %- 
pondent aux m6mes valeurs de t et de r; alors les l ignes de courbure  et 

les l ignes a sympto t iques  se corresponden t  respec t ivement  su r  ces d e u x  surfaces .  

On le d5montre faeilement en prenant les 5quations de ees surfaces sous 
la forme g~n~rale qui prdcdde. DSsignons pour ab%ger par A', B', C', 
A " , B " , C " ;  A ' ~ , B ~ , C ; , A ' / , B ' / , C [ '  les d~ri%es de A , B , C ; A ~ , B ~ , C ~  
prises par rapport h. t et h. r respectivement. Des relations 

on tire 

I)osons 

Soient 

A '~ + B '~ + C'-"= o, 

A ' A "  --1- B ' B "  n t- C 'C" = o 

A' B' C' 

B'C" - -  C'..,B" C ' A " - -  A'C" . . . . . .  - -  A 'B "  B 'A"  ; 

B'C" - -  C'B" C'A" - -  A ' C '  
A' B' 

a b e 

a' t)' c' 

a" b" e" 

les coefficients d'une substitution orthogonale de ddterminant + I; des 
ggalit~s 1)r~cSdentes on tire 

[ ( t ) = ( a ' b " - -  1/a")(A'B"--  B'A")  + (b'c"-- c'b")( B 'C"- -  C'B") + (e'a,"-- a'c")(6"A"-- A'C") 

aA'  -t- bB' "t- cC' 

__ (a'A' + b'B' + c'C')(a"A" + b"B" + c"C") --  (a"A' + b"B' + c"C')(a'A" + b'B" + c'0") 
a A ' + b B ' + c C '  

On volt done que I ( t )  est un invariant relat ivement h, toute substitution 
orthogonale de d~terminant -k- I effeetude sur les fonetions A ,  B ,  C. 
De m~me, si on pose 

- -  ' " B,6 ,  O~B, 01A1 A,O, I~(r) = AiB',' B , A ,  __-- ' " ' - - ,  . . . . . .  __-- - -  ' " 
C', A,  B', 
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I~(r) sera un invariant relativement ~ toute substitution orthogonale de 
d6terminant -t- I effectu6e sur les fonctions A1, B~, C~. On salt que 
l'6quation diff6rentielle des lignes asymptotiques de la surface S cst 

A' A" A; 

B ' B "  B~ 

c' c" c-; 

dt ~ + 

A; A' A;' 

B; B' B;' 

C; C' G' 

d T  ~ ~ O~ 

P l # t "It " l l  0u, en d6veloppant et en supprimant le facteur eommun A A, + B B1 + C  G, 

I(t)d,t ~ -  I~(r)dr ~ '= o. 

De m&ne l'6quation diff6rentielle des lignes de courbure sera 

dx dy dz 

t t  Y W ~ 0 

du dv dw ! 

off 

t i t l t l i "I! ! / ! I 
u = B C ~  - -  C B , ,  v ,= CA~ - -  A 6~,  w = A B ~  - - B A ~ ;  

en d6veloppant et r6duisant les termes semblables, il vient pour cette 
6quation 

i(t)dt~ + ~r ( ~ ) & ~  = o .  

Puisque I ( t ) ,  II(r) sont des invariants relativement ~ toute substitution 
orthogonale de d6terminant + ~, on voit aussit6t que ces 6quations sont 
les m4mes pour les deux surfaces S e t  S': d'ofl r6sulte la proposition 
g6n6rale 6nonc6e plus haut. 

Ce th6or6me se d6montre aussi tr6s simplement au moyen des formules 
de M. WEI~ttSTaASS. Regardons les deux courbes minima F ,  F 1 comme 
les ar4tes de rebroussement des deux d6veloppables enveloppes des plans 

1(I - - ' a 2 ) X +  i(l + u2) Y +  2uZ -4- 4f(u) = o, 

[ ( i - - u ] ) X  - - i (E + u])Y + 2 u l Z +  4fdul)---- o; 
Aeta mathemtltlea. 11. l m p r i m ~  le 16 Fdvr ier  1,~88. 22 
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la surface minima S sera repr6sent6e par les 6quations 

[i-=f(~--u~)~(u)du+f('--u~)~(u,) dul, 
= f ~ ( ,  + u ~ ) ~ ( u ) d u - - f ~ ( ,  + u~)~,(u,)~, , , ,  

oh 

Les lignes 
les 6quations diff6rentielles 

~ ( u ) d u  ~ - -  ~ , (u , )du  ~, = o, 

~ ( u ) d u  ~ + ~,(u,)d,,? = o. 

Si on suppose maintenant que les courbes F , / ' 1  

~(u)  = f"(u) ,  ~ ( ~ )  = f;"(u,). 

de courbure et les lignes asymptotiques seront donn6es par 

subissent des d6place- 
ments, les fonetions qg(u), ~,(u~) sont remplac6es pdr des fonctions ~(v), 
~,(%) de la forme suivante 

_ / m v  + n) (mq --  np)" 

(ml~, + _~_,~(,,.,q, --~,p,)' 
~3,(v,) = i~ , \p , , , ,  + ~ , /  (p,~, + q,), , 

et les 6quations diff6rentielles des lignes de courbure et des lignes asymp- 
totiques deviennent respectivement 

m ( v ) d v ' - -  m,(v,)d,,~ = o, 

~)(v)~v'  + m,( , , )d~,  ~ = o; 

ces 6quations sont identiques aux premi6res off l'on aurait fait le change- 
merit de variables 

m v  + n m t  v I + n t 
m ~t 1 

U - -  p v  + q '  P 1 %  + q, 

".~ t • Nous voyons de plus que, si on eonnait l'image ~pherlque d'une ligne 
de la premi6re surfnce, pour avoir 1'image sph6rique de la ligne corres- 
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pondante de la seconde surface, il suffit de faire la transformation pr6- 
cddente. Une telle transformation change les cercles en cercles; par suite 
toute ligne de courbure plane se change en une ligne de courbure plane 
et toute ligne asymptotique h61ieo:idale en une ligne asymptotique h6- 
licoidale. 

Pour donner un exemi)lc de la transformation g6n6rale qui prdc6de, 
reprenons la surface rcpr6sent6e par les 6quations (I4) [§ 6]. l{ien n'em- 
p6che de supposer que la surface S d'oh l'on part est imaginaire ainsi 
que le paramStre k; les propositions qui ont 6t6 d6montr6es sont encore 
vraies dans ce cas. La surface S 6tant consid6r6e comlne le lieu des mi- 
lieux des cordes qui joignent un point d'une courbe minima 1"~  un 
point d'une autre courbe minima 1'1, on obtiendra la nouvelle surface 
minima repr6sent6e par les 6quations (I4) en faisant subir aux deux 
courbes 1", 1"1 des rotations 6gales et de sens contraires autour de l'axe 
Oz. Je dirai encore que la nouvelle surface est ddriv6e de la premiSre. 

1 3. Nous avons vu au paragraphe 6 que deux surfaces minima d6- 
riv6es l'une de l'autre jouissaient de la propri6t6 suivante. Si on consid/~re 
les sections de ces deux surfaces par un m6me plan perpendiculaire k 
l'axe de d6rivation et qu'or~ fasse correspondre les points de ces dcux 
sections oh les tangentes sont parall~les, on obtient un mode de corres- 
pondance entre les deux surfaces tel que l'angle de deux courbes quel- 
conques t rac~es sur l'une d'elles est 6gal ~ l'angle des courbes corres- 
pondantes sur l'autre surface. On exprime ce fait en disant que les 
deux surfaces sont appliqu6es conform~ment l 'une sur l'autre. Cette pro- 
print6 appartient aussi aux surfaces de r6volution. Soit Oz l 'axc de la 

surface et 

l'6quation de la m6ridienne dans le plan des xz; l'616ment lin6aire sera 

donn6 par la formule 

ds = + + 

¢o d6signant 1 an~le d'un plan m6ridien avec le plan xOz. Soit maintenant 
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la m6ridienne d'une autre surface de rdvolution, dont l'61dment lin6aire 
sera donnd par la fornmle 

J 4  = ¢~(4, t ,o  ~ + [~ + ¢ " ( z ) ] a z  ~. 

Faisons correspondre les points des deux surfi~ces qui r6pondcnt aux mdmes 
valeurs de z et de a,; pour que ces deux surfaces soient appllqu6es con- 

(~8 t form6ment l 'une sur l'autre, il faut et il suffit que le rapport ds  ne 

d6pende que de to et de z, c'est-k-dire que l'on ait 

(24) 
+ ¢':(z) ~ + ¢'~(z) 

. = _ - ~  

¢'~(z) ¢'(z) 

La premidre surface 6tant dmmde, on connaitra la fonction p et on aura 
pour d6terminer ¢ une 6quation diff6rentielle du premier ordre admettant 
p comme int6grale particuli6re. II est ais6 d'interpr6tcr la relation (24); 
soient C, C' les deux m6ridiennes du plan xOz ,  31 et M' deux points de 
ces courbes situ6s sur une mdme paralldle M M ' P  ~ l'axe Ox. Lt~ for- 
mule (24) exprime pr6cisgment que la projection de M P  sur la normale 
M N  k la courbe C est 6gale h la projection de ~3I'P sur la normale 
M'N' ~ la courbe C'. 

Supposons en particulier que la premi&e surface soit un cylindre 
de r6volution; alors F ( z ) =  a e t  l'6quation (:4) devient 

¢'(z) 
, + ¢ " ( z ) = . ,  

I,'intdgrale gdndrale est 

x = ¢ ( ~ ) - - -  e 7 + e-"- ; 

clle reprdsentc des chainettes 5gales tangcntes g la droite x ~ a, qui est 
alors une intSgrale singuli6re. Ceci nous conduit '~ quelques propri~tds 
curieuses de l'alyss6ide. Si on consid6re l'alyss6ide et le cylindre cir- 
conscrit suivant le cercle de gorge et qu'on fasse correspondre Ies points 
des deux surfaces situ6s sur une m&ne droite perpendiculaire g Oz et 
rencontrant cet axe, les angles se conservent dans ce mode de corres- 
pondance. Les lignes asymptotiques de l'alyss6ide ont pour transformdcs 
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des h61ices inclin6es g 45 ° sur les g6n6ratrices du cylindre, de sorte que 
ces lignes asymptotiques sont k l'interseetion de l'alyssdide et des h61ico'ides 
ayant Oz pour axe et 6gaux k l'h61icolde adjoint. 

Si on d6veloppe ensuite la surface du cylindre sur un plan, on ob- 
tiendra une carte de ]a surface de l'alyss6ide dans laquelle Its lignes dc 
eourbure seront reprdsent6es par deux faisccaux rectangulaires de droites 
parall61es. 

1 4. Nous sommes ainsi amen6s h, l'examen de I'~ question suivantc 
de Gdom6trie, par lequel je vMs terminer. Etant. donndes deux surfaces 
quelconques S,  S~, on prend les sections des deux surfaces par un plan 
variable parall61e ~ un plan fixe, et on fait correspondre les points de 
ees deux sections oh les tangentes sont paralldles: dans quels eas obtient- 
on une application eonforme des deux surfaces l'une sur l'autre par ee 
mode de correspondance? 

Je prends le plan fixe pour plan des zy et j 'appelle x ,  y ,  z ; x~, y~, z 
les coordonn6es de deux points correspondants des deux surfaces; ces 
coordonn6es sont suppos6es exprim6es en fonction de deux variables in- 
d6pendantes a,fl. D'apr6s l'6none6 dtt probl6me, on aura d'abord la 
relation 

dz~ + @~ + dz ~ = l~(dx, ~ + @~ + dz~). 

D'autre part, le plan tangent k la premi&re surface aura pour 6quation 

, I~.~ 8 y  

. (z-4t~ ~ ~o_xh = 
~a 8fl/ O, 

et le coefficient angulaire de la trace de ce plan sur lc plan des xy sera 

~y ~z ~z ~9 

~:c 8z 8z ~,v 

~a %8 aa ~9 
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et on aura une expression toute pareille pour le plan tangent  ~ la se- 
conde surface. On en tire une nouvelle 6quation de condition 

ou, en (ldveloppant, 

(26) 
oz oz [~y ax, ~ ,  ay ay~ ~x ~x ~y, J 

II s'agit de t rouver  cinq fonctions x , y ,  x~, y ~ , z  des variables a et fl 
v6rifiant les relations (25) et (~6). Imaginons que nous ayons pris pour 
variables a e t  /~ les param6tres des lignes de longueur nulle de la pre- 
mib.re surface. L'6quation (25) pourra 6tre remplac6e par les relations 
ci-dessous 

aM + \~fl/ \~M - -  o; 

(=s) 

Posons 

d'oh 

aa /  + \ a a /  + \a~/ = o, 

~-Y/ + \a i~/  - -  \ M !  --- o. 

~, + 7% v + v 0 
: ~  ~ - - - - - : ~  X 1 = . ) 

2 2 

2 ' Yl  = i %___.~v" 
2 

u = x + i y ,  v -----x, + i y , ,  

u o = x - - i y ,  v o = x  1 - - i y  l. 
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Des relations (~7) et (28) on tire 

On satisfait aux 4quations ( :9) de lu fagon h~ plus g6n4rale en prenant:  

(30) 

~v Ou 
~i----- e'¥~a' 

(3°')  ~VO= e_,O,~uo 

et eo &ant deux nouvelles fonctions de a et de ft. Si on remplace 
x ,  y ,  x~ , y~ par leurs valeurs dans l '~quation de condition (26), elle 
devient, apr~s quelques r~ductions faciles, 

On peut satisfaire k cette 6quation de deux mani/eres: 1 ° en prenant 
t o + F - - - - o ;  2 ° en posant 

~z ~z ~u ~ u  o 

d(~_,~ ) ---_ _ _  ~a  ~fi q -  ~fl ~ a  
~z ~z ~ ~ u  o 
~ f l  + ~-~ 

Oette derni~re solution est illusoire; en effet, on v~rifie ais~ment, en 
tenant eompte des ~quations (29) , que l'on a.urait 

~u ~z ' 

et les 6quations (3 o) nous donneraient 

9v ~V o ~v ~v o 
O~ 

~v ~z ~v ~z 
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de sorte que le point x~, Yl, z d6erirait, non pas une surface, reals une 
courbe, qui serait forcgment une courbe minima. I1 est ais6 de s'ex- 
pliquer la pr6sence de cette solution 6trang6re. En effet, si on a une 
surface quelconque S et une courbe minilna quelconque / '  et qu'on fasse 
correspondre t o u s l e s  points de la surface S situgs dans un plan paral- 
161e au plan xOy au point unique de la courbe /" situ6 dans ce plan, il 
est 6vident que la relation (25) sera satisfaite puisque on aura 

dxI + @~ + d.,, ~ = o. 

D'autre part  les quantit6s 

Ozt Dz ~x t az ayt  az ay~ Oz 

sont identiquement nulles et la relation (26) est v6rifide 6galement. 
Nous voyons par cons6quent que, pour avoir une v6ritable solution, 

il nous faudra prendre 
eo + 9 , = o  

et les relations (30) et (3 o') pourront  s'6crire 

l a y  a u  
~ - - - - 2 ~ ,  

(3I) /~o IOi* (3I') 

! 
Ecrivons les conditions d'int6grabilit6 

~Vo I Oi/o 
8a  ), ~¢z ' 

OV 0 O~tt o 

)2 ~a at9 ' 

OtV o O~'tt. o 0,~ ~*¢e I ~:tq£ o x O/i duo . 

on en tire les relations 

(32) 
V~@ + ~ a¢~ - -  a~-~ ' 
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qui ne contiennent plus que les coordonn6es u,  u 0 de la premi6re surface. 
Ces 6quations admettent  toujours les deux  solutions )t = + ~. Les sur- 

faces S~ que l'on obtient ainsi se ddduisent de la surface S par une trans- 
lation paralldle au plan des xy  ou par une rotation de ~8o ° autour  d 'un 

axe perpendiculaire  h ce plan. Ces solutions dtaient d'ailleurs dvidentes 

a priori.  

On apergoit immddiatement  un autre cas particulier oh les 6quations 

(3 2) admettent  une infinit6 d'int6grales: c'est celui off la surface S est 
une surface minima.  On a en effet dans ce cas 

a ~'tb a ~b o 

aaafl ==- O, aaafl --- O~ 

et on satisfait aux 4quations (32) en prenant  pour 2 une eonstante quel- 

conque. Des 4quations (3~) on tire alors 

a - - - V  : : o ;  

ce qui nous montre  que la seconde surface sera aussi une surface minima.  
Si on poursuit  le calcu], ce qui n'offre aucune difficult6, on reconnait  

que la surface S~ est prdcis&nent une surface d4riv~e de S avec Oz pour 
axe de d&ivation. 

Prenons maintenant  le cas g5n~ral; les dquations (3~-) peuvent se 
simplifier un peu en prenant  pour nouvelle  inconnue 2~'-----p. Elles de- 
viennent, en les mult ipl iant  par 22, 

au0 ap -t- a.u0 at, 2 p ( i  ~ ah~° . 

si on r&out  par rapport  k ~,o ~,o a n ' a f t '  on trouve 

(33) 

Aeta ta(~thematica, 1l.  Imprlm(~ le l l  ~6vrier 1888. 23 



178 E. Goursat. 

Ecartons le cas oh on aurait une solution en prenant 

on aurait alors 

P = au a% a~ a~ o ac~a~ a~ a~ - -  o; 

av a% @v @v o 
- - 0  

a~.a fl aSa~ 

et la surface S, serait un eylindre ayant ses g~n~ratrices parall41es k Oz. 

Ce cas sera examin4 plus loin. 
Si l'on veut qu'i l  y air une infinit4 de surfaces $1 correspondant 

une surface donn4e S, la condition d'intdgrabilit4 du syst~me (33) 

a, e _ a,p 

devra 4tre satisfaite identiquement.  Le calcul un peu long n'offre aucune 
difficult4 et on est conduit aux conditions suivantes: 

a~ r a,,oq a, [ a~] 
L ~ aflJ a¢,a 5 

"E " .,[ (35) ~,,.a~ l°ggs] = a~a~ _l°g~ , 

(36) ',~,' ~,-~ ~ I ~"" = ,,a,9,, 
L 8a 

~ /  < 
L 

f -9~o ~*~o "1 
l~q ~ ~'~ a / ~ ~; '~ /  (~% 

L a~ J 

'a,,o ~ / ~  / " 
v ~ /  ~ / 

L ~ J 

Des relations (34) et (35) on tire 

I ~a o 

13s) i a.~o 
= ~1(~)¢1(~)~ 
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?(a) et ~(a) ne d@endant que de a ,  ¢(fl) et ¢l(fl) ne d@endant que 

de ft. Si on porte ces valeurs de ~u° aUo dans les formules (29 )e t  
a a '  aft 

au au 
qu'on dlimine aa aft' on volt que la fonction z dolt v4rifier une 4quation 

aux ddrivdes partielles de la forme 

a, __  ~ ( = )  a, . , ( f l ) g  9 =  o, 

dont l'int4grale g~ngrale est 

en posant: 

= F [ a , ( = )  + , ' (~ ) ] ,  

Comme les variables a et fl peuvent toujours 4tre remplac5es par deux 
nouvelles variables ne d@endant respeetivcment que de chaeune des pre- 
mi&res, rien n'emp~ehe de supposer que l'on a pris pour variables les 
fonctions ¢ ( a ) ,  ~'(fl) elles-m~mes. Alors la eoordonn~e z aura pour ex- 
pression 

(39) z = F(a  + fl). 

On d~duit de lk une consequence importante; puisque les lignes 

+ fl = Const., a - - f l  = Const. 

forment sur la surface deux syst&nes orthogonaux et isothermes, nous 
voyons que les sections de la surface S par des plans parallOles au plan 

des xy forment un systOme isotherme. 
Soit 

f(a +/~) = -  [F'(a + ~)]~; 

les formules (29) deviennent 

(40) a~ a~ - a / ~  ~i~ - f ( ~  + fl)" 
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On en d6duit 
~o ~1"o 

et les formules (38) deviennent: 

(4 I) 

= f(~)¢(f l )@'  

• ~ = ~(~)¢(f l )~ .  

Combin6es avec les formules (40), elles donnent 

(42) 

I au au f(~ + t~) 

~to ~o 
aT art = ~ ( a ) ¢ ( f l ) f ( a  + 8). 

Des relat ions (4o) on tire 
a ~,~[, 

' ~ a ~  

gZ \ E l  

~2qh 

- a,_~ f(~ + P ) ~ ;  

~fl \aft/ 

on peu t  satisfaire k cette re la t ion  de deux  mani6res:  I ° en p renan t  

mais on aura i t  aussi 

2 ° en posant  

aa ~i9 ' 

a u o  aUo et la sur face  S se r6duira i t  ~ une courbe ;  

/"((Z -~ ]~) }~,~ [ I I 1 
f((~ + fl) _ ~ ~% -t- ~ . 

L ~  @J 
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La premiSre des ~quations (42) nous donne aussi 

181 

~v~ v/~" f'(~ + fl) ¢'(/~) 

va ~fl 

Ajoutons membre  ~ membre  les ~quations prSc~dentes; il vient 

Par consequent @ sera de la forme 

~ ~(~ + fl). 
~,8 ,/,(,e) 

on aura de m6me 
a ~  ~-,(~ +/~) 
as , . f ( ~ ) .  ' 

les fonctions ~r, 7r~ v~rifiant la condition 

~(a + fl).,~,(~ + f l ) =  f(~ + fl). 

On en tire encore 

si les ~onctions ~ ,  ~1 sont des constantes, cette condition est satisfaite 
identiquement,  et on retombe sur le cas d~jk consid~r4 des surfaces mi- 

nima. S'il e n e s t  autrement,  il faudra que le rapport  ~(a) ne d4pende 

que de a ~ fl, et par suite que 

c'est-k-dire que l 'on ait 
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O U  

¢ ' ( ~ )  _ ¢'(~) 
- -  . ~(~) ¢(P) 

La valeur commune des rapports pr6c6dents sera forc6ment une eonstante 
ind6pendante de a et de fl, et on aura 

on en tire 

¢ ' ( ~ )  ¢ ' ( / ~ )  _ 
¢ ( ~ )  - -  m ,  ¢( /~)  m; 

~ ( a ) - ~ - a e  ...., ~'(fl) = be -''~, 

a et b d6signant deux nouvellcs constantes, et finalement on obtient les 
formules 

(43) 

(44) 

oh 

I ~u o - -  ae,,,~Tz(a + 13), 

,~(~ + fl).,~,(~ + ~) = f( :  + ~). 

Les relations (40) ct  (41 ) sont satisfaites ct les conditions d'int6grabilit5 
des deux syst6mes (43) et (44) sc reduisent k une seule 

On v6rifie facilement que les autres conditions d'int6gra.bilit6 du syst~mc 
(33) sont v6rifi~es identiquemcnt. 

Pour interpr6ter gSoin6triquement les relations (43) formons l'6qua- 
tion du plan tangent  ~ l~t surfltcc S 

A ( x - -  ~) + B(Y--V) + c ' ( Z - -  ~) = o. 
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On au ra  

A - -  ayaz az ay __ i @z 
aa aft aa aft 2 aa 

[ au 0 3q.~ @t~ auo] 

i 3z __ 2~(A [(ae  .... ._~ ~ era,) ~. ((3{ _4_ fl) __ ( I  ~ ..... _.~ b ~--m/~) 7~.1 <0~ ._~ fl)], 

B az az az az ~ az [au au o au aUo] 

i az e " ¢ - a e  ~") " - e  ..... )~r~ 

On en t i re  

b 
A~ + B~ ~ (az ,~[__  ~e.,,,(~+z, ,(a + f l ) _  4_ e_,,(~,~,~r~( a + fl) 

+ + 

0 
Nous  voyons  que C et A ~ + B ~, et  p a r  sui te  ~,/A" + B '~ + 0 "  ne d @ e n d e n t  

que de a + fl ou, ce qu i  rev ien t  all m~me,  de. z. Pa r  cons6quent ,  le 

p l an  t a n g e n t  g la surface le long  d 'une  section p a r  un  p lan  paral lgle  au  

p lan  xOy  coupe  ee p lan  sous u n  ang le  constant .  La  surface a d m e t  une  

s6rie de l ignes  de e o u r b u r e  situ6es darts des p lans  parall61es;  e 'est  done  

une  surface moulure. 

1,5. Ce po in t  6 tan t  d6mont r6 ,  il est c o m m o d e  pou r  achever  le 

ca lcul  d ' e m p l o y e r  un  au t re  'syst6me de var iab les  ind6pendan tes .  Choisis- 

sons c o m m e  var iables  la coordonn6e  z et  1 'angle a que  fai t  avec Ox la 

t race  du  p lan  t angen t  sur  le p l an  des xy. L' in te rsec t ion  du  p lan  t a n g e n t  

au  po in t  ~ I  de coordonndes  x , y , z  a.vec le p lan  Z = z  au ra  p o u r  6qua t ion  

X cos a -t- I1 sin a = F ( a ,  z); 
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les coordonn~es du  point  M seront donn~es par  les d e u x  ~quations 

x c o s a + y s i n a  = F ( a , z ) ,  

VF 
x sin a "4- Y cos a = 7a ; 

@P 
x = c o s a F ( a ,  z) - -  sin a ha '  

hF 
y -'= sin a F ( a ,  z) "4- cos a 7a ; 

d x = - - s i n a  F ( a , z )  - ~ - ~ J d a - 4 -  cosa~-~z--sinahavz I , 

[ h'F1 [.hE h"F1 
dy = cosa  .F(a, z) -f--~a.,Jda -4- s, na - : - - l -  

/ ds' = dx ~ + ~y'  + d~' = [~'(~, ~) + h ' p T , . ,  

+ + + + + 

Sur  une surface mou lu re ,  les l ignes 

a ~ Const., z ~ Const. 

f o rmen t  un  syst&me or thogonal .  On doi t  donc avoir  

~a hz 

et pa r  suite F ( a ,  z) devra  dtre de la fo rme  

F(a ,  z) --- f(a) + ~(z). 

L'expression de ds 2 devient  

ds ~ - -  [f(~) + f " (a)  --t- ¢(z)]~da ~ + [ '  + ~"(z)~]dz ~. 

P o u r  que les courbes z ~ Const. f o rm en t  un syst&me isotherme,  il f audra  

on en t ire 
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6videmment  que le coefficient de da 2 soit le produi t  d 'une fonction de 
par une fonction de z. Or cela ne peut arr iver  que dans deux cas: 

x °. Si on a f ( a ) +  f " ( a ) =  a; on aura alors 

f ( a ) - - - - a +  C c o s a +  C ' s i n a  

et la trace du plan tangent  sur le plan Z-----z aura  pour 6quation 

( X - -  C) cosa + ( Y - -  C ' ) s ina  = f (z ) ,  

en r6unissant la constante a k ~(z). Cette trace est constamment tangente 

un cercle de rayon ~(z)  ayant  son centre au point x - - - - C ,  y = C'. 
La surface est donc une surface de r6volution autour  de la parallSle 

Oz repr6sent6e par ces deux 6quations. hnaginons  que nous ayons pris 
cette droite pour r a x e  Oz lui-m6me; on pourra  supposer dans ce qui 

pr6c~de f ( a ) =  o. Consid6rons ensuite une autre surface dont l'61~ment 
lin6aire est donn6 par la formule 

ds, = + + + 

d 8  t le rappor t  ~ ne d6pendra que de a et de z si on a 

~ ( z )  I + ~ ' ( z ) '  

Pour  que cette relat ion puisse avoir lieu, il faut 6videmment  que 

+ 

se r6duise ~, une constante; on en d6duira comme tout-k-l 'heure que la 

seconde surface est une surface de r6volution autour  d 'une droite paral- 
l~le k Oz. Si on amine  l 'axe de cette surface ~, coincider avec Oz, on 

pourra  prendre f l (a)  ----- o, et on retombe sur la relat ion d6jk obtenue 
directement 

+ ~',(~)~ = x + ~'(~) ' .  
~,(z) ~ ~(z) ~ , 

2 °. Les courbes z =  Const. forment  encore un syst6me isotherme 

si ~(z) est constant, c'est-g-dire si la surface consid6r6e est un cyl indre 

ayant  ses g6n6ratrices parall61es ~ Oz. On d6montre ais6ment que la 
A e t a  mat :hemat fea .  ]1. Imprim~ le 6 Mars 1888. 24  
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seconde surface devra dtre un eylindre ~gal au premier k moins que le 
cylindre ne soit de r~volution, cas qui a d~jk ~t~ consider& 

En d~finitive, il n'y a pas d'autres surfaces jouissant de la propridt~ 
gdom~trique en question que les surfaces minima et les surfaces de rd- 
volution. 

Les principaux r~sultats de ce travail ont ~t~ r~sum~s dans une 
note pr~sent~e ~ l'Acad~mie des Sciences le ~40c tobre  I887 (Comptes  
r e n d u s ,  t. 105, p. 743). 

Paris, Novembre t887. 


