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SUR UN MODE DE TRANSFORMATION DES SURFACES MINIMA

PAR

E. GOURSAT

4 PARIS.

1. En interprétant géométriquement les formules de Moxce, M.
Sopnus Lie a rattaché la théorie des surfaces minima & celle des courbes
dont les tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini, et auxquelles il
a donné le nom de courbes minima.® Bornons-nous d’abord, pour plus de
netteté, aux surfaces réelles; il résulte des recherches de M. Lie que la
surface minima réelle la plus générale peut étre considérée comme le
lien du milien d'une corde qui joint un point quelconque d'une courbe
minima a un point quelconque de la courbe conjuguée.

Soient

(1) X =A(t), Y=2DB(), Z=2C)

les équations d'une courbe minima 7', 4(¢), B(t), C(¢t) désignant trois
fonctions du paramétre variable ¢ qui vérifient la relation

dA? 1 dB* + dC* = o.

Les coordonnées d’un point 7éel de la surface minima réelle correspondante
S seront données par les formules

z = RKA(t),
(2) y = &B(1),
z = RC(t),

' S. Lie. Beitrige zur Theorie der Minimalflichen: 1. Projectivische Unlersuch-
ungen tiber algebraische Minimalfiichen (Mathematische Annalen, t. 14, p. 331; 1878).
— TI. Metrische Untersuchungen iiber algebraische Minimalflichen (méme recueil t. 15,
p. 4053 1879).

Acta mathematice. 11. Imprimé le 11 Février 1888.
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le signe & indiquant que l'on prend seulement la partie réelle d'une
quantité imaginaire; comme £ est une variable complexe, les coordonnées
x,y,s dépendent bien, comme cela doit étre, de deux paramétres réels.

Imaginons maintenant que l'on applique & la courbe minima I une
transformation qui la change en une nouvelle courbe minima; & cette
nouvelle courbe correspondra une autre surface minima réelle dont les
relations avec la premiére surface seront plus ou moins simples, suivant
le mode de transformation adopté. Or, parmi les transformations qui
changent une courbe minima en une autre courbe minima, il n’en est
pas de plus simples que les transformations homographiques qui con-
servent le cercle de linfini. Toute transformation de cette nature est
équivalente, comme on sait, & une combinaison des trois opérations sui-
vantes: 1° une translation; 2° une transformation homothétique & pole
réel et & nodule réel ou imaginaire; 3° un déplacement autour d'un
point réel. Si on imprime & la courbe /" une translation dont les com-
posantes suivant les axes soient h, k,!, les coordonnées z,y,z de la
surface § seront augmentées respectivement des quantités

o]

R, Sk , R,

et la surface aura subi elleeméme une translation. La seconde opéra-
tion a été étudiée en détail; elle donne les surfaces homothétiques des
surfaces associées & la premiére.' En ce qui concerne les rotations, il y
a lieu de distinguer les rotations réelles des rotations imaginaires. Si
on applique & une courbe minima une rotation réelle, il est facile de
démontrer que la surface minima réelle correspondante subit la méme
rotation. Il ne reste donc plus qu'a étudier les surfaces que l'on obtient
en appliquant & une méme courbe minima des rotations imaginaires, et
je me connais sur ce sujet que quelques indications données par M. Lie
dans le second Mémoire déja cité.? Le présent travail est consacré a
I'étude de ce mode de transformation. Je supposerai toujours qu’on a
pris pour origine des coordonnées le point réel autour duquel s'effectue
le déplacement.

! DarBOUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p. 322 et 457; 1887.
* Mathematische Annalen, t. 15, p. 475.
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2. Rappelons d’abord la représentation analytique des rotations
qui a son origine dans les travaux de RIEMANN et qui a été développée
complétement par M. Kreix. Soient a, f,7 les coordonnées rectangu-
laires d’'un point de la sphere

() « + B =

on emploie, pour fixer la position de ce point sur la sphére, un nouveau
systtme de coordonnées défini de la maniére suivante. La sphére étant
une surface du second ordre, on sait que par chaque point passent deux
génératrices rectilignes. Ces deux systémes de génératrices sont déter-
minés respectivement par les équations

o+ 147

I—7 —a—'i/?zu’
(4) .

a—1i8 14y _

T—y a4+ v’

nous prendrons % ¢t v pour nouvelles coordonnées du point (a, A3, ) de
la sphére. Quand on décrit une génératrice rectiligne, une de ces coor-
données conserve une valeur constante. Des formules (4) on tire in-
versement:

I — uw I 4 ww ___u+v

(5 a= T, gt

U — v U — v w—v

Cela posé, on sait que tout déplacement de la sphére autour de
son centre est caractérisé par unc certaine substitution linéaire effectuée
simultanément sur % et sur o, "

(6)

Cherchons s'il existe des points réels de la sphére qui viennent coincider
aprés la rotation avec des points réels. Remarquons pour cela que, si

mu, + n

. __my, + n
o+’

T opy, g

v

. , . I . ,
un point de coordonnées (u, v) est réel, u et —  sont conjuguées et ré-

ciproquement; cela résulte immédiatement des formules (4) et (5). De

' Voir, par exemple, DARBoUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces. Cha-

pitre 3, p. 30.

Aeta mathematica. 11. Imprimé le 27 Junvier 1888. 18
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méme, pour que le point de coordonnées (u,,v,) soit réel, il faut et il
I P . , \ .

et — — soient conjuguées. On aura donc a la fois, en sup-

1
posant que le point réel (u,v) vienne coincider avec un point réel (u, , v,),

suffit que u

1

np, == — 1,
"1(’”1)0 = -1,

v, et (v,), désignant les imaginaires conjuguées de v et de »,. Remplacons
dans la seconde relation %, et (v,), par leurs valeurs; il vient

(1 — qu)(n, — q,v,) —
(2.7'1.6 - 'm‘)(povo e mo) + Pee

T 1
écrit, en remplacant v, par —-

Cette relation s ~

(n — qu)or,n + q,)
(Z'“’ - m’)(m'o“ + 170)

— 1 = 0,
o

(7)  (pmy + qu)n’ + (99, + pp, — min, — un )u — (pym + g,»n) = 0.

Pour que la rotation considérée soit réelle, il faut évidemment que cette
équation (7) sc véduise & une identit¢; on aura alors

2'0____90 — m, =no

7 M q P
et les formules (6) pourront s'éerire

s mu, + n my, 4+ n
<8) == e )= ———
Ny = Ny, Ny — NV,

m, et n, ¢tant conjuguées de m et de n. Cette forme particulicre de
substitution, qui convient aux rotations reelles, ne dépend que de trois
paramétres réels arbitraires, comme le déplacement réel le plus général
autour de l'origine, tandis que la substitution (6) et le déplacement ima-
ginaire le plus général autour de lorigine dépendent de six parameétres
réels arbitraires.

Supposons maintenant que I'équation (7) ne se réduise pas 4 une



Sur un wode de transtorwation des surfaces winima, 139

identité. Cette ¢quation possédera deux racines distinctes w', u” ot il est
aisé de vérifier que ces racines satisfont & la relation

wiuy = —— 1.

Les valeurs correspondantes de v seront

les deux points réels de coordommées (', w”), (", w') sont diamcétralement
opposés, comme on sen assure aussitot & linspection des formules (5).
Nous pouvons done ¢énoncer le théoréme suivant:

Dans tout déplacement imaginaire autour de Uovigine, il existe un dia-
métre véel et un seul qui vient coincider avec un autre diamétre réel.

Soit AA’ le diamétre réel qui vient coincider avec un autre diametre
réel BI¥. Faisons suivre ce déplacement d'une rotation réelle B amenant
BB sur 4A’; nous aurons un nouveau déplacement ¢ui ne changera pas
le diamétre AA’, cest-h-dire une rotation lmmaginaire autour de cet axe.
Si & ce nouveau déplacement nous ajoutons la rotation B, inverse de la
rotation R, nous retrouvons évidemment le déplacement primitif. 11 suit
de la que toute rotation imaginaire est équivalente  une suite de dewr rola-
tions: 1° une rotation imaginaive autowr d'un axve réel; 2° une rotation iéelle.

On pourrait aussi décomposer la rotation imaginaire d’'une autre
facon, en mettant la premiére la rotation réelle composante. Knfin, on
démontre de la mdéme maniére le théoréme suivant que je me borne &
énoncer: Toute rotation imaginaive est équivalente & une suite de trois rota-
tions: 1° une rotation réelle; 2° une rolation imaginaive wutowr d'un are

20

yéel choisi whbitrairement; 3° une nowvelle rotation réelle.

3. Nous cmnploierons dans ce qui suit la forme particulicre donnce
aux formules de Moxct par M. WeierstrAss; je vais rappeler en quel-
ques mots comment on parvient & cctte forme, en partant des idées de
M. S. L. Puisque les tangentes 4 une courbe minima rencontrent le
cercle imaginaire de linfini, le plan tangent & la surface développable
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formée par ces tangentes sera lui-méme tangent au cercle de Vinfini.
Prenons l'équation de ce plan sous la forme

(9) (1 —uYX 4 (s + )Y + 2uZ 4+ 4f(n) = o,
% désignant le paramétre variable et f{u) une fonction quelconque de ce
paramétre. On aura pour les coordonnées d'un point de Varéte de re-
broussement les expressions suivantes

l X = (1 —u?)f"(u) 4+ 2uf'(n) — 2f(u),
(10) Y =i(v + u’)f"(u) — 20uf(u) + 2if(u),

l Z = 2uf"(u) — 2f'(w),

qui peuvent encore s'écrire, en posant f"'(u) = F(u),
X = /(I — u?Y§ (o) due,

(10" Y:-—fi(x + u*F(w)du,
A fzuz}(n)(l-u;

on obtiendra donc les nappes réelles de la surface minima réelle la plus
(. o
générale en posant

| 2 = éRf(I — w?) F (),
(11) I_.,/ = J{fz(l + u®)F(u)du,
7 = 5Rf2u%(u-)du,

F(u) désignant une fonction analytique quelconque de . Rappelons
encore que la variable u est, dans le systeme cmployé par Riemawx,
laffixe du point de la sphére qui cst limage sphérique du point de la
surface minima répondant a cette valeur de «.

Imaginons que lon imprime un déplacement autour de l'origine a
la courbe minima représentée par les équations (10) et (10”). Que de-
viennent les fonctions f(u), §(u)? La réponse & cette guestion se trouve
dans l'ouvrage déja cité de M. Darsoux (p. 304). J'ai donné aussi une

! WeiersTRASS, Monatsberichte der Berliner Akademic, p. 612, 855; 1866,



Sur un mode de transformation des surfaees minima. 141

méthode un peu différente de celle de M. Darsoux pour traiter la méme
question, dans un Mémoire Sur les -surfaces qui admettent tous les plans
de symétrie d'un des polyédres réguliers.” Il est vrai que je supposais les
rotations réelles, mais la méthode reste la méme pour les rotations ima-
ginaires. Voici le résultat auquel on est conduit; soit

_~'m0+n
vt g

la substitution linéaire qui correspond & ce déplacement, et soient g(v)
et ®(v) les fonctions qui remplacent f(u) et F(u). On a

/

9(v) = f(-mv + -n) {pv + q)”

Py + g, 3
§00) = X <'m'u + % ot
6lv) =5 pv + g)(zw+q)"

G == mq — np.

Supposons d'abord que lon applique & la courbe 7" un déplacement
réel; la surface minima réelle correspondante subira le méme déplace-
ment. J’ai admis cette proposition comme évidente dans le Mémoire que
je viens de citer; mais il est bien facile de la démontrer en toute rigueur.
Soit I" la courbe minima représentée par les équations (1) et soit /7 la
courbe minima qui s'en déduit par unc rotation réelle autour de V'origine.
Cette courbe /| sera représentée par des équations de la forme

X = aX 4 Y 4+ c¢Z,
. aX 4 VY 4 2,
—_ aNX+ bnY_I__ C”Z,

~
I

a,b,c,da, cte. étant les coefficients d’une substitution orthogonale, qui
par hypothése sont tous réels. La surface minima réelle S, que V'on
déduit de 7, sera donnée par les équations

z, = RX, = a®X + WRY + c&Z,
¥y, =RY, = a&X 4+ V&Y 4 RZ,
2, = 8RZ =a'8X +V'RY + c'RZ,

' Annales de 1'Ecole Normale supérieure, 3™ série, t. 4, p. 251; 1887,
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ou encore
v, = arv 4+ by + cz,
y, = ax + by + cz,
2, = a"x + 0"y 4+ ¢z
ces formules mettent en évidence le résultat annoncé. Nous pouvons

donc énoncer le théoreme suivant:
Si on remplace dans les formules (11) F(u) par

~/ mu + n \(mm, + nn,)?

my — ngu, (m, — nou)t ’

m, et n, désignant les imaginaires conjuguées de m et de n, les nouvelles

formules représentent la méme swurface minima rapportée a des axes différents.

4. 11 ne nous reste plus qu'a étudier l'effet d'un déplacement imna-
ginaire appliqué & la courbe minima. D'aprés les propositions combinées
des paragraphes 2 ct 3. nous pouvons méme nous borner & considérer
I'effet d'une rotation autour d’un diamétre réel de la sphére. Supposons
que nous ayons pris ce diamétre pour axc des z; alors la substitution
correspondante & cette rotation scra de la forme

u = ke"u,,

k et @ étant réels (on peut méme supposer k& > o). Cette rotation peut
encore étre décomposée en deux: 1° une rotation réelle d'un angle
autour de Oz; 2° unc rotation imaginaire caractérisée par la substitution

w = ku,,

ces deux rotations pouvant d’ailleurs étre effectuées dans l'ordre qu'on
voudra. Comme la rotation réelle ne fait que déplacer la surface mi-
nima, nous n'avons en définitive qu'a examiner la rotation imaginaire
définie par la substitution

w = ku,,

ou k est réel et différent de + 1.
Soient a, 8,73 a,,f 7, les coordonnees rectilignes de deux posi-
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tions correspondantes du méme point avant et aprés le déplacement. On

a d'une maniére générale

%

B
g

!
a,b,c,a,...

ax + o' + o'y,
Do + ])/ﬂ + b,lr’
ca + ' 4 ¢y,

étant les coefficients d'une substitution orthogonale dont

on trouvera les valeurs en fonction de m,n,p,q & la page 34 de
Dans le cas actuel, ces valeurs s'obtiennent

Pouvrage de M. DarBoux.
bien aisément.
I —u,v,

[s4 o= -—
1 ’
’N'1 — ’l)1

%
ou, en remplacant u, par % et v, par

I — v
o, =T e
! Ie(w —v)’

On a en effet, d'aprés les formules (3),

5 — (1 + u,,) Loty
e v, —uv, ! u, —
v
Z:.’
/? (k4 uv) u+ v,
VT k(e —) VT’

éliminons u et v entre ces équations et les équations (3), il vient:

Les coefficients

vantes:
I 2
(1 = +
2k ?
N |
b= '—2/.: ’
£ =0,

Appliquonz la rotation précédente a la courhbe minima /' représentée

Il

a,hyc,a,...

n=r-

auront par conséquent

E*— 1
. - T
W= — i, W = o0,
1+
7 r
IV = eyl W — o,
¢ = 0, ' = 1.

les valeurs sui-

par
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les équations (1); nous obtenons une nouvelle ¢courbe minima 77 repré-
sentée par les équations:

- 1+ k® Ie?

)\] —:—ZTAO()_—,—ZL B(f),
) dP—1 1+ i

Y, — %A + L e,
7, == ().

Soient S et 8, les surfaces minima rcelles qui correspondent respective-
ment aux courbes /' et I7, S, la surface adjointe a S; désignons par
Ty Y 250, Yy, 8 Xs Yy 2, les coordonnées de trois points correspon-
dants de ces trois surfaces, cest-A-dire de trois points qui correspondent
a une méme valeur de ¢. Les coordonnées d’un point réel de la surface
adjointe §, sont données, comme on sait, par les formules

RiA(t), Y, = RiB(t), z, = RiC(t);

0

(12) T,

on aura pour cxpressions des coordonnées d’un point de S

v =" Eq40n — E_lain),
2 L
= Ean) + E o taian),

2 = KC(t).

Entre ces derniéres formules et les formules (2) et (12) éliminons
RA(L), KB(t), KC(t), Kid(t), RiB(t), RiC(¢);

on arrive aux expressions suivantes pour les coordonnées d’un point de

In surface S :
1+ & Bt—1

.’I’] == 2]{ xr — 2].'- ?/n .
T3 1 4 A*? ?— 1
( 3) ho= o Y+ VLR
2 =g
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Si k est positif, ce qu'on peut toujours supposer, on posera k = ¢f, et
les formules pourront s'écrire ‘

lxl = % cosh ¢ — y, sinh ¢,

(14) ¥, = ycosh¢ 4 z sinheg,

-Zl == 2.

Il me parait intéressant de faire remarquer l'analogie curieuse que pré-
sentent ces formules avec les formules qui définissent une rotation, dans
le sens ordinaire du mot, autour de l'axe des z. Cette analogie est
d'ailleurs purement formelle.

On arrive rapidement au méme résultat au moyen des formules de
M. Waeierstrass. Si la courbe minima /' a pour fonction caractéristique
F(u), la courbe /) aura pour fonction caractéristique %*F (ku) et les trois
surfaces §, §;, 5, seront données respectivement par les groupes de for-
mules ci-dessous:

z = éﬁ»f(r — u’)F (u)du,

S 1y = éRfi(I + u)F(u)du,
= &fzn%f(u)du;

7, = & [i(1 — uHF(u)du,
S, 1y, = Slf——— (1 4+ w')F(u)du,
2, = e‘sz‘z’.u%(u)du;

i

@, = a‘Rf(I — ) E*F (ko) dv,

S,y = &[i(1 + v R F(kv)de

7 = o‘)?«fzi;]cafﬁ(kv)d'v.

Des deux premiers groupes on tire

c‘Rf F () du =§:2—y—“, c‘Rf W' F(w)du = —-E—j;——yi,
R (i (u)du = Qi—}—y, R [ i F(u)du = y-:%;

Acla mathematica. 11, Tmprimé le 28 Janvier 1888, 19
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k)

les expressions des coordonnées «,,%,,2 peuvent encore sécrire, en

posant kv = u,

T, = kaﬂif F (o) du —;cgﬁf W' (w)du,

y, = kﬂlfi%f(u)du + Ti_éRfiu’%f(u)d?h
_— st 2ufy (u)du,

et, en ¢liminant les intégrales, on retrouve précisément les formules (13).

Pour abréger le langage, jo dirai que la surface S, est une surface
dérivée de §; jappellerai 'axe réel autour duquel seffectue la rotation
de la courbe minima /' axe de dérivation et la constante réelle k para-
métre de dérivation. Si on se donne la surface S, l'axe et le paramctre
de dérivation, la surface dérivée S, n'est pas enticrement déterminée; on
sait cn effet que la surface adjointe d’une surface minima donnée n'est
pas complétement définic de position. Cette surface peut subir une trans-
lation quelconque ou étre rvemplacée par sa symétrique relativement a
lorigine des coordonnées. Lorsque la surface S, subit une translation,
les formules (14) nous montrent qu'il en est de méme de la surface S,.

3

Si 2,,#,,2 changent de signe, cela revient & changer le signe de ¢
dans ces formules. On voit de méme que, si l'axe de dérivation sc
déplace parallélement i lui-méme, la surface S, subit aussi une transla-
tion. Par conséquent, i on fait abstraction d'une translation quelconque,
les surfaces dérivées d'une surface minima donnée dépendent de trois
constantes réelles seulement, le paramctre de dérivation et les deux con-

stantes réelles qui déterminent la direction de Taxe de dérivation.

b. Considérons le groupe des transformations homographiques qui
conservent le cercle de l'infini; les coefficients d'une transformation de
ce groupe dépendent de quaforze paramnctres réels arbitraires. Ces trans-
formations appliquées & une méme courbe minima donneront naissance i
une infinité de surfaces minima véelles; nous dirons que ces surfaces
appartiennent & une méme famille. Il est ais¢ de compter les parametres
dont dépendent les surfaces d'une méme famille. Nous avons d'abord
les six constantes réelles provenant du déplacement réel le plus général;
nous avons ensuite les trois paranctres réels dont dépendent les surfaces
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dérivées. Enfin, quand on passe d'une surface minima ‘& une surface
homothétique d’une surface associée & la premiére, ou introduit encore
deux parameétres réels. Cela nous fait en tout onze paramétres réels, au
lieu de quatorze dont dépend la transformation homographique la plus
générale qui conserve le cercle de l'infini. On se rend compte de cette
différence en remarquant qu’il existe une infinité de transformations ho-
mographiques, dépendant de trois constantes réelles, que l'on peut ap-
pliquer & une courbe minima I', sans changer la surface minima cor-
respondante: ce sont les translations dont les composantes suivant les
axes sont complétement. imaginaires.

La fonction caractéristique de M. WEeirsTRASS § (%) Testant la méme
pour une surface minima quand on lui-fait subir une translation quel-
conque, il est naturel de faire abstraction d'un déplacement de ce genre;
cest ce que nous ferons désormais. Alors les surfaces minima d’une
méme famille ne dépendront plus que de Zwit paramctres réels. Les
fonctions caractéristiques seront comprises dans la forme générale

A ~ (mfu, + n)
(pu + ¢t 0 pu + q ’

A,m,n,p,q étant des constantes quelconques. Parmi ce groupe de
surfaces il y a lieu de distinguer des sous-groupes trés-importants formés
par les surfaces dérivées de l'une d'elles, déplacées en outre d'une fagon
arbitraire. Par exemple, si une surfacc a pour fonction caractéristique
F(u), les fonctions caractéristiques du sous-groupe auquel elle appartient
seront de la forme

(mqg — np)® 5, /My + n

Y <pu + q>'

Il peut arriver que les surfaces d'une méme famille ne dépendent pas
de huit parameétres distincts; c’est une question qui sera examinée en
détail plus loin.

Appelons déformation P'opération par laquelle on passe d'une surface
minima a une surface minima associée, ct dilatation I'opération par laquelle
on passe d’unc surface & une surface homothétique. Pour passer d'une
surface minima a une surface homothétique ou 4 une surface associée on
multiplie la fonction caractéristique par un facteur réel a ou par un facteur
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de la forme €", @ étant réel; j'appellerai a le paramétre de dilatation et
0 le paramétre de déformation. Il est clair que la dilatation, la déforma-
tion et la dérivation sont trois opérations commutatives. En particulier,
toute surface associée & une surface dérivée de S est identique & la sur-
face dérivée de la surface associée 4 S, les paramétres de dérivation et
de déformation restant les mémes dans les deux cas.

6. Je me propose d'étudier dans ce paragraphe les principales
- prog paragrap 8 1 pale:
propriétés de la surface dérivée S| représentée par les équations (14),

x, = x cosh¢ — y, sinh ¢,

(14) -lyl = ycosh¢g + x, sinh¢,

2, = 2
on en tire
die, = dx cosh¢ — dy, sinh ¢,
dy, = dy cosh¢ + du,sinh ¢,

dzy, = dz.

Or on a'

dr, = fdz — pdy, dy, = rdr — adz, dz, = ady — fdzx,

0

a,f3,r étant les cosinus directeurs d'unc direction convenable sur la
normale & la surface §. Remplagons dans les formules précédentes dz,
ct dy, par leurs valeurs; il vient

dx, = [cosh ¢ — ysinhe|dr 4+ asinh ¢dz,
(15) dy, == [cosh ¢.— ysinh¢]dy + sinh ¢dz,
] dz, == dz.

Si on suppose dz = o, di, et dy, sont proportionnels a dx et a dy.
Par conséquent, les sections des deux surfaces S et S, par un méme plan
perpendiculaire a lUaxe de dérivation se correspondent point par point de fagon

' BcuwARz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen (Journal fur Mathe-

matik, t. 80, p. 280; 1873).
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que les tangentes aux deux sections aux points correspondants soient pa-
ralléles.

Soient ds et ds, les éléments linéaires des deux surfaces, d4 et d4,
les éléments superficiels. On a

dsi = dz} + dyi + dzi — [cosh ¢ — ysinh ]’ (do® + dy”)

+ [1 + (a* 4 p*)sinh’p]ds® + 2 sinh ¢|cosh ¢ — 7 sinh ¢|(ada + fdy)dz;
en remplagant o’ 4 #* par 1—r*, ade 4 fdy par — ydz et en réduisant,
on trouve

ds} = |cosh ¢ — y sinh ¢]*ds?;
comme y est inférieur a l'unité, coshg — ysinhg est toujours positif et
on a en valeur absolue
(16) ds, = (cosh ¢ —  sinh ¢)ds.

Ainsi, les deux surfuces S et S, sont appliquées conformément Uume sur
Uoutre par le mode de correspondance qui vient d'étre établi. En d’autres
termes, deux courbes quelconques tracées sur .S se coupent sous le méme
angle que leurs images sur la surface S;. On déduit de la formule (16)
la relation suivante entre les éléments superficiels

(17) dA, = (cosh ¢ — ysinh ¢)’d4.

Soient a«,, f3,, 7, les cosinus directeurs de la normale a la surface S;
en exprimant que l'on a identiquement

ade, + pydy, + r,dz, =o,

on trouve aisément

a, Py N I

a [)’:7coshgp—sinh¢:coshgp—rsiuh;o’

et par suite

[/72
%=t b ¢ — rsinhg’
_ B
(18) ‘Bl#icosh¢—rsinh¢’
7 cosh ¢ — sinh
4 + 50.

- —coshg — ysinh g
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Inversement on aura

“

-+ cosh o + 7, sinh ¢’

A

S P T

(187

7, cosh ¢ + sinh ¢
—cosh ¢ + 7, sinh ¢’

r:

Si «, 3,7 vérifient une relation linéairc telle que

la + mf + ny 4+ p=o0,

lym,n,p étant des constantes, a,, ,, 7, vérifient une relation de méme
forme et inversement. Par conséquent, toute courbe de la surface S downt
Uimage sphévique est un cercle a pour transformée sur la surface S, une
courbe jouwissant de la méme propriété, et réciproquement.

En particulier, si y cst constant, il en sera de méme de y,. Donc
les méridiens ct les paralléles de la surface S ont respectivement pour
images les méridiens et les paralléles de la surface S,. Nous appelons
avec MixpinG méridiens d’'une surface les courbes pour lesquelles la nor-
male a la surface est paralléle 4 un plan vertical fixe, et paralléles les
courbes pour lesquelles la normale fait un angle constant avec le plan
horizontal.

Des valeurs trouvées plus haut pour «, 4, y, on déduit la relation
da,dr, + df dy, + dy,dz, == + (dadx 4 dfdy + dydz)
dont linterprétation est imiédiate. Supposons en effet que le point
x,y,s déerive unc ligne asymptotique de S; on aura
dadr 4+ dfdy + dydz=o
et par suite
da,dx, + dB,dy, + dy,dz, = o,

de sorte quc le point &, ,y. , 2 décrira aussi une ligne asymptotique de
1? 1?2 1 o

8,. Comme les lignes de courburc des deux surfaces coupent les lignes

asymptotiques sous un angle de 45° ¢t que les angles se conservent dans
la transformation, on peut énoncer le théoréme suivant;
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Les lignes de courbure et les lignes asymptotiques de S ont respective-
ment pour transformées les lignes de courbure et les lignes asymplotiques
de §,.

Si la surface S admet une ligne de courbure plane, la transformée
de cette courbe sur la surface S, sera encore ligne de courbure de S,
et son image sphérique sera encore un cercle. Elle sera donc aussi une
ligne de courbure plane. De méme si la surface S admet une ligne
asymptotique hélicoidale, I'image sphérique de cette courbe sera un petit
cercle, et sa transformée scra unc ligne asymptotique hélicoidale de S,.
Done:

Toute ligne de courbure plane de la surfuce S se change en une ligne
de courbure plane de S, et toute ligne asymptotique. hélicoidale se change en
une ligne asymptotique hélicoidale.

Supposons que la surface § soit algébrique; il en sera de méme de
la surface 8. Dailleurs il est clair qu'une transformation homographique,
qui conserve le cercle de linfini, appliquée & une courbe minima, ne
change pas Vordre de la développable formée par les tangentes a cette
courbe ni la multiplicité du cercle de linfini sur cette développable.
On a donc le théoréme suivant, qui est vrai pour toutes les surfaces
d’'une méme famille et qui a été énoncé par M. Lir.!

Etant données deux surfaces minima d'une méme famille, si aucune »'est
surface double ou si toutes les deur sont surfuces doubles, elles sont de méme
classe. Si une seule est surface double, sa classe est la moitié de celle de Uautre.

Tl n’existe pas de loi aussi simple en ce qui concerne lordre de
deux surfaces. Considérons par exemple une courbe minima /I d'ordre
m ayant un ou plusieurs points communs a linfini avee sa conjuguée
[,; Yordre de la surface minima correspondante sera inférieur & m* 1l
est clair qu'en appliquant & la courbe /" un déplacement imaginaire
quelconque la nouvelle courbe /) n’aura plus, en général, de point com-
mun & Vinfini avec sa conjuguée, et lordre de la nouvelle surface mi-
nima sera bien égal & m®

7. La plupart des-propriétés qui viennent d'étre démontrées s'établis-
sent aussi trés aisément au moyen des formules de M. WrIErsTRASS.  Afin

1

Mathematiseche Annalen, t. 15, p. 476.
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de n'avoir & considérer que des substitutions lindaires homogénes, nous
adopterons un nouveau systéme de formules, dues également & lillustre
géometre et qui ont été employées aussi par M. Darsoux.! Dans les
formules (11) faisons un changement de variable et introduisons les no-
tations nouvelles

w=—2 F(u)duw = — iH*(t)dt;

les équations de la surface minima § prendront la forme suivante:
lm = & [i[G*(¢) — H(t)|dt,

(19) v = &[ [6) + BYD)dt,
‘ 7= észiG(t)H(z‘-)dt.

I’élément linéaire sera donné par la formule

(20) ds® = 4|G(t)G,(t,) + H(1)H,(t,))*dtdt,,

G,(t,) et H(f,) étant les imaginaires conjuguées de G(t) et de H(¢);
I'équation différentielle des lignes asymptotiques deviendra

(21) RKiI(HF — GH)dt* = o
ct celle des lignes de courbure sera de méme
(22) RKRHAG — GH)dt* = o.

Considérons maintenant une autre surface minima S, donnée par les
équations

‘afl = & [i[Gi(t) — H3(t))ar,
(23) =R (@) + Hi())dt,
| 2, = & [2iG, () I (t)dt.

G (t) = aG(t) + DH(t),
H(t) = cG(t) + aH(t),

Y Lecons sur ln théorvie générale des surfaces, p. 453.
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a,b,c,d désignant quatre constantes telles que ad — bc ne soit pas nul.
Toutes les surfaces minima ainsi obtenues appartiennent & une méme
famille; ces surfaces dépendent bien, comme on voit, de huit parameétres
réels. Pour avoir le sous-groupc formé par les surfaces dérivées de la
surface (19), déplacées d'une fagon quelconque, il suffit de supposer

ad — bc = 1.

Enfin, si la seconde surface se déduit de la premiére par un simple dé-
placement, les formules de substitution auront la forme particuliére
suivante

G (1) = "% G(t) — " H(¢

7 ( ) Vo 7(¢) NE; (2)s

n m,
— Mo
H,(6) = 52 (1) + "2 HU)
m, et m, étant les imaginaires conjuguées de m et de n, et ¢ le discri-
minant mm, + nn,.
Prenons le cas général ouw ad — bc est égal a l'unité, et faisons
correspondre les points des deux surfaces S et S, qui répondent & une
méme valeur de . On aura

HG — GH — AG¢ — GH';

d’or on déduit que les équations différentielles des lignes asymptotiques
et des lignes de courbure sont les mémes pour les deux surfaces. En
comparant de méme la formule (20) & la formule analogue pour la se-

. d .
conde surface on voit que le rapport Zl?s ne dépend que de ¢.
1

Les formules qui précédent permettent de démontrer trés simplement
la proposition que voici: si Yon considére sur une surface minima un
point non singulier, le point correspondant sur toute autre surface de la
méme famille sera également un point non singulier; si le premier point
est un point de ramification d’ordre n — 2, il en est de méme du second.

Supposons qu'on ait pris l'axe des #z paralléle & la normale a la
surface S au point considéré, de facon que la valeur de w soit nulle
pour ce point. On pourra toujours choisir la variable ¢ de fagon qu'elle

Acta mathematica. 11. Imprimé le § Février 1888. 20
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soit nulle aussi pour u = o et que dans le voisinage de lorigine les
fonctions H(t) , G(¢) aient respectivement les formes suivantes'

H(t) = P(2),
G(t) = ' P,(¢),

P(t) et P (t) représentant des séries ordonnées suivant les puissances po-
sitives de ¢ et ne gannulant pas pour ¢ =0, et # un nombre enticr
positif aun moins égal & 2. Cela posé, considérons une surface de la
méme famille représentée par les équations (23) o on a pris

G,(t) = aG(t) + DH(t),
TL(t) = cG(t) + dH(8);

faisons subir & cette nouvelle surface un déplacement, ce qui revient &

remplacer dans les formules (23) G, et H, par les nouvelles fonctions

1

@, et 11,
G(0) = 60 — I (1) = mEm Gy o 2 F (),
\ \/‘) VO
H(1) = 22.6y(1) + T (1) = BAE I Gy 4 B gy
\/0 \/0 \/” \/0

En prenant m ¢t » de fagon que mb — nd = o, les fonctions G,(¢) et
H(t) auront dans le voisinage de l'origine la méme forme que les fone-
tions G(t) et H(t); d’ou résulte la proposition annoncée.

8. DRBevenons & la surface S| représentée par les équations (14); si
dans ces équations on fait varier le paramétre ¢, le point (r,, y,) décrit
une branche de l'hyperbole ayant pour équation

(xl‘/ro + ;]/1-7/o>2 - (xﬂ/ _.7/1'7;)?: (mmo + .'y."/())?’

qui se réduit &4 une droite si l'on a zz, + yy, = o. Par suite, lorsqu'on
fait varier ¢ de — oo 4 + oo, tous les points de la surface variable

S, décrivent des hyperboles ayant leurs centres sur l'axe des z. Mais il

! DarBoux, Legons sur la théorie générale des surfaces, p. 401,
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est & remarquer quil n'y a quune branche de I'hyperbole qui soit
décrite; pour avoir la seconde branche il faudrait donner au paramétre
k qui figure dans les formules (13) des valeurs négatives.

On est ainsi conduit & se poser la question suivante. . Etant données
dans un méme plan perpendiculaire & V'axe des # deux courbes quelconques
C, C,, peut-on choisir la surface minima S passant par C de fagon que
I'une de ses dérivées passe par la courbe C,? Les propriétés obtenues
plus haut permettent de répondre par laffirmative. En effet, faisons
correspondre les points des deux courbes C, C, ou les tangentes sont pa-
ralléles, et donnons-nous le paramétre ¢. Soient z,y; x,,y, les coor-
données de deux points correspondants sur les courbes C, C,, do, do, les
éléments d’arcs correspondants, de telle sorte que l'on ait

da, _ dy, _do,
de — dy ~ do’

Des formules (14) nous tirons

1
Y 1 cosh (d% —coshy
Lo T yeoshe Iy =— >
Ty = sinh ¢ ’ dzz, dy sinh ¢
(
i cosl v % — coshy
& COosll 9”: — & - LT .
b =""gmng W= gy

posons encore
dxi + dyi 4+ dai = dx® + dy’®.

On en tire
dz, = doV1 —7?, 2, =f\/1 — rda,
ou
da, .
_ _(-‘l; hand (.»0;,11 §/
== sinhg

Choisissons le paramétre ¢ de fagon que y soit inférieur & I'unité; nous
déterminons une courbe gauche C, décrite par le point de coordonnées
%, , Y, » % telle que les arcs correspondants des deux courbes C, C,
sont égaux et les éléments correspondants orthogonaux, d’apres la rela-
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tion dxdx, + dydy, = o. Il existe donc une surface minima passant
par la courbe €' et telle que la courbe correspondante sur la surface
adjointe soit précisément C,. Dans les formules qui donnent cette sur-
face il n'entre qu'une seule quadrature provenant de I’équation qui donne
2,. Si on applique & cette surface S les formules (14), on reconnait par
un calcul inverse du précédent que la surface dérivée S, passe par la
courbe C,.

Considérons en particulicr une surface S admettant la courbe plane

C pour ligne de courbure; y étant constant le long de cette courbe, le
ds,

rapport sera constant d'aprés la formule (16) et par suite les sections

des surfaces dérivées par le plan de la courbe C seront des courbes ho-
mothétiques a la premiére. D’autre part, les formules (18) nous montrent
que p, sera constant aussi le long de la courbe €. On a donc le
théoréme suivant:

St une surface minima S admet une ligne de courbure plane O, les
surfaces dérivées de S avec un axe de dérivation perpendiculaire aw plan de
cette courbe somt coupées par ce plan suivant des lignes de couwrbure homo-
thétiques & la courbe C.

Ainsi on peut faire dériver les surfaces qui admettent une ligne de
courbure plane des surfaces qui admecttent pour ligne géodésique une
ligne homothétique & celle-la.’ Pour donner une application de cette
propriété, considérons l'alysséide et un axe de dérivation perpendiculaire
& un plan méridien; les surfaces dérivées admettront une chainette pour
ligne de courbure plane. Or, comme la dérivation change les lignes de
courbure planes en lignes de courbure planes, les nouvelles surfaces
auront encorc toutes leurs lignes de courbure planes. Ce sont les sur-
faces trouvées par M. O. Bonver.? Nous voyons que cette seule pro-
priété d'une surface minima d'admettre pour ligne de courbure une
chainette permet d’affirmer que toutes les autres lignes de courbure de
la surface sont également des courbes planes.

Si une surface minima admet une ligne de courbure plane C, les
surfaces associées coupent un cylindre ayant pour section droite une
courbe semblable & C suivant une ligne géodésique et sous un angle

' Voir 8. Lig, Mathematische Annalen, t. 15, p. 477.
* Comptes rendus, t. 41, p. 1057; 1855.
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constant. Le théoréme qui précéde rapproché de la remarque faite a la
fin du paragraphe 5 nous donne ce nouveau théoréme:

Si une surface minima coupe un cylindre suivant une ligne géodésique
et sous un angle constant, les surfuces dérivées avec un axe de dérivation
parvalléle aux génératrices du cylindre coupent un cylindre homothétique au
premier swivant une ligne géodésique et sous um angle constant.' -

En particulier, on peut faire dériver les surfaces qui admettent unc
ligne asymptotique hélicoidale des surfaces qui passent par unc ligne droite.

9. Lorsqu'une surface minima passe par une droite réclle, on sait
que cette droite est un axe de symétrie pour la surface, ct de méme
lorsqu'une surface minima admet une ligne géodésique plane, le plan de
cette ligne est un plan de symétrie pour la surface. Ces théorémes
peuvent étre généralisés au moyen des surfaces dérivées.

Considérons une surface minima § ayant une ligne de courbure
plane C dans le plan des zy; soient

v=g¢(), y=¢()

les équations de cette courbe, ¢ Parc compté & partir d'un point fixe et
o langle constant sous lequel la surface coupe le plan des zy. La
courbe correspondante & (' sur la surface adjointe S, sera unc hélice
tracée sur un cylindre ayant pour section droite une courbe homothétique

1 ¥ - . T P »
a C que l'on aurait fait tourner de E autour de lorigine; soient

@, = — Iy COS W, Yo == & COS W, Zy, == o8Il @

les équations de cette courbe. Posons

" I 4+ cosw
& = — -
I — cos @
on en tire
1 4+ cos’w ; 2 COS m
cosh ¢ == g sinh ¢ == ——
1 — CO8"w ! I — cus'w

Le paramétre ¢ étant choisi de cette fagon, considérons la surface S

' Voir 8. Lie, Mathematische Annalen, t. 15, p. 477.
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représentée par les équations (14); pour tout point de la courbe C on
aura, d'apres les valeurs de «, y,,

x, =X, Y =1y, 2, = 0O,

cest-d-dire que la surface dérivée S, passera également par la courbe C.
D’autre part, les formules (18) nous donnent, pour les cosinus directeurs
de la normale & la nouvelle surface le long de la courbe C,

1 % B =5 = Cosw;

nous voyons que les plans tangents aux deux surfaces S et 5, en un

a

méme point de la courbe C sont symétrigues par rapport au plan des
ay. Tmaginons maintenant que l'on prennc la surface symétrique de 8,
par rapport au plan des zy, la nouvelle surface ainsi obtcnue Sj passera
encore par la courbe €' et aura le méme plan tangent que la surface S
tout le long de cette courbe. Done, d’aprés une proposition bien connuc
de lu théoric des surfaces minima, les surfaces § ct Sj coincident. Ainsi:

Lorsquyne surface minima S admet une ligne de courbure plane située
dans un plan P, si on prend la dérivée de la portion de surfuce située d'un
coté du plan P avec un axe de dérivation perpendiculaire & ce plan et wui
paramétre convenable, puis lu surface symétrique de cette dérivée par rapport
aw plan P, on rvetrouve la portion de la surface primitive S située de Uautre
coté de ce plan.

Cette proposition comprend évidemmment comme  cas particulier le¢
théoréme rappelé plus haut sur les surfaces & lignes géodésiques plancs.
On fait ainsi correspondre les sections des deux nappes de la surface S
équidistantes du plan P et les points de ces deux sections ou les tan-
gentcs sont parallcles. Il est aisé de trouver comment sont disposés sur
la sphére les images sphériques de deux points correspondants M, M’
de la surface S. Soient a, 3,7« , /4, les cosinus directeurs des deux
normales aux points M et M. Au moyen des formules (18), nous ob-

tenons les relations:

, a sin‘e
a4 = 2 Ty
1 4 Cco8"w — 2y COS w
2 ain?
5 — Asin’w ,
/ 1 + cos’w — 2y coOsSw

2 cosm — (1 + cos’w),
—— " I3
r I + cos’w — 2y cosw
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ces relations expriment, il cst aisé de le vérifier, que la droite qui joint
les deux points m(a,,7) et m'(a, #, ;) de la sphére va couper l'axe

Oz en un point @ de coordonnées <.7; =Y =0,2= 00; w). Ce point @
est précisément le pole du petit cercle de la sphére qui est I'image sphé-
rique de la ligne de courbure plane C. On peut donc dire que les images
sphériques des deux points M, M' sont symétriques par rapport au petit
cercle qui est l'image sphérique de la ligne de courbure plane considérée.
J’appelle points syméiriques par rapport & un petit cercle deux points tels
que la droite qui les joint va passer par le péle du plan de ce cercle.

On a un théoréme analogue au précédent pour les surfaces minima
qui admettent une ligne asymptotique hélicoidale. Soient z,y, 2 les
coordonnées d’un point de cette hélice, w l'angle de la tangente a I'hélice
avec le plan horizontal; la courbe correspondante sur la surface adjointe
sera une courbe plane représentée par les formules

Y =

r = — ) .
0 cos w’ Yo cos @

Cela posé, prenons pour le paramétre & qui figure dans les formules (13)

la valeur négative
. I 4+ cosw
k — —— 65’ = — ——————;
I — COS @

les formules (14) seront remplacées par les suivantes

I + cos’w 2 ¢oS @
g, = — I g 2RO
sin’w sin’w
, . I + cos’w . 2 cos @
— — N —_— ——
% Y sin’w % sinfw

ct on aura de méme pour les cosinus directeurs de la normale & la nouvelle

surface
— a 8in’w

o, = P
1 I + cos’w -— 2y cosw
8 — fisin’w
= ’
1 I 4+ cos’w — 2ycosw

(1 + cos’w) — 2 cosw
A 1 + cos’w — 2ycosw
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Si on applique ces formules & un point de T'hélice on aura

¥, =, Y=, 5 =2

a = — a, p=—45 = T Cosw;

par conséquent la nouvelle surface passe encore par cette hélice et elle
admet le méme plan tangent que la premicre tout le long de cette
courbe. Donc les deux surfaces se confondent. Ainsi, lorsqu'une surface
minima réelle admet une ligne asymptotique hélicoidale, les deux nappes de
la surface se déduisent Uune de Uautre par une dérivation convenable, I'axe
de dérivation étant paralléle aux génératrices du cylindre. Les points cor-
respondants sont dans un méme plan perpendiculaire aux génératrices du
cylindre et les tangentes & la section de la surface par ce plan aux points
correspondants sont paralléles. Les images sphériques de ces deux points
sont encore symétriques par rapport au petit cercle qui est 'image sphé-
rique de la ligne hélicoidale.

10. Nous allons appliquer les considérations qui préccdent 4 quel-
ques surfaces minima. Prenons d'abord la surface du neuviéme ordre
d’EnxyEPER, que T'on obtient en supposant que la fonction () se réduit
a une constante réelle; toute surface de la méme famille aura une fone-
tion caractéristique de la forme

A
T =

Ces surfaces dépendent par conséquent de gquatre constantes réelles seule-
ment. Il est aisé de reconnaitre que toutes ces surfaces sont semblables
a la surface primitive. En effet, faisons subir a la surface minima ayant
pour fonction caractéristique la fonction précédente le déplacement qui
correspond 2 la substitution linéaire

mv 4+ n
T T
my, — N,

la fonction caractéristiquc de la surface minima dans sa nouvelle position
se réduira & une constante ae’, a et b étant réels. La surface est donc
homothétique & une surface associce & la surface d’ExNEPER, et on sait
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que cette derniére est superposable a ses associées. Du reste, on se rend
compte de ce fait a priori, si on remarque que la surface d’Exxerer est
la seule surface minima algébrique & lignes de courbure planes et que,
dans une dérivation, les lignes de courbure planes se changent en lignes
de courbure planes,

Considérons en second lieu la famille de surfaces minima a laquelle
appartient l'alysséide. Si on prend pour axe des z V'axe de 'alysséide,

. o I A
la fonction caractéristique sera 33 toute autre surface de la méme fa-

mille aura une fonction caractéristique de la forme

e R

un des facteurs w — a, w — f pouvant se réduire a l'unité. Ces surfaces
dépendent donc de siz paramétres arbitraires réels. D'une maniére gé-
nérale, on peut dire que cette famille se compose des surfaces minima,
non algébriques, a lignes de courbure planes, et des surfaces associées &
celles-la. Pour obtenir les surfaces dérivées de l'alysséide, supposons
l'axe de dérivation perpendiculaire & un plan méridien et prenons cet
axe pour axe des 2. Les expressions des coordonnées, d'un point de l'alys-
séide auront la forme suivante:

x = apu,

l 9 = @ cos A cosh g,

2 = asin A coshpy,

A et p étant les parameétres des lignes de courbure. On aura de méme
pour la surface adjointe
[xo = ah,

¥, = asinAsinhy,
I 2, = — a cos Asinh p.

Appliquons & cette surface les formules générales (14); nous trouvons
pour les coordonnées d'un point de la surface dérivée

%, = ap cosh ¢ — a sin Asinh psinh ¢,
ly1 = @ cos A cosh y coshp 4 aAsinhg,

#, = asinA coshu;
Acta mathematica, 11. Imprimé le 8 Février 1888, 21
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si on divise par acoshg et qu'on pose tghg = %, ces formules devien-
nent:

= p — hsin 2sinh g,
y, = cosAcoshp + hA,
l = \/1 — &* 8in A cosh p.

Il est aisé de reconnaitre qu'elles sont équivalentes aux formules données
par M. Darsoux (loc. cit. p. 315). Le plan tangent a pour équation

h
Vi — A’

Xsinh,u—YcosA+Z[ cosh g — Sin 4 ]

Vi—w
= hsinA — hA cos2 4+ p sinh g — cosh p.
D’une maniére générale, proposons-nous de déterminer toutes les familles

de surfaces minima qui dépendent de moins de huit parameétres réels.
Cela revient 4 chercher les fonctions {(u) telles que les fonctions

A <mu + n)
v + 2 O\ pu + ¢/’

qui paraissent dépendre de quatre constantes complexes, ne dépendent en
réalit¢ que d’'un moindre nombre de constantes. S'il en est ainsi, la
fonction précédente sera identique & elle-méme pour une infinité de va-
leurs des paramétres 4, m,n,p,q, formant une suite continue. En
particulier on pourra prendre pour ces paramétres des fonctions continues
d’une variable ¢ telles que l'on ait identiquement

(pui 9" %(1;3 I Z) = F(w)

et nous supposerons de plus, pour fixer les idées, que pour la valeur

t= 0, on a
A=m=9q=1, n=p =o0.

Egalons &4 zéro la dérivée de la fonction précédente par rapport au pa-
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ramétre ¢; il vient, en désignant par 4, m', n', p’, ¢ les dérivées dc
A b m b # ’ p ) q

A'(pu + q) —44(p'v + ¢) (mu + %>
(pu + g)° pv+ g

+ o T g)a[(mu + w)(pu + ¢) — (mu + n)(pu+¢)]F <7;L: ::_- ;) o.

Cette relation est satisfaite identiquement si on a

A_pr_4gd_m_w

44 p ¢ m =
ou

A’}__p_q_—ﬁ__n

A‘li' P, q m, ”’1’

A, ,m ,n ,p,q étant les valeurs des paramétres pour une valeur par-
ticuliére ¢, de la variable ¢. Ce résultat était évident & priori d’aprés
I'homogénéité de la fonction caractéristique. Laissant de co6té ce cas
singulier, faisons ¢ = o dans la relation précédente; nous voyons que la
fonction F(u) doit satisfaire &4 une équation différentielle de la forme

T'(u)
B(n)

4au 4 b — 0
au+cu+d -

_|_

a,b,c,d étant des constantes indépendantes de u. L'intégration ne pré-
sente aucune difficulté. Nous distinguerons plusieurs cas:
1°  Soit a2 o; si I'équation

4+ et d=o
a deux racines distinctes «, 5, I’équation pourra s'écrire

&(u k k+ 4
&(u) + .

F(w) w—a ' w—pg

?

et on en tire

(uw—a)f

(A) Fu) = C g —pwm
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2°. Soit @ 2 0; si l'équation aw’ + cw + d =0 a unc racine double
a, on aura

() 4 k o
Fwy ' w—a + (w—a)? ©-
On en tire
o k
B o —_ ~ pu—a,
( ) 0 (u) (,”’ _— a)4 b
3% Soit @ =o0,bczo. On aura
Flw) k-
Fu)  w—a’

et par suite
©) F(u) = Clo — off;

4°. Soit a=o0,c=o0,0bz0. Léquation différentielle devient

|
et on en tire
(D) F(u) = Ce*;
5°. Soit ¢« = 0, b = o0. On aura
(E) F(w) = C.

Il est visible que les formes (C) et (E) ne sont que des cas particuliers
de la forme (A)

NN ,ic — a)
(“) - (u _ /9)k+4 !

qui caractérise la famille de surfaces minima dont fait partie la surface
ayant pour fonction caractéristique

F(u) = u*;

cette derniére surface est applicable, comme on sait, sur une surface de
révolution ou sur une surface spirale. Comme cette surface est super-
posable ou semblable A ses associées, il était certain a priori que la fa-
mille de surfaces minima dont elle fait partie ne pourrait dépendre de
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huit paramétres réels arbitraires. Si & est quelconque, le nombre de ces
paramétres sera égal 4 6; il s'abaisse jusqu'a 4 pour la surface d’Exxerer.

Les formes (B) et (D) sont elles-mémes des cas particuliers de la
forme suivante

mu4-n

cette fonction F{u) ne dépend que de trois constantes complexes. Elle
reprend en effet la méme valeur si on remplace m,#n,p, ¢ par

km + 4kpLk , kn + 4kqLk , kp , kq,

% étant une constante quelconque. Si on fait subir & la surface minima
qui a pour fonction caractéristique la fonction précédente un déplacement
réel convenable, il est facile de démontrer qu'on peut la ramener a avoir
pour fonction caractéristique une fonction de la forme

NN

Flu) =¢ ,
a,b,c étant réels.

11. Imaginons que nous ayons pris un axe de dérivation quelconque
passant par lorigine, faisant avec les axes de cqordonnées des angles de
cosinus «,, b, , ¢; et soit ¢, le paramétre de dérivation. Les formules (16)
et (17) deviennent

(16" ds, = [cosh ¢, — (@, + ;8 + ¢,7) sinh g ] ds,
(179 dA4, = [coshg, — (a2 + 8,8 + ¢,7)sinh ¢,]*d 4.

Supposons que nous ayons pris cing surfaces dérivées d'unc méme surface
S, avec des axes et des paramétres de dérivation quelconques. Lntre les
cing formules analogues a la formule (16’) nous pourrons éliminer «, 3,
7, ds; par suite, entre les longueurs des arcs correspondants de ces cing
surfaces il exviste une rvelation linéaire et homogéne & coefficients constants.
Il peut arriver d'ailleurs qu'on ait une relation de cette espéce en prenant
moins de cing surfaces. Considérons par exemple quatre surfaces dé-
rivées d'une méme surface par rapport & quatre axes situés dans un
méme plan que nous prendrons pour plan des zz; les formules analogues
a la formnle (16”) ne contiendront plus que « et y et, en éliminant a,
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et ds on aura une relation linéaire et homogene entre les longueurs des
arcs correspondants de ces quatre surfaces.

Prenons encore trois surfaces dérivées de la premiére suivant un
méme axe, que nous prendrons pour axe des 2; on aura les trois relations

ds, = [cosh ¢, — ysinh g, ]ds,

ds, = [cosh ¢, — ysinh ¢, ]ds,

ds, = [cosh ¢, — rsinh ¢ ]ds.
On en déduit

sinh (¢, — ¢,)ds, + sinh(p, — ¢,)ds, + sinh (¢, — ¢,)ds, = 0

3

et par suite

s, sinh (5"2 — ¢3) + s, sinh <¢3 - 551) + s, sinh (¢l — 502) =0

On verra de méme, en partant de la formule (17’), qu'il existe une re-
lation linéaire et homogéne & coefficients constants entre les aires cor-
respondantes: 1° de dir surfaces dérivées, lorsque les axes et les para-
métres de dérivation sont quelconques; 2° de sept surfaces, lorsque les
axes sont dans un méme plan; 3° de quatre surfaces dérivées suivant
un méme axe.

o]

12. La plupart des considérations précédentes s'appliquent, avec
quelques changements, aux surfaces minima imaginaires. Soient I, I
deux courbes minima quelconques représentées par les équations

IX = 24(¢), X = 24 (7),
I' Y = 2B(t), I 1Y, = 2B,(1),
lZ = 20(¢), lZ1 = 20, (7),

et soit § la surface minima, en général imaginaire, qui est le lieu des
milieux des cordes joignant un point de /" & un point de [, surface re-
présentée par les équations

I &L= ’) + Al(r)
S ‘l'/ = B( ) 1(2.)
l = C(f) + C (7).

r
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Supposons que l'on applique & la courbe /" une transformation homo-
graphique conservant le cercle de I'infini, et une autre transformation de
méme nature & la courbe /3. On obtient deux autres courbes minima
r, Iy

IX’ = 28l (¢), IX{ = 28,(7),

Y = 28(t), /] lY{ = 28, (7),

I
IZ’ = 2C(¢), 7, = 2@ (7),

¢t une nouvcelle surface minima S représentée par les équations

[x' = A(t) + d,(7),
§ 1y = &(t) + & (1),
¢ = Q(t) + C,(7).

Nous venons d'étudier le cas ou les deux courbes /', I sont imaginaires
conjuguées et ol on applique & ces deux courbes des déplacements ima-
ginaires conjugués. Considérons maintenant le. cas général; nous al-
lons voir que les coordonnées d'un point de la surface S’ s'expriment linéaire-
ment au moyen des coordonnées de deux points correspondants de la surface
S et de la surface adjointe S,.

On a pour expressions des coordonnées d’'un point de S,

x, = i[A(t) — 4,(7)],
Sy ¥ = i[B(t) — B,(7)],
Izo = i[C(t) — O,(2)],
et par suite
x — iz, = 24(t), x + ir, = 24,(7),
y —iy, = 2B(¢), ¥+, = 2B(7)
2z — iz, = 20C(t), z + iz, = 20(7).
D'ailleurs A(t), $(1), @(¢) sont des fonctions linéaires a coefficients con-
stants de A(¢), B(t), C(t); de méme & (), B,(7), € (7) sont des fone-

tions linéaires & coefficients constants de A4 (7), B,(7), C,(7). Par suite
@',y , 2 sexprimeront linéairement au moyen de z,y, 2, &, ¥y, 2-
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Je suppose maintenant que les deux transformations appliquées aux
courbes /7, I} se réduisent & deux déplacements indépendants 'un de
I'autre. Faisons correspondre les points des deux surfaces S, §' qui ré-
pondent aux mémes valeurs de ¢ et de r; alors les lignes de courbure et
les lignes asymptotiques se corvespondent respectivement sur ces deux surfaces.
On le démontre facilement en prenant les équations de ces surfaces sous
la forme générale qui précéde. Désignons pour abréger par 4', B, (',
A", B",C"; A1, By, C;, 47, By, Cy les dérivées de 4, B, C; 4,8, C,
prises par rapport a f et i r respectivement. Des relations

A/2 + Br? _+_ (/N/‘_’= O,
AIAII _|_ B/B// + 0/0/4 = 0

on tire
A’ ‘ B . o .
BIOH _ C'/Bu OIAH___ A’C-‘W - A/Bu o BIAII b
posons
., A — B4 B¢ — OB gA" — A
I(f) T "”z") - _T_ T 7'B: T
Solent
“ b ¢

(I-/ ])I cl
a.ll bll (,'II

les cocfficients d'une substitution orthogonale de déterminant -+ 1; des
égalités précédentes on tire

_(a’b”—‘ blau)(AlBu__ B/AH) + (])IG”"- clb/l)(Blcu_ OIBU) + ((,'I(L”— al('“)((/”A"— AIO//)

) A+ B AT

o (a'IAI + b/BI + chl)(allA// + b/IBII + cl/ClI) - (aI/AI + bIIB/ + CIIOI)(a’AII + bIB/I + CIC’II)
o a A +bB +cC’

On voit donc que I(t) est un invariant relativement & toute substitution
orthogonale de déterminant 4 1 effectuée sur les fonctions 4, B, C.
De méme, si on pose

I(s)— AiB — B4, _ B¢ —C.B; Y i
’ C; A] B, !

1
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I.(r) sera un invariant relativement & toute substitution orthogonale de
déterminant + 1 effectuée sur les fonctions 4,, B,, C;. On sait que
I'équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface S est

A A" A A A A
B B’ B, |dt*+ |B, B B!|dr*=o,
‘0' ¢ c ¢, ¢

ou, en développant et en supprimant le facteur commun A’A4;+4 B'B,+C'C;,
I(t)dt* — I (7)ds* = o.
De méme V'équation différentielle des lignes de courbure sera

Az dy dz.

W v w l = 0

'du dv d-w!;

w=BC,—CB], v=CA —AC, w—=AB — BA;

en développant et réduisant les termes semblables, il vient pour cette
équation

I(t)dt® + I(7)dz* = o.

Puisque I(t), I,(7) sont des invariants relativement 4 toute substitution
orthogonale de déterminant 4 1, on voit aussitét que ces équations sont
les mémes pour les deux surfaces S et §': d’olt résulte la proposition
générale énoncée plus haut.

Ce théoréme se démontre aussi trés simplement au moyen des formules
de M. WEeiersTrass. Regardons les deux courbes minima 7', I} comme
les arétes de rebroussement des deux développables enveloppes des plans

[(1 —uYX 4+ i(1 + u )Y + 2uZ + 4f(u) = o,
l(l —un X —i(t + u)) Y + 2u,Z + 4fi(w,) = 0;

Acta mathematica. 11. Tmprimé le 16 Février 18388, 22
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la surface minima § sera représentée par les équations

z=f(1—u)F(u)du 4 [ (1 — u})Fi(w)du,
y = [i(1 + eI (w)du — fi(x + ) (w,)du,,
¢ = [2u(u)du + [20,F,(w)du,,
ou
F(u) = r(w)y  Fu(w) = F"(w).

Les lignes de courbure et les lignes asymptotiques seront données par
les équations différentielles

F(u)du® — F,(u,)dui = o,
F(w)du® + F,(u,)du} = o.

Si on suppose maintenant que les courbes I', I} subissent des déplace-

ments, les fonctions §(u), F,(#,) sont remplacées par des fonctions @(v),
®,(v,) de la forme suivante

_ afmy 4+ 0\ (mg — np)’
B(v) = %(pv + q) v+ "’

+ n,\(m,g, — n,p,)’
6(0) = (S et o
1( 1) %l »v, + q, (.plvl + QI) ’

et les équations différentielles des lignes de courbure et des lignes asymp-
totiques deviennent respectivement

B (v)do? — ©,(v,)de? = o,
@(v)dv® + &, (v,)dv} = o3
ces équations sont identiques aux premiéres ou I'on aurait fait le change-
ment de variables

_mv+n _mlv,+n,
pv+q’ Voopy + g

u

Nous voyons de plus que, si on connait I'image sphérique d’une ligne
de la premiére surface, pour avoir I'image sphérique de la ligne corres-
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pondante de la seconde surface, il suffit de faire la transformation pré-
cédente. Une telle transformation change les cercles en cercles; par suite
toute ligne de courbure plane se change en une ligne de courbure plane
et toute ligne asymptotique hélicoidale en une ligne asymptotique he-
licoidale.

Pour donner un exemple de la transformation générale qui précede,
reprenons la surface représentée par les équations (14) [§ 6). Rien n’em-
péche de supposer que la surface S d'ou l'on part est imaginaire ainsi
que le paramétre k; les propositions qui ont été démontrées sont encore
vraies dans ce cas. La surface § étant considérée comme le lieu des ni-
licux des cordes qui joignent un point d’une courbe minima I & un
point d'une autre courbe minima I, on obtiendra la nouvelle surface
minima représentée par les équations (14) en faisant subir aux deux
courbes I", I', des rotations égales et de sens contraires autour de l'axe
0z. Je dirai encore que la nouvelle surface est dérivée de la premicre.

13. Nous avons vu au paragraphe 6 que deux surfaces minimna dé-
rivées l'une de l'autre jouissaient de la propriété suivante. Si on considére
les sections de ces deux surfaces par un méme plan perpendiculaire &
l'axc de dérivation et qu'on fasse correspondre les points de ces deux
sections o les tangentes sont paralléles, on obtient un mode de corres-
pondance entre les deux surfaces tel que l'angle de deux courbes quel-
conques tracées sur l'une d’elles est égal & l'angle des courbes corres-
pondantes sur l'autre surface. On exprime ce fait en disant que les
deux surfaces sont appliquées conformément 'une sur lautre. Cette pro-
priété appartient aussi aux surfaces de révolution. Soit Oz l'axe de la
surface et

z = ¢(2)

I'équation de la méridienne dans le plan des xz; 'élément linéaire sera
donné par la formule

ds* = ¢*(2)dw’ + [1 + ¢'*(2)]de?,
o désignant l'angle d'un plan méridien avec le plan z0z. Soit maintenant

= ¢(z)
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la méridienne d'une autre surface de révolution, dont I'élément linéaire

sera donné par la formule

. 2f . 2 2( 7.2
dsi = ™ 2)do® + [1 + ¢%(2)]ds".
Faisons correspondre les points des deux surfaces qui répondent aux mémes
valeurs de 2 et de w; pour que ces deux surfaces solent appliquées con-
. . . . . ds
formément V'une sur Vautre, il faut et il suffit que le rapport AL

dépende que de w et de z, c'est-a-dire que Pon ait

R AOPRET 40
(24) ¢*(%) ¢*(z)

La premicre surface étant donnée, on connaitra la fonction ¢ et on aura
pour déterminer ¢ une équation différenticlle du premier ordre admettant
¢ comme intégrale particuliére. Il est aisé d’interpréter la relation (24);
solent C, ¢’ les deux meéridiennes du plan 20z, M et M’ deux points de
ces courbes situés sur une méme paralléle MM'P & l'axe Ox. La for-
mule (24) exprime précisément que la projection de MP sur la normale
MN a la courbe C est égale a la projection de M'P sur la normaule
M'N & la courbe (.

Supposons en particulier que la premiére surface soit un cylindre
de révolution; alors ¢(2) = a et 'équation (24) devient

4 gy = 2,

a
L’intégrale genérale est
S 12
[ )
elle représente des chainettes égales tangentes & la droite x—a, qui est
alors une intégrale singuliére. Ceci nous conduit & quelques propriétés
curieuses de l’alysséide. Si on considére lalysséide et le cylindre cir-
conscrit suivant le cercle de gorge et qu'on fasse correspondre les points
des deux surfaces situés sur une méme droite perpendiculaire a Oz et
rencontrant cet axe, les angles se conservent dans ce mode de corres
pondance. Les lignes asymptotiques de Palysséide ont pour transformées
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des hélices inclinées a 45° sur les génératrices du cylindre, de sorte que
ces lignes asymptotiques sont & l'intersection de l'alysséide ct des hélicoides
ayant Oz pour axe et égaux & I'hélicoide adjoint.

Si on développe ensuite la surface du cylindre sur un plan, on ob-
tiendra une carte de la surface de l'alysséide dans laquelle les lignes de
courbure seront représcntées par deux faisccaux rectangulaires de droites
paralléles.

14. Nous sommes ainsi amenés a 'examen de lu question suivante
de Géométrie, par lequel je vais terminer. Ltant données deux surfaces
quelconques §, 8, on prend les sections des deux surfaces par un plan
variable parallele & un plan fixe, et on fait correspondre les points de
ces deux sections ol les tangentes sont paralléles: dans quels cas obtient-
on une application conforme des deux surfaces 'une sur lautre par ce
mode de correspondance?

Je prends le plan fixe pour plan des zy et jappelle z, 9, 2; 2, , ¥, , 2
les coordonnées de deux points correspondants des deux surfaces; ces
coordonnées sont supposées exprimées en fonction de deux variables in-
dépendantes o, 3. D'aprés l'énoncé du probléme, on aura d’abord la
relation

(25) dx} + dyi + d2° = k(da® + dy® + d27).

D'autre part, le plan tangent & la premicre surface aura pour équation

(L2 —p(Ez-22)
X J(")<aaaﬁ 233 + ¥ y>(aae,9 81 973

(282 _ 2ydz\
+ (4 '“)(auaﬂ aaaﬁ)_o’

ct le coefficient angulaire de la trace de ce plan sur le plan des wy sera

oy 0z 9z oy

/i 3{9 du 3‘3
0w oz 2z 2%

98 dadf
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et on aura une expression toute pareille pour le plan tangent a la se-
conde surface. On en tire une nouvelle équation de condition

‘oydz 0z gg) <a_z ow,  om 0x\ <az .92 9z 3y1> 92 0r  oxdz
(Ba 93 dadf/\%ad3 a3/ \dudf 9293/ \9adf a3

ou, en développant,

(aa aBsf  ofaf 33 (ea da 3 du
(26) l

pri i oyl s
da 33| da 33 da 98  duof dudj

Il sagit de trouver cinq fonctions x,y,®,,y, ,2 des variables a et 8
vérifiant les relations (25) et (26). Imaginons que nous ayons pris pour
variables a et B les parameétres des lignes de longueur nulle de la pre-
miére surface. I/équation (25) pourra étre remplacée par les relations

ci-dessous
ox\? ay\? Pz \?
(5) + Go) + (G) =

(27) dr\? Y\ 2 92\ 2
(o) + G + () =o

)+ G+ G-
(8a> +<9a + %) =9
(28) . ) .
AN CACNCON
Ge) + () + (o) =
Posons
w4, v+ v,
=G P =
y = .uo—z—u’ v, =lva~2—v;
d'ou

u, = x-— 1, v, = T, — W,.
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Des relations (27) et (28) on tire
dudu, dvdy, (3z>2
Baaa-aasa“ oa) ’
(29)
dudu, oy, _ <?i>2
3BP PP '

On satisfait aux équations (29) de la fagon la plus générale en prenant:

?_.u = gif % [ v = £ ?_1.1'
o s’ Y BT M
(30) (307)
?_v.o. — 6"“‘.5" Eﬁg ’ .%- = e—--im ?-l-t—o s
da d B 33

¢ et @ étant deux nouvelles fonctions de a et de B. Si on remplace

,y,%,y, par leurs valeurs dans I'équation de condition (26), elle
devient, aprés quelques réductions faciles,

l(%w oz 3z ou du, l
e {Ba 3B T 5 B3 |j|

sin 0+ @ e‘(w 25, 0 42 dudu,
2 oadf " 33 2a

On peut satisfaire & cette équation de deux maniéres: 1° en prenant
@ -+ ¢ = 0; 2° en posant
929z | dudy,

=224 2

glgar 0988 " 33 a
oz 9z du Bu
2adf | da 98

Cette derniére solution est illusoire; en effet, on vérifie aisément, en
tenant compte des équations (29), que lon aurait

on az
3,6’ 3u
u oz
9/1 3,'?

e —

et les équations (30) nous donneraient
3 o, v 9w,

=0
w3 opoua ’
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de sorte que le point z,,y,, # décrirait, non pas une surface, mais une
courbe, qui serait forcément une courbe minima. Il est aisé de sex-
pliquer la présence de cette solution étrangére. En effet, si on a une
surface quelconque S et une courbe minima quelconque I" et qu’on fasse
correspondre tous les points de la surface § situés dans un plan paral-
léle au plan 2Oy au point unique de la courbe I situé dans ce plan, il
est évident que la relation (25) sera satisfaite puisque on aura

dz? + dyi 4 dz* = o
D’autre part les quantités

9w, 0z  Om, az oy, 9% oy, 0z

sont identiquement nulles et la relation (26) est vérifice également.
Nous voyons par conséquent que, pour avoir une véritable solution,
il nous faudra prendre

0w+ ¢ =

et les relations (30) et (30') pourront s'écrire

v, 0u sy,  Idu,
oa " 3a’ oa  Ada’
21 31’
(J ) v 13u ( ) avo_)SuO
o8~ A9p’ o3 g’

Ecrivons les conditions d’intégrabilité
v, ' + dou 1 3w 194 du
2usf " odasf | 3fda  Asadf  21oudp’

o', o', , dddu, 1 93%, 1 94 du,

2adf " 9ad8 zﬁsﬁ ~ 1908 A*3foa’

on en tire les relations

oa 93 + 2 Poux oudf’

du, 94 ,914 ‘M o 0'u,
du a,?+ 28 | A )aaaﬁ’

I 2914, o8 | dudd (1 — A% 9w

(32) l
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qui ne contiennent plus que les coordonnées u,u, de la premiére surface.
Ces équations admettent toujours les deux solutions A = + 1. Les sur-
faces 8, que l'on obtient ainsi se déduisent de la surface S par une trans-
lation paralléle au plan des xy ou par une rotation de 180° autour d'un
axe perpendiculaire 4 ce plan. Ces solutions étaient d'ailleurs évidentes
a priori.

On apercoit immédiatement un autre cas particulier ol les équations
(32) admettent une infinité d'intégrales: c'est celui ou la surface S est
une surface minima. On a en effet dans ce cas

' —0 o', o
dadR ' a3l

et on satisfait aux équations (32) en prenmant pour A une constante quel-
conque. Des équations (31) on tire alors
3%y 2%

— LU O
a3 P33 ’

ce qui nous montre que la seconde surface sera aussi une surface minima.
Si on poursuit le calcul, ce qui n’offre aucune difficulté, on reconnait
que la surface 8, est précisément une surface dérivée de § avec Oz pour
axe de dérivation.

Prenons maintenant le cas général; les équations (32) peuvent se
simplifier un peu en prenant pour nouvelle inconnue A* = p. Elles de-
viennent, en les multipliant par 24,

2w 12U pp(1 — p) 3%
P39 Topaa 2P Ol 3a33’
W W O
|aa BT P 2p(1 'o)aaaﬂ
. , . 8¢ 9p
§1 on resout par rapport a 20’ 38 on trouve

9 Pu, Ou  du, dudp — 20(x ) 3'2'11,“9% du 8%,
[’0 B oa o 3/3‘] Y A L [’0 2usf 93 o8 aaaﬁ

,au du  du Y dp ', du ' ou,
Y iy = 2p(1 — p)i p PO ryi b
973 da da 97 | da 209392 2038 da
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Ecartons le cas ou on aurait une solution en prenant

on aurait alors

%¢38  9féa
et la surface S, serait un cylindre ayant ses génératrices paralléles & Oz.

Ce cas sera examiné plus loin.
Si I'on veut qu'il y ait une infinité de surfaces S, correspondant a

une surface donnée S, la condition d’intégrabilité du systéme (33)

9210 . 3’/)
dad3 - B9

devra étre satisfaite identiquement. Le calcul un peu long n’offre aucune
difficulté et on est conduit aux conditions suivantes:

a2 du, 22 du
(34) PR [log @:I = 538 [log @] ’
o* uyp @ u,
(35) EEY) [log@] ~ 2493 [log E]’
2y, u, ~ou 2w 7]
(36) auy?ou @ | 953438 | <3'u.q>29'u,0 8 | 922498
<:/—/) 23 u O —\ag, Eal_@ du, ’
L ow T
[ du, 9, ] [ u Pu T
( 7) 911,)2 du @ | 9x 9498 . (9100 ?ou, @ Y dadp
37 (5@, da Q_B o | 9a> 98 u  du,
L % |
Des relations (34) et (35) on tire
Su, u
’9; = ¢(«)¢(f) 35
138)
' du, u
|2 - p@ne
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¢(a) et ¢ (a) ne dépendant que de a, ¢(f) et ¢, (B) ne dépendant que

)
" % gans les formules (29) et

de B. Si on porte ces valeurs de % 3

, iye . du du . . . . .. , .
quon élimine 3R’ on voit que la fonction 2z doit vérifier une équation
aux dérivées partielles de la forme

dont l'intégrale générale est

s = F[0(a) + ¥(B)],

en posant:
0(a) = [z(a)da,  ¥(f) =[=(B)dp.

Comme les variables a et g peuvent toujours étre remplacées par deux
nouvelles variables ne dépendant respectivement que de chacune des pre-
miéres, rien n’empéche de supposer que l'on a pris pour variables les
fonctions @(a), ¥(B) cllessmémes. Alors la coordonnée z aura pour ex-
pression

(39) 2= F(a + f).

On déduit de 1a une conséquence importante; puisque les lignes
a + B = Const., a — 3 = Const.

forment sur la surface deux systemes orthogonaux et isothermes, nous
voyons que les sections de la surface S par des plans paralléles au plan
des xy forment un systéme isotherme.
Soit
fla+f) =—[F+ pl

les formules (29) deviennent

Oudu,  Oudw,

(40) wim —pyp — @+ B
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On en déduit

dus, U,y
A du

du ~ ow’
Wy

et les formules (38) deviennent:

|5 = s

(41) ) |
l%=¢w¢@%-

Combinées avec les formules (40), elles donnent

udn_ flutf)
p  ¢(a)g(B)

o, du,

2a 8 ¢(a)d(B)f(a + f)-

(42)

Des relations (40) on tire

Q%
*u, [+ P) da?,
aaqgﬂ = e+ A X

on\ 2
@ (=)

%

_ f’(“ajb’_@ —fla+B) a;?ﬂg;
33 <éﬁ>

on peut satisfaire a cette relation de deux manicres: 1° en prenant

. u
e 33’
. . . du,  Ou, Pq e e
mais on aurait aussi % 33 et la surface S se réduirait & une courbe;
a

2° en posant

f@+@:am[i+i]
e + 3) dad3 = 979
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La premiére des équations (42) nous donne aussi

3 | B _[lat+ B 4B
su T flat ) 4B

da 3B

Ajoutons membre & membre les équations précédentes; il vient

d L<3'u,> d L<a“>—‘/’—'@

a\og) pT\B) ¢(B)
0
Par conséquent %’ sera de la forme
%
ou__ mle+f).
B ¢B
on aura de méme
u__ m(a+f)
0 ¢(a). ’

les fonctions 7, 7, vérifiant la condition

(e + f).m(a + f)= (= + p)

On en tire encore
u A+ p)__ m(a + B),
a3 o(B) p(a)

si les fonctions 7,7 sont des constantes, cette condition est satisfaite
identiquement, et on retombe sur le cas déja considéré des surfaces mi-

nima. S'il en est autrement, il faudra que le rapport ACHRA dépende

) $(B)
que de a -4 3, et par suite que

683

gla)y  J(B)ela)

—_—

B $XB)

c’est-a-dire que l'on ait
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La valeur commune des rapports précédents sera forcément une constante
indépendante de a et de §, et on aura

AGIN.
¢(8)

= m, — m;

on en tire

¢(a) =ae™, O (B) = be ?,

a et b désignant deux nouvelles constantes, et finalement on obtient les
formules

on I o

5. =5¢ mla+ B)
(43) n 1

=3 (e 4+ 5);

a"'0 mo.

&7 == (e 7z'(a + ﬂ),
(44)

a'u‘o —m3

% = be™" 7, (@ + f),
ou

7(a + f).m(a + f) = fla + B).

Les relations (40) et (41) sont satisfaites et les conditions d’intégrabilité
des deux systémes (43) et (44) se reduisent 4 une scule

7(a + f) =" x(a + )

On vérifie facilement que les autres conditions d'intégrabilité du systéme
(33) sont vérifiées identiquement.

Pour interpréter géométriquement les relations (43) formons I'équa-
tion du plan tangent a la surface S

AX—2)+ B(Y—y) + O(Z—2) = o.



Sur uc mode de transformation des surfaces minima. 183

T 2B dadp  20a|3f

19z

Zoa

9rdy  dydx 1 (Qudu, udu,
328 3ud3 2\« 98 B3

— % [g 6—m(a+,9)7r‘12 ((Z + ﬂ) . b em(a~| ,?) (a + ﬁ)]

On en tire
A? ;- B _E(_)Q L em(a+,1) Yo + ﬁ) _ e—m(a+p) 2o + f)

+ 87z + pm(a + p)|

S O
que de a 4 f ou, ce qui revient au méme, de 2. Par conséquent, le
plan tangent & la surface le long d'une section par un plan paralléle au
plan 2Oy coupe ce plan sous un angle constant. La surface admet une

Nous voyons que C et A? 4 B? et par suite ne dépendent

série de lignes de courbure situées dans des plans paralléles; c’est donc
une surface moulure.

15. Ce point étant démontré, il est commode pour achever le
calcul d’employer un autre systéme de variables indépendantes. Choisis-
sons comme variables la coordonnée z et Vangle « que fait avec Oz la
trace du plan tangent sur le plan des zy. L'intersection du plan tangent
au point M de coordonnées z,y,z avec le plan Z=¢ aura pour équation

X cosa + Ysina = F(a, 2);
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les coordonnées du point M seront données par les deux équations
zcosa + ysina = F(a, 2),

. oF
—xsina 4 ycosa = —;

2a
on en tire
. o
z = cosaF(a, 2) —sina 5,
. oF
y = sinaF(a, 2) 4+ cosea =5
, o*F F L OF
do — — sma[F(a y 2) + Tlg]da + [COS“E — Sma@@] dz,
, *F . oF oK
dy = cosa[l’ (a, 2) +5—a-"]da + [Smaé;—l_ cosa@@] dz,

] 2
ds’ = dz® 4 dy*® + de* = [F(a, 2 + %’] da®

+ 2[F(a , 2) + Z;%F?'] o'F dadz + [I + <3F>2+ (;«;QEZYJ dz*.

Qudz S
Sur une surface moulure, les lignes

a = Const., z = Const.
forment un systéme orthogonal. On doit donc avoir

FF _
dads

et par suite F'(a,7) devra étre de la forme
Fla, z) = f(a) + ¢(2).
L'expression de ds® devient
as* = [f() + £"(a) + ¢(Nda + [1 + p()7ds"

Pour que les courbes z = Const. forment un systéme isotherme, il faudra
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évidemment que le coefficient de da’ soit le produit d’'une fonction de a
par une fonction de 2. Or cela ne peut arriver que dans deux cas:
1° Si on a f(a) + f"(a) = a; on aura alors

fla)=a 4+ Ccosa + C'sina
et la trace du plan tangent sur le plan Z = 2 aura pour équation
(X — O)cosa + (¥ — C) sina = ¢(2),

en réunissant la constante a & p(2). Cette trace est constamment tangente
& un cercle de rayon ¢(z) ayant son centre au point z =C,y = C.
La surface est donc une surface de révolution autour de la paralléle a
Oz représentée par ces deux équations. Imaginons que nous ayons pris
cette droite pour l'axe Oz lui-méme; on pourra supposer dans ce qui
précéde f(a) = 0. Considérons ensuite une autre surface dont 1'élément
linéaire est donné par la formule

ds; = [fi(e) + f'(a) +-¢: (o)) da” + [1 + ¢i(2)"]de’;
le rapport % ne dépendra que de a et de # si on a

[n<a> + fi(a) + mz)]; L+ gi(e)'
¢ (%) L+ ¢ (2)

Pour que cette relation puisse avoir lieu, il faut évidemment que

fi(a) + f'(a)

se réduise & une constante; on en déduira comme tout-a-l’heure que la
seconde surface est une surface de révolution autour d'une droite paral-
léle & Oz. Si on améne l'axe de cette surface & coincider avec Oz, on
pourra prendre f,(a) = 0, et on retombe sur la relation déja obtenue
directement
L+ eia) 1+ ¢(2),
e ele)

2°. Les courbes 2= Const. forment encore un systéme isotherme
si ¢(2) est constant, c’est-d-dire si la surface considérée est un cylindre
ayant ses génératrices paralléles & Oz, On démontre aisément que la
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seconde surface devra étre un cylindre égal au premier & moins que le
cylindre ne soit de révolution, cas qui a déja été considéré.

En définitive, il n'y a pas d'autres surfaces jouissant de la propriété
géométrique en question que les surfaces minima et les surfaces de ré-
volution.

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une
note présentée 4 1'Académie des Sciences le 24 Octobre 1887 (Comptes
rendus, t. 105, p. 743).

Paris, Novembre 1887.




