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S[JR UN MODE DE TRANSFORMATION DES SURFACES MINIMA. 

(Second Mdmoiro) 

PAR 

E. GOURSAT 
~. PARIS, 

I .  Le probl6me trait6 dans le travail pr6e6dent 1 conduit 'X exa- 
miner une question plus g6ndrale. Soient 

I xi = f (x ,  y, s ; x 0 , Yo, So), 
( i )  = ~ ( x , ~ ,  s ;  x0 ,  yo ,  s0), 

= ¢ , ( x ,  y ,  s ;  x o , yo ,  So) 

trois fonctions de six variables inddpendantes x ,  y ,  z ,  x o , Yo, zo" Sup- 
posons que x ,  y ,  z ddsignent les coordonndes d 'un point d 'une surface 
minima quelconque S, et Xo, Yo, Zo les coordonndes du point correspondant 
de la surface adjointe S O . Le point de coordonndes x l ,  Yl, zl ddcrira 
une certaine surface S 1. Quelles sont les fonctions f ,  9~ , ¢ les plus gdnd- 
rales, telles que la surface S 1 soit aussi une surface minima, quelle que soit 
la surface minima S? 

On a vu dans le travail prdcddent qu'on peut satisfaire ~ cette 
condition en prenant pour f ,  9~, ¢/, des fonetions lindaires convenablement 
choisies de x ,  y ,  z ,  x o , Y0, zo" Lea propridtds connues des surfaces mi- 
nima conduisent sans difficul~5 ~ la forme g4ndrale des fonctions f, 9~, 5 .  

2. Soit m un point quclconque de l'espace de coordonndcs a,  b, c, 
m o un autre point de coordonndes ao, bo, Co, p e t  Po deux plans paral- 

1 Voir A c t a  m a t h e m a t i c a ~  t. 11, p. I35. 
A~ta mathematica. 11. Imprimd le ~9 Mars 18~8. 33 
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16les passant par  ces deux points, a ,  f l ,  T ]es eosinus direeteurs de la 
normale  ~ ce plan. Consid6rons une surface minima S passant au point 
m e t  tangente en ce point au plan P ;  comme on peut d6placer la sur- 

face adjointe S o parall61ement k elle-m6me, nous pouvons supposer que 
le point correspondant ~ m sur S O est pr6cis6ment le point m 0. Les 

formules (I) feront correspondre au point m un point m I dont les coor- 
donn6es a~, b~, c~ ne d6pendront que des coordonndes des deux points m 
et m 0. Des formules (~) on d6duit  

(2) 

= + o: + + # + + 
~ x  ~y ~z 

= ~ ~ ~ ~ d~o + ~ d~/o. + dZo 
Oy ° ' ~z ° 

dz~ ~(' dx + ~¢ dy + ~¢ dz + ~¢ dx o + ~¢ dy o + ~¢ dz o • = ~,~ ~ ~ ~ ~ ~ , 

1 or on 

et, si on remplaee d~o, dyo, dz o dans les formules pr6cSdentes, on volt 
que les cosinus directcurs de la normale h. la surface d6crite par le point 

xx ,y~ ,zz  ne d6pendent que de x , y , z , x  o , y o , z o , a , f l , ~ ' .  Par  cons6- 
quent, si l'on consid+re toutes les surfaces minima S tangentes k un plan 

/9 en un point d6terrnin6 m, telles que le point correspondant au point 

m sur la surface adjointe S O soit un point dStermin6 m0, toutes lcs sur- 
faccs S~ d6finies par les formules (I) sont tangentes k un plan d6termin6 
t91 en un point fixe m 1. 

Cela pos6, soit [ '  une courbe minima quelconque reprS.sent6e par 

les 6quations 
X = A ( t ) ,  

(3) Y -  B(t), 

z = c ( t ) ,  

1 SCHWARZ~ MisceUen aus dem Gebiete tier Minimalf l : ichen (Journal  fiir Mathe- 
matik~ t. 80~ p. 280; 1875 ). 
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off A ( t ) ,  B( t ) ,  C(t) d6signent trois fonctions d'une m6me variable t 
v6rifiant la relation 

dA 2 + dB ~ + dC 2 --- o; 

soit F o une seconde courbe minima repr6sentde par les 6quations 

I 
X = iA(t) q- ~, 

(4) Yo -----iB(t) -[- p, 

Zo =  c(t) + 

off ~, # ,  ~ sont trois constantes quelconques. Par la courbe F raisons 
passer une surface minima quelconque S et soit A la d6veloppable 
circonscrite ~ S le long de F; cette d~veloppable se r~duit, comme on 
sait, ~ un cbne ayant son sommet en un point du cercle de l'infini. La 
surface adjointe S O n'est pas compl~tement d6finie de position; on peut 
la transporter parall~lement ~ elle-m~me ou la remplacer par sa symS. 
trique relativement ~ un point de l'espace. On reconnait aisdment qu'on 
peut, sans restreindre la g~n~ralit6, la faire passer par la courbe I'0, de 
fagon que les points des deux courbes F ,  F0, qui correspondent £ une 
m~me valeur de t, se correspondent aussi sur les surfaces S ,  S 0. 

A la surface S les formules (I) font correspondre une surface S 1 
qui, par hypoth~se, dolt ~tre une surface minima. A la courbe I', ces 
formules font correspondre une certaine courbe C repr4sentSe par les 
5quations 

I X~ = f[A(t) ,  B(t), C(t); iA(t) + ~, iB(t)+,u, iC(t) + ~] ~- F(X, Y, Z), 

(5) Yl = 9~[A(t),B(t),C(t);iA(t) + 2, iS(t) q-p, iC(t)-¢-~] ~- ¢(X,  Y,Z),  

Z 1 = ¢[A(t) ,U(t) ,C(t) ; iA(t )+ 2, iB(t )+ #,iC(t) -~-~] = qr(X, y ,  Z); 

soit A la ddveloppable circonscrite ~ S 1 le long de la courbe C. La 
courbe C et la d~veloppable A1 resteront les mdmes, on vient de le 
~¢oir, si les courbes F ,  10 et lu d~veloppable A restent les memes. Or 
il existe une infinitd de surfaces minima S inscrites dans la d6velop- 
pable A It long de la courbe C, et on peut toujours supposer que les 
surfaces adjointes passent par la courbe F 0. On voit done qu'il doit 
exister une infinit6 de surfaces minima S~ inscrites dans la dSveloppable 
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A~ le long de la courbe C. Or cela ne peut avoir lieu que si cette 
courbe C est elle-m~me une courbe minima, x Si on remarque mainte- 
nant qu'on peut r6p6ter le raisonnement qui pr6c6de en partant d'une 
surface minima quclconque et d'une courbe minima quelconque situ6e 
sur cette surface, ou est conduit aux conclusions suivantes. Si les for- 
mules (i) font correspondre ~ une surface minima quelconque S u n e  
nouvelle surface minima $1; 

I ° t o u t e  courbe minima I ~ de S a pour transform~e une courbe minima 

I~ de S~; 2 ° on peut ddduire la courbe F 1 de la courbe F par  des for. 

mules de transformation (5), qui font correspo~dre un point  ~t un point et 

qui changent route courbe minima en une nouvelle courbe minima. 

3. D'aprSs cela, volci comment on obtiendra la transformation la 
plus gSn~rale satisfaisant aux conditions de l'~nonc~. Soit S u n e  surface 
minima quelconque, S 1 une surface minima qui lui correspond par une 
transformation de cette nature. La surface S peut 6tre consid~r~e comme 
lc lieu du milieu d'une corde joignant un point d'une courbe minima 
[ '  "~ un point d'une autre courbe minima I". La surface S 1 peut 6tre 
cngendr6e de la m6me fa~on au moyen de deux courbes minima/11, [1'. 

Soit ~- une courbe minima de S homoth~tique k [ '  et ~-~ la courbe mi- 
nima qui lui correspond sur $1; cette courbe T~ so~'a homoth~tique 
rune des courbes /'1, F1, k la courbc /11 par exemple. Il r(~sulte alors 
de ce qui prSc~de que l'on pourra passer de la courbe F ~ la courbe 
/"1 au moyen d'une transformation qui fair correspondre un point k un 
point et ~, route courbe minima une nouvelle courbe minima. La courbe 
/~: se d~duira de F' par une transformation de m~me nature. 

Prenons, par consequent, deux courbcs minima quelconques F ,  [", 
reprSsent~es par les ~quations 

x = .4(t) ,  

r r =  B( t ) ,  

z = c ( t ) ,  

Ix '=  
," / r' = 

z'  

t DARBOUX, Lego~s sur la thdorie gd~drale des surfaces, t .  1: p. 396. 
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surfaces minima, adjointes l 'une 

: x =  A ( t )  + A ' ( : ) ,  

s ~ = B( t )  + B ' ( : ) ,  

~ = C( t )  + C'(~), 

[ ~ o  = i [ , l ( t )  A'(~)], 

S O 2y o = i [ B ( t ) - -  B'(r)],  

2Zo = i [ c ' ( t ) -  6"(r)] ,  

d'oil l'on tire inversement 

A ( t )  = x - -  i~:0, 

B(  t) = v - -  iVo, 

c ( t )  = z - -  i~o, 

A'(r)  = x + ixo, 

B'( ~) ---- y + iyo, 

c'(~) = z + iZo. 
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de l'autr% 

v, 

x,  = F[_~(t), B( t ) ,  C(t)], 

Y~ = eP[A(t), B ( t ) ,  C(t)], 

Z, = qJ'[A(t), B ( t ) ,  C(t)], 

H 

i l  = ~ ' [ A ' ( ~ ) ,  B ' (~) ,  C'(~)], 
! 

Yi = ,p'EA'(~), B' (~) ,  C'(~)], 

z i  = ¢ ' [A'(~) ,  B ' (~) ,  C'(~)], 

et une surface minima S 1 

2xl = X~ + Xi, 

2 y , - -  ~ + Yl ,  

:z ,  = Z~ + Zl .  

Appliquons h, chacune des courbes F ,  E" unc de ces transformations dont 
il vient d'6tre question, qui font correspondre un point ~ un point et 
qui changent les courbes minima en courbes minima. On obtient deux 
autres courbes minima /"i ,  F~: 
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Si on remplace dans ces formules A ( t ) ,  B ( t ) ,  C(t) ;  A ' ( r ) ,  B ' ( r ) ,  C'(r) 
par leurs "valeurs en fonction de x , y , z ; x  0 ,y0,zo et si on divise p a r  
2 les coordonn6es x l , Y l , Z l ,  on aboutit aux formules suivantes pour re- 
pr6senter .la surface $1 

(6) l i! = F[x - -  iXo,  y - -  i y  o , z - -  iZo] + F ' [ x  + ix0, y + iv0, z + iz0], 
• = ¢ [ x  - -  iXo,  y - -  i y o ,  z - -  iZo] + ~'[x + ix0, y + iyo ,  z + ~Zo], 

= ~'[x - -  iXo, y - -  iyo, z - -  iZo] + qr'[x + iXo, y + 0 o ,  z + iz0]. 

Ces formules sont bien de la forme (i) et, d'apr&s ce qu'on vient de 
voir, ce sont les plus g6n6rales qui satisfassent aux conditions du pro- 
b!6me propos6. 

4. Nous sommes donc amen6s ~ rechercher les transformations de 
l'espace qui font correspondre un point k un point et qui changent toute 
courbe minima en une nouvelle courbe minima. Soient 

(7) 

i l  = v ( x ,  r ,  z), 

Y1 = ,p(x, r ,  z), 

zl = 'p'(x, Y ,  z )  

les formules qui d6finissent une transformation de cette esp~ce; la somme 
dX~ + dY[ + dZ [ est 6gale k une forme quadratique homog~ne de 
d X ,  d Y ,  dZ dont les coefficients ne d6penden't que de X ,  Y, Z. Mais, 
puisqu'on doit avoir 

dX~ + d Y~ ÷ d ~  = o 

routes les fois que l'on a 

dX 2 + diY ~ + dZ  2--  o, 

il faut 6videmment quc l'on ait identiquement 

(8) dX~ + dY~ + dZ~ = ,~(dX ~ + d Y  ~ + dZ~), 

2 ne d6pendant que de X ,  Y, Z. On connait toutes les transforma- 
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tions de la forme (7) qui satisfont K cette condition, x Elles r6sultent de 
la combinaison de transformations par rayons vecteurs r6ciproques avec un 
d6placement, et d6pendent de dix param6tres arbitraires. Ces transfor- 
mations peuvent 6tre d6finies d'une mani6re 616gante, si l 'on emploie 
les coordonn6es pentasphdriques; elles r6sultent alors d 'une substitution 
orthogonale ~ cinq variables effectu6e sur ces coordonn6es. I1 n 'y a 
aucune difficult6 ~ d6duire de lb, l 'expression g6n6rale des fonctions 
~ ' ,  F ' ,  # ,  # ' ,  ~ ,  ~" qui figurent duns les formules (6) et par suite 
des fonctions f ,  9~, ¢ des formules (i). Il est k remarquer  que, si la 
surface primitive S est r6elle, les formules (i) donneront une infinit6 de 
nouvelles surfaces qui seront toutes rdelles, pourvu qu'oI1 applique aux 
deux courbes F , / "  des transformations imaginaires conjugu6es. 

5. Supposons que les transformations appliqu6es aux deux courbes 
minima F ,  F '  se r6duisent k une inversion par rapport  ~ une sphere de 
rayon /~ ayant pour centre l 'origine des coordonn6es. Les formules (7) 
deviennent ici 

(9) 

R~X 

R~y 
"1 ~ X ' ~  + y~ + Z "  

R~Z 

~1 --~X ~ + y2 + Z, 

et les formules (6) nous donnent 

/ x~ ---- Ux + V,%, 

(,o) i v , =  +  Jo, 
i 
t Z  1 = UZ-{--  VZ01 

t LIOUVILLE, Journal de Mathdmatiques pures et alJpliqudes. I ~re s6rie~ t. 131 p. 
220 et t. 151 p. Io3. 

DAR~OUX I Mgmoire sur la thdorie des coordom~des curviliT~es et des syst~mes ortho- 
gonaux. Annales de l 'Ecole Normale~ t. 7; I878. 
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en posant, pour simplifier l '4criture, 

I I) 

U ~  

V __ 

t'i~(z" + y" + z ~ ~ - -  ~o - -  Yo - -  z~) 

(x ~ + y~ + z ~ - -  x o - -  yo  ~ - -  z~)  '~ + 4 ( z z o  + YYo  + ZZo) '~' 

2R~(zzo + YYo + zz~) 
(~ + y ~  + z 2 ~ ~ - - X o -  Y o -  z~o) ~ + 4(XXo + YYo + ZZo) ~ 

Ces formules mettent  en 6vidence la propri6t6 suivante: les trois points 
de coordonn6es (x,  y ,  z ) ,  (x0, Yo, Zo),  (xl, Y I ,  z l )  sont dans un m6me 
plan passant par l 'origine. La transformation qui pr6c6de a d6j~ 6t6 
employ6e par M. LIE. 


