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UNTERSUCHUNGEN UBER DIE NORMEN KOMPLEXER ZAHLEN 

VON 

K. S C H W E R I N G  
i n  COESFELD. 

Wenn £ =  r, ~ Primzahl und a nieht reell ist, so heisst der Aus- 
druck 

+ + + . . .  + a__£' - ' ,  

wo a~, a~, a ~ , . . . ,  ax_ 1 reelle ganze Zahlen bedeuten, eine aus )to, Ein- 
heitswurzeln gebildete komplexe Zahl. Unter der Norm einer solchen kom- 
plexen Zahl versteht man das Produkt 

Die Berechnung einer solchen Norm ist bei zahlentheoretischen Unter- 
suehungen insofern eine Sache yon grundlegender Bedeutung, als die Norm 
allein Auskunft i;tber die wesentliehen Eigenschaften einer komplexen Zahl 
geben kann. Es war daher unbedingt geboten, in erhebliehem Umfange 
Normenbereehnungen durchzuftihren und die Ergebnisse in Tafeln zusam- 
men zu stellen. Solehe Tafeln hat Herr C. G. REUSCHLE mit grosset 
Sorgfalt berechnet, und die Akademie der Wissenschaften in Berlin hat 
den Druek auf ihre Kosten herstellen lassen. Ist hiermit dem prak- 
tisehen Bedfirfnisse abgeholfen, so bleibt gleichwohl ftir die Theorie die 
ebenso interessante als schwierige Aufgabe zu losen, den wirkliehen Aus- 
druck der Norm nailer zu untersuchen. Sehon Herr REUSCHLE selbst 
hat in dieser giehtung Wege gezeigt. In einer kleinen Gelegenheits- 
sehrift Entwicklung yon Produkten konjugirter Faktoren, Stuttgart i874 , 
finden sich beachtenswerte Angaben fiber die Bildung der Norm. Ins- 
besondere bildet er die yon ihm sogenannte kubische Normform und ver- 

Acta mathematica.  11, Impr im~  le 10 Avri l  1888. 34 
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wendet, sie ftir Primzahlen des c:sten Tausend. Wenn nun meine eigenen 
Untersuehungen einen ganz anderen, und wie ieh glaube, zweekent- 
spreehenderen Gang genommen haben, so verdanke ieh dies dem glaek- 
lichen Umstande, dass mir die Aufgabe der Normenbereehnung bei einern 
besonders geeigneten Ausgangspunkte entgegentrat. Ieh wurde n'amlieh 
dureh eine von Herrn KlmNECKER gestellte Frage veranlasst, die Normen 
trinomischer komplexer Zahlen zu untersuehen und kam so zu dem 
Bd. 10 S. 79 (diese Zeitsehrift) stehenden Ausdrueke. So blieben meine 
Reehnungen in ziemlieh weitem Umfange wirklieh aus%hrbar und ieh 
s'th mieh in den Stand gesetzt, far die yon wit gewr~hlte Form alle 
Fragen naeh Anzahl und Bildung der auftretenden Glieder vollstg, ndig 
beantworten zu k6nnen. 

1. Fangen wit mit einem Beispiele an. 

N ( z  + a s  + l~s '~ + c ~ ) ;  

Zu diesem Zweeke bilden wir 

Wir suehen die Norm 

S )' - - -  I .  

(i) ~,(~) = (~ + a + b + ~)~(~ + ~s + b~" + ~').  

Dann hat die Gleiehung P(z)= o die ~t Wurzeln: 

z,. = - -  (a¢'  + I,¢ ~'' + c s") .  ,,.=0.,,~. ..... , . - ,  

Suehen wir zuniiehst die Potenzsummen dieser Wurzeln zu bestimmen. 
Far jede komplexe ZaM 

~(~ )  = ao + a,,~ + a.,~ ~ + . . .  + a,, , ~" - '  
erhMt man 

(-_) 

Dies soll kt'mftig dutch 

is) 

knrz "msgedriiekt werden. 
tenzen kurz dnreh sh, so ist: 

~(i) + ~(s) + ~(s2) + . . .  + ~ ( ~ _ , ) =  ~,C,o. 

Z , c ( s )  = ~ o  

Bezeiehnen wir nun die Summe der h ~e= Po- 

= ~" ," . ~" Z ( .  i ) ~ ( . s " +  ~s"" + c¢')',. (4) s,, ~o -Jr- ~, + . . + a--, = 



U n t e r s u c h u n g e n  f iber  die N o r m e n  k o m p l e x e r  Zah len .  267 

Entwickeln wir nun rechts nach dem polynomischen Lehrs'ttze, so haben 

wir nur  diejenigen Glieder zu berticksichtigen, welche wir oben mit a 0 
bezeichneten, also die Glieder v o n d e r  Form 

Ih- a 'Vc" ~'+~'+-~" 
( - , ? .  Lkl!l----~ • , 

wo k ,  l ,  m den Bedingungen gent~gen mt~ssen: 

k +  ~ l +  s m = o  (mode),  

(5) ~ = k + z + , ~  ~,. 

Wir sehen hier die veral lgemeinerte  Form derjenigen Kongruenzen vor 
uns, welehe zuerst E. KUMraEa bei Zerlegung der ~-Funktionen in Fak- 
toren bemerkt  hat. Ganz allgelnein ksnnen wir diese Kongruenzen so 
erkl'~ren: 

! alx , + a~x. 2 + . . .  + a,,,x,,=_ o (mod),), 
(6) 

/ z~ + z~ + . . .  + z , ~ .  

Die a~, a2, . . . ,  % sind gegebene positive oder negative ganze Zahlen, die 
Unbekannten z t ,  x : ,  . . . ,  x,,, dnrfen nur  positive ganze Zahlen sein. Diese 

Kongruenzen bilden einen Hauptgegenstand unserer Untersuchungen und 
mSgen kurz als KuM~Im~sche Kongruenzen m te~ Ordnung bezeichnet werden. 

Fa r  alle durch  die Ku~MElCsche Kongruenz 3 ~¢~ Ordnung (5) be- 
st immten Wer tegruppen k ,  l ,  m finden wir  

1 t~ a~Vc,~. 
k, l, ra 

Aus diesen sh sind die Koefficienten p~, durch die WARI~GSChe Formel  
zu gewinnen. Obwohl  diese Formel  in der erwghnten Abhand lung  S. 62 

bereits yon uns abgeleitet  worden ist, ksnnen wir nicht umhin,  diese Ab- 
leitung bier noch einmal in gedriingter Kfirze zu wiederholen. Es soll 
ni~mlieh eine, wie es seheint, nicht unwesentliche Erweiterung dieser be- 

kannten algebraischen Formel  angeschlossen werden. 
Es ist 

I I I ~ I I . zh  
log (z - -  z,) ---- log z - -  - .  z,. - -  - z-i. z,. - - . .  . 

Z 2"  " ]~ Z h . . . .  
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Da her 

I I I I I 
l o g P = ) ~ i o g z - - - . s ~ - - -  - 

z 2 " z  ' ~ ' 8 ' ~  - -  . . . h ' z  h "  s n -  " " " " 

Nun crscheinen aber unsere s/ , ,  wie Gleiehung (7) zeigt, wieder als 
Summen und zwar aus Summanden v o n d e r  obigen Form. Demnach 
wird 

h - - 1  
I ' l l "  2 ( - -  )h-]-I _ _  _ _  akl)lgm 

z l i e  . . . .  I_ ( 8 )  p = o . . . .  

Ft'tr jede Wer tg ruppe  k ,  1, m, welche der Ku~iMmischen Kongruenz (5) 
gent'~gt, hat man also die Reihe zu bilden: 

Die so entstehenden Reihen sind zu mult ipl iziren und das Produkt  noch 
mit z a zu vervielfaehen. Alle Potenzen mit negativem Exponenten yon 
z fallen weg. Bei dieser Entwiclduna spielen also die Wertverbindungen, 
welche den KUM,~IERschen Kongruenzen geniigen, dieselbe Rolle, welche bei der 
.qew6hnlichen WARmgschen Entwicklung den P. otenzsummen zufdllt. Hicrin 
besteht dis oben angekiindigte Erwei terung der WAIcnCGschen Formel.  
Man ist nun imstande, eine Reihe wiohtiger Bemerkungen zu unserer Ent- 
wicklung zu machen. 

i.) Eine Aufl0sung der Ku~.~isaschen Kongruenz lautet  

k = o ,  l - -=o ,  m-----2. 

Ftlr diese Wer tverb indung erh~lt P laut  Formel (8) den Beitrag c a . 
Ebenso entstehen aus k = o ,  1 = 2 ,  m - -  o und k = 2 ,  1 = o ,  m = o  
die Beitrgge b a und a a. l c - - o ,  1 =  o, m--~ o liefert z a. 

2.) Ausser den vier Gliedern z a ,a  a ,b  a ,c  a haben alle in P auf- 
tretenden Summanden den Faktor  2. 

3.) Man kann die in (5) auftretende Ungleichung ersetzen durch 

k + l + m < ~. 

Denn ftir k + l q- m ---- 2 erhalten wit  in P die von z freien Glieder, 

(a + b + c)N(aa + + ca ), 
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welche als Norm einer trinomischen Zahl (einer Zahl niedrigerer Ordnung) 
far erledigt gelten konnen. 

Die vorstehenden Untersuchungen sind zwar nur ftar die viergliedriye 
Zahl z + aa + ha* + ca" duvchgeft'lhrt. Allein es ist klar, dass die -e- 
zogenen Schliisse mit geringer Anderung  allye,meine Geltung erhalten. 

Wir verzichten also darauf, die Faktoren unserer Norm nach Perioden 
zusammenzufassen. Anders wird der praktische Rechner  verfahren. Er 
wird mit REUSCIILE Z. B. f~'Ir 2 = 3 m + I zun'~chst m Faktoren zu einem 
Produkte A0r]0 +Al r ] l  +A2r]2 vereinigen und dann die Norm dieser Zahl 
nehmen. Leider scheinen aber die Gesetze, nach denen sich die Zahlen 
Ao, A~, A 2 bilden, durchaus nicht einfach zu sein. ,1,% es ist sogar yon 
grossem Vorteil, den Faktor z + a + b + c zur Norm hinzuzufOgen. Ist 
so in P der mit 2 multil)licirtc Teil berechnet, so weiss man, dass der- 
selbe fi'lr jede komplexe Einheit yon der Form z + a~ + b~'~+ c~ ~ ver- 
schwinden muss, wenn a = b = c = z = q: i ist. Und start der GIeichun 9 

~ - ~  + ~'--~ + . . .  + ~ + J = o  

haben wit die einfachere 

~;" ~ I 

2. Wir stcllen uns jctzt die Frage: l'Vieviel Glieder enthdlt der ent- 
wickelte Ausdruck: 

(9) (al + a2 -']-- " ' "  + a,O.N(Ctla + aoa '~ + . . .  + a,,,~aI') 9. 

Wit werden diese Frage wieder ft'tr die viergliedrige Zahl in (I) beant- 
worten. Die Antwort  wird in einer Form gegeben werden, welche sich 
a.lsbald verallgemeinern li~sst. In dem entwiekelten Produkte  

(z + a + b + ~)N(z + a:  + b~ '~ + c~ ~) 

kommen soviel wesentlich verschiedene Glieder vor als die KUM~,IERsche 
Kongruenz (5) L0sungen enthMt. Darunter  befinden sich aber die s'~mt- 
lichen Glieder des Produkts ni~chstniedrigerer Ordnung,  nr~mlich die- 
jenigen, ft~r welche z = o ,  also k + l + m = 2  ist. Daher finden wir 
die Zahl, um welche die Gliederzahl des Produkts  aus vier Elementen 
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die Gliederzahl des Produkts n.~chstniedrigerer Ordnung t'lbertrifft, wenn 
wir die Anzahl der Lssungen der Kongruenz 

bestimmen, far  welche ist 
k + 1 + m < ),. 

Wir  betrachten die Funktion ~(z ,  x) v o n d e r  Form: 

(, ,)  I I I 
, . ° 

~ ( Z ,  . ' ~ ) =  I - - :~Z I -  ~'~Z I - - ,TYZ 

Dtmn ist 
~ ( z ,  x)  = X x  ' + ~ ' +  .... . z  ~+'+~.  ~,,, . . . . .  o,~,',,~,...~ 

k~ l~ m 

Die Reihe ist konvergent,  wenn die drei Gr0ssen xz,  x';z, x~z ihrem ab- 
soluten Betrage naeh jedc klciner als Eins sind. Ersetzen wir x dureh 
~,  ct 2, a 3 , . . . ,  a ~' und addiren die so entstandenen lZeihen, so wird reeht8 
jede Potenz yon x in Wegfal l  kommen, ft~r welehe die Kongruenz (IO) 
nieht erfifllt ist. dede L6sung k ,  l ,  m derselben liefert dagegen den 

Beitrag ~. So erh','dt man 

( I 2 )  a ~ ( Z ,  ¢l) = ~X( lh .Z" ,  

Hier bezcichnet ah die Anzahl der L68ungen der Kongruenz (1o), welche 

die Eigenschaft habe~b dass ihre Summe h ist; 

(~3) k-k - l+  m---- h. 

Setzen wir andererseits 

( '4 )  ¢(.,,. -.- ( u -  ~ ) ( , , . -  ~,")(u- x'), 

so ist 

(,.~) 
X, ~ I / \ 

t z ,  x~ = ¢ , (~ )  ~ _ ~ 

X 2r; I ;~2z 1 
• - t ~ ° 

- -  + ¢,'(,~'~) I - -  ,~'~z + ¢ , ( * ' )  I - -  ~ 

Als Koefficient von z h erscheint daher jetzt: 

(, 6) ¢'(x---~ + ¢,(~o---~ -I-, p,(,~.---~' 
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Wenn wir nun h a lie Werte von Null his 2 - - t  durchlaufen lassen u.nd 
dann tiber alle Werte x - - - - a ,  a : , . . . ,  aa summiren, endlich das Resultat 
dutch ~ dividiren, so erhalten wit  zufolge (t2) die Anzahl  der Lssungen 
der Kongruenz (IO). Sehliessen wir zunhchst den Betrag der Summe ftir 
x- - - - -ax= I aus. Dann sind zwei Zahlen h' und h" immer so w~hlbar, 
dass man erhMt 

(h.,+ ~)~-(h.,, + ~)~.-(h + ~)(,nod ~). 

Hierdurch aber verwandelt  sich der Ausdruek (I6) in 

¢+~1---' 1 1 }  
I ¢'(-) + ¢'W-~') + ~ ) "  

I 
Der Klammerausdruck ist, wie die Entwicklung yon 4 , ~  nach fallenden 

Potenzen yon u zeigt, identisch Null. Mithin liefert die Summirung tiber 
die komplexen a zur Summe der Koefficienten ah keinen Beitrag. Es 
bleibt also noch der Beitrag, den x---- I liefert, zu bestimmen. Dieser 
ist zusammengesetzt  aus s~mtlichen Koefficienten yon z h in 9~(z, i). 
Nun ist 

I (h + 2)(h + 1)z h 
~(~' ~ ) = ( 1 - ~ ) ~ -  ~ , .~ 

und d ie  Summe aller Zahlen (l~ + 2)(h + I) v o n  h ~--o bis h = 2 - - I  
I . 2  

2(~ + i)(2 + 2) 
betra.gt Trennen wir 2 ab, so ist die gesuehte Zahl 

1 . 2 .  3 
(2 + I)(2 + 2) 

Um soviel i ibertrif t  die Anzahl der Glieder des entwiekelten 
2 . 3  

Produkts P aus vier Elementen die Anzahl der Glieder des Produkts  
ni~ehstniedrigerer Ordnung. Durch ganz analoge Sehltisse findet man, 
dass das Produkt  P ftir f i inf  Elemente dasjenige for vier um 

(2 + ~)(2 + 2)(2 + 3) 
2 . 3 . 4  

Qbertrifft u. s. w. Hiernach erhalten wir das Endergebnis:  

Das aus m Elementen zusammengesetzte Produkt 

F =  (a, + , ,  + . . .  + ,,,m) N(a, 0, + ,~"  + . . .  + ,,,,,~") 
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enth(~lt 

,~ "JF I (), -1- I) ( ,~  d r - 2 )  (,~ d F I)( ,~ -]- 2 )  . . .  (), -~- m - -  2 )  
(I7)  g =  2 + - - - +  + . . .  + 

2 2.3 2 . 3 . . .  (m - -1)  

verschiedene Glieder. 

So ist far  2 = i I 

m---- 2 , 3 ,  4, 5, 6, 7, 8, 9, IO, 

.q ---- 2 ,  8 ,  34 ,  I25 , 3 9 8 ,  1 1 2 6 , 2 8 9 4 , 6 8 7 2  , 15270. 

3. hn vorhergehenden Paragraphen haben wir die Anzahl der ver- 
schiedenen Glieder des erltwickelten Produkts  P kennen gelernt. Wir  

suchen jetzt die Beschaffenheit dieter Glieder n','~her zu bestimmen. Wenn 
die komplexe Zahl, deren P gesucht  wird, aus vier Elementen besteht, 
also 

z + a~ + b~ '~ + c~ ~, 

so kann man fragen:  Wieviel Glieder a~bZc"z" kommen in P vor, bei denen 

die Zahlen k ,  l ,  m ,  ~ s~mtlich yon Null verschieden sind? Diese Frage ist 
nicht ohne Bedeutung.  Denn ihre Bcantwortung gibt zu erkennen, wieviel 
Koefficienten in P wirklich nell zu berechnen sind; ist niimlich eine der 

4 Zahlen k ,  l ,  m ,  n Null,  so kann man den bctreffenden Koefficienten 
durch die Berechnung des P einer trinomischen Zahl finden. Und 
Gleiches gilt  allgemein. Fa r  die Berectmung des P ciner aus m Ele- 
mcntcn bestchenden Zahl sind nur  diejenigen L6sungcn dcr KuM~tni~schen 

Kongruenz von Bedeutung, welche von Null  verschieden sin& 

Wir  16sen die Aufgabe zun'~chst ftir m-- - -4  und dehnen dann die 
L~ssung dutch  eirt Verfahren welter aus, welches dem im vorigen Para- 
graphen analog ist. 

Fiir das P einer vierelelnentigen komplexen Zahl haben wit die 4 

Glieder z ~ + a ~' + b ~ + d .  Verschwindet  eins der Elemente,  so entsteht 

eine trinolnische Zahl, es erscheinen also ~ - - i  Glieder yon der Form 
2 

) , - - I  
- -  Glieder diese Form. Endlich akbZz", lm ganzen zeigen also 4.  2 
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bleiben die Glieder von dem gesuchten Typus, x an der Zahl. Daher 
mit, Rt~cksicht au f  (17) 

,~ - - t  i +  ~ ( ~ +  1 ) ( ) , + 2 )  
• + 4 . - - +  4----- 2 - t - - - +  2 2 2. 3 

Hierans folgt durch  leichte Rechnung :  

(~ - -  t ) ( ~  - -  2 )  ), - -  

2 .3  2 

Zur Vera l lgemeinerung  unseres Ergebnisses greifen wi t  auf  die Funk t ion  

f ( z ,  @ zurt'mk. F a r  das entwickel te  P r o d u k t  P der  ft~nfelementigen 
komplexen  Zahl 

z + (,x + b~ '~ + e~ ~ + d~ '~ 

fMlt die Frage:  ~>Wie gross ist die Anzahl  der Glieder yore Typus  

(db*e"d"zP?~ genau zusammen mi t  tier fo lgenden:  ~>Wie gross ist die An- 
zahl der L~ssungen der  KlJ~5,rEI~sehen Kongruenz  

l,: -F ¢~l + s'm. + ,9;.~ =--o (rood ,~,), 

k + 1 + m + n < ~; 

wenn keine der Zahlen k ,  l ,  m ,  n versehwinden darf% 
Bilden wir die Eunkt ion :  

X Z  ~,?'Z ~,SZ ,"¢¢)Z 
. - -  Z X t ' + t ~ l + ~ m +  On Zk4-1~-m-t-n 

so wird jet.zt der Koefficient yon z ' ,  wenn 

¢(,,) = ( . -  ~ ) ( . -  ~,~)(._ ~:)(~,_ ~,',), 

j ~/~-1 .r(I,-1 ),~ ,e(h--1)~ x(h-~)O I F. 14 3 [ ~  ~,'J . . . .  ; ,-7-- - - + - - +  . 
I ¢ (~) + ¢'<) ¢,'(~,,') ,V,'~ w 

F[Jn" h, = I , 2 , 3 wird der K lammerausd rnck  identiseh N u l l .  Lassen wi t  

a.uch h -= ), zu, so dm"eMaufen (lie Exponenten  wm ~ wieder  vSllige Rest- 

systeme rood ),, k snnen  also zur Snmme  Nul l  zusammengef 'asst  werden, wie 
f raher .  Bes t immt  man den Beitrag fftr x - -  I, so f indet  man  ihn a.us 

z'  - -  ~ .2  ( h , -  ~ ) ( h -  2)(/ ,  - -  3 ) z ,  ' 
( l - - z ) '  1 . 2 . 3  

Acta mafhemaliea,  11. I m p r i m ~ .  le 17 A 'gr i l  1~,1~8. ~ 5  
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0 , . - - I ) ( ) , - -2)(2--3)  Abet  diese Zahl ist noeh um analog wie frt'ther zu 2 . 3 . 4  

diejenige zu vermindern,  welche der anfangs ausgesehlossenen Annahme 
h = ), entspricht. Diese Annahme besagt abet ,  dass a ,  b, c,  d einen yon 
Null  verschiedenen, z den Exponenten Nul l  haben soll. Die Anzahl 

dieser Fglle haben u i r  oben best immt;  es ist die Anzahl der analogen 

Glieder in dem P ,  welches ein Element  weniger  enthii, lt. Die ffinfele- 
mentige Zahl liefert also in dem entwickelten Pvodukte eine Anznhl 

Glieder 
(,~ - -  l ) ( ) , - -  2 ) ( . ) ,  - -  3 )  () ,  - -  I ) ( ) ,  - - -  2 )  i - -  I 

/ ' - -  2 . 3 .  4 - -  2 .  3 " ~  2 ' 

welche alle 5 Elemente  enthalten. So finder man allgemein: 

In  dem entwickelten _Produkte 

P = (al "-b a2 + . . .  + a, , )N(a,a n t- a,~x ° + . . .  -q- area '~) 

kommen f,, Glieder vor, welche alle m Elemente enthalten, wo 

f.-= 
(),-- I)(2-- 2)., .(),-- m + 2) (),-. i ) . . . (~  .... m + 3) q_..._+ 2 - -  l 

2 2 . 3 . . . ( m - -  I) 2 . . . ( ,m- -2 )  

Far  das Produkt  aus 2 ~ I Elementen 

• . .  0~ ~' -1)  ((h + ct2 + + cta_~)N(a~a + u2a 2 + . . .  + az_~ 

erh:ilt man daher die bemerkenswerten Beziehungen: 

L - i  ) , -  I (; , -  i)(~- 2)+ , t -  i 
- - -  . . . - -  ~ O ,  

2 2 . 3  2 
Ebenso findet man 

2 

und al lgemein 

(I9) f ) , - y  = £+1" 
Nun sind wit  imstande, in einem gegebenen P,, die Anzahl und die Form 

der Glieder genauer  anzugeben. In P~ finden sich f,, Glieder, in denen 
kein Element  fehlt,  re.f,,_1 Glieder, in denen ein Element, fehlt, 

I . 2  

° 

Gheder,  in denen zwei Memente  fehlen, u. s. w. 
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So ha t  m a n  f a r  2----- 7 in dem P r o d u k t e  / )6 

6 . 3  Glieder ,  welche  5 E lemen te  entha l ten ,  = 18 

I 5  • 2 )) )) 4 )) )) 3 0  

2 0 . 3  )) )) 3 z ~) 6 0  

6 )) ~) i )) )) 6 

l,n Ganzen I I4  

Diese Zahl  l iefer t  auch F o r m e l  (I7). 

Fiar 2 = 1 I ha t  [nan in dem vol ls tandigcn P r o d u k t c  

PI0 = ((/~, -J[--"" '  71-- (l'lO)'~'V(al ~ -JI- [l~ (~2 -Jl ' -""" "J[- (llO (~(10) 

lO. 5 Glieder ,  we lche  9 E lemen te  en tha l ten ,  = 5 ° 

45-  lO )) )) 8 )~ ~ 450 
1 2 0 . 2 0  )) J) 7 ~) i, 2400 

2 1 0 . 2 2  )) )) 6 )) )~ 4620  

2 5 2 .  2 0  )) )) 5 )? )' 5040 
2 I O .  I O  )) )) 4 ~) ), 2 i o o  

I 2 0 .  5 )) )) 3 )) )' 60o 
I 0 .  I )) ~) I )) )) [ 0 

Im Ganzen I527  ° Glieder.  

275 

Stel len wi t  nun  noch die Lehrsdtze zusammen,  welche  f a r  die K u M M m ~ -  

schen Kongruenzen im vors tchenden  als r icht ig  gefmRden worden  sind. 

i.) Sei 
,,:r, -4- a~z.~ + . . .  -4- ,,,,,r,,,----o (,, ,)d ~), 

x~ -4- x.., + . . .  -4-:~:,,, ~ 2, 

eine Ku.~I.~Im~sche Kongruenz  m t°~ Ordnung ,  so e rha l t  man,  weml alle 

positiven ganzzahl igen  Lssungen  einschliesslich o und 2 zugelassen wcrden,  

g = 2 + ~' +____2' + . . .  + (~' + ')(~' + 2 ) . . .  (~, + ~ -  ,) 
2 2 . 3  • • • m 

Wer t sys t eme  x , ,  x~, . . . ,  ~,,,. 

2.) Werden  aber  o und  ), nicht zugelassen und  soil sein 

x~ -t- x2 + . . .  -4- x ~  < ) , ,  
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so c rhMt  ma~ n u t  

(). - -  1)(), - -  2 ) . . .  (), - -  .,, + 1) 
2 .  3 . . . m  2 .  3 . . . ( r a - -  I )  

Wertsys tcmc .  
3.) Wet 'den L0sungen  x , . - - o  zugelassen,  wird ~rber 

ges te l l t  
x~ -4- x., -4- . . .  + x,, < ),, 

so betrii,gt die Anzah l  dcr  Losungcn  

(2 + I)(2 + 2 ) . . .  (~. + ~ , . - -  I) 
2 . 3 . . .  m, 

( ) ~ -  l ) ( i - - 2 ) . . .  ( i - - . m  + 2) ' @  • ° ° ~ - - - - -  
2 

die B c d i n g u n g  

Y~ + 2Y2 + 3Y~ + 4Y, = o (mod 7) 

Y, + Y ~  +Y,~ + Y , < 7  

y l  --- I ~ 2 ~  I 

y 2 =  I ~ I ~ 3  

y~ ~ 1 , 2 ~  I 

y4 ------ 2 ~ I ~ I 

Beispie l ,  ~ = 7. 

z~ + 2x,~ ~ o (rood 7); 

x~ + x2 < 7 

:el - -  5 , 3 , I 

4.) W e r d e n  L0sungen  x , . - - o  ausoeschlossen  , aber  die S u m n m  gleich 

,~ zuge lassen ,  so betr '~gt die Anzah l  der  L~Ssungen 

(2 - -  I)(A - -  2 ) . . .  ( ) , - -  ~'/7, -t- l )  

2 . 3 . . .  m 

5.) Sind zwei KusIStEl~sehe Kongruenzen  gegeben  

(q:~:, + a.2x~ + . . .  -4- a,,.% ~ o (mod 2), 

;1:1 --1-- 'z~J2 "4-- " ' " -Jr-  ' ~ m  • ~ '  

b,y~ "4- b.2y,2 "-}- . . .  + b,,y,, =---o (rood),), 

Y, + ! / ~ + . . .  + y , , < ~ ,  

un te r  Ausseh lus s  der  L0sungen  x,. = o ,  y~ = - o ,  so ist die Anzah l  der  

W e r t g r u p p e n  de r  x g e n a u  g le ich  de r j en igen  der  y,  wenn  m + n - - - - ) , - -  I. 
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Die vertikal  untcr  ci~mndcL' stchenden Zahlcn gchOren zusanJmen, l~assen 

wit  aber die Null l6sungen und die S u m m e  = ), .... 7 zu, so hat  die 

zweitc l(ongrumhz noch folgendc Wcr tsys tcme:  

/ / ,  :=-: i , 3 ,  5 , o ,  '~ , 4 ,  i , . 3  i o o o o t i l 2 o o I 

:q~ = 3 ~ 2 ~ I ~ 2 ~ I ~ O~ O~ O~ I ~ O~ 3 ~ 2 ~ I ~ 2 ~ I ~ O~ O~ O~ 1 ~ O, 

9 t  :== O ~ O ,  O : ~ O ,  O~ O ~ O ~  I , I ,  I , 3 ,  2 ,  I , 4 ,  ,3 ,  2 ,  4 ,  3 ,  4- ,  5, 

ffl ---:O~ I ~ 0 : 2 ~  I ~ O ~  2~ 2 ,  3 ~ 4 , z 1 . ~  3~ 2"~0 ~ I ~ 2 , 3 ~ 0 ~ 0 ~ 0  , 1 ~ 2 ~  I~ 

:~1~ ..... 4~ 2~ 1 , 0 , 0 ~ 0 ~  2 , 4 , 2  ~ I ~ 0 ~ 0 ~ 0 ,  2 ~ 5 ~ 3  ~ I ~ 5 ~ 3  , I ,  3 ~ I~ I~ 

:~/a .... 2 , 3 , 4 , 4 ,  3,  2 , 0 , 0 ,  I ~0~  2~ I ~ 0 ~  2~ I ~ 2~ 3 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~  I ~ 2~ I~ 

~ - -  0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~  I~ 2 ~ 2 ~  I~ I~ 2~ I~  2 ~ 3  ~ I , O , O ~ O ,  I , 2 ~ 3  , I , I ~ 2 .  

Dies sind 43 L~ssungen, zu dencn noch die 5 selbst.versta.ndlichen mi t  4 

bez. 3 Unbekann ten  - - o  treten. Im ga.nzen 48. Es ist 

8 8 .  9 8 . 9 .  t o  

2 q - ? q - 7 7 - 3  -1- -~ .3 .4  - - - -  2 + 4 q -  ~ -~ -t-  3 0  .. . .  4 8 .  

Lassen wir dagegen Null lOsung zu, die Summc  == 7 = ). a.bcr idcht,, so 

z~hlen wit  29 und die selbstverst~ndliche y, = Y2 .... & ~-Y4 = o, im 
8 . 9 . t o  

ganzen 3o = 2 . 3 . 4  

Verbieten wit  endlich Nulll~ssungen, lassen aber die 8 u m m e  7 zu, 

6 . 5 . 4  Diese ,5 L~ssungen sind so erhal ten wi t  5 - - a . 3 . 4 .  

~2 ~ I ~ 2 ~ 3 ~ I ~ I~ 

~a ~ 2 ~ 1 ~ I ~ 2 ~ I~ 

Unsere S~tze werden also s'amtlich best~tigt. 

Da Kumlm~ die Kongruenzen mi t  zwei Unbekannten ,  welche wir 
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vorhin allgemein untersucllt haben ( m i t m  Unbekannten), bei der l ak- 
torenzerlegung der ¢-Funktionen bemerkte, so k6nnte der Gedanke ent- 
stehen, dass dureh analogc Sehlfisse sich aus der Verallgemeinerung der 
Kongruenzen eine Verallgemeinerung der ¢-Funktionen ergeben werde. 
Meine Bemfihungen in dieser Richtung haben reich aber nur zu Pro- 
dukten der ~b gelangen lassen, sind also nieht yon Erfolg gewesen. 

4. Bisher haben wit Untersuchungen fiber Form und Zahl der im 
entwickelten l)rodukt P auftretenden Glieder angestellt. Wit wenden uns 
jetzt der Koefi]eientenbestimmung zu. Wir geben dem Produkte, welches 
wir auch kurz Normproduk t  nennen werden, die Form 

(20) 1'--- (z -4- a n t- b n t- c)~\;(z n t- aa A- ba';n t- ca °) 

= z ~, + a ~ + b ~ + c ~ + 2~2Ka'b'c" 'z  ~. 

Wm.n wir frfiher von vierelemeutigen Zahlen ausgingen, so verfolgten wir 
dabei wesentlich aussere Zwecke. Wir hatten mit einiger Einbusse an 
l)urchsichtigkeit des Vortrags gleich die allgemeine Form mit m Elementen 
wahlen ksnncn. Jetzt liegt die Sache anders. Die yon jetzt ab vorzu- 
tragenden Entwieklungen ksnnen nur flir vierelementige Normprodukte 
Geltung beanspruchen. 

( ~ -  2)(; ,  - -  3 )  Die Zahlform z + q~ -t- b~ ~ + ca ~ kann im ganzen 
2 

verschiedene Gestalten aufweisen. Denn (~ und e dtirfen alle verschiedenen 
Paare yon 2 Zahlen aus der Reihe 2 , 3 , . . . , ~ - - 2  sein. Abet diese 
verschiedenen Paare ft'lhren nicht immer zu verschiedenen Normen. Be- 
zeichnen wir nach dem Vorgange vieler Mathematiker den humerus socius 

yon 5 oder diejenige ganze Zahl o ~, welche die Eigenschaft hat, dass 
1 

5d'_----x (rood ~) wird, kurz durch ~, so ist: 

1 e 1 

N(z + a~t + ba ~ + ca ~) -~ N ( z  + aa ~ + ba + ('~J) = N ( z  + aa ~ + ba-[ + ca). 

Kennt man also die zum Paare 5, e gehsrige Norm, so erhMt man durch 
£ 

Vertauschung von b mit a, a mit b die zum Paare ~,,~ gehSrende Norm 

!1. S. W .  
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Es  ist aber a u c h  
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N(z  + a: + ~,~" + c: ~) = / ( z : - '  + ~, + t~ ,~-' + c: -~-,) 

---- N(a + z~ + t,a'-" + c~-') .  

So sind wir zum Paare I - - 3 ,  I -  ~. gelangt. Es gelingt, durch An- 
wendung derselben Sehli'lsse, im ganzen i2 Paare anzugeben, welche zu 
12 Normen fohren, die dureh die Bereehnung einer einzigen a.us ihnen 
gewonnen werden und, wie wir sagen werden, eine Periode bihlen. 

Diese I2 Paare sin(1 die folgenden: 

(21) 

) 

I---$ ¢_~2~ ) (~,---¢} ~. -- I ( ~  ~. --¢}) 
( ~ - - - -  ' ; ' - - ;  ' : : - - T  ; ¢ 1  - -  ~. . -2 

) ) , t  ; - -  

Die Art dieser Zusammenstellung erhellt aus Folgendem. }Vir nennen 

diejenige Substihttion, welche das I}aar (3, s ) i n _  (~, ! ) f l b e r f 0 h r t  

/ I 

ebenso diejenige, welehe (3 s ) i n  (~___; i - - 3 ~  t',berfnhrt Z; dann ge- ' I - -  z /  

winnt das Schema (2i) die folgende Gestalt: 

(22) Z , Z °} , Z w'~ , 

] Z ~ , Z~CO , Z~CO "2, 

Z :~ , Z:~¢o , Z:~W 2. 

l)~e Zusammenstellung Z w bezcichnet, dass zuerst (lie Substitution Z und 
dann ¢o vorgenommen werden soll. Wit  bemerken die Gleichungen: 

2 "  ~ I ~  ~ I .  ( o )  ~ Z ~ 
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Ferner bemerken wit, dass (lurch die Substitution osXcoZ*w ~ das Paar 
(8, ~) in (~, 5) umgewandelt wird. Daher sehen wir, dass im ganzen 
2 4 Wertepaare erhalten werden und mehr kdnnen n~cht vorkanden sein. 

Denn die Zahlform z + aa + ba '~ + ca ~ liefert dutch Vertauschung der 
4 Elemente z, a ,  b, c tiberhaupt 2 4 verschiedene Darstellungen und jede 
dieser Darstellungen k0nnen wir durch Division mit einer geeigneten 
Potenz von a und nachfolgende Vertauschung von a gegen eine andere 
geeignete Potenz von a in die Form z + aa + b~'~+ ca ~ setzen. 

Aber die Perioden der Paare (8, z )brauchen  nieht I2-gliedrig zu 
sein. Sic kSnnen weniger Glieder enthalten. 

I.) Wenden wir uns zun~chst dec Substitution Z zu und nehmen 
an, dass sie keine Veranderu'ng bewirkt. Dann erhalten wir zur Be- 
stimmung derjenigen (~, ~), welche solche Perioden liefern, (lie Kon- 
gruenzen: 

l I - -  d ( r o o d  ~t). ~ ? ~ :  . . : =  - 
I - - X ~  I 

Hieraus folgt sofort ( x -  s)2 _}_ I K O ( l t lod  ~), und wenn wir setzen 

(24) ~9' + I ~ o (mod),), 

d'mn erhalten wir die dre(qliedrige Periode: 

• ) (-- ,9 i - , 9 ) ;  (i (l + ,9 ,9). 
' - ' 2 ; 

Wir bemerken, dass die S u m m e  der Argumente bei dem zweiten Paare, 
die Differenz bei dem ersten und dritten der Einheit kongruent ist. Also 
ist die Differenz der Argumente bei zwei Paaren der Einheit kongruent. 

2.) Nehmen wir an, Z bewirke Veranderung, aber Z 2 nickt. Dann 
gelangen wir zu den Kongruenzen 

- - ~  (rood ~), 

woraus folgt 

( 2 6 )  ~ - - ~ _ ~  I ( r o o d 2 ) .  
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Hieraus folgt die sechsgliedrige Periode: 

(:7) I ( I I ') ( I I ) ( ) 
I + - -  ; I , ; 2 - - s ,  l - - S .  

I - -  ~ ~ l - - e  2 - - ~  2 - - ~  
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Auch hier haben wir, und zwar genau viermal, den Fall vor uns, dass 
die Differenz der Argumente  die Einheit ergibt. Nur  viermal, denn bei 
den andern ist die Summe der Einheit kongruent.  

3.) Es bleibt die Annahme zu erledigen, dass eo keine Ver~nderung 
bewirken soll. Dann folgt 

(28) ~_--£~, s ~ = ~  (rood ~,). 

Es ergibt sich eine viergliedrige Periode, n~mlich 

(29)  I - -  g '  $= (I  - -  e '  ~). - -  ; - -  ~ , I - - ~ "  ~ ; ~ , I -  

O b e n  fanden wir, dass bei der dreoliedrigen Periode stets zwei Argumenten- 
paare, bei der sechsgliedroen Stets vier Paare entstehen, deren Differenz die 
Einheit  ist. Umgekehr t  liisst sich zeigen, dass a us der Annahme s ----()'-I- I 
immer ein dreigliedriger oder ein sechsqliedriger Cyklus sich ergeben muss. 
Mithin kommt weder in einem zwdlfgliedrigen noch in einem vierglied~qgen 
Cyklus ein Argumentenpaar  yon der Form (d, d + I) vor. 

Nun ist es leicht, die Anzahl  der Perioden, d. h. die Anzahl der 
wesentlich verschiedenen vierelementigen Normen anzugeben. 

I.) Sei i = I2n -t- I. Die Kongruenzen ,~ -t- i ~ o und s ~ -  I 
(rood 2) ksnnen beide erffillt werden. Die Zahlenpaare (3, d + ~), deren 
2 - - 3  vorhanden sind, verteilen sich in den einen dreigliedrigen und 

3 n -  I sechsglied~'ige Cyklen. Da ( 2 - - 2 ) ( ) , - - 3 ) =  ( 6 n -  i ) ( i 2 n  ~ i) 
2 

Zahlenpaare vorhanden sind, so mt~ssen 3n(2n - i)zwalfgliedrige Perioden 
vorhanden sein. Im ganzen sind 6n2n  u i verschiedene Normen zu be- 
r e c h n e n .  

2.) Sei ~ ~ 12r~-t-5.  Der viergliedrige Cyklus fehlt, der drei- 
gliedrige ist vorhanden. Wir  erhalten, n(6n-t- I) zwglfglied~'ige, 3 n sechs- 
gliedrige Cyklen, im ganzen 6n 2 -4- 4n -t- i verschiedene Nor men. 

AeCa m a t h e m a t i e a .  11. Imprim~ le 21 Avrll 11~88. ~,6 
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,3.) 2 --  12n + 7. Der vie,yliedrige Cyklus ist vorhanden, der drei- 

91iedrige fehlt. Es existiren 3n(2n-+- i ) zwdlfgliedrige, 3 n + x sechsfliedrige 

Cyklen, 6n ~ + 6n + ~- verschiedene Normen. 

4.) 2--= 12n + i i. Die Ausnahmecyklen fehlen, man hat nut 
6n 2 + 7 n 4-. 2 zwdlfgliedrige, 3 n + 2 sechsgliedrige Cyklen, im ganzen 
6~ ~ + ion + 4 verschiedene Normen. 

Versteht man unter E ( a )  diejenige ganze Zahl, welche nicht gr0sser 
als a ist, so ist in den drei ersten Fallen die Anzahl der verschiedenen 

Normen I + E ( 2 -  I)'~, im Falle 
24 

Z'ahlenbeispiele. 

1.) )' "~-- 5" 

Es entsteht nur ein Cyklus, der dreigliedrige 

(2,  3), (2,  4),  (4,  3). 

Es ist nur eine Norm zu berechnen. 

2.) 2--=-7. 
Es entstehen zwei Cyklen, 

I. (2, 4); 

(2, 5);(3,  6);(6 ,  4). 

12n + II  aber E,),/ 
I)  = 

2 4  

daruntcr noch kein zwOlfgliedriger. 

2. (2,  3); (5,  3); ( 5 ,4 ) ;  

(3,  4); (2,  6 ) ; ( 6 ,  5). 

Es sind also zwei Normen zu berechnen: 

N(z  -4- aa + ba ~ -I- ca') und 

3") 2 =  1I. 

Es entstehen 4 Cyklen, 2 sechsgliedrige, 

2. ,. (2, 3); (4, 8); (7, 6); 

(5, 6); (2, Io); ( ,o ,  9) 

3. (2, 4);(3,  6); (2, 6); 4. 

(7, 4);(3,  IO); (IO, 8); 

(7, 2); (6, 9); (5, 8); 

( ,o,  6); (~, 9);(5,  ,o); 

N(z + a~ + ba ~ + ca:J). 

2 zw01fgliedrige. 

(3 ,  4 ) ; ( 3 ,  9 ) ; ( 5 ,  4); 

(7,  8 ) ; ( 7 ,  5 ) ; ( 9 ,  8). 

(2, 8 ) ; ( 7  , 3 ) ; ( 4 ,  6); 

(3, 8 ) ; ( 7 ,  IO); (IO, 4); 

(3,  5); (9,  5); (9,  4); 

(8, 6);  (2,  5); (9,  7). 
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Es sind 4 Normen zu bereehnen. 
m0glichen Zahlenpaare, also 

N ( z  + aa + b~x 2 + ca'~), 

N(z + a~ + b~ ~ + c~'), 

4.) ~-~- I3. 

Hier erhalten wir 
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Wir w~hlen filr dieselben die kleinst- 

N(z + a~ + ba 3 + ca'), 
N(z + aa + b: ~ + ca"). 

7 verschiedene Normen, deren 3,  e wir angeben 

~ =  2,  3 ,  3 ,  3 ,  2 ,  2 ,  2, " 

~ 3 , 4 , 9 ,  1 1 , 4 , 5 , 6 "  

(2,3) und (3,4)  haben sechsgliedrige, (3 ,9 )e inen  viergliedrigen, (3, IX) 
einen dreigliedrigen, die abrigen haben zwolfgliedrige Cyklen. 

5.) 2 =  1 7. 

Wir finden I I verschiedene Normen, deren ~, ¢ wir angeben 

# - - 2 , 3 , 5 , 4 ~ 2 ,  2 , 2 , 2 , 3 ,  3 , 4 ,  

s = 3 , 4 , 6 ,  5 , 4 , 5 , 6 , 7 , 5 , 7 , 6 .  

Die drei ersten geben sechsgliedrige Cyklen, (4, 5) den dreigliedrigen, 
die ~ndern zwSlfgliedrige Cyklen. 

5. Schreiten wir jetzt zur Bestimmung der Koefficienten selbst. 
Betrachten wir zun~ehst das Normprodukt  mit  dreigliedrigem Cyldus. 

Wir h~ben dem Normprodukte die Form erteilt: 

(z + a + b + c)_Y(z + a~ + b~ ~ + c~ '~+~) 

_~ z~ + a ~ + b ~, + c ~ + 2~Kakb~c~z , ;  ~2 + I - - O  (mode). 

Ausser dem Faktor z + aa + b~ ° + ca °+~ ist vorhanden 

z + aa ~ +  ba °~ + ca ° ~ + ° ~ z  + aa ~ + ba - I  + ca °-1, 

oder nach Multiplikation mit a b + za + ca ° + aa 'j+~. Daher erleidet 
unsere Norm keine Veranderung, wenn man die Vertauschung anwendet 
und wiederholt, welche z in b, a in z, b in c und c in a ixberft~hrt. 
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Daher h:~ben die Glieder b"z':c'~f' und akb'c"z" u. s. w. gleichen Koeffi- 
cienten. Man kann dies symbolisch so schreiben: 

k 1 m n 

m n l k 
K ,  

1 k n m 

n m k 1 

wo der an erster Stelle geschriebene Exponent dem a, der zweite dem 
b, der dritte dem c, der vierte dem z zukommt. 

Es ist 
k + + + , ) m -  o (rood 

k + l + m ~ 2 .  

die aufgeschriebenen Exponentengruppen wesentlich verschieden. 

allgemeinen vorhandenen 

2 + )' + x (~ + l)(), + 2) (~- -~) (~  + 7) 
- - ~ - +  2 .  3 - - 4  = 6 

Koefficienten sehr'~nken sich auf den 4 ten Tell ein, auf (~i-- x)IA + 7) 
24 

sentlich verschiedene. 

Beispiel ;t = 1 3 ; 3 ~ 5 , s = 6. 

kOnnen nicht gleich sein, da O + t_=o folgen warde; also sind 

Die im 

we-  

k =  3 ,  2 ,  I ,  5 ,  3 ,  8 ,  7 ,  6 ,  4 ,  2, 

l ----- 2 ~ I ~ O ,  3 ~' I ~ I ~ O ~  4 ~  2~,  O~ 

7~ --~- O ~ I ~ 2 ~ I ~ 3 ~ 0 ~ I ~ O ~ 2 : ,  4~ 

n =  8,  9 ,  l o ,  4 ,  6 ,  4 ,  5,  3 ,  5,  7, 

K =  + 2 , - - 3 ,  + I , - - 2 2 , - - t 9 , +  I , - - I ,  + 5 ,  + 3 2 ,  + 4 .  

Zum besseren Verst'~ndnis wollen wir das zugeh6rige Normprodukt kurz 
andeuten: 

(z + a + b + c)N(z  + aa + ba ~ + ca 6) 

= z 13 + a 13 + b 13 + c TM + t 3 { 2 ( a ~ b ~ z  s + bSc~z3 + a2b~cS + aSc3z 2) 

- -  3(a~bcz ~' + abDcz ~ + ab~cgz + aabc2z) + . . . } .  
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Wendell wit  uns jetzt zu den Normen mit vierfliedrigem Cyklus. 
Hier haben wir die Form erteilt:  

(z + a + b + c) N(z + a~ + ba '~ + c~ ~) 

= z ~' + a?' + b ~ + c ~ + )~,Kz"a~bZc,,,; 3 ~  I (rood 2). 

Ausser dem Faktor z + a~ + ba '~ + ca '~: ist ~uch vorhanden 

z + aa '~ + ha"" q- ca. 

Unsere Norm erleidet keine Ver~nderung, wenn man 
vert~useht. Oder in unserer symbolisehen Sehreibweise 

a ,  b, c cyklisch 

WO 

k 1 m n |  

1 m k n i K,. 

m k 1 n 

k -b 3l -k ~2m :--- o (rood)t), 

k + 1 + m ~ ) , .  

k ,  l ,  m ksnnen gleich sein, da i -k 3 q- 3 2 ~ o zutrifft. 
die zugeh0Hgen Exponentengruppen aus 

Scheiden wir 

k - - ~  I~ 2~ . . . ~  
3 

I~ 2~ . . . ~ - - [  l---- 
3 

so verteilen 

Koefficienten K aufweisen. 

K zu berechnen. 

) , - -  I 
m ----- I~ 2~ . . . ~ ~ 

3 

n = , ~ 3 , ~ 6 , . . . ,  I, 

sich die t~brigen in Gruppen yon je drei, welehe denselben 

hn  ganzen sind (~--i)(~ + if) versehiedene 
I8 
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B e i s p i e l :  2 = I 9 ;  3 ~--- 7. 

12 I o 6 

o 12 6 

I 2  I 6 

i 0 I IO  

I 8 IO 
8 o io  

I I 

I 

117 7 I I  

I I 

K k 1 m n 

I 5 o 3 I I  

o 3 5 xl 

x3 2 i 3 

I 2 x 13 3 

I 13  2 3 

'1 i// I 1 I 

9 l 

li[ io :1 1 !/51 55 
14 3 2 

3 2 I4  

2 I4 3 

0 
0 
0 

i51 " 2 O 

o 5 

K 

- - 7  

- - I O  

B 9 

14 

k l , a n [  

o 6 IO 3 [  
J 

I 6 x0 o 3 

xo o 6 3 

6 3 I 9 

3 1 6 9 

l 6 3 9 

' 1°14 70 8 4 
7 4 

io,3 1 , il 

3 4 i i  

4 | 1  3 

i t  3 4 

13 o 

o 4 

4 13 

I I 

4 4 

6 9 o 

z 4 6 o 

9 4 o 

I7 

1 2  

I 2  

1 2  

I 9 
I 

2 

2 7 

9 7 
i 7 

m i 7  

I 

I 

I 

3 3 
6 

2 I  

4~ 
I ~  ° 

i 5 2 

7 x I 2 - - 2 x  
• I I  2 

6 i 

i 4 

4 6 

7 2 

z 5 
5 7 

3 
8 

5 

3 

3 7~ 
4 
2 

K 

2 2  

3o 

3o 

- -  5 0  

- -  5 6  

- - 5 5  

61 

7 99 

4 

3 3  ~ i :  98 
6 6 - -  83 

Z u m  Vers tgndn i s :  

(z + a + b + c)N(z + aa + ba ~ + c~ ~) 

= z ~' --[- a ~'~ .+ b ~ + c ~9 .q.- I 9 { 6 I ( a S b ~ c a z  a --]- aZbacSz a "Jr- a abscaza) + . . . } .  

F t i r  a = b = c = z = i f i nden  wir ,  ~ b e r e i n s t i m m e n d  m i t  d e r  R E U S C H L E  ° 

schen  T a f e l  N ( I  + ~ + a ~ + 11 )  = 11a. 
U n t e r s u c h e n  wi r  j e t z t  die N o r m e n  m i t  sechsg l i edr igem Cyklus .  Hier  

h a b e n  wi r  die F o r m  e r t e i l t :  
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(z + a + b -f- c )N(z  + a~x + b~z z + ca '~+') = z ~ + a > -f- b ~. + d" A-),EKakb'c'~z '~, 

k + al + (~ + , )m - o (,,,oa),), 

k + l + m ~ L  

Statt der obigen Kongruenz k0nnen wir setzen 

(30) I,. + ,~ + a(z + , ~ ) -  o (moa ~). 

Aus dieser Kongruenz folgt aber, da k + l + m + n = ),, 

(3~) ~. + ,* + 8(k + n ) -  o (,nod)~). 

Jeder  Exponentengruppe k ,  l ,  m ,  n entspricht also eine andere 1, k,  n ,  m 
oder atbZc"z" und a~b*c'z" haben gleichen Koefficienten. Man braucht also 

nur  ('~--i)(), + 7) verschiedene K wirklich zu bereehnen. t2 

Wenn wir in unserer Norm setzen z = i ,  c--= ab, so verwandelt  
sieh das Normproclukt in 

(I -~- a)(I  .dr_ b) ~/-(I .3f_ a~)( i  --~ bo(~) = I 7!- (I.)" .3[_ b ), 21- (l')'b ?'. 

Die iibrigen Glieder fallen fort. Hieraus folgen beaehtenswerte Glei- 
chungen. Denn es i st ~,I~h~+'b~+"'= o. Da zu jedem k + m die Kon- 
gruenz (30) das zugehorige 1 + m eindeutig bestimmt, so haben wit  den 
Lehrsatz:  

Die Summe der K ,  fiir welche k + m einen fest~n W e f t  hat, ist Null .  

Sind die K umnit te lbar  auszurechnen, so haben sie den Wert :  

( - -  i ) .  Il~ + , .  + z - -  ~ 

Daher die for beliebige p , q  gtiltige Formel:  

(32)  (P + ~)(p + 2 ) ' ( p + q - : )  ~ ) ( ~ ) + ~ ) . . . Q ) + q _ _ 2 )  

I_~ I ~ - '  I L 
+ (p - -  0~o... (p + q --  3) - -  ~ + 2). . . (p - -  ,) . . . + @  ~ + ' ) Q '  lq_ O. 
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z. B. p = IO,  q' = 4: 

i i  . I 2 .  I3 IO. I I  . i2  9 .  I o .  I I  8 . 9 .  IO 
1 . 2 . 3 . 4  1 . 2 . 3 . 1  + i ~ 2 ~ 1 _ 2  I . I . 2 . 3  

+ 7 . 8 . 9  = o .  
i . 2 . 3 . 4  

Beispiel eines Normprodukts. 2 =  I 3 , ~ = 3 ,  ¢ =  4. 

k 
I i t  

I 4 1 3  6 60 [IO I I :1 : 3] 5 2 3  O 3 I 9 --  x + 5 + I - -44  
3 o 9 I 3 4 x io 5 3 3 2 

I 0 ] 3  9 - -  1 5 0  6/ ~1 5 I 4 6 1 2  
o I 9 3 o 5 0 2 + 3 4 ~ I + 1 5  

4 I 8 o + x I 6 l 5 - - 2 2  5 7 0 I - -  I 

I z 8 2 + 6 2 7 I 4 I - -  5 2 o 

32L 7'L 7, , o  0 o 
9 

2 ~ o 

6 + 3  6 

'~1 I ~ 
5 x - - 7  3 

I ' o 4 + 4  
4 o 7 

I I ~ 
i 3 - - I  

3 I 4 
41314 t o 
2 4 3 + 4 9  2 o 6 + 3 

Zur  Bes ta t igung  unseres Lehrsatzes haben wir: 

l , : + m =  I o, Z 1 i =  1 - -  I = o ,  

, 4 - - 7 + 3 = 0 ,  

, 5 - - 1 0 + 6 - - I = 0 ,  

I I~  3 + 2 - - 5  = o ,  

, 4 9  - 2 2  + 3 - -  I + I 5 - - 4 4  = o .  

Endl ich  be t rachten  wir die Normen mit zwalfgliedriqem Cyklus. 

Hier mtissen wi t  die a l lgemeine  Form bestehen lassen, diirfen abe t  

annehmen,  dass e > 8. Die KuMMm~sche Kongruenz 

k + 3 l +  e m = _ o  (rood2), 
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k0nnen wir in eine Reihe Gleichunge~ verwandeln. Diese Gleiehungen 
bilden zwei Systeme, wie folgt. 

I. System. 

k + 3 1 +  e m =  ,t, 

k + 3l + s m =  22, 

II. System. 

( s - -  ~)k+ ( s - - ¢ l +  s,~= (s - -  ~)2, 

]c + ~l + s m =  ( s -  I)>,, 

Diejenigen k ,  l ,  m,  welehe der ersten Gleichung des ersten Systems an- 
geh6ren, liefern K, welche direkt berechnet werden k0nnen. Man findet 

( 3 3 )  Zft_" = ( - -  I )  k+/q- ...... 11]C -'1- 1 "~ D Z - -  I 

I I 
Ebenso die k,  l ,  n, welehe der letzte~, Gleiehung des zweiten Systems 
angehoren. Man findet 

(33a) ]1~__= (__ i)l.+l+,,--llk" -I- ~ + '~ - -  I 

Ist s i m  VerhMtniss zu 3 gross, so wird man sieh mit Vorteil des zweiten 
Systems bedienen. Denn die letzte Zeile desselben sagt aus, da 

also 

Z - - ~ _ _ ~ S - -  I " ( S ,  dass  

( ~ - -  I )k  -9 I- (~_. - -  (~)l --{- $$?, > (It "91- l "t- ? ? ) ( ~ - -  ¢ ,  

), 
k + / + n <  

Mithin gibt eine Gruppe kr ,  1,., m,. der r ten Zeile (yon unten)des zweiten 
Systems mit einer Gruppe der s t~n Zeile zusammen k,. + ks, l,. + ls, 
m~ + ms eine Gruppe der r -+- s t~n Zeile, well 

kr + k, + 1,. + l, -+- m,. + m, < 

so lange r + s kleiner als s -  3 ist. 
A e t a  m a t h e m a i i c a ,  l]. Imprim4 le 18 Avril 1888. 

(r -I- s)2 

37 
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Im ganzen hat man 4 Kongruenzen, yon denen man ausgehen kann, 

n~,~mlieh 
k + 31+ s , m = o  

( s - -  , )k + (s - -  ,'~)~. + s n ~ o  
(34) (rood ,~,). 

(,~--,)~ + (~ . -  ,),,, + ( a -  , ) ~ -  o 

(~, _ ~ + ,)1,, + (~ - -  ,~),,,. + (>, - -  ~),,~ - o 

Jede derselben kann man mit einer willkorliehen ganzen Zahl multi- 
plieiren. Dutch diese Operation wird die Anzahl der Gleiehungen ver- 
mehrt oder vermindert, welehe die Kongruenz ersetzen. Eine Vermehrung 
derselben l~sst die Art der Gruppenzusammensetzung aus kleineren k,l,+~ 
deutlieher hervortreten, sehadigt abet die Ubersiehtliehkeit. Es ist zweek- 
mhssig, zunaehst alle 4 Kongruenzen zu bilden und als Gleiehungen mit 
den reehten Selten ~ , 2 ~ ,  32 bezt'tglieh ihrer nieht zusammengesetzten 

L0sungen zu untersuehen. 
Man kann fragen, in wieviel Normlorodukten, zur Primzahl 2, die 

Exponentengruppe k ,  l , m ,  n auftritt. Fassen wir in der Kongruenz 

1~ -t- 3l -4- -cm =_ o (,nod 2) 

dig Zahlen k ,  l ,  m als gegeben, 3 ,  s als gesueht auf; zu jedem 

( ? =  2,  3 , . . . , , ~ - -  I 

geh0rt ein festbestimmtes s und nut s'==-I ist unter diesen zu ver- 
werfen. Also kann man im ganzen 2 - - 3  Zahlenpaare e, 3 angeben, 
welehe Normlrroduk, te tier gesuehten Art liefern. Bilden wit nun alle 
diese Normprodukte, bilden wir ferner die 24 Vertausehungen der k ,  l, 
m, n m~d bereehnen in allen 2 4 ( 2 - - 3 )  Normprodukten die zugeh0rigen 
K, so k0nnen wir den Sal:z ausspreehen: 

Alle eben besprochenen K sind rood )t kongr.uent. 

Die Zahlen K besteimn gem~ss Gleichung (8)aus einem unmittelbar 
zu berechnenden Teile und aus Teilen, welche dadurch entstehen, dass 
drei der k ,  l ,  ~,, n aus kleineren Gruppenzahlen dureh Addition zusam- 
meng(~.aetzt, sind. Fin(let keine Zusa.mmensetzung star.t, so fehlen diese 
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Teile ganzlich. Ft 'w unsern Satz sind diese Teile auch vollig gleichgt'dtig. 
Denn sie haben den Faktor 2 mindestens in erster Potenz. Unser Satz 
ist also bewiesen, wenn die Teile, welche unmittelbar berechnet werden 
konnen, kongruent sind. Dies zeigen wir fiir die Vertauschung k, l, n,  m. 
Die betreffenden Ausdrt~cke stehen (33) und (33a). Es muss also sein, 
(k + 1 + m + n = ),), 

(35) (--  ')" I ~ - - ~ - - '  ,) ' ' 1 ) ' - ' ~ -  ~ • i~i_?l ~ _ ( - -  !~1!!,  ~ (,nod),). 
Nun ist : 

( - -  ,)". , , - - ( ~ - -  , ) ( ~ - -  ~ ) . . . ( ~ - - n )  } 
( - -  i)., m -  (2 - -  I)(2 - -  2) (2 - -  m) (,nod),), 

und daraus folgt die gichtigkeit der Kongruenz (35). Jedes berechnete 
Normprodukt liefert Zahlenbeisloiele zu diesem bemerkenswerten Satze. Es 
ist auffallend, dass die Kongruenz oft zur Gleichheit wird. Diese Gleich- 
heit ergab sich uns bei den nicht zwslfgliedrigen Cyklen ft'lr einige be- 
stimmte Vertauschungen als notwendig. 

6. Jetzt wollen wit in einigen besonderen Frdlen die Bercehnung 
von Normprodukten vollstandig ausfi;ihren. 

Als erstes Beispiel w~hlen wit 

(z + a + t + ~)2v(z + ~,~ + t~ ~ + c~). 

Hier gelten die Bestimmungen 

k +  2 l +  3 m ~ o  (rood),), 

k + l + m ~ 2 .  

Die Kongruenz ersetzen wir dureh die beiden Gleichungen: 

k +  2 l +  3 m = 2 ,  k + 2 l +  3 m = 22. 

Die letztere k~Snnen wir wieder durch l + 2k + 3n----2 ersetzen. Somit 
haben wir, wie bei den sechsgliedrigen Normen t'~berhaupt, die zulassige 
Vertausehung k, 1 und m,  n. Das Normprodukt kann ohne Rechnung 
niedergeschrieben werden. Sei 

h = I t  + l +  m, k-----,~-- 2 1 - -  3 m, n = l +  2m. 
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Dann ist: 

(36) 

K. Sehwer ing .  

(z + a + b + c)N(z + as + b~ 2 + ca 3) 

I h -  x (a~b'c"~z" + bkc"z"') = ~'. + . '  + b ~ + e, + 2 ~ ( - -  ~)'lk [ ± l _  ~ a' o 

Zahlenbeispiel :  2 = 1 3 ,  3 = 2 ,  ~ ---- 3 .  

k ] l J m n  K k l m k l m ~ K n K 

~ o i 4 1 8  I 6] o 6 4 3 1 5  7 3 o 3 0  
8 4 I 6 I 6 o I 3 4 5 x - -  35 3 7 3 - -  I2 

0 02 ~ 8 2 4 1 6  5 1 2 5  8 1 1 1 3 1  2 15 - -  2I - -  9 3 4 6 I I 5 5 2 I 8 3 

0 5 1 7 7  3 ~ 2 6 5 ~ o 4 14 9 2 0 2  
5 o l - -  I 2 6 2 30 4 4 o 2 9 2 o 5 

1 3 ~ 7 4 o ~ 6 6 2 2 1 4  io io 1 2] 
- -  1o 5 28 x 3 1 2 o 4 3 6 4 I 2 I 

I:. iIo 
4 i1 x 

2 , 3 7  35 5 
- - 1 o  - -  7 

1 2 7 3 5 3 o 4 

i 
w ! 

o 

I)a I + a +  a ~ +  a :' eine Einheit,  so ist die Summe der K Null. 

hn  vorigen Normprodukte,  Seite 288, hatten die Vertauschungen 3 , 2 ,  ~, 7 
und 2 , 3 , 7 ,  i denselben Koefficienten - -  I o wie die bier auftretenden. 
Man erkennt  darin eine Best~tigung unseres im vorigen Paragraphen be- 
wiesenen Lehrsatzes. 

Als zweites Beispiel w'~hlen wir 

(z + a + b + c)N(z + a~ + ba ~ + ~ ' ) .  

Hier w'~hlen wir die drei Gleichungen:  

k q-. 2 l +  4 m = 2 ,  

3 k +  2 l +  4n ---- 22, 

Ferner  bilden wir 

3 k +  2 l +  4n = 2 .  

A1 = 2 ~ ( _ _  i ) n  I ~ - ' l l -  I i ~ f l  m z"a*b'c" 
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fC~r alle k, l ,  m der ersten Gleichung; 

,4= = a ~ ( - - I )  ' ' 1 2 - ' n  - Iz"'~1"btc" 

far alle k ,  l ,  n der zweiten Gleiehung; 

- -  ' )  

ft~r alle k ,  l ,  n der dritten Gleiehung. 
Da.nn ist: 

(37) (z + . + b + c) N(z + a~ + b~ ~ + c~') 

I_ c_ZA 2 = z z -k a z q- b z q- d' q- Al q- A~ q- A~ + 2  3. 

Ftlr 3 =  2,s----- 5 bilden wir 

mit der Bedingung k -t- 21 q- 5m = it. 
Ferner die drei Summen Bx, B~, B 3 nach dcrn Schema 

Ikl!l± 
mit der Bedingung 

4k + 3 l +  5n = r2. 

293 

Dann wird 

(38) (z + a +  b -a t- c) N(z  + aa + ba a +  ca ~) 

I 
= z ~" + a ~' + b z + c" + Al + B~ + B2 + Ba + ~c-~'B~ + c-'~BIB2 + ~c-~~'B~. 



294 K. Sehwering. 

A l s  Z a h l e n b e i s p i e ] c  n e h m e n  w i t  

I.) 2 = I 3 , # - - - - - 2 , s - - - - -  4. 

-  i--i::i:IO[iiii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

II -- I -- 5 0 7 3 
9 5 3 2 2 

5 7 1  - 1 2 1 4 1  ; ! ~ - 1 °  4 6  6 i II --  9 I] 6 '  °[  5] 2 1 3 o  5 2 O 6 5 3 
3 7 --- 1 O 4 14  O I 6 6 X 

': l I - -  I 2 3 - - X 6  I 5 7 0 - - I  

9 --  x I 4 4 21 IO 113 2 1 8  OI 2 

57 --.1°8 i i i i - -  7 5 6 1 8  Io : 1 : : : : 
3 2o 4 o 51 --  7 II II i l  9 1 2 1  - - 3  

2.) 2 - -  1 3 , # - - 2 , , =  5. 

i/o  I 18oi4 1 4334 ii2 o ~ O 54 - - 7  I OI 2 9  - - 3  3 3 2 - - 5  3Z ~ I 7 
O I4 3 Z 8 2 2 3 X 3 O 3 
O -- X2 I IO X ~ 2 1 3 O --  I 4 4 

z o - -  1 o 2 3 2 I 4 4 - - 8  2 4 

~ 4 1 1  ! /  I 2 2 2  I I  0 4 3  5 / ---I 
I ---- I0 4 2 I I I 0 5 7 -- I I0 I 
i 6 I 15 6 2 o 3 7 5 i - - I  i o  t 

5 - -  7 i 5 1 3  4 t7 6 5 o 3 4 6 

I : 

3.) 2 =  I 3 , 3 = 2 , ~ - = 6 .  

6 o  0 , i o I ~ j i o  I ~ , , ~  i o  o 

4 14 9 / ,[  x[ - -  3 xo - - s  

2 5 7 / 2 / 4 I 4 8 o 3 2 / ~ 6 
I - -  I 6 [  2 / 3 ]  - -  9 o I 4 ~ I o 5 

4 7 4 2 - - i o  4 2 / I ---II  l 7 4 - -  5 
I 6 3 2 ~  o 2 2 6 4 5 z 

o - -  x 4] 3 / 6 I 5 ] 4 5 - - 9  I 8 6 

l m ~ K k l m r~ K k 1 . m  n K k l m n K 



U n t e r s u e h u n g e n  t i be r  d i e  N o r m e n  k o m p l e x e r  Z a h l e n .  2 9 5  

Der Vollsti~ndigkeit wegen m a g  noch das letzte de r  7 se lbs tandigen 

v ie re l emen t igen  N o r m p r o d u k t e  zur  P r i m z a h l  13 tmgegebcn werden.  

Hier  

k l m n K n K k n K 

0 

I 

4 
o 

I o 

1 

I o  2 

4 8 
o 8 

I 8 

I 2 

0 2 5]5 
5 
6 

° 6 

I 

o 

I 

4 
o 

I O  

: ] I ~  : 2 

I I  

k l m 

l 3 o 

3 9 o 
o 9 t 

o 5 I 

5 7 
7 o i 

2 3 

3 6 
6 2 

I 5 

5 4 
4 I 

3 3 4 4  
4 J 

9 
I 

3 
• -- I 

7 
o 

5 

6 

2 

3 x7 
4 
I 

5 

3 2 2  

4 i8 

3 l 
I I 

8 x 

7 4 
2 4 

o 4 

8 3 
o 3 

z 3 

2 O 

6 o 

5 o 

ist 2 = 1 3 , 3 = 4 ,  z = 6. Bei we i t e re r  A u s r e c h n u n g  ergab  sich: 

N(~ --]- a--I- a 4 + a G) ----- 3 G, N ( I  - - a - q -  a' + a C) --~ 313, 

N ( - -  I 7 !- ~ 21- ~ 4  .3 C o~r,) = N ( I  --[- a - - a  4 -}-  a ~) - =  I 3 I  , 

N ( I  + a + a 4 - a  G)-~ 3 '~. 

Verg le ich t  man die K mi t  den bei 2 = I9 berechne ten ,  so scheinen die- 

selben noch m a n c h e  andere  C~esetzmassigkeiten zu befo lgen;  au f  die wi r  

j cdoch  n u r  mi t  dieser H i n d e u t u n g  verweisen.  1 

End l ich  mag  der  A u s d r u c k  des vo l l s tandigen  N o r m p r o d u k t e s  fh r  

2 = 7 hier  Pla tz  f inden.  W i t  schre iben dense lben  in abgek t i rz te r  F o r m  

fo lgendermassen:  

(., + a~ + c,~ + a, + a0 + .0)U(a~ + . ~  + . ~  + . .~ '  + ..0~° + a0~°) 

-----a~ -{- 71a, a~a~a~a~, + 5a, a~a3a~a~ ~ 2a~a,~ct:~a4a~--- 3a~a~a,~a4-  3a~a3ct~a~ 

2 3 2 o 3ala~a3a4 + 2a.~a2a.~a4 a, a2a~a~ .~ 3 ~ 3 ~ - -  a3a~a~ - -  - -  , - - -  a ~ a 2 a  3 - -  q ~ a 2 a  4 - -  a,a~a~ 

_~_ 2 3 2 2 3 2 4 2 4 2 "~ } 2ala~a 3 + 2a3a4a5 + alaa a4 + a~a~a~ + a l a 3 a  4 + a{a3a~ 

t Z a h l r e i c h e  : B e s t a t i g u n g e n  u n s e r e s  L e h r s a t z e s  ( S e i t e  2 9 0  ) z e igen  d ie  v o r s t e h e n d e n  

B e i s p i e l e  a u f  den  e r s t e n  B l i c k .  
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J e d e s  n iedergeschr iebene  Gl ied ver t r i t t  6 Glieder,  welche  aus demse lben  

durch  Mul t ip l ika t ion  der  Indices mi t  I , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 hervorgehen .  So 

ve r t r i t t  ala~a 3 die fo lgende  S u m m e :  

5 5 5 a ,5 
a, a~ a~ -[- a2 a4 a6 -{-- + + al + aG a~ a 4 . a3ac, a2 a 4 a  1 a 5 5a3 , 

Dieses vollstdndige Normprodukt w u r d e  berechne t  aus einem ffmfelement igen.  

Die R e c h n u n g  selbst  war  mi t  Hfi l fe  unserer  S~tze fiber Anz,~hl und B a u  

der  Gl ieder  eine t~berraschend einfache zu nennen.  

Coesfeld im F e b r u a r  I888 .  


