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SOR L'INTEGRATION ALGEBRIOUE 

DES DIFFI~RENTIELLES ALGEBRIOUES 

I 'A  R, 

a. PTASZYCKI  
/~ S z t  P I : ] T E R S B O U R G .  

I.  Le travail actuel a pour objet la solutioll du l)robl&ue suivant: 

Ex.l~rimev l'int&jrale f yd:., y (~laut li6e :, :c par uae dquation alq~brique , 

aa moyen d'une /bnction alg~brique de x on, 6"~,ssurer que cette .iut~arule u'est 
pas algdbrique. 

Le premier i)as vers h~ r&olution de ce problbnm a fllit. AI~I~L, cn 

d6montraut que, si l'int6grale f y d x  est une fonetion alg6brique de x,  

elle s'exprime rationellement au moyen de x et de Y. 

En s'appuyant sur eette proposition, LIOUVILLI.; a r6solu compl6te- 
merit le probl&ne ( J o u r n a l  de l ' E e o l e  P o l y t e e h n i q u e ,  22 ° eahier; 
J o u r n a l  de M a t h 6 m a t i q u e s ,  t. 3). 

Depuis, plusieurs autres g6om+tres ont 6tudi6 la question. Je eiterai 
BLuOT et BouQuI~T (Thdorie des fonetions elliptiques), MM. Z EUTHI~.~" (C o nl p t e s 
r e n d u s ,  i88o), R_~'I,-Y (Anna l e s  de l ' E e o l e  n o r m a l e ,  1883; 1885) 
et HUMBEItT (Aeta  m a t h e m a t i e a ,  i887). 

Toutes les solutions du probl&ne, propos&:s jusqu'k pr6sent, ram6nellt 
la question h, la recherche de quelques polyn6mes entiers par 1~ m6thode 
des eoeffieients ind6termin6s. 

Iei je vais 6tablir un th6or6me qui permet de rb.soudre la question 
Aeta mathematicu. 11. I m p r i m 4  le 11 Ao~t  1888. 
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p a r  unc vole diffdrente. '  Ce thdor6me fournit aussi un notiveau moyen 

de suiw'c ht m6thude des coefficients indSterminds. 

2. Th~or~me. &~it t '  urt polynOme entier en x;  z une fonctior~ de x ,  

ddfinie 1mr l 'dqualion irr&luctible ~ coe/'ficient~" entiers 

z " +  + ,%(: , : ) s  -' + . . .  o. 

& i e n t  z~ , z~ , . . . , z,, les n dd.terminations de la fouction z; J le di~criminunt  

de I'dqualio.u e~ z.  Soit enfin 
J - -  D U ' ; ,  

oh D est un  polyudme entier, E un  polynome eutier qui n.'a pas  de faeteura 

l in&dres multiples. 

• j o  , • t ) Si  l tn tegrale  ! ~ ; d x  est alff+~brique, ou peu t  l~oser 

++ Z ZT~- 1 

, l ' d X - -  X , , +  .\:lz + X . . , z ' - ' + . . .  + X,, 1 

Y, X. ,  X t , . . . ,  X,,_~ ~ht'ul des lwlyn6me.s eatiers en x ,  d4fini.s de la ma. 

ni&e ~'uivante : 

t ° .g est le p r o & d t  du  l~olyndme D p u r  le p lus  g r a n d  commun  diviseur 
dP 

du polyndme P et de sa d&'iv& ~ ; 

2" XI, , X~ , . . . ,..X,,. j satis/bnt aa.r, dquation~': 

I ~ ' l  + " l  " " * " ~ l  - ~ l  " ° " ~ l  

q .  

) 

. . . .  _ _ j  z,~ d3: .iq.1 j , - - t  I .'., Z . '~ . . . .  ~.,_ / ~-)- .~.. . . . . .  ~., 
t .  

) 

I '% "~:,~ . . . .  " ,, ~7 d:C ~,,"+ + 1 . . . +,/' - t 
t 

Xi = ~i:-  O) 1)~, ...) n - l )  

i E n  188I~ j ai tra i td  la q u e s t i o n  de e e t t c  manit+r% pour  une  c lasse  assez  d tendue  

de f o n c t i o n s  a lgdbr iques ,  dans  mon M 6 m o i r c  in t i tu l6  Sur l'ivldgration sous forme .fi~de 
(S : t  P d t e r s b o u r g ) .  D a n s  le cas oh ]a I'onction y e s t  (+gale '~ la rac ine  d ' u n e  f o n c t i o n  ra- 

t ionneI le ,  c e t t e  m d t h o d e  se rddui t  au procddd de h i .  TCH£BYCHEFF. J e  dois  ~ ] ' o b l l g e a n t c  

c o m m u n i c a t i o n  de l ' i l lus tre  gdom~tre  la c o n n a i s s a n c e  de son proc4dg .  M a i n t e n a n t  au suje t  

d u d i t  proedd5 on peut  c o n s u l t e r  (:'ours professd ~ la Facultd des Sciences de Paris par 

M.  HERMITE (2  ~ .... ed . ;  p. 2 0 ) .  



Sur l'intdgral,itm a'lgdbrique des diffdrenticllcs algdbriqucs. 

3. D4monstration. Soit ,[ pdX l ' int6glale a lg6brique. 

sent de h~ forme (n ° i) 

( ' )  '~: = C + r ,  z + ~;;i : + ' + ~ - ,  

X 0, t 0 ; X  ~ , Y 1 ; . . .  d6signant des polyn6mes ent, iers en x; on peut sup- 
Xi 

poser que la fraction ~ soit irr6duetible. 

On tire de l'6galit6 (I) les ,n 6quations 

e ,  

["5.',-d.~ - -  xo x ,  x , , .  , .... , 
. . . . .  d, 2 . 1  t -I~ + ~ " ~  + " + r,,_, ' 
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L'int6grale 

t I )  

• -~ + ~,,,,, + . . .  + ~C7~,, 

I{,emarquons que ces 6quations montrcnt que l'int6gralc 

sent repr6sentde, dans le voisina.ge de ehaque point a, pay tree s6rie o f  
donnde suiw~nt les puissances eroiss'mtes de ~ r - - a ;  au commencement de 
la s6rie il n'y a. qu 'un hombre limit6 de termes 'k exposants n6gatifs. 

x x, En r6solvant nos 6quations par rapport aux coefficients i=.":-1, , . . .  ' 

on obtient la formule 

X ~  l 

(s) r, ~ j  

o . , i  
I d I d,[  . . . ; ' l  

, )  

[ ~ 1  " • ° ~ 1  

Q - -  

I 2"2 ~'2 • • • ~'.2 ( / : r  . ,  4 i ~,~ l 

t '  

1 
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Nous allons maintenant  mettre eette formule sous une autl"e forme. 
Dans ce but, je remarque que les 51~ments du de~terminant qui 

figure dans la formule (3), except5 eeux de la i-idme colonne, restent 
finis pour toutes les valeurs finies de x. Quant k l'~.lfiment ( 2 ) d e  la 
i-idme ,colonne, on sait que lea seules valeurs finies de x qui puissent le 
rendre infini sont les racines du polynbme P.  Soit 

On volt sans peine que pour .~: = a l ' int~grale (2) sera finie ou infini- 
, 

ment grande d'un ordre 6gal au plus ~ eelui de ~T--:~--:~-. 

Le d~terminant eonsidd% se r~duit done '~, 

/'(.~) 
~ ,g  - -  ( . t l ) t z l - - I  ( , C  - - -  ( ¢ , l ) r z ~ - - 1  • . . '(;.t~ - -  ¢~1) a l l  ~ 

f(.r) ~tant uric fonetion qui reste finie pour toutes les valeurs finies de 
x. l lappelons que le radical V<j qui figure dans la formule (3)est  dgal 
k DX/3), off E ddsigne un polyn6me qui n'a pas de faeteurs lindaires 

multiples. 
l) aprcs ccla, de la formule (3) on ddduit que 

& /'( ~ ) 

Y ,  - -  1 ) .  (.~ - ,~,)'~,-' (.,- - - .~Y:- '  • • • ( . , :  - -  . t )  ' ~ ' - ~  . ~ ' E  

(In elt conelut, en ayant  dgard aux l)ropri6ttls des fol,etiolJs X~, Y~, 
f(.~), E,  que lc polyndme Y~ doit diviser le polyndme 

Par  consequent, dans l'dgalitfi (I) on peut  poser 

Y Y; i - ~ =  ( i =  0 ,  1 ~ 9 ,  . . . ,  n - - l )  

ee qui ddmontre la premidre partie du thdor/~mc. 
Portant  la valeur de Yi dans la formule (3), on obtient l 'expression 

du l)olyn6me X~ qui 6tablit  la seeonde partie du thdor&ne ~none£ 

4. Application. En vertu de notre t.l%orb.me: ol, peut proc~der de 
de la mani~re suiwmte pour %soudre le problb.me propos~ (n ° 1). 
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On met  la fonet ion a in t6grer  y sous la f o rme  T et le d i se r iminan t  

de l '6quat ion  en z sous la, f o r m e  A = D 2 E .  
On fo rme  le p r o d u i t  du  p o l y n 6 m e  D par  le p lus  g r and  c o m m u n  

dP 
div iseur  d u  p o l y n 6 m e  P e t  de sa d6rivde cT~,.; on <16terminera a insi le 

p o l y n 6 m e  Y. 
Puis ,  on d6ve loppe  su ivan t  les puissances  d6croissantes  de z les n 

expressions 

I Z 1 ~ . . . . . .  ~ t 

t 

l , . %  ~ 2  . . . .  ~ 9  , _ . . ,  ~ ?  

t 

Y 

v, d 
(i=(I~ l ,~, ...~'~*-- I) 

° [ zl, +'  . . . . .  ' I 7 . , ,  Z / ,  . . . ~.,, ,.] ]> . . . .  ~,, 

dans  lesquel les  z ~ , z 2 : . . . , z ,  d6s ignent  l~s n dd t e rmina t i ons  de z; les 

part ies  ent i@es dans  les d 6 v e l o p p e m e n t s  f o u r n i r o n t  r e spee t i vemen t  les 

p o l y n 6 m e s  X0,  X~ , . . . , X ,_  1. 
Les coefficients de ees p o l y n 6 m e s  cont iendront ,  en gdn6ral ,  n con- 

sin.hies ineonnues  el , r.2, . . . .  c,,; 6 repr6senle  In cons tante  a rb i t r a i r e  de 

l ' in t~gra le  j ~;z~ d:r. 

I , 'une  <le ees con.~tantes peu t  ~tre choisie a r h i t r a i r e m e n t ;  on ddter- 

m ine ra  les au t res  par  la condi t ion  que  l 'dgal i t6 

d z X o + X , z +  x ~ z - + . . .  + X,, lz "--~ 
- -  - d , r ,  I ~ 0 

+Ix ,. Y 

dol t  avoir  l ieu i den t iquemen t .  
Les constnntes  C , r o , . . . ,  c,, 6tant  d6tcrmin~es ,  la fonct ion 

Xo + X,z  + . . .  + X,,_,z "--I 
Y 

l)rd,~entera la va leur  de l ' i n t [g ra le  [ ~_, <lx. Si ces cons tan tes  ne satisfont 
L 
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pas '~, la condition indiqu~e, on concluera que notre int(igrale n'est pas 
n lgSbrique. 

Remarffue. I1 peut arriver quc l'impossibilit6 de l'intSgra.tion alg6- 
brique se manifeste avant que nos op6,rations soient men6,es il bout. 

~. , ; 2 :  
L m t e g r a l e  ~-d.¢.. n'e.~t pas alg~brique: I ° si le dfiveloppement de la 

t 
Zi 

fonetion ~ eomient un terme en ~-~ (n ° 3); 2 ° si, da.ns le d~veloppement 

de l 'expression qui fournit le polynSme X~, les puissanee,~ fraetionn'dre~ 
et positives de .¢. ne ~'evanouis~ent pour aueune valeur de g ,  c ~ , . . . ,  c,. 

~. La seconde partie de notre th~o%me indique encore le moyen 
~uivant de dSterminer les polyn5mes X0, X ~ , . . . ,  X,_~. 

A l'aide de l'expression de X~, on ealcule les limites sup~rieures de.~ 
degrds de ces polynbmes et l'ou cherche ensuite h d6terminer leurs coeffi- 
cients de mani(~re ~t v6rifier l'6galit6, du n ° 4. 

Re,marque. Si l'on suit cette seconde marclm, on n"mr'l h. effeetuer 
que les seules op(',,rations arithmStiques pour r6soudre le probl&ne pro- 
1)o,~ (t l ° 1). 


