SUR UNE QUESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM

PROPOSEE PAR M. TCHEBYCHEFF
PAR

A. MARKOFF

4 8:t PETERSBOURG.

M. TcneByCHEFF a proposé en 1874' une question trés intéressante
relative & certains maxima et minima. Ayant eu occasion d'approfondir
cette matiére, je me permets d’exposer ici les considérations qui m’ont
amené a la résolution de la question de M. TcHesycueFr d'une maniére
qui me semble étre trés générale.

Notations et conditions:

1) 4(2), A(2), ..., A40(2), 2(2) sont des fonctions données de z;

2) je pose

M) 5 A(z) 5 oo, Ae)
)

x(z) 5 A& e K(2) 4o

Dy=|x() K)o B | B ="

KD (2), BV(e), ..., ()

M), A(2), oo, A(2), R(2)
A(e), B(2), ..., &(2), £(2)
AL) = | (2), W (2), -\, K(2), 27(2)

-

(z), X(2)y «ovy AP(2), 29(2)
Y Sur les wvaleurs limites des intégrales (Journal de mathématigues pures
et appliquées, 1874)
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4) @ et b sont des nombres donnés,

5) My, My, ..., m, des nombres positifs et indéterminés,

6) Yis Yoy -+-, ¥, des nombres indéterminés compris entre a ct b,
7) v restant aussi indéterminé,

8) et on a

D, >o0, - ‘])2>o, .., D >0
2> o, A(2) > o, A,(8)>o0, ..., AL®)>0

pour toutes les valeurs de 2 comprises entre « et b.

Le but final de cette note est la résolution de la question suivante:
Il faut trouver les nombres

Y, My, My, ..., M, Yis Yo -5 U

tels que les sommes

Zm A (1)), Zmd(y), ooy Zmdga(y)  a=1u28.

aient des valeurs prises 4 priori

Ayy Agy oo vy Opyg

et en méme temps tels que la somme

Zm L(y,),

étendue anx valeurs de y,, qui ne dépassent pas une certaine limite »
(a < v < D), soit maximum ou minimum.

Remarque 1. Nous supposons d'abord que les équations

z""f’h(?/i) == dy, Z'Wi)‘z(?/i) =Gy - . ey Z/nzizn-kl () = 21

sont compatibles.

Remarque 2. Pour plus de facilité on peut exprimer les sommes
considérées de la maniére suivante

b b b b
Zm, (y), Zmdh(y)y, ..., Zmd(y), Zm&(y)

et avec ¢a rien ne nous empéche d’étendre ces sommes a toutes les va-
leurs de y comprises entre @ et b ou bien entre @ et v: il suffit seule-
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ment de prendre m égal a zéro pour toutes les valeurs de y excepté
Y1y Yoy -+ ¥,. Remarquons qu’en résolvant la question proposée, nous
obtenons en méme temps les limites exactes de la valeur de Vintégrale

[ 2w,

lorsque les valeurs des intégrales

b b b
Surwdy,  [Rf@dys s [haf)dy
sont données et quaucune fonction f(y) ne peut devenir négative entre
les limites de Vintégration:
Formule importante:*
dAkﬂl(-Ql_de

£ AL (2)

'Dk»—l . A]L(Si) = Dk ('lz dZ

ou bien

AL2)

D .g<Ak_1(!2>>.
- Dk—l da Dk

Théoréme 1. Quelles que solent les valeurs des constantes

Prs Prs1s Pagas « oo Pasa
I’équation

j)kAk——l()‘k) + Piss Akwl(Akﬁ—l) + .o+ p;t+1Ak—1(An+1> =0

ne peut pas avoir plus de » —k + 1 racines entre a et b,
Démonstration. Désignons le premier membre de notre équation par
®,_,(2z). En vertu de la formule précédente on a
Di  d (i {z)
Do dz\ I, ’*) = pk+lAk()‘lc+1) + oo P A/c@n-ﬂ) = (pk<3)
et par comséquent dans lintervalle entre ¢ et b le nombre des racines

de P'équation
¢k#1(i> = QO

' Brroschi, Thégrie des délerminants, 1856, Formwules 14 et 93.
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ne peut dépasser le nombre des racines de 1'équation
D (2) =0

que d'une unité.
Pour la méme raison le nombre des racines de l'équation

o.(2) =0
dans lintervalle entre ¢ et b ne peut surpasser que d’une unité le nombre
des racines de l'équation
Dia(2) =0
dans le méme intervalle.
En répétant successivement les mémes considérations nous arrivons

enfin & I'équation
Pap1 Dy =0

qui n’a point de racines dans l'intervalle entre a et 0.
Or le nombre des racines de I'équation primitive

dans lintervalle de @ & & ne peut surpasser que de w — %k + 1 unités
le nombre des racines de la derniére équation
pn+11)n+l = 0.

Notre théoréme en résulte immédiatement.
Corollaire. Quels que soient les nombres

yl! y2? MR ] yn—p+1

compris entre ¢ et b et les nombres

Au 4,, Ty An—ﬂ-{—l? Bl’ B27 A B

"
avec la condition n—p + 1 > g, il existe seulement un systéme de valeurs

des coefficients

pl’ .p?’ e pn-{-l
pour lequel la fonction

¢(z) == plll(z) + pzka('@ + L + 1’n+1]»+1(5)
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satisfait aux équations
d)(%) = -A17 w(y.!) = A27 AR (p(y;/.) = A/L’ et d)(yn-—p.fl) = An-;t-!—l
Y(y)=DB, ¥y,)=2D5, ..., ¥y,)= B,.

Théoréme 2. Conservant les notations du théoréme précédent, nous
pouvons affirmer, que le nombre des racines de 1'équation

D1 (2) = A (2)

comprises entre a et ¢ (@ < ¢ < b) augmenté du nombre des racines de
I'équation
(l)k——l('3> = 0

comprises entre ¢ ¢t b ne peut étre plus grand que » — ¥k + 2.
Démonstration. Admettons que les racines des équations

O (2) = A,,(2) et &_(2)=o0,

étant rangées par ordre croissant, sont

—1)

A s Y pour la premiére équation et

'l d, o, 2¥5P pour la seconde.
Pour g°< 1 notre théoréme se raméne au précédent. Mais lorsqu’on
a g > 1, il est bien facile de voir que 1'équation

B,(2) — £,(2)

aura g — I racines

k) (k) (k)
Ly Tyty ooy Xy

dans Vintervalle de @ & ™" et que I'équation
0. (2) =0

devra contenir h — 1 racines comprises entre x> et L et encore une
a0} (k) (£—-1)
racine entre x,”, et x 7",

Poussant plus loin les mémes raisonnements nous arrivons enfin &

nous convaincre que l'équation
@kJr_g_?(Z) = Q

doit avoir % racines entre q et b,



62 A. Markoff.

Il en résulte, qu'en vertu du théoréme précédent nous avons

h<n—Fk—g+ 2

et
h+g<n-—k+ 2;

c’est ce qu’il fallait démontrer.
Corollaire. Etant donnés, dans l'intervalle entre a et b, » + 1 nombres

By <Ly <Xy < KBy < By e < By

dont les { premiers satisfont a 1'équation

D(2) = 2(2)
tandis que les » — ! 4 1 autres nombres satisfont a 1’équation
O(z) = o,
on peut alors se convaincre, que l'on aura toujours
D(2) < £(2) pour r, <z<uw,,
O (2) > 2(2) pour 1y <z<uwm
O(z) < () pour Ty <2<,

(— 1) d(2) > (— 1) 2(2) pour x, <z<uwx,

(— 1)y @(2) > (— 1) 2(z) pour a<z<uz
o(z) > o0 pour X, <2< Xy
?(z) <o pour Zyyy <2< &y
(— 1y "e(z)>o pour z, <2< L,
(— 1)y o(z) >0 pour Loy < 2 <b.

Donnant maintenant & quelques-uns des nombres
Tyy Loy vovy Tpp

des valeurs de plus en plus rapprochées jusqu'a la formation de racines
multiples, il n’est point difficile de déduire des propositions d'une assez
grande importance,
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nombres

Théoréme 3. Lorsqu'on a - il

T, <Xy < o0 < Xy

w41

compris entre a et b et encore +4- 1 nombres positifs

M7 Ml? M27 MR 4 'Mn__-{-l?

2

n étant impair, on aura toujours les inégalités

%m!)(y) < MQa) + M, 2(x) + ...+ M,_,2(x,_,) + M2(x,)
> M2(a) + M, 2(x,) + ... + M,_,2(x,,)

pour chaque systéme de nombres m et y satisfaisant aux conditions
m > o, a<y<b
»
?mlk(y) = Mi(a) + MA(z) + ... + M,i,)tk(xwl).

2 2
(k=1,2,8,..,a24+1)
Démonstration. Posons

(D(Z) = pl)n(Z) + pz)‘z(z) + ...+ pn!—lln-!-l(z)
llj‘(f’:) = g4 (3'> + 92)‘2(3) + ...+ qn+1)‘n+1(z)
et déterminons les constantes

DPis Pay ««v5 Patrs Qiy G2y + oo s Tupr

conformément aux conditions

O(a) = ¥(a) = L(a),

(I)(xl) = w(ml) = 'Q(xl)’ (pl<x1) = lp.l(xx) = 'Q'(x1>
¢(x9) = !‘U(mQ) = “Q(ma)’ @'(‘/’32) = lp"(x?) = !)'(932)
'd)(x»,._l) = ¥(x,_,) =' .Q(mi_.,), .(D’(xi_;) = ll"’(x,.‘_l.)\ = 2(z,_,)
O(x,) = 2x), ¥(x,) = o,

O(x;1,) = ¥(xi) = o, V(24,) = V' (#ye) =0
D(2,,5) = ¥(2:44) = O, D'(x;44) = ¥'(2,,,) = O
O(Bysy) = ¥(20yy) = '0; V(@psy) = ¥ (Fpyy) = O
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On a alors premiérement, d’aprés le corollaire du théoréme précédent

Zmd(y) > zz(md)(y) > %mlz(y) > %m'ﬁ'(y) > Zm¥(y)

et d’autre part il est facile de voir que

%:m(D(y) =MQ(a) + M, Q(x,) + ... + M, ,9(x,_,) + M=)

et
Zmllf(y) = M2(a) + M, &(x,) + ... + M,_,2(x,_,).

D'ou résultent immédiatement nos inégalités citées ci-dessus,

1
nombres

Théoréme 4. Lorsqu’on a z

2, <z <...<2,,
T2

. n+ I .
compris entre a et ) et encore : + 1 nombres positifs

’
M, M, ..., M,,, M,
2

n étant impair, on aura toujours les inégalités

gm:z(y) <M Q%)+ ...+ M_,2z_,) + M2(z,)
> M Q)+ ...+ M,_,2_,)
pour chaque systéme de nombres m et y, satisfaisant aux conditions
m > o, a<y<b,
b
gm)«k(y) = M) + Myd(a,) + oo+ Mopi (agn) + M4(D).
2 2

((#=1,2,8,...,2+1)

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du précédent.

I
nombres

Théoréme 5. Si, » étant impair, il y avait un des z

Ly Tay v evy Typa
2

@<o<z<...<z,,<0)
2
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égal & o ou & b et en méme temps si

M, M, ..,M,,

2

étaient. des nombres positifs, il n’y aurait alors qu'un systéme de nombres
m et y satisfaisant aux conditions

m > 0, a<y<b,

oni(y) = Mid() + Mad(2) + .o+ My h(701),
2 2
(k=1,2,3,...,n+1)
savolr
y: xl’ .’172, seey xn+1

9

m=M,, M, ..., M,,_,,__l.

2

Ce dernier théoréme peut étre déduit des précédents comme un cas
particulier.

Il peut encore étre démontré indépendamment par la méthode pré-
cédente, _

Remarque 1. [l est évident que tous nos théoremes ont licu aussi
dans le cas, ol @ et b sont remplacés par d’autres quantités o’ et b’
satisfaisant & la condition

a<a <b <b.

Remarque 2. Pour la résolution compléte de notre question il
faudrait donner encore quelques théorémes semhlables aux précédents.

Nous nous bornerons cependant aux théorémes cités ci-dessus, par-
ce que nous avons en vue de considérer seulement le cas, ol # est im-
pair et v n'est pas égal a &.

La résolution de la question posée, dans le cas de » impair et v <9,
consiste dans la proposition suivante:

Les maximum et minimum cherchés de la somme

Ej:mﬂ(y)

correspondent au cas entiérement défini ot m n'est différent de zéro que

Acta mathematica. 9. Imprimé le 16 Octobre 1886, 9
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I

n 4+ . .
pour + 1 valeurs de y, parmi lesquelles se trouvent » et un des

2

nombres a et b.
Or le maximum ne difféere du minimum que d’un terme de toute

v
somme 2m&(y), précisément du terme, qui correspond i la valeur y = v,
-]

pour avoir le maximum il faut introduire ce terme dans la somme, pour
le minimum il ne faut pas lintroduire.
Démonstration. L'existence du maximum et du minimum est considérée
comme évidente & priori, comme on le fait souvent dans d’autres cas.
Démontrons maintenant que dans tous les cas excepté dans le cas

v

ci-dessus on peut augmenter ou diminuer la somme 2Zm&(y) & volonté.
a

Remarquons encore qu’en comparant les deux sommes nous allons

souvent y laisser de coté les termes communs en diminuant d’aprés cela

le nombre des termes.

. ., m I .
Premier cas. FEtant donné v’ = —: , solent

?/1<?/2<---<?/v’+1

des valeurs de y différentes entre elles, auxquelles correspondent des

valeurs positives de m
Myy Mgy wvvy My .

Supposons encore que l'on a
Y <0 < Yoo
On peut donner aux nombres
Y2y Y3y - o Yoirs Myy My, <oy My,
quelques accroissements infiniment petits
€95 €35 <+ -y Epqry HPas Moy oo vy Mgy

et afin que les sommes

b b b
2 mA (y), Zod(y), .., Zmh.(y)
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restent sans changement, ces accroissements doivent satisfaire aux équations

(my 4 p) A() + (my + /12)/1&(?]2 + &)+ o (myypn + pi0) (Wit €41)
=m0 A(Yy) + Mol () + oo F i A(Yy) G=125 ey

I’accroissement correspondant de la somme

Zm&(y)

est égal a
(ml + ﬂl)“Q(?/l) + (/mz + laz) Q(?/a + 52)+ coe b (\mi + /’41)‘9(% + 5:’)
— m, 2(y,) — m, L(y,) — ... — m; L(y,).

Les équations précédentes ne déterminent que les rapports réciproques
des accroissements

€2, 83, v ey Sy'+1, ﬂl’ /_LQ, s ey p‘}’-}-l

de maniére qu’on peut prendre I'un de ces accroissements comme arbitraire.
On peut encore se convaincre & l'aide du théoréme 5, que toutes les
quantités infiniment petites

€y €3y « -y su’+1

sont d'un méme ordre et les quantités

iy Mas -0y Mgy

sont du méme ordre ou bien quelques-unes de ces derniéres peuvent
étre d’'un ordre supérieur.

Par conséquent e, peut étre pris 4 volonté positif ou négatif.

Si Pon a ¢; > o, alors d’aprés le théoréme 3 (remplacant @ par y,)

v

Paccroissement de la somme Xm&(y) devient positif; au cas contraire il
«

sera négatif,
Cette transformation peut étre pratiquée aussi dans le cas, o1 y, = a.
Mais si lTon a y,., = b, cette transformation n’est plus possible,
parce qu'alors il est impossible de changer le signe de e,,, & volonté

(€,r+1 é O).
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Dans ce cas on peut en vertu du théoréme 4 augmenter ou diminuer
2
la somme 2mQ(y) en faisant varier les valeurs de
a

Yis Yos o5 Yoy Moy My ooy My,
Quant au cas de y, = a et y,,, = b, nous le considérons a part.
Le second cas ne difféere du précédent que par
hh=a et Yy, =0
Désignons par m™ la valeur de m correspondante 4 y = v. On peut
donner aux nombres
, (v

Yoy Yss <o Yus Myy Moy ooy Myyg, '

des accroissements infiniment petits

. (v)
€2y €55 ~ 00y &y P Moy ooy Mrprs [

satisfaisant aux équations

(m, + /11) Ak(yl) + (mz + ﬂ2) Alc(?/‘z + 52) + ..o+ ('mu’ + ,uv')llc(?/y' + &)
+ (”@v’+1+ﬂy'+l)kk(yv'+]> -+ #(v))t/a(v) = 'm'l)‘k(yl + 7”2)% (%) +.F mu’+1)‘k(?/y'+1)-

(k=1,2,3, ..., 4+ 1)

Le nombre de nos équations est moindre d’'une unité que celui des accrois-
sements.

Cependant dans ce cas il est impossible de changer les signes des
accroissements car m™ peut étre égal & zéro et par conséquent on doit
poser : ‘

ﬂ(v) >0

afin que la somme m®™ 4 4™ soit absolument positive. Or d’aprés le
théoréme 5 on peut démontrer, que

m<o ey, <o

Quant & l'accroissement de la somme Zmﬂ(y), il peut étre pris 4 volonté
égal a l'expression '
(m, + /12)9(?/2 + 32)‘[‘ ot (m'i + ﬂi)Q@/i + 51‘) + /l(v)H(J(”)
— (— ) L(y:) —m Q(y;) — ... —m; L(y,)
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ou a l'expression
(my + 1) s + &) + oo+ (0 + )8y, + <)
— (— m)2() —mQ(y,) — ... — mL(y,).

La premiére de ces expressions est positive d'aprés le théoreme (4) et la
seconde est négative.
Troisieme cas. Soient

Nn<y,<...<y,

des valeurs différentes de y, auxquelles correspondent des valeurs po-

sitives de m
Myy Mgy ooe, M,

y
Nous supposons de plus qu'aucune de ces valeurs de y n'est égale ni a
a ni a b.
Comme dans ce qui précede on peut donner aux nombres
Yis Yoy o5 Yoy My, Myy «0., Ny, m®
des accroissements infiniment petits
(0
€1y €33+« -3 &y Mis Moy oovy oy p17
p7 étant > o.
acile clure d’apres le théorém on a
Il est facile de conclure d’aprés le théoréme ue I
5 <0 et g,>o0
Ensuite d’apres les théorémes 3 et 4, comme nous 'avons fait auparavant
? H
nous déduisons qu'on peut augmenter ou diminuer 4 volonté la somme
{o]
v
2m&(y)
a

Conclusion. Ayant égard aux résultats de nos considérations, il n’est
o] b
pas difficile de voir, comme nous l'avons dit, que les maximum et mi-
nimum cherchés ne peuvent avoir lieu que dans le cas, ou

n 4
2

1+1
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et en méme temps ou se trouvent parmi les quantités

yl’ y?) AR ?/v
la valeur v et une des valeur a et b. Effectivement les théorémes 3 et

v
4 nous montrent que dans ce cas la somme 2m&(y) atteint le maximum
a

ou le minimum selon que nous comptons ou ne comptons pas la quantité
m™Q(v) appartenant a ses termes.

Remarque. D’une manic¢re analogue & ce qui précéde on peut
donner la résolution de notre question dans les cas, oit.on a v = b ou
bien # étant pair.

Remarquons encore que dans mon mémoire sur quelques applications
des fractions continues® j'ai discuté le cas particulier on

A2) =1, Me)y=12z, ..., An(s)=2z"

Dans ce cas les inconnues
Yis Yoy o+ Y,

ge déterminent cornme les racines d’une certalne équation algébrique.
o

Quant aux inconnues
Myy Myy oo, M,

on les détermine & l'aide d'un systéme d’équations du premier degré par

les valeurs

yl’ ,?/2? cet ?/u
trouvees auparavant.

S:t Pétersbourg, Janvier 1886.
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