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SUR UNE 0UESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM 

PROPOSI~E PAR M. TCHEBYCHEFF 

PAR 

A. M A R K O F F  
/~ S : t  P ~ T E R S B O U R G .  

M. TCHEBYCHEFF ~ propos6 en I874 ~ une question tr~s int6ressante 
relative k certains maxima et minima. Ayant eu occasion d'approfondir 

�9 ~ 9 ,Q * , * cette matmre, je me permets d exposer ici lea conslderatmns qui m'ont 
amen6 s la rdsolution de la question de M. TCHEBYCHEFF d'une maniSre 
qui me semble 6tre tr4s g6n6rale. 

Notations et conditions: 
i )  2,(z), 22(z), . . . ,  2,~,(z), ~q(z) sont des fonctions donn6es de z; 
2) je pose 

~,(z) 
~;(z) 

D, - - i  ~','(z) 
~ o  

3) et 

, ~ ( z )  , . . . ,  ~ (~ )  
, ~;(z) , . . . ,  ~;(z) 

~ n t  

, )4'(~) , . . . ,  ~ (z) ~') (z) - -  d%(,)  
dz i 

~ ( ~ )  -_ 

~,(~), ~ (~ ) ,  . . . ,  ~,(z),  ~(~) 
~:(z),  ~;(z),  . . . ,  )4(z), ~'(z) 
~','(~), ~;'(z), , . . ,  ~;'(~), ~"(~) 

�9 , �9 �9 �9 �9 

~(k) t - 2(~ ) r  , , ~z),  ~ ~ z ) , . . . ,  ~T(z),  ~ ' ( z )  

Sur  les wdeurs limiles des i~tdgrales ( J o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s  pu res  

et app l iquges~  1874 ). 
Acta mathematiea, 9 .  I m p r i m ~  l e  15 O c t o b r e  1 8 8 6 .  
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4) a et b sont  des n o m b r e s  donn6s,  

5) m~, m2, . . . ,  m, des n o m b r e s  positifs et  indOermin,~s, 

6) y~, Y2, . . - ,  Y~ des n o m b r e s  ind6 te rminds  compr i s  en t re  a et b, 
7) ~ res tan t  aussi  ind6termin6,  
8) et on a 

.~2 > o, 

D , > o ,  D ~ > o ,  . . . .  , D . + , > o  

A ~ ( ~ )  > o ,  / ,~(S~) > o . . . .  , A + , ( ~ )  > o 

p o u r  toules  les va leurs  de z compr ises  en t re  a ef b. 

L e  but f inal  de cette note  est la r6solut ion de 1,~ quest ion su ivante :  

II f au t  t r o u v e r  les n o m b r e s  

tels  que  les Sommes 

a ient  des va leurs  prises k pr ior i  

Yl ,  Y'~, . . . ,  Y,~ 

�9 , , , E ~ / ~ i j ,  n + l ( f f i )  ( i = 1 , 2 , 3  . . . . .  v) 

(~1~ ~ 2 ~  ' �9 �9 ~ ~ n + l  

et en mOne  t emps  tels que  h s o m m e  

Em,S~(u;), 
fi tendue aux  vMem's de y~, qui  ne ddpassent  pas une  eer ta ine  l imite  v 

(a < v < b), soit m a x i m u m  ou m i n i m u m .  

R e m a r q u e  1, Nous  supposons  d ' abord  que les 6quat ions  

Z' , , , , ; , , (y , )  = a , ,  Z , , , , ; ,~(y , )  = a~, , Zm,~.+x(y , )  = a.,. ,  

sont  compat ib les .  

R e m a r q u e  2. P o u r  p lus  de faeili t6 on p e u t  e x p r i m e r  les s o m m e s  
eonsidSr6es de l ' t  mani6re  su ivante  

b b b b 

et avee 9~ rien ne nous  emp~che  d ' O e n d r e  ees sommes  k tou tes  les va- 

leurs  de y compr ises  en t re  a e t  b ou  bien ent re  a et  v: il suffit  seule- 
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ment de prendre m 6gal g z6ro pour toutes les valeurs de y except 6 
y~, y ,  . . . ,  y,.  Remarquons qu'en rdsolvant 1~ question propos6e, nous 
obtenons en m6me temps les limites exactes de la valeur de l'int6grale 

v 

f  a(y)f(y)dy, 
a 

lorsque les valeurs des intdgrales 

b b b 

fa.,(v)t(v)av, . . ,  f ) , , + , f ( v ) d v  
~t a 

sont donndes et qu'aucune fonetion f ( y )  ne peut devenir n6galive entre 
les limites de l'int6gration: 

Formule importante: ~ 

dA,_:(.q) 
D~_,. &,(~2) = D~. dz 

ou bien 

dz " 

a 

Ak(~2) = D~_l"dz \ -D[ /" 

Th6oriime 1. Quelles que soient les valeurs des constantes 

PkY ~Ok+l ;  [Pk+2~ " " "  ~ P n + l  

l'6quation 

2 ) k ~ k k _ _ l ( ) , k )  . -~ , ~ ' ) k + l A k _ l ( ~ k + l )  - -~ . . . 2 I -  p , t + l ~ k k _ l ( ~ n + l )  = 0 

ne pout pas avoir plus de n - - k  + i raciues entre a e t  b. 
D&nonstration. D6signons le premier membre de notre 6quation par 

#k_l(z). En vertu de la formule pr6c6dente on a 

D~-I dz \ De / 

et par consdquent dans l'intervalte entre a et b le nombre des raeines 

de l'6quation 
= o 

Batoscmt Thdqrie des ddterminanls, 1856. Formules t 4 ct 93- 
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ne peut dSpasser le hombre des racines de l'~cluation 

C k(z )  = 
que d'une unit~. 

Pour la mOne raison le nombre des raeines de l%quation 

ck( ) = o  

dans l'intervalle entre a et b ne peut surpasscr que d'une unit5 le hombre 
des racines dc l'~quation 

q~k+l (Z) = O 
dans le mOne intcrvalle. 

En rSp6tant successlvcment les mOncs considerations nous arrivons 
enfin ~ l'6quation 

p ,+aDn+l  ----. 0 

qui n'a point de racines dans l'intervalle entre a e t  b. 
Or le nombre des racines de l'Squation primitive 

(Pk__I(Z) : 0 

dans l'intervalle de a k b ne peut surp~sser clue de n - - k - b  I unit~s 
le hombre des racines de la derni&re ~quation 

p,~+:D,+I -~ o .  

:Notre thdorSme en r~sulte immddiatement. 
Corol laire .  Quels que soient les hombres 

compris entre a et b e t  les nombres 

A~, A~, . . . ,  A,,_~+~, B~, B~, . . . ,  B~,. 

avec la condition n - - . #  -~- i ~/_~,  il existe seulement un syst+me.de valeurs 
des coefficients 

P l ,  P2, . . . ,  P,,+I 

pour Iequel la fonction 

~(Z)  -----Pill(2 r + p 2 ~ ( Z )  + . . o + ,p,+l~n_bl(2~) 
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satisfait aux 6quations 

~(YI) AI, (~(Y2) = A: ,  . . . ,  * ( y , , ) =  A,~, . . . ,  ~(y,,_,,+,)-~- An_~+l 

C ' ( f f l )  = -~1, ~ ' (Y2)  = B 2 ,  . . . ,  ~ [~ ' (Y / t )=  B,~. 

Thdor~me 2. Conscrvant les notations du th6or6me pr6c6dent, nous 

pouvons affirmer, que le nombre  des racincs de l'6quation 

~,_~(z) = A,_,(.'2) 

comprises entre a e t  c (a < c < b) augment5 du nombre des racines de 
l'6quation 

comprises entre c ct b ne pcut dtre plus grand quc n ~ k + 2. 

D~monstration. Admettons que lee racines des 6quations 

6tant rangdes par ordre croissant, sont 

. . .  x(*-" pour la premi6re 6quation et zi~- ' ,  xi~-' ,  , ~  

x(k-J) ~(,-~) '~(~-~) p o u r  la secondc. 

Pour  g ~  i notre th6or&ne se ram6ne au pr6cddent. Mais lorsqu'on 
a g > I, il est bien facile de volr que l '6quation 

aura g - -  i racines 
zr,(k) x~ *~, x~*), . . . ,  o~_~ 

dans l ' intervalle de a ~ -~(k-" et que l '6quation 

~ ( z )  = o 

~(k-~) et h et encore une devra contenir h ~ I racines comprises entre .~+, 
racine entre x (k~ et x (~-~) if--1 g+l  �9 

Poussant plus loin les m6mes raisonnements nous arrivons enfin 
nous convaincre que l '6quation 

�9 ~+~_~(z )  = o 

doit avoir h racines entre a c t  b, 
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I I e n  r6sulte, qu'cn vertu du th6or6me pr6c6dent nous avons 

h < n ~ k - -  g -Jr- 2 

h -}- g ~ n - -  k .qt- ~,; 

e'est ee qu'il fallait ddmontrer. 
Corollab'e .  Etant donn6s, dans l'intervalle entre a e t  b,  n -1- I nombres 

or h < X.~ < x a < . . .  < Xt < X~+l < .  < x,,+a 

dont lcs I premiers satisfont k l'6quation 

~ ( z )  = ~(~) 

tandis que les n - - l +  I 

~(~ ) - -o ,  

on peut alors sc convaincre, que l'on aura toujours 

r < ~(z) pour 

r > ~(~) pour 

~(~) < .~(~) pour 

autres hombres satisfont k l'6quation 

( - -  x)*r > ( - -  I) '9(z) pour 
(--  ,)'+1 ~(~) > (--  ,)'+'e(~) pour 

4~(z) > o pour 

~(z) < o p o u r  

( - -  I) "-l ~O(z) > o pour 
( - -  I ) n - - / + l  ~ ( Z )  > 0 pour 

Donnant maintenant 

Xt < Z < Xl+l 

Xl_ 1 < Z < X~ 

Xz .~ < Z < Xt-x 

�9 �9 �9 ~ �9 �9 

X 1 < Z < X 2 

a < Z < X  I 

Xz < Z < Xr+ 1 

Xt+ 1 < Z < Xz+. 2 

�9 o �9 ~ �9 �9 

X n < Z < X n +  1 

x~+~ < z  < b. 

�9 k quelques-uns des hombres 

X l ~  X2~ , �9 , ~ X n + l  

des valeurs de plus en plus rapprochdes jusqu'g la formation de racines 
multiples, il n'est point difficile de d6duire des propositions d'une a ssez 
grande importance. 
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n + I  
Thdorfime 3. Lorsqu 'on a nombres  

2 

2 

n +  I 
compris  en t re  a et b e t  encore - - - J r -  i nombres  positifs 

2 

M ,  M1,  M , ,  . . . ,  M ~ + , ,  

n &an t  impair ,  on aura  toujours les in6galit6s 

x~  

Z , , o ( . ~ )  < ~ Io ( ( , )  + M , o ( x , )  + . . .  + M,_,o(~,_,) + _~s~(x,) 
a 

> M ~ ( a )  -4- . ~ / / 1 / 2 ( x , )  - 4 -  . �9 "4 - -  Mi--l'q(~i--1) 

pour  chaque  systbme de hombres  m et y satisfaisant aux  conditions 

m > o, a < y < b 
b 

a ~ 2 

( k = l ,  ~ ,  8 ,  . . . ,  ~ + 1 )  

Ddmonstration. Posons 

et d4terminons les constantes 

con fo rm6men t  aux  conditions 

O(a)  = r  = /2(a), 

,p(x,) 4( .  ,) = o(x , ) ,  
~ ( ~ )  = r  = ~ ( ~ ) ,  

�9 �9 . . �9 ~ �9 �9 �9 ~ 

o(~ , )  = o(~,) ,  ~,'(~,) = o, 

(~(Xi4_l) = r  = O ,  

0 ( ~ . + , ) =  r  o ,  

ql~ q2, ".  ' ,  q ,+ l  

~ ' (x , )  = §  = .e (x , )  

r  - - - _ , ,  = 

J ~ . . �9 . ~ , ~ 

r "' 

I x ~ ( , + , )  - -  q"'(x,+i) = o 
�9 t X 

' X �9 (. ~ = r = o. 
2 
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On a alors premi@ement, d'apr6s le corollaire du thdor6me pr6c6dent 

b ~l  x i  x~ b 

et d'autre part il est facile de voir que 

b 

et  
b 

Y.~r = M.q(a) + M, a(~ , )  + . . .  + ~,_,~(~,_,). 
a 

D'oh r6sultent imm~diatemcnt nos indgalit6s citdes ci-dessus. 
n 4 - I  

Th~!or~me 4. Lorsqu'on a - -  nombres 
2 

Xx < X~ < . . .  < X~+I 

n - { - I  
compris entre a et b et encore ~ - 4 -  ~ nombres positifs 

2 

M,, M ,  . . . ,  M.+I, M', 
2 

n 6tant impair, on aura toujours les in6galitSs 

x~ 

> M I ~ ( Z , )  -[- . . .  -{- Mi_l~(xi__l)  

pour chaque syst6me de nombres m et y, satisfaisant aux conditions 

m > Or a < y < b, 
b 

�9 �9 o ! b ~-.m),k(y) M~2.(zl)  + M,2~(x,) + + M~+~i~(x.+,) + M 2 . ( ) .  
a - - ~  2 

( k = l , 2 ,  8, . . . .  n + l )  

La d6monstration 

Th6or~me 5. 

de Ce th6or6me est la m(hne que cello du pr6c6dent. 

Si, n ~tant impair, il y avait un des ~ + i  hombres 
2 

X I ~  ~ 2 ~  �9 �9 �9 ~ X n + l  -v- 

( a < x l  < x~ < . . .  < z.+~ < b) 
2 
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dgal '~ a ou ~ b e t  en m6me temps si 

M1, M2, . . . ,  M,+I 
2 

6talent des nombres positifs, il n 'y aurait  alors qu 'un syst6me de hombres 

m e t  y satisfaisant aux conditions 

s a v o l r  

m > o, a < y < b, 

2 -2-- 

(k= 1, 2, 3, ..,~ n J- 1) 

T 

,~ = M I ,  M2, . . . ,  M,+I. 
-T-  

Ce dernier th6or6me peut 6tre d6duit des pr6c6dents comme un eas 
partieulier. 

I1 peut  encore 6tre d6montr6 inddpendamment par la mdthode pr6- 
e6dente. 

Remarque 1. I |  est dvident que tous nos thdor6mes ont lieu aussi 
dans le cas, oh a et b sont remplac6s par d'autres quantit6s a' et b' 
satisfaisant k la condition 

a < a '  < b , < b .  

Remarque 2. Pour  la r6solution complSte de notre question il 
faudrait  donner encore quelques thdor6mes semblables aux pr6c6dents. 

Nous nous bornerons cependant aux th6or6mes citds ci-dessus, par- 

ce que nous avons en vue de consid6rer seulement le cas, oh n e s t  im- 
pair et v n'est pas dgal b~ b. 

La r~solution de la question pos6e, dans le eas de n impair et v < b, 
eonsiste dans la proposition suivante: 

Les m a x i m u m  et min imum cherchds de la somme 

correspondent a u c a s  enti@ement d6fini off m n'est diff@ent de zdro que 
A c t a  m a t h e m a t i c a ,  9. Impr im6 le 16 Octobre 1886. 9 
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n q - I  
pour  ~ q- i valeurs de y,  pa rmi  lesquelles se t rouvent  v et un des 

nombres  a et b. 

Or le m a x i m u m  ne diff~re du  m i n i m u m  que d 'un  terme de toute  

somme Z , , ~ ( y ) ,  price,anent du terme, qui correspond ~ 1,~ ~ l e , r  y = v. 

pour  avoir le m a x i m u m  il faut  introduire  ce terme dans la somme, pour  

le m i n i m u m  il ne fau t  pas l ' introduire.  

Ddmonstration. L'existence du  m a x i m u m  et du  m i n i m u m  est consid6r6e 

eomme 6vidente 'k priori, eomme on le fait souvent  dans d 'autres eas. 

D6montrons ma in t enan t  que dans tous les cas except6 dans le eas 
v 

ci-dessus on peut  augmente r  ou d iminuer  1~ somme ~ m ~ 2 ( y )  ~ voh)ntS. 

Remarquons  encore qu 'en comparan t  les deux sommes nous allons 

souvent y laisser de e6t6 les termes communs  en d iminuan t  d'apr~s cela 

le nombre  des termes. 

Premier  cas. Etant  donn6 V' n + i - -  , soient 
2 

Yl<Y.~ ~ . . .  KY~'+~ 

des valeurs de y diff6rentes entre elles, auxquel les  correspondent  des 

valeurs positives de m 

m~, m.~, . . . .  , ,m~,+l. 

Supposons encore que l 'on a 

y ~ < v  <y~+~. 

On peut  donner  aux hombres  

quelques aeeroissements infiniment petits 

$ ' 2 ,  ~ ' 3 ,  �9 �9 �9 ~ $ ~ ' - i - 1 ,  

et afin que les sommes 

b b b 

. . . ,  aZ"'~o+, (y) 
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restent sans changement, ces accroissements doivent satisfaire aux 6quations 

L'accroissement correspondant de la somme 

est 6gal b~ 

- -  , , ,  - -  - - . . . - -  , , , ,  u ( y , ) .  

Les ~quations prSc~dentes ne d~terminent que les rapports r~eiproques 
des accroissements 

de mani6re qu'on peut prendre run  de ces accroissements comme arbitraire. 
On peut encore se convaincre K l'aide du th6or6me 5, que toutes ]es 

quantit6s infiniment petites 

~ 2 ~  ~ 3 ~  " �9 " ~ ~ ' + 1  

sont d'un mdme ordre et les quantitds 

sont du m~me ordre ou bien quelques-unes de ces derni~res peuvent 
dtre d'un ordre sup6rieur. 

Par cons6quent zi peut ~tre pris ~ volont6 positif ou n6gatif. 
Si Yon a zi > o, alors d'aprbs le th6or6me 3 (rempla~ant a par Yl) 

v 

l'accroissement de la somme ~ m 9 ( y )  devient positif; au cas contraire il 

sera n6gatif. 
Cette transformation peut ~tre pratiqu6e aussi dans le cas, oh Y l :  a. 
Mais si l'on a Y,'+I : b, cette transformation n'est plus possible, 

parce qu'alors il est impossible de changer le signe de ~,+1 ~ volont6 
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Dans ce cas on peut  en ver tu  du th5orSme 4 a u g m e n t e r  ou d iminuer  
t) 

la somme ~ m ~ ( y )  en faisant  var ier  les valeurs  de 

Yl, Y~, . . . ~  Y.;~ mi~ f9L2~ . . .  ~ m,'+l. 

Quan t  au cas de yl = a e t  y,'+l ~ b, nous le considSrons k part.  

age second cas ne diff~re du prScSdent que par  

y , - ~  a et Y~'+I ~ b. 

D5signons par  m (v) la va leu r  de m correspondante  k y ~ v. On peut  

donner  a u x  nombres  

Y2~ ff3~ . . . ~  ff,~,, 'm~ m2~ . . . ~  ~t~,+l ~ m (v) 

des accroissements inf in iment  petits 

satisfaisant aux  ~quations 

('/~1 _11__ //. l)~k(Yl) _[_ (,~b2 --]-- tO.2)~/.(y2 7[-- ~'2) --[-- " ' "  "7[-- (')'V + /~,~:))tk(ff'./ + ~V) 
+ (m~,+, + ~,,,+,) ~,(y.,,+,) + ff,.)~(v)= m,~,(u,) + ,,,.~,, (y~) +. . .  +,,~,+,z(,j,,+,). 

( k = l ,  9, 3, . . . ,  n + l )  

Le n o m b r e  de nos ~quations est moindre  d 'une  unit6 que eelui des acerois- 

sements. 

Cependant  dans ce cas il est impossible de changer  les signes des 

accroissements car  m (~ peu t  ~tre 5gal fi~ z4ro ct par  consSquent on dolt  

poser 
ff(~) > 0 

afin que la somme re(v)- 4- #(v) soit abso lument  positive. Or  d'apr6s le 

th6or6me 5 on peu t  d6montrer ,  que 

/ ~ ,<o  et ff~,+,<o. 

Q u a n t  k l 'accroissement  de la somme ~m~2(y) ,  il peut  ~tre pris k volont6 

6gal k l 'expression 

(~  + z~),c~ (~J~ + ~ )+ . . .  +(, , ,  + z,)p,(y, + ~) + #~'~,~(~) 
- -  ( - -  z , ) ~  (~, )  - -  ~ ( u , )  - - . . . - -  ~, ~(~,) 
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ou ~ l'expression 

- -  ( _  - -  _ 

La premiere 
seconde est n6gative. 

l'roisi~me cas. Soient 

69 

de ces expressions est positive d'apr6s le th6or6me (4) et la 

des valeurs diff6rentes de 
sitives de m 

y, auxquelles correspondent des valeurs po- 

ml, m 2 ,  . . . ,  m~,. 

de plus qu'aucune de ces wleurs  de y n'est 6gale ni Nous supposons 
a n i g b .  

Comme dans ce qui prdc6de on peut donner aux nombres 

Yl~ Y2~ ' ' ' ~  Y;~ ~n,1~ ~t,.~ . . . ~  m.s~ m (v) 

des accroissements infiniment petits 

#(v) 6tant > o. 

Il est facile de conchtre d'apr6s le th6or6mc 5 que l'on a 

~ 1 < o  et G ' >  o. 

Ensuite d'apr6s les th6or6mes 3 et 4, comme nous l'avons fait auparavant, 
nous d6duisons qu'on peut augmenter ou diminuer g volont6 la somme 

v 

Conclusion. Ayant 6gard aux r6sultats de nos c0nsid&ations, il n'est 
pas difficile de voir, comme nous l'avons dit, que les maximum et mi- 
nimum cherch& ne peuvent avoir lieu que dans le cas, oh 

n - [ - I  
Y) --~- - -  -] I 
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et en luOne temps oh se t rouvent  parmi  les quantit6s 

Y~, Y2, �9 . , ,  Y,~ 

la valeur  v et une des va.leur a et b. Effect ivement  les th6or6mes 3 et 
v 

4 nous mont ren t  que dans ce  cas la somme ~mg2(y)  at te]nt le m a x i m u m  

ou le m i n i m u m  selon quc nous comptons  ou ne comptons pas la quant i t6  

m')g2(v)  appar tenan t  '~ ses termes. 

Remarque.  D'unc mani6re analogue b~ ce qui pr6chde on peut  

donner  la r6solution de notre question dans les cas, o~. on a v = b ou 

bien n 6tant pair. 

Remarquons  encore que dans mon m6moire  sur quelques applications 

des fractions continues ~ j 'ai discutd le eas part icul ier  o~1 

~(~)  = ~, ~ (~)  = z ,  . . . , ~ , , + ~ ( ~ )  = ~'~. 

Dans ce cas les inconnues 

Yl, Y2, . " ,  Y,~ 

se d6terminent  comme les racines d 'une certaine 6quation alg6brique. 

Quant  aux inconnues 
?~1~ m~) . . . ~ ~ 

on les d6termine k l 'aide d 'un syst6me d'6quations du premier  degr6 par  

lcs valcurs 

Yl, Y~, " . ' ,  Y~ 
trouv6es auparavant .  

S:t P6tersbourg,  Janvier  I886.  
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