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iVv. UBER DIE BILDUNG ABEL’SCHER KORPER MIT

GEGEBENER GRUPPE.

In den drei vorangegangenen, die Abel'schen Zahlkorper betreffenden
Arbeiten (Acta Mathematica, Bd. 8) ist die Identitat des Begriffs der
Abel'schen mit den Kreiskdrpern nachgewiesen, und damit zugleich die
Theorie aller Abel'schen Zahlkorper auf die allgemeine Theorie der
Kreisteilungsperioden zuriickgefiihrt,

Eine tiefer greifende Einteilung der Abel'schen Koérper wird sich,
wie bei algebraischen Fragen tiberhaupt, auf die Beschaffenheit der Gruppe
zu griinden haben. Die Constitution einer Abel’schen Gruppe kann aber,
wie zunichst gezeigt werden wird, vollstandig charakterisiert werden
durch eine gewisse Reihe ganzer Zahlen, die Gruppeninvarianten, und
indem wir die Gruppe als durch ihre Invarianten definiert annehmen,
stellen wir die Aufgabe

I.  Alle Abel'schen Kdrper von gegebener Gruppe zu bestimmen.

‘Nach den Ergebnissen der vorangegangenen Arbeiten (I, § 5) hat
man hierzu nur nothig, Kreisteilungsperioden mit gewissen vorgeschricbenen
Eigenschaften zu bilden.

Es ist aber bereits in der Abhandlung I, § 4, darauf hingewiesen,
dass ein und derselbe Abel'sche Korper in melreren vollstindigen Kreis-
korpern enthalten ist, d. h. darch Einheitswurzeln verschiedener Grade
dargestellt werden kann, und hiernach muss die Aufgabe I noch dahin
erginzt werden

Acta mathematica, 9. Inmprimé le 13 Novembre 1886. 14
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II.  Abel'sche Kirper wvon beliebig gegebener Gruppe durch Einheits-
wurzeln maglichst wiedrigen Grades darzustellen.'

§ 1. Die Gruppeninvarianten.

Es ist, wie schon in der Abhandlung I, § 1, erwahnt, eine funda-
mentale Eigenschaft Abel'scher Gruppen, durch eine Basis darstellbar zu
sein, und man kann die Elemente g,, ¢,, ..., g, einer solchen Basis so
auswihlen und anordnen, dass von den Graden e, €,, ..., ¢, dieser Ele-
mente jeder durch den folgenden teilbar ist. Die Bestimmung einer
solchen Basis ist anf mehrfache Art moglich; wie diese aber auch ge-
wahlt sein mag, dic Zaklen e, e, ..., e, deren Product e gleich dem

' Die Aufgabe I ist fiir Abel’sche Korper mit regulirer Gruppe (einfache Abel'sche
Kérper) von KRONECKER im Monatsbericht der Berliner Akademie vom 14%"
April 1856 behandelt. (Vgl. auch den III**® Bricef in dem in den Géttinger Nach-
richten vom 16%" Dez. 1885 verdffentlichten Briefwechsel zwischen DiricurLer und Kro-
NECKER.) Das dortige Resultat bedarf einer kleinen Erginzung, in so fern, wenn man
pach KRONECKER's Vorschrifs verfihrt, noch Perioden crhalten werden, welche cinen ver-
sehwindenden ‘Wert haben. Nimmt man z. B. #n = 6, m = 63, p, = 3, p,=7, b, =3,
b, = 1, so erhilt man nach Formel II der KroNECKER'schen Abhandlung, wenn o eine
primitive 63t Kinheitswurzel bedeutet, &(p)=p + p* + p* +p '+ p " + o %,
was den Wert O hat. Dies rihrt daher, dass p, ein wmehrfacher Factor von m und zu-
gleich ein Teiler von b, ist. Um die Bedeutung unserer Forderung II gleich hier durch
ein einfaches Beispiel ins Licht zu setzen, nehmen wir % = 3, m = 35 = 5.7, woraus
sich, wenn p eine primitive 35% Hinheitswurzel bedeutet, die Periode

(’Z',(p) ::/0 +‘0R +/)‘22 +‘02‘3 +‘0—1 +/)m3 +‘0——‘22 +/)729

ergiebt, welche aber = — (p'® 4 p~'°) ist und also schon unter den Perioden der 7te®
Einheitswurzeln vorkommt. RKtwas anders verhalten sich wieder die 91" Einheitswurzeln.
Denn wihrend man aus 35%" Einheitswurzeln iiberhaupt keine Perioden bilden kann,
welche die Wurzeln cubischer Gleichungen sind, die nicht bereits unter den Perioden der
7t Kinheitswurzeln vorkommen, ist dies bei den gI1*** Einheitswurzeln moglich, wihrend
andere wieder bereits unter den Perioden der 7" oder der 13" Einheitswurzeln vor-
kommen. Dieser Unterschied beruht darauf, dass alle Primfactoren von gI nach dem
Modul 3 mit I congruent sind, was bei 35 nicht der Fall ist.
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Grade der Gruppe ist, sind immer dieselben und werden daher nicht un-
passend die Invarianten der Gruppe genannt.’

Es soll hier eine Eigenschaft dieser Zahlenreihe nachgewiesen werden,
welche die erwihnte Invarianz in sich schliesst, aber noch scharfer die
fundamentale Bedeutung dicser Zahlen, oder genauer gesagt der in ihnen
enthaltenen Primzahlpotenzen hervortreten lasst.

Sind py, Py, ..., p, die hichsten Potenzen einer Primzahl p, welche in
€, €y ..., ¢ enthdalten sind, so sind wunter den Gradzahlen der Elemente
einer beliebigen DBasis der Gruppe immer v solche enthalten, welche durch
Pis Doy oy Py, aber durch keine hélere Potenz won p teilbar sind, wdilrend
die Gradzahblen der dibrigen Elemente der Basis (falls solche vorhanden)
durch p unteilbar sind.

Wir konnen diesem Satz, ohne seinen Inhalt zu #ndern, eine etwas
weitere Fassung geben, welche zugleich den Beweis vereinfacht. Es seien

Uy gy ooy @
it den Graden

Gy Qay o0y O
und

byy 0y, ..., 0

"

fgu ﬂz; st ﬂp.

irgend zwei Basen einer Gruppe 9, so dass alle Elemente a der Gruppe 2,
und jedes nur einmal, dargestellt wird, wenn man in einem der beiden

Ausdriicke

mit den Graden

(1) a == aday...a)
(2) = bpby. .. by

die Exponenten z, je ein vollstaindiges Restsystem modulo a«, oder die
Exponenten y, ein solches modulo §, durchlaufen lasst.

! Diese Bezeichnung ist zuerst gebraucht in der Abhandlung von FrosENIUS und
STICKELBERGER, Uber Gruppen vertauschbaver Elemente, (CRELLE's Journal, Bd. 86, § 7),
woselbst sich zwei Beweise fiir den Satz finden. Im dbrigen sind noch zu erwihnen
ScuERING, Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen, Ab-
handlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Bd. 14; Kro-
NECKER, Monatshericht der Berliner Akademic I Dez. 1370; WEBER, Beweis
des Salzes efc., Mathematische Annalen, Bd. 20, S. jo1.
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Ist nun p cine im Grade von ¥ aufgehende Primzahl und

(3> % = pl“i) 0y = Pzﬂ;; e ey Oy = pua;
(4> A= pifis pe = Pafes - - s B = P ,'L_

worin die p,, p, Potenzen von p und a,, B, durch p unteilbar sind, so
sind diejenigen unter den p,, p,, ..., p,, welche grosser als 1 sind, auch
unter den p;, pi, ..., p, enthalten und umgekehrt.

Beim Beweis dicses Satzes setzen wir die Anordnung der Elemente
Uy @y, oo, @3 by, by, ..., b, so voraus, dass

=Pz

IV

Y

PP P,

Ist o das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von a;, a;, ..., a;, so
ist fur alle Elemente a der Gruppe U

a? = 1

woraus hervorgeht, dass ap, durch jede der Zahlen 8, f,, ..., . teilbar
ist. Es ist also p, teilbar durch p; und « durch das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von f, £, ..., f.. Da nun in dicsem Schluss die
@, mit den b, vertauscht werden konnen, so folgt, dass o zugleich das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von &, £, ..., §. ist und dass ausser-
dem

"
(5) po= pr.
Wir setzen nun voraus, es sei fir irgend eine Zahl s bewiesen
’
(6) Pr=py =P, - - P =Pl

und bestimmen die Anzahl aller von einander verschiedenen in der Form
a’’s enthaltenen Elemente der Gruppe a. Die Darstellung (1) liefert uns

Zy0Pg  Xe0Pg Zg_16Pg

(7) 0= G A
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woraus sich fitr die Anzahl der verschiedenen unter diesen Elementen

M P Ps—1
(8) Yl .1_3- e .1_”_

Ps P Ps
ergiebt. Ebenso gross ist aber auch nach unserer Voraussetzung die
Anzahl der von einander verschiedenen in der Form

MOP g 3 Usip Y5 14
(9) SN

enthaltenen Elemente, und daher miissen (nach der Darstellung (2)) alle
Elemente von der Form

Gps NP 7 Y0P

vy
@ b,

in der Form (9) enthalten sein. Also muss, wegen der Fundamental-
eigenschaft der Basis, p, teilbar sein durch p.. Da man aber wieder
ebenso den umgekehrten Schluss machen kann, so folgt

(IO) pa:p;7

womit unser Satz bewiesen ist.

Wie man also auch die Abel'sche Gruppe durch eine Basis dar-
stellen mag, die Gradzahlen der Elemente dieser Basis sind stets aus den-
selben - Primzahlpotenzen zusammengesetzt. Man kann die Basis unter
anderen auch so wahlen, dass die Grade ihrer Elemente diese Primzahl-
potenzen selbst sind.

Um die Gruppeninvarianten zu ecrhalten ordnet man die Potenzen der
verschiedenen Primzahlen in absteigender Reihe nach der Hohe des Ex-
ponenten und multipliciert dann die entsprechenden Glieder dieser Reihen,
wobei man, um Reihen von gleicher Gliederzahl zu erhalten, die 1 zu
Hulfe nehmen muss. Diese Zusammenfassung der Primzahlpotenzen ist
nicht sehr wesentlich, soll aber zur Vereinfachung der Darstellung hier
beibehalten werden.

Da in der Reihe der Gruppeninvarianten

€1y €5 +00y €,

jede Zahl durch die folgende teilbar ist, so sind die Quotienten

e,
2 A v—1 —_A —
(I I) - == 0y T Oy - -y e 0,3, ¢, = 0,
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ganze Zahlen, aus denen sich die Gruppeninvarianten e, e, ..., e, und
der Grad e der Gruppe in folgender Weise zusammensetzen

e, = 0,0,05...0,
€ = 0,0;...0,
(12) C e e
Y A\
€1 = 0,10,
e, == o,
N 2 a3 9
(13) € = 0,0504...0,.

Die Zahlen ¢ sind ebenso wie die Zahlen e nur von der Natur der Gruppe
abhangig und haben vor letzteren noch den Vorzug, dass sie keiner Be-
schrankung unterworfen sind. In gewissem Sinne wiirde es sich daher
empfehlen, die Zahlen ¢ als die Invarianten der Gruppe zu bezeichnen.
Wir wollen aber gleichwohl bei der anderweit schon gebrauchten Bezeich-
nung stehen bleiben.

Zwei Gruppen, deren Elemente sich einander in der Weise eindeutig
zuordnen lassen, dass durch die Zusammensetzung entsprechender Elemente
wieder entsprechende Elemente entstehen, heissen isomorph.'

Wenn nun swei Gruppen dieselben Invarianten e, ey, ..., e, haben,
so sind die Gruppen isomorph.

Denn wahlt man fur jede derselben eine Basis gy, gs, ...y g, 80, dass
in der Form

g1 g5 - - - 9.

alle Elemente, und jedes nur einmal, enthalten sind, wenn wz, modulo e,
genommen wird, so kann man diejenigen Elemente beider Gruppen cin-
ander entsprechen lassen, in welchen die Exponenten x, dieselben Werte
haben, woraus der Isomorphismus erhellt.

' C. JorpaN, von dem dieser Ausdruck herriihrt, nennt solche Gruppen »holoédrisch
isomorph». Da der meriédrische Isomorphismus hier gar nicht in Betracht kommt, so
lassen wir diese Unterscheidung weg.

Lost man den Begriff der Gruppe ginzlich ab von der besonderen Bedeutung, welche
die Elemente derselben in jedem einzelnen Falle haben, und fasst die Definition nur formal,
so kann man isomorphe Gruppen auch schlechthin als identisch bezeichnen und in diesem
Sinne sagen, dass durch die Invarianten die Gruppe vollstindig bestimmt sei.
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§ 2. Die Gruppencharaktere.

Eine Function y(a), d. h. ein System von e (gleichen oder ver-
schiedenen) von Null verschiedenen Zahlwerten, deren jeder cinem be-
stimmten Element & der Gruppe 9 zugeordnet ist, heisst ein Gruppen-
charakter, wenn fir irgend zweil Elemente «, « der Gruppe 9 die Be-
dingung erfallt ist

(1) x(aa’) = y(a)y(@).

Solcher Gruppencharaktere existieren genaw e von eimander verschiedene,
d. h. solche, deren je zwei mindestens fiir ein FElement a in U wverschiedene
Werie haben, und alle sind e Einheitswurzeln.

Denn zunichst folgt aus (1), indem man ¢ — 1 annimmt

x(a) = y(a)y(1),

also:

(2) Z(1) =1

Bedeutet nun wie in § 1 ¢,, g5, ..., g, eine Basis der Gruppe ¥, deren
Elemente die Grade e, e,, ..., ¢, haben, so ist fur jedes Element a

(3) @=grgy.. g,

und aus (1) folgt

(4) x(a) = x(0.)"x(9:)™ - x (0.7
und
(5) Z(-%)Pl =1, X(f/?)f,g':*—»- I, .., Z(gv)"v = 1.

Verstehen wir also unter

Oy 0y ooy 0,
primitive LEinheitswurzeln der Ordnung

€y €ay o ony €,
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so lassen sich die ganzen Zahlen y,, ,, ..., y, nach den Moduln e, e,, ..., ¢
so bestimmen, dass

v

(6) z(g) = 6y, ) =08 ., ylg) =0,
und daher

(7) ){(d) == ﬂ‘;"‘r‘ﬂg"’i . 0;{/,,5

wird.

Nehmen wir umgekehrt das Zahlensystem y,, 4,, ..., y, beliebig
an, so geniigt (7) der Bedingung (1) und ist daher ein Gruppencharakter.
Auch sind die auf diese Weise gebildeten e Gruppencharaktere alle von
einander verschieden; denn wihlen wir in (7) zwel verschiedene Expo-
nentensysteme y, welchen die beiden Charaktere y, y' entspringen, so
kann man stets ein System der z, d. h. ein Element ¢ finden, so dass
y(a) von y'(a) verschieden wird.

Ebenso aber giebt es, wenn a, @ verschiedene Elemente in 9 sind,
unter den Charakteren y gewiss immer solche fur welche y(a) von y(a')
verschieden ist.

Ein FElement a ist also wvollstindig und eindeutig bestimmi durch die
Zahlenwerte der e Charaktere y(a).!

Jedem System der Zahlen y entspricht nach der Formel

) « = gy g

ein und nur ein Element « der Gruppe U, so dass sich die durch (7)
bestimmien e Charakiere selbst in eindeutiger Weise den Elementen der Gruppe
A zuordnen lassen. Indem wir diese Zuordnung in die Bezeichnung auf-
nehmen, setzen wir, wenn die Zahlensysteme x, y durch (3) und (8) be-
stimmt sind

(o) 1e(@) = gl = Oy,

Verstehen wir unter y,y, den Charakter y,.(a), so bilden nach dieser
Zusammensetzung die Charaktere unter sich eine Abel'sche Gruppe, welche
mit der gegebenen Gruppe W -isomorph ist.

! Diese Siitze sind bewiesen in der oben citierten Abhandlung des Verfassers und

sind in der Abhandlung I zum Teil benutzt. Des leichteren Verstindnisses halber sind

die Beweise in obigen Text, zum Teil etwas vereinfacht, wiederholt.
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§ 3. Divisoren Abel’scher Gruppen.

Wir betrachten jetzt eine Abel'sche Gruppe N vom Grade N, deren
Elemente mit # und deren Charaktere mit y,(n) bezeichnet sein mogen.

Ist 9 eine in N enthaltene Gruppe, d. h. ein System von in 9 ent-
haltenen Elementen @ von der Art, dass das Product zweier ¢ immer
wieder ein Element in U ist, so lasst sich die Gruppe N in Reilen von
gleich viel Elementen in folgender Weise zerfillen.

Ist @, ein in N aber nicht in 9 enthaltenes Element, so sind auch
alle Elemente aa, zwar in 9 aber nicht in U enthalten. Die Gesammt-
heit dicser Producte a a, welche cbenso viele Zahlen wic 9 selbst enthalt,
werde mit 9, bezeichnet.

Ist a, ein in N, aber weder in ¥ noch in Y, enthaltenes Element,
so gilt das gleiche von allen Producten a,¢, und deren Gesammtheit
bildet ein Systen 9, von ebenso vielen Elementen wie 2. Fiahrt man
auf diesc Weise fort, bis die Gruppe 9 erschopft ist, so wird N in eine
bestimmte Anzahl von Reihen

(I) A, 911’ S}Iza seey SlIe—l

zerlegt, deren jede gleichviel, also N:e Elemente enthalt, von denen aber
nur dic erste eine Gruppe ist.

Wenn man nun dic Zusammensetzung dicser Reihen in der Weise
erklart, dass 9, dic aus den Elementen a,a,a gebildete Reihe sein soll,
so bilden diese Reihen unter sich eine Abel’sche Gruppe R vom Grade e,
in welcher die Gruppe U als Einheit gilt.

Wic die Charaktere der Gruppe ® aus denen der Gruppe N her-
geleitet werden, ist schon in der Abhandlung I, § 3, gezeigt. Wir kommen
hier in der Kirze darauf zurtck.

Tst &(NA,) einer dieser Charaktere, so konnen wir setzen:

(2) E(W) = &(a,a) = &(n)

wodurch eine Function &(n) fur jedes Element von 0 definiert ist, welche
fir alle Elemente einer der Reihen (1) einen und denselben Wert hat,
und fir alle Elemente der Gruppe A den Wert 1.

Acta mathematica. 9. Imprimé le 15 Novembre 1886. 15
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Diese Function geniigt aber der Bedingung
E(WHEAU) = EQAL),
d. h. nach der Erklarang der Zusammensetzung der Reihen 9, U,
(3) E(n)&(n") = &(nn'),

und ist also nach § 2 unter den Charakteren y(n) der Gruppe RN ent-
halten.
Ist umgekehrt &(2) ciner der Charaktere y(#), welcher der Bedingung

(4) £(a) =1
geniigt, so ist auch
(5) &(may = &a,)

fur alle @ und kann daher mit &(9,) bezcichnet werden. ILs besteht
aber zugleich die Relation

(6) 5( 9[,,) g ( %) = é@rh s)\(x)

und es ist also diese Function einer der Charaktere von H.

Es folgt hieraus, dass die Bedingung (4) fur genau e unter den Cha-
rakteren y(n) erfullt ist.

Wenden wir also die am Schlusse des vorigen Paragraphen eingefithrte
Bezeichnung an, so erhalten wir die Charaktere der Gruppe R in der
Form y,(n), wenn wir alle diejenigen Elemente & in der Gruppe N auf-
suchen, welche fir alle Elemente a der Bedingung geniigen

(7) nl(e) = 1.

Diese Elemente b bilden eine in N enthaltenc Gruppe B, welche mit R iso-
morph ist, und der zu W reciproke Divisor von N genannt sein soll.

Die Gruppe % ist durch die Gruppe % vollstindig bestimmt und
die Beziehung beider ist cine gegenseitige. Das Product der Grade zweler
reciproker Teiler von N ist gleich dem Grade von %. .
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§ 4. Die Gruppe der Potenzreste fitr einen zusammengesetzten
Modul.

Wir verstehen jetzt unter N die Gruppe der nach irgend einem
Modul m genommenen zu m teilerfremden Zahlen n, welche sich, wenn
zwei nach dem Modul m congruente Zahlen als nicht verschieden be-
trachtet werden, durch Multiplication, welche hier die Stelle der Zusam-
mensetzung vertritt, reproducieren.

Sei also
(1) m = 2 qhgke .
der Modul, ¢,, ¢,, ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen,
k,y ky, ... positive Exponentén und 1 entweder = o oder > 2, (A=1
hat fir unsere Aufgabe kein Interesse).

Bedeuten ¢, ¢,, ... primitive Wurzeln von ¢f, ¢, ... so sind, wie
aus der Theorie der Potenzreste fiur zusammengesetzte Moduln bekannt
ist, fur jede Zahl n die Exponenten y, y,, ... nach den Moduln

{1—-1(,11 — 1)7 qu—l(qz - I)) e
vollstindig und eindeutig dadurch bestimmt, dass
n=cp (mod qp), n=dz (mod qy), .
Ist 2 = 2, so ist ebenso a nach dem Modul 2 durch die Congruenz
n=(—1)* (mod 4)

und ist A> 2 so sind «, B nach den Moduln 2, 2*~* durch die Congruenz

n=(— 1)5" (mod 2%
bestimmt.
Die auf diese Weise bestimmten Exponenten, namlich
Tir Ter + o v wenn m ungerade
Uy Tiy Tgr - o wenn m =4 (mod 8)

ay By 11y Tar v o - wenn m =0 (mod 8)
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heissen die Indices der Zahl n und sollen in irgend einer Reihenfolge mit

Oy Gy ovey O

bezeichnet werden, wihrend wir die Moduln, nach welchen diese Indices
genommen sind, namlich

g, — 1), ¢ g, — 1)y - wenn m ungerade
2, ¢v g, — 1), @ Yg, — 1), ... wenn m = 4 (mod 8)
2, 2" i, — 1), g, — 1), ... wenn #m =0 (mod 8)

mit
My My, ..., N,

bezeichuen, und zwar so dass «, der zum Modul m, gehorige Index heisst.

Die Anzahl p der Indices ist also gleich der Anzahl der von ein-
ander verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen, oder, falls m durch 8
teilbar ist, um eins grosser.

Ist ein System von Zahlwerten fur die Indices a,, «,, ..., a, nach
dem System der Moduln m,, m,, ..., m, beliebig gegeben, so gehort dazu
umgekehrt eine nach dem Modul m vollstindig bestimmte Zahl n. Die
Indices eines Productes zweier Zahlen sind die Summen der entsprechen-
den Indices der einzelnen Factoren.

Wenn wir also jeden der Indices cin vollstindiges Restsystem nach
seinem Modul durchlaufen lassen, so erhalten wir die ganze Gruppe N

vom Grade
e{m) = mm, ... n,.

Um die Charaktere der Gruppe M zu erhalten, wahlen wir ein System

primitiver Einheitswurzeln der Ordnung m,, m,, ..., m,
Wy Wyy «ovy W,
Sind alsdann aj, a;, ..., a, die Indices irgend einer Zahl #' in W,

so erhalt man die ¢(n) Charaktere y,(n) in der Form

) , ,
oy gy aya,
.

(m) =0, 0. .. 0,
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§ b. Die Kreisteilungsperioden.

Bedeutet » eine primitive m' Einheitswurzel, und 9 irgend eine in
N enthaltene Gruppe, so heisst die Summe

(1) y = ir“

eine Kreisteilungsperiode und man hat nun zunichst auf zwei Umstiinde
zu achten:

1. Nach Abhandlung I, § 5, verschwindet 5 dann und nur dann
wenn fur irgend ecine mehrfach in m aufgehende Primzahl ¢ alle der Be-
dingung

m
=1 <mod —)
q/
gentigende Zahlen n in A enthalten sind.

2. Wenn die in 1 erwahnte Bedingung nicht, dagegen fir einen

einfachen Primfactor ¢ von m alle in N enthaltenen der Bedingung

m
a=1 <mod —>
q

geniigende Zahlen zugleich in 9 enthalten sind, aber auch nur unter
dieser Voraussetzung kann y durch Einheitswurzeln von niedrigerer Ord-
nung ausgedriickt werden. (I, § 4.)

Es lagst sich diese Darstellung auch leicht finden; denn es besteht
in diesem Falle ¥ aus lauter Zahlen von der Form

a’(l —{—h%),

worin A die Reihe der Zahlen o, 1, ..., ¢— 1 mit Ausnahme derjenigen,
fir welche

m
I+ ) v kg

ein Vielfaches von ¢ ist, und o eine Gruppe A’ fur den Modul m:q
durchlauft. Dann ergiebt sich aber

@ a
SR ST S
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also y (vom Vorzeichen abgesehen) gleich einer aus Einheitswurzeln der
Ordnung m:q gebildeten Periode.

Es sei nun wieder 9 irgend eine in N enthaltene Gruppe vom Grade
¢o(m):e, und es werde uberhaupt an den Bezeichnungen der §§ 3, 4
festgehalten. Unter den mit » conjugierten Perioden

(2> 77” — Z,',.na

sind, wenn nicht der Ausnahmefall 1 eintritt, in welchem dieselben alle
verschwinden, e von einander verschieden, entsprechend den e Reihen

A, gy ovvy Ay des § 3, nimlich

(3) Ny Gars Bas v oo s Gay_yo

und diese sind die Wurzeln einer irreducibeln ganzzahligen Gleichung
¢** Grades (I, § 5). Die rationalen Functionen von z mit rationalen
Zahlencocfficienten constituiren einen Kreiskorper, und es ist das Haupt-
ergebniss der drei vorangegangenen Abhandlungen, dass man auf diese
Weise alle Abel’schen Kérper erhalt, und, wenn man den Ausnahmefall
2 noch ausschliesst, jeden nur einmal.

Die Permutationsgruppe des auf diese Weise gebildeten Korpers (oder
die Gavors’sche Gruppe der Gleichung fir ») besteht aus den e Substi-
tutionen

(4) (W’ vak) - (ﬂa/ﬂ Wa,m,)?

und ist also isomorph mit der Gruppe R der Reihen U, %, ..., A, .,
oder auch isomorph mit der zu N reciproken Gruppe B.

Will man also Abel’sche Korper bilden, deren Gruppe vorgeschriebene
Invarianten e,, e,, ..., e, hat, so wird man zunachst nicht auf die Bildung
der Gruppe U, sondern auf die der reciproken Gruppe B ausgehen, welche
eben diese Invarianten besitzt. Hieraus ergeben sich die beiden folgen-
den, zusammen zu beantwortenden Fragen:

I.  Welche Moduln m sind geeignet, wm mit ihrer Hilfe Gruppen B mit
den vorgeschriebenen Invarianten e, e, ..., e, zu bilden, und zwar so, dass
die zu B reciproke Gruppe N nicht unter die beiden Ausnahmefille 1, 2 fallt? *

! Dass fur beliebig gegebene Invarianten immer solche Moduln existieren, ist in der
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If. Wie findet man diese Gruppen fiir einen gegebenen dazu geeigneten
Modul?

§ 6. Bedingungen fitr den Modwl m.

Es ist zuniichst erforderlich, die Bedingungen, 1, 2 welche die auszu-
schliessenden Gruppen 9 charakterisieren, auf solche fur die Gruppe B
zu tbertragen.

Wir bezeichnen die Indices einer jeden Zahl e in 9 mit

Ayy Aay ovey &y

die einer jeden Zahl b in B mit

ﬂl? ﬁ*za M | ﬂﬂ.’

so dass also die Zahlen b dadurch definiert sind, dass far alle Zahlen «

ayd mf W
(1) " w,” . e, = 1.

Wir haben nun wenn ¢ ein Primfactor von m ist, diejenigen Zahlen
a zu betrachten, welche der Bedingung

(2) a=1 <mod %)

gentigen, und unterscheiden dabei folgende drei Falle:

1. Es sei g eine & mal in m aufgehende ungerade Primzahl und
k> 1. Die Indices aller der Bedingung (2) geniigenden Zahlen @ sind
dann gleich Null mit Ausnahme des zum Modul ¢*~'(¢ — 1) gchorigen,
und dieser letstere kann jeden Wert annchmen, der durch ¢**(g — 1)
teilbar ist. Die Gruppe A wird also dann und nur dann die simmt-
lichen der Bedingung (2) geniigende Zahlen a enthalten, wenn die zum
Modul ¢"~'(q — 1) gehirigen Indices B alle durch q teilbar sind.

2. Ist ¢ = 2 so schliesst man ebenso, dass alle der Bedingung (2)
geniigenden Zahlen ¢ dann und nur dann in 9 enthalten sind, wenn die
zum Modul 2 oder 2*7? gehorigen Indices 5 alle gerade sind, je nachdem
m =4 oder m =0 (mod 8) ist.

oben citierten Arbeit von FROBENIUS und STICKELBERGER gezeigt. - Jedoch ist dort die
Frage nicht bertihrt, wie man alle diesc Moduln erhiilt.
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Schliessen wir diese Falle aus, so kann die Kreisteilungsperiode
nicht verschwinden.

3. Ist ¢ ein einfacher Primfactor von m, so sind die der Bedingung
(2) gentigenden Zahlen @ dadurch charakterisiert, dass die Indices der-
selben alle verschwinden mit Ausnahme des zum Modul ¢ — 1 gehdrigen,
welcher jeden beliebigen Wert haben kann. Es tritt also hiernach der
zweite Ausnahmefall, nimlich die Reduction auf Einheitswurzeln niedri-
gerer Ordnung, dann und nur dann ein, wenn die zum Modul ¢ — 1 ge-
horigen Indices 3 alle gleich Null sind.

Nun ist nach der Definition der Invarianten e, die kleinste positive
Zahl, welche fiir alle Elemente 5 den Bedingungen geniigt:

(3) e, =0 (modm,), e,,=0 (modm,), ..., e¢fB,=o (modm,).

Sollen also die beiden Ausnahmefille ausgeschlossen sein, so ergeben sich
nach 1, 2, 3 fur den Modul m die folgenden Bedingungen.

Eine ungerade Primzahl ¢, darf nicht ofter in m, enthalten sein als
in e, (weil sonst nach (3) simmtliche B, durch ¢, teilbar wiren), also:

A. Eine in e, nicht enthaltene ungerade Primzahl kann nur einfach
in m enthalten sein und eime in e, enthaltene ungerade Primzahl kann hichstens
einmal mehr in m als in e, aufgehen.

B. Ist e, ungerade, so muss auch m ungerade sein, und ist e, durch
eine Potenz von 2 teillbar, so kann m den Factor 2 hichstens zweimal dfter
enthalten als e,.

C. Ist q eine einfach in m aufgehende Primzahl, so muss q — 1 we-
nigstens durch eine der in e, aufgehenden Primzahlen teilbar sein.

Diese Bedingungen erweizen sich als notwendig. Es wird sich spiter
noch eine weitere Bedingung ecrgeben, die dann mit diesen zusammen
auch hinreichend ist.

§ 7. Bestimmung der Gruppe B.

Wenn eine Gruppe 8B mit den Invarianten e, ¢,, ..., ¢, existiert,
so giebt es eine Basis von y Elementen g, g5, ..., g, von den Graden
€1y €3y vvn, €

vy

so dass jedes Element & in der Form darstellbar ist

(1) b=g.g, ..., (modm),
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und . jedes nur einmal,” wenn w,, z,, ..., z, je ein vollstindiges Rest-
system mod ¢, e,, ..., ¢, durchlaufen.
Sind nun.
Biis Bisy -y B, die Indices von g,

,32,1, ﬂ?,m ey ﬂgﬂ » » » ' Jay

ﬂu,l 9 ﬁv,?’ R ﬂv,p. » » » ,_(/v?

so erhilt man die Indices f,, 8, ..., . eines beliebigen Elementes 0
in der Form:

fi=pax 4 po® + ... + B2, (modm,)
Pr=Bia® + foots + o oo B0z, (mod my)

. . . . . . . . . .

)

(2)

B.=p .2+ Bou® + oo+ Bz, (inodm,).
Umgekehrt liefert auch jedes System der

z, (mod e¢), x, (mode,), ..., x (mode)

1 2

in (2) eingesetzt, die Indices ciner und nur einer Zahl b.

Hieraus ergeben sich mit Rucksicht auf 1, 2, 3 des vorigen Para-
graphen die nicht nur notwendigen sondern auch hinreickenden Bedingungen
fur die Indices B,, des Basis.

L Die B, miissen so beschaffen sein, dass die Congruenzen

P + B+ ...+ Bx, =0 (modm,)
Bi 2%+ Bo2% 4 ...+ B.%, =0 (inod m,)

(3)
Piun® + B+ ..o+ B2, =0 (modm,)

die Congruenzen
(4) =, =0 (mode,), #,=0 (mode,), ..., x=0 (mode)

zur notwendigen Folge haben.
L. 1Ist q ein mehrmals in m aufgehender Primfactor und m, = ¢*{q—1),

Acta mathematica. 9. Imprimé le 17 Novembre 1886, 16
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oder falls .q = 2 ist, m, = 2*7° oder = 2, je nachdem m durch 8 teilbar

ist oder micht, so dirfen die v Zahlen

(5) /gi,h’ ,Bz',h’ ey Py

nicht alle durch q teilbar sein.
NI Soll auch der zweite Ausnahmefall ausgeschlossen sein, so diirfen,
wenn q ein einfacher, Primfactor von m und m, = q — 1 ist, die Zahlen

/.?l’h’, ﬂ-z,m c ety /?v,h

nicht alle durch q.—. 1. teilbar sein.
Um dic Moglichkeit der Erfullung dicser Bedingungen beurteilen zu
konnen, bezeichnen wir mit

(6) dy Gora)

den grossten gemeinschaftlichen Teiler von e, und m,, so dass, wegen der
von den e, vorausgesetzten Ligenschaft in der Zahlenreihe

(7) d},m d‘Z,h? cee) dv,h
jede Zahl durch die folgende teilbar ist, und setzen ferner

e = dy 6, = i vy = oo = ,C s
®) o
my, = dy ,m, , = dy My, = « .o = d, ,m, ,,
so dass ¢, und m,, relative Primzahlen sind, und wegen (7) in der

Zahlenreihe

(9) 1"],117 7"?,}” AR qnv,h

jede Zahl durch die worangegangene teilbar ist.

Die Zahlen d, ,, ¢.,, m,, sind durch die Invarianten e, ¢, ..., ¢,
und den Modul m allein bestimmt, und wenn m den Bedingungen A, B,
C des vorigen Paragraphen gentigt, so ist m,, im Falle 11 nicht durch ¢,
im Falle 111 nicht durch q — 1 teilbar, wie aus

€, — d],hex,m m, = dl,h”"l,h
hervorgeht.
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Da nun ¢, der Grad von g, ist, und f.,, B4y ---, B, die Indices
von ¢,, so ist e, die kleinste positive Zahl, welche den Congruenzen

(10) € in =0 (mnodm,) (h=1,2, .., 1)
genligt. Daraus folgt aber wmittelst (8)
dy 1€ 1 fBe,n =0 (mod d, ,m; ,),
und daraus, da e, und my, , relativ prim sind,
Brn=0 (mod my ).

Wir setzen daher, indem wir unter j,, ncue ganze Zahlen verstchen,
die nach dem Modul d,, zu nehmen sind

(I I) /))k,h == My w k05

und formen damit die Congruenzen (3) um.
Man erhalt zuniichst durch einsetzen von (8) und (11) in (3):

My n 1,0 % My e n®s & oo WM, 2, =0 (mod /'nl,h(]],h>'

und daraus mittelst der Relationen

Men Ay, ey ex L
(12) = 2—*120“10“2-~-0“k—1_“t’
M1, i n er e €1,n
worin wie in § 1 (11)
e . e £yt
1D 2 __ N d = 0 = 0, = 00 j
(1 3) p T % ST 0 ey T T Oy €, =0, 6 FT 00 .0,
“Y

gesetzt ist,

(14) 1,0 F € ilu 0% + oo+ 6070,10105 . 0,8, =0 (mod ey),

und die Bedingung I ist nun darauf zurickgefuhrt, dass die fir k= 1, 2,
v, pogliltigen Congruenzen (14), die sich auf einen und denselben Modul
beziehen, die Congruenzen (4) zur notwendigen Folge haben.

Bei den weiteren Folgerungen aus dieser Forderung stiitzen wir uns
auf das nachstehende, leicht zu beweisende Leinma.
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Die nach irgend einem Modul ¢ genommenen Congruenzen

%+ oo+ 4,2, =0
-« « . « + . (modyd)

a % + ...+ a,,r,=0

konnen befriedigt werden ohne dass simmtliche w,, ..., 2, durch ¢
teilbar sind, wenn » > p ist oder wenn zwar vy < p aber alle aus den
Reihen der Cocfficienten @, , zu bildenden p-reihigen Determinanten mit

i\

¢ einen gemeinschaftlichen Teiler haben, im andern Fall ist dies nicht
moglich. ' ’

Da nun die Congruenz (14) auch fur den Modul ¢, giltig sein und
die Folgerung

x, =0, z,=0, ..., x,=0 (mode,)

ergeben muss, so erhalten wir eine vierte Bedingung fur den Modul m.
D. Es muss die Anzahl p der Indices fir den Modul m gleich oder
grosser sein als die Anzahl v der Invarianten.
Die Congruenzen (14) lassen sich nun successive durch die folgenden
ersetzen :

(15) e :1,:%, =0 (mod 4,),

welche die Bedingung ergiebt:

A\
((’1) €t Crelres vees CLuln

dirfen keinen gemeinschaftlichen Teiler mit o, haben.
Danp folgt aus (15)

(16) xr, = é‘lxii
und aus (14)

(17) €471, 0+ Cyuate % =0 (mad 4,),

! Rs ist kaum nitig, auf den Beweis dieses Satzes hier einzugehen, dor fast wirt-
lich aus der Theoric dar linearen homogenen Gleichungen entnommen werden kann. (Man
vgl. z. B. Lipscuirz, Lekvbuch der Amalysis, Bd. I, Gap. IV.)
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woraus die zweite Bedingung:
(6,) Nicht alle aus

€1l,1 Crel2s 2 - oy Gl

€,172,15 €2,072,2y + - -9 Coulop

2u bildenden zweireihigen Determinanten diirfen einen gemeinschaftlichen Teiler
mit o, haben.
Dann folgt aus (17)

r e N a1 A
Ty = 0%, Ty = 010471, Ty = 037y .

Indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man schliesslich zu der
Bedingung
(0,) Nicht alle aus

Ciarny Calias s Cpln

Catf2,1r Coar,2r « o vy Conlan

. . - . . . . . . .

ev,lfv,l? ey,?Tv,?’ tet eu,/tru,ﬂ

zu bildenden y-reibigen Determinanten dirfen einen gemeinsamen Teiler mit

o, haben.
Wenn nun ¢ e¢ine in e, e, ..., ¢, aber nicht in ¢,,,, ..., ¢ auf-
gehende Primzahl, also ein Teiler von &, nicht aber von é,,,, Opizynes O,

ist, so fordert die Bedingung (d,), dass man dber die y,, so verfuge, dass
wenigstens eine der p-reihigen Determinanten, etwa

Cialis Grales <0y €700
Co1F2,15 Caofa,29 o3 €907, (A)
| €0, 170,10 Co2lp,2r =+ 05 Coplnp

nicht durch ¢ teilbar sei, und wenn dieser Forderung fir alle in e
aufgehende Primzahlen ¢ gentigt ist, so sind auch die Bedingungen (4,),
(35)y .+, (o) erfullt.

Hieraus ergielt sich die letzte DBedingung fir den Modul m:
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E. 1Ist q eine in e, e, ..., ¢, aber nicht in e,,, aufgchende Prim-
zahl, so muss eine Anordnung der m;, m,, ..., m, derart mdiglich sein,
dass das Product

€180+ €,

nicht durch q teilbar ist. (Selbstverstindlich braucht diese Anordnung fir
die verschiedenen Primzahlen ¢ nicht dieselbe zu sein.)

Ist die Bedingung E erfallt, so kann man uber die y,, so verfiigen,
dass auch die Bedingung (A) befriedigt ist; man hat nur z. B.

Ti1s T2,20 -+ +» Top durch ¢ nicht teilbar

To1s Ts1r Tazr vvvs Iats Toar - ++s Tap— durch g teilbar

anzunehmen, und da hiernach an 71.» noch keine Anforderung gestellt ist,
so bleibt noch die Moglichkeit, den Bedingungen II, III zu gentigen.
Denn nach (11) geschieht diesen Forderungen gentige, wenn ein be-
stimmntes m, 7, ,, nicht durch ¢ oder nicht durch ¢ -— 1 teilbar ist,
withrend m, , durch ¢ oder ¢ — 1 nicht teilbar ist.

Auch fur die verschiedenen in Betracht kommenden Primzahlen ¢
sind diese Forderungen offenbar mit einander vertriglich.

§ 8. Bestimmung der Gruppe .

Die Coefficienten ., lassen sich den Bedingungen des vorigen Para-
graphen geniiss im Allgemeinen auf mehrfache Weise bestimmen. Unter
diesen Bestimmungsarten konnen mehrere zu derselben Gruppe 8 fithren;
es konnen aber auch verschiedene Gruppen B und folglich auch ver-
schiedene Gruppen U auftreten. Man muss also, um alle diese Gruppen
zu bilden, die verschiedencn Bestimmungsweisen der Coefficienten j, , in
Betracht ziehen. Man kann aber dann, wenn man die p,, gewahlt hat,
ohne erst auf die Gruppe B einzugehen, direct zur Bildung der Gruppe
A schreiten, wie jetzt noch gezeigt werden soll.

Sind wie oben a,, a,, ..., @, die Indices irgend einer Zahl in 9,
Bis Bay -+ B, die einer Zahl in 9, ist ferner

(1) M = mym] = mymy = ... = m,m,
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das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von m , m,, ..., m, so sind die
beiden Gruppen A, B dadurch charakterisiert, dass stets

(2) mifia, + myfhoy + ... 4 m,B.a, =0 (nod M)
oder dass die sammtlichen

B | By Bty
(3) m, + m, SRR m,

ganze Zahlen sind. Nach § 7 (2) hat man also alle diejenigen Zahlen-
systeme a,, oy, ..., o, (mod m, m,, ..., m,) aufzusuchen, fur welche

,‘9[4 ” Ly

(4) M+M+ 4 Phon =19

my My My

ganze  Zahlen sind. Die Ausdriicke (4) lassen sich aber nach (8), (11)
§ 7 so darstellen

(5) ”‘(,;’f‘ el R S LS

,2 dl”:l’-

nlp

so dass man dic einzelnen Terme auf den gemeinschaftlichen Nenner e,
bringen kann. Hiernach ergeben sich dann zur directen Bestimmung der
Indices @, die Congruenzen

(6) 7%t Coliat oo €., =0 (mode). w2

§ 9. Besondere Tdlle.

Es hat nicht die geringste Schwierigkeit, nach den bisher gegebenen
Vorschriften Zahlenbeispicle in belicbiger Menge durchzufithren. Wir
tiberlassen dies dem Leser und heben hier nur noch zwei Falle allgemei-
nerer Art hervor, in welchen den Resultaten cine ecinfachere Gestalt ge-
geben werden kann.

1. Fs sei vy = 1, also die Gruppe B reguldir

At

m = 2 ...
Es ist in diesem Fall nach § 7 (8)
e =d e =d 6, =...=d,e,
my = d, (m, ;, My == dy 3My 9y o o ., M, =d, m,,
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und die Bedingung E reduciert sich darauf, dass
el,l’ el,‘..” c e],;l.

keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Die Zahlen p,,, 1., ..., 1

’l’L

hat man dann so zu wihlen, dass auch

e, €272 -9 Gl

keinen gemeinschaftlichen Teiler mit e, haben, und tberdiess zur Ver-
meidung der Ausnahmefille, so dass, wenn ¢ Primfactor von m ist und
m, der zugehdrige Indexmodul, e, )7, nicht durch 4 — 1 oder nicht durch
q] teilbar ist, je nachdem ¢ einmal oder mehrmals in m aufgeht, eine
Forderung, welcher wegen der Voraussetzungen A, B, C stets genugt
werden kann. Fur die Indices @ erhidlt man dann die eine Bedingung

(1) 17,10 F € o110t + - .+ €7, =0 (mnod e).

Dies ist der von Kronecker in der oben erwihnten Abhandlung be-
handelte Fall.

2. Es sei v beliebig, dagegen
(2) G =€ =...=¢6 =17

gleich einer und derselben Primzahl (einschliesslich der Primzahl 2). Alle
von p verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen miissen in diesem
Falle =1 (mod p) sein und konnen nur einfache Factoren von m sein.
Der Factor p selbst kann zweimal und wenn p — 2 ist, dreimal in m
enthalten sein, aber nicht nur einmal (wegen C).

Wir nehmen zuerst an, es sei:

m=4q4q,.-.-9
q1EI7 QQEI? L gyEI (mOd.p)’ ﬂ_>—:v

Dann ist
qh — 1

dk,h = P, Cn = 1, My, = 7

Die Zahlen y,, hat man so anzunehmen, dass nicht alle v-reihigen
Determinanten aus
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s Thes <00y Tin
To,10 2,25 223 Jon

P
/10 T‘/,‘_” LR ] vy

durch p teilbar sind, und dann erhalt man die Gruppe U, indem man
alle Zahlen « aufsucht welche den Congruenzen

rl,lal + r1,2a2 + ¢ + rl,‘ua/LEO
7o+ 7%+ - o+ 12,2, =0

rv,lal + ru,2a2 + .. + rv,/J.a/LEO

(3) (mod p)

gentigen. Durch diese Congruenzen sind v von den Zahlen a, durch die
tibrigen g — v, welche willkirlich sind, nach dem Modul p bestimmt.
Nun kann jede Zahl a,, ohne die Bedingungen (3) zu verletzen, ersetzt
werden durch

(4) o + P, Sp =0, I, 2y .., = — I.
Bezeichnen wir also mit ¢, ¢,, ... primitive Wurzeln von ¢,, q,, ... 0 ist

a=c (mod gq,)

a=cy (mod ¢,)

und daher, wenn 7, 7, primitive Einheitswurzeln der Ordnung
4,5 4, ... bedeuten
P — T:‘al’l"éz% N
und also, nach (4)
& Sk
(5) y = >3 Tcll”-x'}‘«?mr;zagﬂ"szp. .

worin die mit o bezeichnete Summe auf alle den Congruenzen (3) gewigenden
Zahlen a,, die kleiner als q wund nicht negativ sind, erstreckt ist.
Setzen wir also

8

(6) v(,c) — Z 7";kah+m

Y
=
0,2 1

Acta mathematica, 9. Imprimé le 20 Novembre 1886, 17
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was nichts anderes als die von Gavss eingefithrten ¢, — 1:p-gliedrigen
Perioden sind, so erhalt (5) die Form

«
(7) 7 =g .

worin die Summe nach a ebenso zu erkliren ist wie in (5).

Ist insbesondere p =y, so werden die in (7) vorkommenden « alle
==0 und man erhalt 3 dargestellt als ein Product von v einfachen
Gauss’schen Perioden.

Nicht viel anders gestaltet sich das Resultat, wenn wir

(8) m = p’qq, ...
setzen, Wir nehmen eine primitive Wurzel ¢, von p*® und definieren «,
nach dem Modul p(p — 1) durch die Congruenz

a=cp (mod p?).

(@)

o

Ist dann 7, eine primitive Einheitswurzel der Ordnung p? und y

0
die (p — 1)-gliedrige Periode

s

@ 3 et

/28 0, p—2 0
so wird jetzt

23

e 3, O, M@
(9) 7= TR
worin die Summe nach a iiber alle den Congruenzen
(10) 7not% + it + a2+ ... =0 (mod p) =1,2, 000y )

geniigenden Werte a erstreckt ist, die kleiner als p und nicht negativ sind.
Ist endlich p = 2 und

m=8q,q, ...
so bestimmt man a,, o, nach dem Modul 2 aus der Congruenz
(11) (— 1)®5%=a (mod 8)

und erhalt fiur » den Ausdruck
o 7 ’
T ) o

(12) 7 = 2e* Yo Yoy« * +

worin wieder die nach a genommene Summe tber alle den Congruenzen

<I3> Tno0%o + T;l,oa(’) + 1% F % 4+ ... =0 (mOd 2)
geniigenden Werte «, die gleich o oder 1 gesetzt werden konnen, erstreckt ist.

Marburg, im October 1886.




