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THEORIE DER ABEL'SCHEN ZAHLKORPER 

V O N  

H. WEBER 
i n  M A R B U R G .  

IV.  U B E R  D I E  B I L D U N G  A B E L ' S C H E R  K O R P E R  M I T 

G E G E B E N E R  G R U P P E .  

In den drei vorangegangenen, die Abel'sehen Zahlkorper betreffenden 
Arbeiten (Aet,~ Mathemat iea ,  Bd. 8) ist die Identitgt des Begriffs der 
Abel'sehen mit den Kreisk5rpern naehgewiesen, und damit zugleieh die 
Theorie aller Abel'sehen Zahlkorper auf dig allgemeine Theorie der 
Kreisteilungsperioden zuri~ekgefi;lhrt. 

Eine tiefer greifende Einteihmg der Abel'sehen Ksrper wird sieh, 
wie bei algebraisehen Fragen/~berhaupt, auf die Besehaffenheit der Gruppe 
zu granden haben. Die Constitution einer Abel'sehen Gruppe kann aber, 
wie zun~ehst gezeigt werden wird, vollst~ndig eharakterisiert werden 
dutch eine gewisse Reihe ganzer Zahlen, dig Gruppeninvarianten, und 
indem wit die Gruppe als dutch ihre Invarianten definiert annehmen, 
stellen wit die Aufgabe 

I. Alle Abel'schen K6rper von yegebener Gruppe zu bestimmen. 
Naeh  den Ergebnissen der vorangegangenen Arbeiten (I, w 5)ha t  

man hierzu nut nsthig, Kreisleihmgsperioden mit gewissen vorgesehriebenen 
Eigensehaften zu bilden. 

Es ist abet bereits in der Abhandlung I, w 4, darauf hingewiesen, 
dass tin und derselbe Abel'sehe Ksrper in mehreren vollst',tndigen Kreis- 
kOrpern enthalten iSt, d. h. dutch Einheitswurzeln verschiedener Grade 
dargestellt werden kann, und hiernaeh muss die Aufgabe I noeh dahin 
erg~nzt uerden 

Acta mathematfca. 9. I m p r i m ~  le 13 Novembre  1886. 14  
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I I .  Abel'sche KOrper yon beliebig gegebe~er Gruppe &trch Einlwits. 
wurzeln ~nd'glichst niedrigen Grades darz~tstellen. 

1. D i e  G ~ u p p e n i n v a ~ q a n t e n .  

Es ist, wie schon in der Abhandlung I, w ~, erwhhnt, eine funda- 
mentale Eigenschaft Abel'scher Gruppen, durch eine Basis darstellbar zu 
sein, und man kann die Elemente  :o~, .<h, . . . ,  .q, einer solehen Basis so 
ausw~hlen und anordnen, dass yon den Graden e~, e~, . . . ,  G dieser Ele- 
mente jeder dureh den folgenden teilbar ist. Die Best immung einer 
solehen Basis ist auf mehrfaehe Art msglieh;  wie diese .'tber aueh ge-  
w~hlt sein mag, die Zahlen e~, e2, . . . I  G, deren Prod~wt e .qleich dem 

Die Aufgabe I i s t  far  Abel 'sche K(irper mit regulgrer Gmtppe (einfaehe Abel'sehe 

K6rper) yon KRONECKett im M o n a t s b e r i c h t  d e r  B e r l i n e r  A k a d e m i e  yore I 4  ten 

Apri l  I856  behaudelt. (Vgl. auch den I I I  re" Brief  in dem in den G ( i t t i n g e r  N a c h -  

r i e h t e n ' v o m  I6  ~en Dez. I885 veriiffentlichten Brief'weehsel zwischen DImCHLET und KRo- 

~ECK~,rt.) Das dortige Resulta[5 bedarf' einer kleinen Ergitnzung~ in so fern~ wenn man 

nach  KRONECKER'S Vorschrift  verfi~hrt~ noch Perioden erhalten werden~ welche einen ver- 

schwindenden W e r t  haben. Nimmt man z. B. ~ = 6~ m = 63~ jo, ~ 3~ 2 ~ = 7 ,  b , = 3 ~  
b, 2 = I~ so erhitlt man naeh Formel I I  der KaONECKER'sehen Abhandlung~ wenn p eine 

primitive 63tr Einheitswurzel bedeutet, tS(p)  = ~O "4-- ~O 22 -~ /043 ~l~ /0~-1 .4_ tO--22 + tO--49 
was den Wer t  o hat. Dies r t ihrt  daher~ dass LP~ ein mehrfacher Factor  yon m u n d  zu- 

gleich ein Teller von b~ ist. Um die Bedeutung unserer Forderung I I  gleieh hier durch 

ein einJ'aehes Beispiel ins Lieht zu setzen~ nehmen wir ot ~ 3~ m ~--- 35 --= 5 �9 7~ woraus 

sich~ wenn /0 eine primitive 35 te Einheitswurzel bedeutet~ die Periode 

ergiebt~ welehe aber - - = -  ( to~5+ [ -1~) ist und also sehon unter den Perioden der 7 ten 

Einheitswurzeln vorkommt. Etwas anders verhalten sieh wieder die 9I  ten Einheitswurzeln. 

Denn wiihrend man aus 35 te~ Einheitswurzeln aberhaupt keine Perioden bilden kann~ 

welche die Wurzeln eubiseher Gleiehungen sind~ die nicht bereits unter den Perioden der 

7 ten Einheitswurzeln vorkommen~ ist dies bei den 9 Ite~ Einheitswurzeln m(iglieh, wi~hrend 

andere wieder bereits unter den Perioden der 7 t~n oder der I3 t~" Einheitswurzeln vor- 

kommen. Dieser Untersehied beruht darauf~ dass alle Primfaetoren von 9!  naeh dem 

Modal 3 mit t congruent siud~ was bei 35 nieht der Fall  ist. 
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Grade der Gr,tppe ist, sind immer dieselben und werden daher nicht un- 
passend die [nvarianten der Gruppe genannt. 

Es soll bier eine Eigenschaft dieser Zahlenreihe nachgewiesen werden, 
welche die erwi~hnte Inwrianz in sich schliesst, aber noch schi~rfer die 
fundamentMc Bedeutung dicser Zahlen, oder genauer gesagt der in ihnen 
enthMtenen Primzahlpotenzen hervortreten lt~sst. 

Sind p~, p~, . . . ,  p~ die hSchsten Potenzen einer Primzahl p ,  welche in 

e~, e~, . . . ,  G enthalten sind, so sind unter den Gradzahlen der Elemente 

einer beliebigen Basis der Gruppe immer ,~ solche enthalten, welehe dutch 

p~, p.,, . . . ,  p~, abet d~erch keine h6here Potenz yon p teilbar sind, wahrend 

die Gradzahlen der iibrigen Elemente der Basis (falls solehe vorhanden) 

dutch p unteilbar sind. 

Wit ksnnen diesem Satz, ohne seinen ]nhalt zu i~ndern, eine etwas 
weitere Fassung geben, welche zugleich den Beweis vereinfacht. Es scien 

mit den Graden 

und 

mit den Graden 
bl , b2 , . . . ,  bit 

~1, ~2, " ' ' ,  ~a 

irgcnd zwei Bascn einer Gruppc 9/, so dass alle Elemente a der Gruppe ~,  
und jedes nut einmM, dargestellt wird, wenn man in einem der beiden 
Ausdrt~cke 

a = , . .  

( 2 )  = , @ . . . 

die Exponenten xh je ein vollst'~ndiges Restsystem modulo a~ oder die 
Exponenten Yh ein solches modulo flh durchlaufen l~sst. 

Diese Bezeichnung ist zuerst gebraucht in der Abhandlung yon FROBENIUS und 
8TICKELBERGER, {]ber Gruppen vertauschba~'er Elemente, (CltELLE'S J o u  r nal, Bd. 86, w 7), 
woselbst sich zwei Beweise ftir den Satz finden. Im tibrigen sind noch zu erwiihnen 
SCnEaINt~ Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen, Ab- 
h a n d l u n g e n  der  G e s e l l s c h a f t  de r  W i s s e n s c h a F t e n  ~,u G0t t ingen~ Bd. 14; KRO- 
~ECKER~ M o n a t s b e r i c h t  de r  B c r l i n e r  A k a d e m i e  I Dez. I87O ; WEBEr~, Beweis 
des Satzes etc.~ M a t h e m a t i s c h e  Annalen~ Bd. 2o~ S. 3oI .  
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1st nun p eine im Grade yon ~[ aufgehende Primzahl und 

(3)  

(4) fl, = p ; f l ; ,  fl~ = p~fl; ,  . . . ,  fl,, = p ; f l ;  

worin die ph, p~ Potenzen yon p und a'h, fl;, durch p unteilbar sind, so 
sind diejenigen unter den p~, 1o.2, . . . ,  P~, welche grOsser ats I sind, auch 
unter den P'I, P~, . . . ,  P,', enthalten und umgckehrt.  

Beim Beweis dieses Satzes setzen wit die Anordnung der Elemente 
a~, a~, . . . ,  a.,; b~, b2, . . . ,  b,,. so voraus, dass 

v, > v, > . . . > ~ , ,  

p; Z p ;  _>~... _>~ p;,. 

t t t Ist a das kleinste gemeinschaftliche Multiplum yon a~, a:, . . . ,  a~, so 
ist far alle Elemente a der Gruppe ~[ 

woraus hervorgeht, dass ~-Pl durch jede der Zahlen fll.~ f12, " ' ' •  fl/r teilbar 
ist. Es ist also Pl teilbar durch p'~ und a durch das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache Yon fi'l, fl.~, . . . ,  fl;~. Da nun in diesem Schluss die 
ah mit den bh vertauscht werden kOnnen, so folgt, dass a zugleich das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache yon fl'l, fl.~, . . . ,  ~. ist und dass ausser- 
dem 

(5)  Pl ~ Pl. 

Wir setzen nun voraus, as sei filr irgend eine Zahl s bewiesen 

(6) p , = p ; ,  p , = p ; ,  . . ,  p~_~=pL~, 

und bestiminen die Anzahl aller yon einander verschiedenen in der Form 
a ~ enthaltenen Elemente der Gruppe a. Die Darstellung ( i ) l i e fe r t  t i l ls  

�9 = 1"~ xlap'~ x2aP s . a xs - lap ,  
( 7 )  a a P S  ~'1 a ~  . .  ~ - 1  , 
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woraus sich %r die Anzahl der verschiedenen unter diesen Elementen 

(8) p l p ~  P~--1 

ergiebt. Ebenso gross ist aber auch nach unserer Voraussetzung die 
Anzahl der yon einander verschiedenen in der Form 

(9) 1 ~'2 " " 

enthaltenen Ele,nentc, und daher mtissen (hath der Darstellung (2)) alle 
Elcmente yon der Form 

]y~al~s  Lv,zv.1's 1) YI* u'l's 

in der Form (9) enthalten sein. Also muss, wegen der Fundamental- 
eigenschaft der Basis, p~ teilbar scin durch p;. Da man abet wieder 
ebenso den umgekehrten Schluss machen kann, so folgt 

womit miser Satz bewiesen ist. 
Wie man also auch die Abel'sche Gruppe durch eine Basis dar- 

stellen mag, die Gradzahlen der Elemente dieser Basis sind stets aus den- 
selben Primzahlpotenzen zusammengesetzt. Man kann die Basis unter 
anderen auch so wt~hlen, dass die Grade ihrer Elemente diese Primzahl- 
potenzen selbst sind. 

Um die Gruppeninvarianten zu erhalten ordnet man die Potenzen der 
verschiedenen Primzahlcn in absteigender geihe nach der Hshe des Ex- 
ponenten und multipliciert dann die entsprcchenden Glieder dieser Reihen, 
wobei man, um Reihen yon gleicher Gliederzahl zu erhalten, die I zu 
HaKe nehmen muss. Diese Zusammenfassung der Primzahlpotenzen ist 
nicht sehr wesentlich, soll abet zur Vereinfachung der Darstellung hier 
beibehalten wcrden. 

Da in der geihe der Gruppeninvarianten 

e 1~  e 2 ~  . . , ~ e v 

jede Zahl durch die folgende teilbar ist, so sind die Quotientcn 

. ( I I ~ .  - = o  1 , - =  o ~ ,  �9 �9 �9 , - - o ~ - 1 ,  e , ~ =  o,~ 
~ ~8 ev 
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ganze Zahlen, aus dencn sich die Gruppeninvar ian ten  e~, e2, . . . ,  G und 

der Grad e der Gruppe in folgender  Weise zusammenselzen 

(52) 

~ 3 3 3  el 1 2 3 " " " O.j 

e 2  - -  o ,  2 0 3  . . . o ,  

e v _  1 - -  o r _  1 o ~  

e ~ -.-= O~,j 

Die Zahlen 3 sind ebenso wie die Zahlen e nu r  yon der Natur  der Gruppe 

abhli.ngig und haben vor letzteren noch den Vorzug,  d~lss sic keiner Bc- 

schri~pkung unterworfen sin& In gewissem Sinne w~irde es sich daher  

empfehlen,  die Zahlen d als die Invar ianten  der Gruppe zu bezeichnen. 

Wir  wollen aber gleichwohl  bei der anderweit  schon gebrauchten Bezeich- 

nung  stehen bleiben. 
Zwei Gruppen,  deren Elemcnte  sich einander in der Weise eindeutig 

zuordnen lassen, dass (lurch die Zusammense tzung  entsprechender Elemente  

wieder entsprechende Elemente  entstehen, heissen isomorph. 1 

Wenn nun zwei Gruppen dieselben Invarianten e~, e,2, . . . I  G haben, 

so sind die Gruppen isomorph. 

Denn wi~hlt man  far  jede derselben eine Basis g~, g:, ..., g,~ so, dass 

in der Form 
~1 x2 x,~ Yl Y~. �9 �9 �9 Y, 

alle Elemente,  und jedes nu r  eimnal,  enthal ten sind, wenn xh modulo  e/, 

genommen  wird, so kanh man  diejenigen Elementc  beider Gruppen ein- 

ander entsprechen lassen, in welchen die Exponenten  x/, dieselben Wertc  

haben, woraus der I somorphismus  erhellt. 

I C. JOgDAN, Yon dem dieser Ausdruek herrtihrt~ nennt solehe Gruppen ))holo~driseh 
isomorph)). Da der meri~drische Isomorphismus hier gar nicht in Betracht kommt~ so 
lassen wir diese Unterscheidung weg. 

LSs~ man den Begriff der Gruppe gitnzlich ab yon der besonderen Bedeutung: welehe 
die Elemente derselben in jedem einzelnen Falle haben~ und fasst die Definition nur formal~ 
so kann man isomorphe Gruppen aueh schleehthin als identisch bezeiehnen und in diesem 
Sinne sagen, dass dureh die Invarianten die Gruppe vollstiindig bestimmt sei. 



Theorie der Abel~ ZahlkSrper. III 

w 2. Die  G~uppencha~,aktere. 

Eine Function z(a),  d. h, ein System yon e (gleiehen oder ver- 
sehiedenen) von Null  versehiedenen Zahlwerten, deren jeder einem be- 
stimmten Element  a der Gruppe N zugeordnet ist, heisst ein Gruppen- 

charakter, wenn far irgend zwei Elemente a, a' der Gruppe ~1 die Be- 
dingung erfflllt ist 

( ' )  x ( ~ , ' )  = X ( " ) X ( " ' ) -  

Soleher Gruppendtaraktere exislieren genau e yon einander versddedene, 

d. h. solcke, deren jR zwei mindestens ffir ein Element  a in ~{ versckiedene 

Werte  haben, und alle sind e 'e Einheitswm'zeln. 

Denn zun~.ehst folgt aus (t), indem man  a'-~- i annimmt 

also: 
z (~ , )  = z ( , , ) z ( , ) ,  

(~) z ( ' )  = ' .  

Bedeutet nun wie in w I .r g~, . - . ,  .q., eine Basis dee Gruppe 9~, deren 
Elemente die Grade e~, e~, . . . ,  e, haben, so ist file jedes Element a 

x I , 'go , ' r  v (3) a --=- .q, f h ' . .  �9 .q,~ , 

und ~us (i) folgt 

(4) 
Lind 

z ( , )  = z( .q,)x 'z( ,~l . ,F . . z (g~)  "~, 

(s) z ( a , ) "  = , ,  z ( , v , ) "  = , ,  . . . ,  z ( .q~)  e, = , .  

Verstehen wir also unt,er 

01, 0~, . . . ,  0~ 

primitive Einheitswurzeln der Ordnung 
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so lassen sieh die ganzen Zahlen y,, ys, ..., y,~ naeh den Moduln e~, e2, ..., e~ 
so bestimmen, dass 

(6) z ( . < )  = @ ,  z ( v , )  = @ ,  �9 � 9  , z ( w )  = o > ,  

und daher 

(7) z ( a )  - -  o';'~'@~ . .  . @~ 

wird. 
Nehmen wit umgekehrt  das Zahlensystem y~, ~t~, . . . ,  y~ beliebig 

an, so genngt  (7) der Bedingung (i) und ]st dahev ein Gruppeneharakter. 
Aueh sind die auf diese Weise gebildeten e Gruppencharaktere alle von 
einander verschieden; denn wti,hlen wiv in (7) zwei verschiedene Expo- 
nentensysteme y, welchen die beiden Charaktere Z, Z' entspringen, so 
kann man stets ein System der x, d. h. ein Element  a finden; so das~ 

Ebenso abet giebt es, wenn a, a' versehledene Elemente in ~d sind, 
unter den Charakteren Z gewiss immer solehe fnr welehe z (a )  yon z (a ' )  
versehieden ist. 

s Element a ist also vollstandi9 und eindeulig bestimmt durch die 

Zahle~,werle der e Charaktere z(a).  ~ 
,ledem System der Zahlen y entspvicht naeh der Formel 

( s )  ~" = :h . % - . . .  ~ 

ein und nut  ein Element a' der Gruppe 9J, so class sich die a,.-ca (7) 
bestimmten e Uharaklere ~selbst in eindeutiger HTeise &n Ele,menten de," Gruppe 
~[ zuordnen lassen. Indem wit diese Zuordnung in die Bez/~qehnung auf- 
nehmen, setzen wi,', wenn die Zahlensysteme ~, .,; dutch (3) und (8) be- 

st immt sind 

(9) z,,.(o,) = z o ( a ' )  = o';'~'@ r - ' . . ,  o>  ~ .  

Verstehen wit unter Za'Za" den Charakter Z~,.~,,,(a), so bilden nach dieser 
Zusarnmenset.zm/g die Charaktere unter sich eine Abel'sehe Grul)pe , welche 

mit der gegebenen Gruppe ~1 isomorph ist. 

1 Diese Siitze sind bewiesen in d e r  oben citierten Abhandlung des Verfassers und 

sind in der Abhandlung I zum Tell benutz~. Des leiehteren Verst~indnisses halber sind 

die Beweise in obigen Text~ zum Tell etwas vereinfaeht~ wiederholt. 



Theorie der Abel'schen ZahlkOrper. 113 

w 3. Div iso~ 'en  Abe l ' s cher  G r u p p e n .  

Wit betrachten jetzt eine Abel'sche Gruppe ~}t vom Grade N, deren 
Elemente mit n und deren Charaktere mit Z,,,(n) bezeichnet sein m~gen. 

Ist ~ eine in ~ enthaltene Gruppe, d. h. ein System yon in ~t ent- 
haltenen Elementen a yon der Art, dnss das Product zweier a imtner 
wieder ein Element in ~ ist, so li~sst sich die Gruppe ~ in Reihen yon 
gleieh viel Elementen in folgender Weise zerf~i.llen. 

Ist a~ ein in ~)~ abet nicht in ~l enthaltenes Element, so slnd aueh 
alle Elemente aa~ zwar in ~tt aber nicht in ~ Gnthalten. Die Gesammt- 
heir dicser Producte a,a, welche ebenso viele Zahlen WiG ~ selbst enthMt, 
werde mit ~ bezeichnet. 

Ist a~ ein in ~ ,  nber weder in ~ noch in ~/~ enthaltenes Element, 
so gilt das gleiehe yon allen Productcn a.2a, und dcren Gesammtheit 
bildet ein System ~2 von ebenso vielen Eiementen WiG ~. F~lhrt man 
auf diese Weise fort, his die Gruppe ~t erschspft ist, so wird ~t in eine 
bestimmte Anzahl von Reihen 

zerlegt, deren jede gleiehviel, also N : e  Elemente enthMt, von denen aber 
nur die erste eine Gruppe ist. 

Wenn man nun die Zusammensetzung dieser RGihen in der Wcise 
erkl~trt, (lass 2 ~ .  die aus den Elementen at, aka gebildete Reih e sein soll, 
so bilden diese Reihen unter sich eine Abel'sche Gruppe ~ vom Grade e, 
in welcher die Gruppe ~ als Einheit gilt. 

Wie dle Charaktere der Gruppe ~ aus denen der Gruppe ~ her- 
geleitet werden, ist schon in der Abhandlung I, w 3, gezeigt. Wir kommen 
bier in der Ki~rze darauf zurfiek. 

Ist ~(~k) einer dieser Charaktere, so ksnnen wit setzen: 

wodurch eine Function $(n) fi~r jedes Element yon ~t definiert ist, welehe 
ft'lr alle Elemente einer der Reihen ( i ) e inen  und denselben Wert hat, 
und fiir al!e Elemente der Gruppe s~l den Wert I. 

Acta ma thema t i ca .  9, Impr im6  le 15 Novembre 1886, 15 
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Diese Function genOgt, abet der Bedingung 

F,- ~ S '  

d. h. naeh der Erkl'arung der Zusammensetzung der Reihen ~h, %, 

(3) = 

und ist 'tlso naeh w 2 unter den Charakteren Z(n) {lee Gruppe ~t ent- 
hMten. 

Ist umgekehrt ~:(}~) ,.iner der Char'~ktere Z(~Z), weigher der Bedingung 

fi~r 'file a und k,qnn daher mit ~:(%) bezeiehnet werden. Es besteht 
aber zugleich die Relation 

(6) 

und es ist also diese Function einer der Charaktere yon ,~. 
Es folgt hieraus, dass die Bedingung (4) fr genau e unter den Cha- 

rakteren z ( n )  erfallt ist. 
Wenden wir also die am Sehlusse des vorigen Paragraphen eingefi~hrte 

Bezeiehnung an, so erhalten wit die Charaktere der Gruppe ,~ in der 
Form z~(n ), wenn wit nile diejenigen Elemente b in der Gruppe ~ auf- 
suchen, welche f~r alle Elemente a der Bedingung genagen 

(7)  z (a) = , .  

Diese Elemente b bilden eine in ~ enthaltene Gr~(ppe 93, welche ~nit ~ iso- 
morph ist, und der zu 91 reciproke Divisor yon ~ genan~t sein soll. 

Die Gruppe ~3 ist dutch die Gruppe ~ vollst~ndig bestimmt und 
die Beziehung beider ist eine gegenseitige. Das Product der Grade zweier 
reciproker Teller yon ~ ist gleich dem Grade yon ?~ .  
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w 4. D i e  Gr t tppe  dev  P o t e n z r e s t e  [i'tv eineJt z a s a m m e n g e s e t z t e n  

Jlf odul.  

Wir  verstehen jetzt  unter  9t die G r u p p e  der nach i rgend einem 
Modul m genommenen  zu m teilerfremden Zahlen n ,  welche sieh, wenn 

zwei naeh dem Modul m eongruente  Zahlen als nieht  verschieden be- 
t raehte t  werden,  durch  Multiplication,  welche bier  die Stelle der  Zus~m- 

mensetzung vertr i t t ,  reproducieren.  

Sei also 

( I )  ~/'$ = 2 > ' ~ ' q ~ .  . .  

der Modul,  q~, q~, . . . .  yon e inander  verschiedene ungerade Pr imzahlen ,  

k~, k~, . . .  positive Exponen tdn  und  ~, en tweder  - o  oder > 2, (2 =- l 
ha t  ftir unsere Aufgabe  kein Interesse). 

Bedeuten c~, c 2, . . .  pr imit ive Wurze ln  yon q~, q], . . .  so sind, wie 
aus der Theorie  der Potenzreste  far  zusammer~gesetzte Moduln bekannt  

ist, fi:w jede Zahl  n die Exponenten  7"1, 7"~, . . .  nach den Moduln 

q~'-'(~t~-- ~), q~-'(q~-- ~) ,  . . .  

vollsti~ndig und eindeut ig  dadurch  best immt,  dass 

,~ ~ r ( rood r ,~ - c~ ~, ( rood  q~), . . .  

Ist ;t = - 2 ,  so ist ebenso a nach dem Modul 2 durch  die " Congruenz 

- - ( - -  ,)~ 0.od 4) 

und  ist ), > 2 so sind a,  /? nach den Moduln 2, 2 ~-'~ dureh  die Congruenz 

_---- ( - -  ,)"S '~ (rood 2~') 
best immt.  

Die au f  diese Weise bes t immten  Exponenten ,  n'~mlieh 

~'~, 7"2, " "  wenn m ungerade  

a, ~q, 7"~, . . .  wenn m = 4  (mod 8) 

a, fl, 7"1, 7"v " ' "  wenn m----o (rood 8) 
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heissen die b,dices der Z~hl n und sollen in irgend einer Reihenfolge mit 

~ 1 ,~  ~ 2 ~  �9 . . ~ ~!~  

bezeiohnet werden, wghrend wir die Moduln, nach welehen diese Indices 
genommen sind, ngmlich 

~,~, , ( q , -  ~)~ q~ ' ( q ~ -  , ) ,  

2, ~]"--1(~ 1 - -  I ) ;  ~ . 2 - - 1 ( q ~ _  1),  . . .  

2, 2 - - ,  @ - ' ( q , - .  ~), -~-~ ~ (q~ - -~ ) ,  . . .  

mit 

wenn m ungerade 

wenn m_= 4 (rood 8) 

wenn m ~= o (moO, 8) 

bezeiehnen, und zwar so dass % der zum Modul m, gehOrige Index heisst. 
Die Anzahl  ,u der Indices ist also gteich der Anzahl der yon ein- 

ander verschiedenen in m aufgehenden Primzahlcn, oder, falls m durch 8 
teilbar ist, um eins grosset. 

Ist ein System yon Zahlwerten far die Indices a 1, %, . . . ,  a~, nach 
dem System der Moduln m~, m~, . . . ,  m:~ beliebig gegeben, so gehort dazu 
umgekehr t  eine nach dem Modul m vollst~ndig bestimmte Zahl n. Die 
Indices eines Productes zweicr Zahlcn sind die Summen der entsprechen- 
den Indices der einzelnen Factoren. 

Wenn wir also jeden der Indices ein vollstitndiges Restsystem nach 
seinem Modul durchlaufen lassen, so erhalten wir die ganze Gruppe !.1~ 

yore Grade 

Um die Charaktere der Gruppe ~ zu erhalten, wahlen wir ein System 
primitiver Einheitswurzeln der Ordnung m~, m,~, . . . ,  m,. 

0 )  1~  0 ) 2 ,  . . . , O J p .  

t Sind alsdann a~, a;, . . . ,  a~, die Indices irgend einer Zahl n' in 9l, 
so erhMt man die 9,(n) Charaktere Z,,(n) in der Form 

a rZ'2 :Z 2 �9 ii}a]ta]l, 
Z n , ( n  ) - -  0 ) 1  ' a l ( . / )  2 . .  ~ t / .  �9 
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w 5. D i e  K r e i s t e i l u n g s p e r i o d e n .  

Bedeutet r eine primitive m t~ Einheitswurzcl, und ?l irgend eine in 
~ enthaltene Gruppe, so heisst die Summe 

a 

( , )  -o 

eine Kreisteilungsloeriode und man hat nun zun',ichst auf zwci Umstlinde 
zu achten: 

i. Nach Abhandlung I, w 5, verschwindct ~ dann und nur dann 
wenn fflr irgend eine mehrfach in m aufgehende Primzahl q allc der Be- 
dingung 

\ q /  

genfigendc Zahlen n in 2 enthalten sind. 
2. Wenn die in I erwiihnte Bedingung nicht, dagegen ffir cinch 

einfachen Primfactor q yon m alle in ~)5~ enthallenen der Bcdingung 

gen~gende Zahlen zugleich in ~ enthalten sitid, aber auch nut  unter 
dieser Voraussetzung kann ~ durch Einheitswurzeln yon niedrigerer Ord- 
hung ausgedrt~ekt werden. (I, w 4.) 

Es l~tsst sich diese Darstellung aueh leieht finden; denn es besteht 
in diesem Falle ~t[ aus lauter Zahlen yon der Form 

worin h die Reihe der Zahlen o, I, . . . ,  q - - I  mit Ausnahme derjenigen, 
fiir welche 

I + h ~ = k ~  
q 

ein Vielfachcs yon q ist, und a' eine Gruppe 9/[' ffir den Modul m:q 
durchl~uft. Dann ergiebt sich aber 

a a '  

= E ~ ' " =  - -  X r  ~'~ , 
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also ~ (yore Vorzeiehen abgesehen) gleieh einer aus Emheltswurzeln der 
Ordnung m:q  gebildeten Periode. 

Es sei nun wieder ~[ irgend eine in ~ enthaltene Gruppe vom Grade 
~ (m) : e ,  und es werde nberhaupt  an den Bezeiehnm, gen der w167 3, 4 
festgehalten. Unter den m i t r  2 conjugierten Perioden 

a 

= : C ,  . . . . .  

sind, wenn nieht der Ausnahmefall I eintrltt, in welehem dieselben alle 
versehwinden, e yon einander versehieden, entsprcehend den e Ileihen 
2 ,  ?[1, . . . ,  ~l~_~ des w 3, nlimlieh 

(3) . . . ,  

und diese sind die Wurzeln einer irredueibeln ganzzahligen Gleiehung 
e ~~ Grades (I, w 5). Die rationalen Funetionen yon r/ mit rationalen 
Za.hleneoeffieienten eonstituiren einen Kreisk~srper, und es ist das Haupt- 
ergebniss der drei vorangegangenen Abhandlungcn, dass man auf diese 
Weise alle Abel'sehen Korper erh~lt, und, wenn man den Ausnahmefall  
2 noeh aussehliesst, jeden nur einmal. 

Die Permutat ionsgruppe des auf diese Weise gebildeten K(~rpers (oder 
die GaLoIS'sche Gruppe der Gleiehung fi'lr r~) besteht aus den e Substi- 
tutionen 

(4) (~7, r/,,,.)= (r/.,,, rj.,,,,k) , 

und ist also isomorph mit der Gruppe N der tl.eihen N, ?I~, . . . ,  ~[e--1, 

oder aueh isomorph mit der zu 92 reciproken Gruppe ~ .  

Will  man also Abel'sehe K0rper bilden, deren Gruppe vorgeschriebene 
Invarianten e,, e2, �9 . . ,  e, hat, so wird man zunaehst nieht auf  die Bildung 
der Gruppe s~l, sondern auf die der reeiproken Gruppe ~ ausgehen, welehe 
eben diese Invarianten besitzt. Hieraus ergeben sieh die beiden folgen- 
den, zusammen zu beantwortenden Fragen: 

I. Welche Moduln m sind geeignet, um mit ihrer Hilfe Gruppen ~ mit 

den vorgeschriebenen Invarianten e~, e~_, . . . ,  e.~ zu bilden, und zwar so, dass 

die zu ~ reciproke Gruppe ?l nicht unter die beiden Ausnahmefdlle i, 2 fdllt? 

1 Dass ffir beliebig gegebene Invarianten immer solche Moduln exiaieren~ ist in der 
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Modul? 
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l~:e fin(let man diese Gruppen fi'ir einen 9eqebenen dazu ,qeeiqneten 

w 6. B e d i J ) g ~ t n g e n  f i~e de~t Mod~t l  m. 

Es ist zun~chst erforderlich, die Bedingungen, I, 2 welche die auszu- 
schlies~enden Gruppen s~l[ charakterisieren, auf solche far die Gruppe 
zu abertragen. 

Wi t  bezeichnen die Indices einer jeden Zahl a in ?[ mit 

(lie einer jeden Zahl b in ~ mit 

? , ,  . . . ,  

so dass atso die Zflhlen b dadureh definiert sin& dass fi~r alle Zahlen a 

Wir haben nun wenn q ein Primfaetor yon m ist, diejenigen Zahlen 
a zu betraehten, welehe der Bedingung 

q~ 

geni~gen, und unterscheiden dabei folgende drei F/rile: 
i. Es sei q nine k real in m aufgehende ungerade Primzahl und 

k > I. Die Indices a!ler der Bedingung (2) genOgenden Zahlen a sind 
dann gleieh Null mit Ausnahme des zum Modul q~-l(q__ x) gehSrigen, 
und dieser let~'tere kann jeden Weft  annehmen, der dureh q ~ - ~ ( q -  ~) 
teilbar ist. Die Gruppe ~I wird also dann und nut  dana die srLmmt- 
lichen der Bedingung (2) geni~gende Zahlen a enthalten, wenn die zum 
Modul q~-~(q ~ I) 9ehdr(qen Tndices fl alle dutch q teilbar sin& 

2. Ist q = 2 so sehliesst man ebenso, dass alle dcr Bedingung (2) 
geni'lgenden Zahlen a dann und nut  d'mn in ~[ enthalten sind, wenn die 
zum Modul 2 oder 2 z-~ gehSrigen Indices fl alle gerade sind, je naehdem 
m - -  4 oder m ~ o  (rood 8) ist. 

oben cities'ten Arbei~ yon FrtOBENltrS und SrWKELI~EaG~tt gezelgt: Jedoch ist dort die 
Frage nieht beriihrt~ wie man alle diese Moduln erhitlt. 
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Schliessen wit  diese FMle aus, so kann die Kreisteilungsperiode r] 
nicht verschwinden. 

3. Ist q ein einfacher Primfactor yon m, so sind die der Bedingung 
(2) genagenden Zahlen a dadurch charakterisiert, dass die Indices der- 
selben alle verschwinden mit Ausnahme des zum Modul q - - I  gehsrigen, 
welcher jeden beliebigen Wert  haben kann. Es t r i t t  also hiernach der 
zweitc Ausnahmefall,  ngmlich die Reduction auf Einheitswurzeln niedri '  
gerer Ordnung, dann and n u t  dann ein, u, enn die zum Modul  q -  I ye- 

hdr~qen Indices [~ alle .qleich Nul l  sind. 

Nun ist nach der Definition der Invarianten e I die kleinste positive 
Zahl, welche ffir alle Elemente b den Bedingungen geni~gti 

(3) elfll ~ O  (ln~ el /~=~o (modm,),  . . . ,  e, f l ~ z o  (modm,,,). 

Sollen also die beiden AusnahmefMle ausgesehlossen sein, so ergeben sieh 
nach I, 2,, 3 fi~r den Modul m die folgenden Bedingungen. 

Nine ungerade Primzahl  ql d'trf nieht 0fter in m~ enthalten sein als 
in e, (,veil sonst naeh (3) s~mmtliehe /3, dutch tei lbar wgren), also: 

A.  Nine in e~ nicht enthaltene un.qerade Primzahl  kann n u t  einfach 

in m enthalten sein und eine in e 1 enthaltene unyerade Primzahl kann hdchstens 

einmal mehr in m als in e 1 auf.qehen. 

B. Is t  e~ unyerade , so muss auch m unyerade sein, und ist e I dutch 

eine Potenz yon 2 teilbar, so kann m den Factor 2 h5chstens zweimal drier 

enthalten als e l. 

C. Lst q eine einfach in m aufiyehende t)rimzald, so muss q i we- 

niyslens dutch eine der in e 1 aufqehenden Primzahlen teilbar sein. 

Diese Bedingnngen evweiscn sich als notwendig. Es wird sich spii.ter 
noch eme weitere Bedingung ergeben, die dann mit diesen zusammen 
auch hinreichend ist. 

w 7. B e s t i m m u n g  t ier  G , r u p p e  ~3. 

Wenn eine Gruppe ~3 mit den Invarianten et, e2, . . . ,  G existiert, 
so giebt es eine Basis yon , Elementcn Yl, ,q~, . . . ,  .q, yon den Graden 
el, e.2, . . . ,  e.,, so dass jedes Element b in der Form darstellbar ist 

t - . q ? v ?  �9 �9 �9 .q?  ( , n o d  , , ,) ,  
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und jedes nur e inmal ,  wenn x~, x2, . . . ,  x, je ein 
system rood e~, e2, . . . ,  r durehlaufen. 

Sind n u n  
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vollsti~ndiges Rest- 

fl,,,, /9,,~, . . . ,  fl,., die Indices yon g,, 

�9 . . , ~ ~ . ~ �9 �9 , ~ ~ 

& , , g , , ~ , . . . , f l , ,  , , '  , ,  av, 

7 so erhMt man die Indices /31, /92, . . . ,  fl,. eines beliebigen Elementes b 
in der Form: 

fl, ~ fl,,,x, +/9~,,x,  + . . .  + fl~,,x~ (rood ,,,) 

( 2 )  /92  ~ / 9 1 ' 2 " q r  - { ' -  / ~ 2 ' 2 0 ~ 2  - { - "  " � 9 1 7 6  ' - ~  /gv ' '~bev  ( ' l ' l O d  11 '2 )  

�9 ~ , ~ , , �9 �9 , ~ , 

/9~ =--fl,,,,x, + ~,,,,x, + . . .  +/9,.,,x, (,nod m,,). 

Umgekehrt  liefert aueh jedes System der 

x ,  (mode,),  x 2 (,node,), . . . , x, (,node,) 

in (2) eingesetzt, die Indices einer und nut  elner Zahl b. 
Hieraus ergeben sieh mit Ri~eksieht auf  J, 2, 3 des vorigen Para- 

gr~phen die nieht  nur notwendigen sondern aueh hinreichenden Bedingungen 
ftir die Indiees /gh, k des Basis�9 

(3) 

I. Die flh, k miissen so beschaffen sei~, dass die Congruenzen 

fl , , , , ,  + fl.~,,x.., + . .  + fl~,,x~ _= o (~od ,~,) 

�9 . , �9 �9 , , ~ , �9 �9 �9 �9 , �9 

fl,,~x, + fl,.,x2 + . . .  + flv, , ,x~- o (,nod ,,~) 

die Congruenzen 

(4 )  Xl ~ 0 ( r o o d  e , ) ,  x~ - -  o ( r o o d  e2) , 

zur notwendigen Folge haben. 
II. 1st q ein mehrmals in m aufgehender Primfactor und m~, 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  9 .  I l n p r i m r  l e  1 7  ~ l o v e m b r e  1 8 8 r  

�9 . . , x ~ = o  ( m o d e , )  

=r 
16 
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oder falls q = 2 ist, mh = 2~'-~ oder ----- 2, ]e nachdem m du tch  8 leilbar 

ist oder nicht, so diirfen die ~ Zahlen 

(5) f l j , , , ,  . . . .  , 

nieht atte dutch  q teilbar sein. 

]II. Soll aueh der zweite Ausnahmefal l  aus.qesehlossen sein, so diirfen, 

wenn q ein einfacher, Pr im  factor yon m und mh = q - -  I ist, die Zahlen 

nicht alle dutch  q:,,-, I. teilbar sein. 

Um die Moglich3teit der Erfi~llung dicser Bedingungcn beurteilen zu 
konnen, bezeichnen w.ir mit 

(6) d,,,, ,h=,,2 ..... ~, 

den gr0ssten geaneinsehaffliehen Teller yon ek .und mh, so dass, wegen dee 
yon den ee vorausgesetzten Eigenselmft in dee Zahlenreihe 

(7) d,,,,, dw, , . . . ,  d~,,, 

jede Zahl dutch dii~folgende teilb'tr ist, und setzen ferner 

ek = d,,~e,,~ ----- dk,.eek, ~ ~--- . . . . .  d,.,~ek,l, , 
(s) 

~!1 h =-  d1,1,~11,1,1, = (1,Lh.~ll~, h . . . .  = d~,h~#,~,h~ 

so dass e,.,h und m,,h relqtive Primzahlen sind, und wegen ( 7 ) i n  der 
Zahlenreihe 

(9) ,h . , , ,  m,.,, ,  . . . ,  

jede  Zahl dutch die vorangegangene teilbar ist. 
Die Zahlen dk, h, ek,~,, ~nk, h sind dutch die Invarianten e~, e2, . . . ,  G 

und den Modul m allein bestimmt, und wenn m den Bedingungen A, B, 
C des vorigen Paragraphen gent'lgt, so ist m~,h im ffalle I[ nicht dutch  q, 

im Falle  III nicht dutch  q -  i teilbar, wie aus 

e~ = d L h e l , h ~  ~lh ~ dl,hll/q,h 
hervorgeht. 
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Da nun ek der Grad yon gk ist, und flk,~, ilk,2, . . . ,  ilk,, die Indices 
von !]k, so ist ek die kleinste positive Zahl, welche den Congruenzen 

(IO) etflk, h ~ o (iiiod .1117, ) (h=l,2 ..... 1,3 

genftgt. Daraus folgt aber mittelst (8) 

und daraus, da ek, h und mk,h relativ prim sind, 

~,,,, - -  o (,nod m,., h). 

Wit setzen daher, indem wh '  unter Y,.,h neue ganze Zahlen verstehen, 
die naeh dem Modul d~,h zu nehmen sind 

(~ ') ilk,,, = "'~,,,n-,,,, 

und fo rmen  damit die Congruenzen (3) urn. 
Man erh','flt zunaehst dureh einsetzen von (8) und ( , , )  in (3): 

m,,,,r,,~x, + ~,~,,,r~,hx~ + � 9  + m.,,,,r,~,,,x., ~ o (rood m,,,,d,,,,) 

und daraus mittelst der Relationen 

- -  - -  ~ , e'k, h ( I  2 )  ~'nk, a d l , h  e l  '~k,h - - -  (~1(~2 . . . Ok--1 - - - ,  
?~7'1 j h (~k~h Ck Cl~h e l : h  

worin wie in w , ( I I )  

( I  - - =  0 1 ,  - - =  O t ~ ,  " " " ~ - -  ~ ' ~ - - 1 ,  e ~  ~ () ,~ e I ~ r  o~ 
e 2 e 3 e~ 

gesetzt ist, 

( '4)  el,ky,,,x, -F 2,,y,~,,o,~..2 n L �9 -F e,,,~y.;,,o,o., o .~_ tx ,~o  (,node,), 

und die Bedingung I i s t  nun darauf zuri3ckgefiJhrt, dass die ffir k = , ,  2, 

. . . ,  ff g~21tigen Congruenzen (i 4), die sich a u f  einen und denselben Modul  

beziehen, die Congruenzen (4) zar notwendigen Folge haben. 

Bei den weiteren Folgerungen aus dieser Forderung stiitzen wit uns 
auf das naehstehende, leieht Zu beweisende Lemma.  
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Die nach irgend einem Modul 3 genommenen Congruenzen 

a,,~x~ "4- �9 �9 �9 Jr- a~,~x~ --  o 

. . . . . . . . .  (rood 

a~,ix, + . . .  + a~,,x~ ~ o 

konnen befriedigt wcrden ohne dass sltmmtliche x ~ , . . . ,  x~ durch 3 
teilbar sind, wenn u > N  ist oder wenn zwar u ~ #  aber alle aus den 
Reihen der Coefficienten a~,a zu bildenden u-reihigen Determinanten mit 
3 einen gemeinschaftlichen Teller haben, im andern Fall ist dies nicht 
moglich. J 

Da nun die Congruenz (14) auch fi]r den Modul e~ gi~ltig sein und 
die Folgerung 

x ~ o ,  x 2 ~ o ,  . , x , ~ _ ~ o  ( m o d e ~ )  

ergeben muss, so erhalten wir eine vierte Bedingung for den Modul m. 
D. E s  muss die Anzahl  # der Indices fiir den Modul  m gleich oder 

grSsser sein als die Anzahl  ~ tier Invarianten.  

Die Congruenzen (I4) lassen sich nun successive dutch die folgenden 
ersetzen : 

( I 5 )  el ,krl , ix I ~ o (rood (~1), 

welche die Bedingung ergiebt: 

((~1) e l , l r l , l~ )  eJ,2rl,2, . . . ,  el,p.j"I,.u 

d'~rfen keinen .qemeinschaftliehen Teller mit  31 haben. 

Dann folgt aus (i5) 

(I 6) xl = 31xl, 

und aus (I 4) 

e,, ,.r,,, x( + (,nod 

1 Es ist kaum n(iti~ ~(lf den Bewels dieses 8atzes hiev einzugehen, der fast wOrt- 
]ieh aas der Theorie dar ~nearen homogenen Gleichungen entnommen werden kann. (Man 
vgl. z. B. LIPSCmTZ, Lohrbuch der Analysis, Bd. I~ ~ y .  IV.) 



Theorie der Abel'sehen Zahlktirper. 

woraus die zweite Bedingung:  

(3~) N i c h t  alle aus  
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(o~) N i c h t  aUe aus 

e._,,l'f2, t , e,,~'~.~, . . . )  e2,,,'f~,;~ 

�9 ) * �9 �9 . �9 * 

e~,~'~,l, e~,:T.~,2~ �9 . . ) e,~,t,T~,I~ 

zu  b i ldenden  u-reihigen D e t e r m i n a n t e n  di~rfen e inen g e m e i n s a m e n  Te l ler  m i t  

haben.  Ov 

Wenn  nun  q eine in e~, e~, . . . ,  ep abe t  nicht  in ep+~, . . . ,  e~ auf- 

gehende Pr imzahl ,  also ein Teller  yon o~ nicht  abe t  yon o~+1, o~+2,..., 6, 
ist, so forder t  die Bed ingung  (~p), dass man fiber die i'k,h SO vcrfiige, dass 
wenigstens eine der  p-reihigen Determinanten ,  e twa 

el,17-j,1, ej,~q,:, . , , ) e),p~-~,p 

e~,,r: , , ,  e~,~-~,:, . . . ,  e:,~-f~,~ ( ~ )  

�9 . ~ . �9 * * . �9 * 

ea, l~'a,~) ee,*_'fa,~, , . .  , e~,p'Fe,~ 

nicht  du tch  q te i lbar  sei, und  wenn dieser Fo rde rung  ffir alle in e~ 
aufgehende  P r imzah len  q geni~gt ist, so sind auch die Bed ingungen  (~1); 

. . . ,  

H i e r a u s  ergiebt sich die letzte B e d i n g u n g  rio ~ den M o d u l  m:  

el,iT1,1, e~,~yl,~, �9 �9 �9 ~ el,i, yl,~ 

zu  b i ldenden  zweire ih igen  D e t e r m i n a n t e n  di ir fen e inen gemeinschaf t l l chen  Te l ler  

m i t  ~ haben. 

Dann  folgt  aus (I7)  

Indem )nan diese Schlusswcise fortsetz L ge langt  man  schliesslich zu der 

Bedingung 
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E. Is t  q eiue iu e~, e~, . . . ,  ep aber nicht ia ep+~ aufgehende Prim- 

zahl, so muss eine Anordnung der m~, m~, . . . ,  m,  derart mo'glich sein, 

dass das Prodact 
e l , l e 2 ,  2 . . . e p ,  p 

nicht durch q teilbar ist. (Selbstverstlindlich braucht diese Anordnung ffir 
die verschiedenen Primzahlen q nicht dieselbe zu sein.) 

Ist die Bedingung E erf(~llt, so kann man fiber die i'~,i~ so ver, ffigen, 
dass aueh die Bedingung (A) befriedigt ist; man hat nu t  z. B. 

~'~,1, ~'2,:, . . . ,  ~'p,p dut.ch q nicht teilbar 

i'2,1, i'~,~, i'a,2, . . . ,  Tp,~, "fp,:, . . . ,  ~o,p-~ dutch q teilbat. 

anzunehmen, und da hiet"nach an i'~,h noch keine Anfot"dm'ung gestellt ist, 
so bleibt noch die Moglichkeit, den Bedingungen II, III zu gen0gen. 
Denn naeh (I I) geschieht diesen Forderungen geniige, wenn ein be- 
stimmtes m~3-~,h, nicht durch q oder nicht dutch q ~  I teilbar ist, 
wi~hrend m~,h dut.ch q oder q - - i  nicht tei lbar ist. 

Auch fiir die verschiedenen in Betraeht kommendcn Primzahlen q 
sind diese Forderungen ofl'enbar mit einander vertraglich. 

w 8. B e s t i m m a n g  d e r  G v u p p e  ~.  

Die Coefficienten ~-~,~ lassen sieh den Bedingunge n des vorigen Para- 
gvaphen gemi~ss im Allgemeinen a.uf mehrfache Weise bestimmen. Unter 
diesen Bestimmungsarten kSnnen mehrere zu derselben Gt.uppe ~ fi~hren; 
es kSnnen abet" auch verschiedene Gruppen ~3 und folglich aueh ver- 
schiedene Gt.uppen ~1 auftreten. Man muss also, urn alle diese Gruppen 
zu bilden, die verschiedenen Bestimmungsweisen det. Coeffieienten Ta.,t, in 
Betraeht ziehen. Man kann abet dann, wenn man die j-,,~ gewahlt hat, 
ohne erst auf die Gruppe ~3 einzugehen, direct zur Bildung tier Gruppe 

sehreiten, wie jetzt noeh gezeigt werden soll. 
Sind wie oben %, % , . . . ,  % die Indices it"gend einet. Zahl  in ~ ,  

/9,, fl~, . . . ,  /9,,. die einet. Zahl in ~ ,  ist fernet. 

! 
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das kleinste gemeinsehaftliehe Vielfaehe von m~, m2, . . . ,  m~, so sind die 
beiden Gruppen 2,  93 dadurch charakterisiert, dass stets 

(2) ,,,;fl,~, + , , ;A~ ,  + . . . .  + ,,..,:fl,,~,,- o (,,,od M) 

oder (lass die si~mmtliehen 

(3) ~'~' + ~""' + . . .  + ~ " "  
W;/t "D'I,~ 'D?lZ 

ganze Zal!len sind. Naeh w 7 (2) liat man also alle diejenigen Zahlen- 
systeme a~, %, . . . ,  at~ ()nod ml, m 2 , . . . ,  m/, ) aufzusuehen, fi]r welehe 

l~k fl.~t 
(4)  + + . .  �9 + ' (1 '= 1 ,2 ,  .. , 0  

"m I ' m  2 '/7~ It 

gtmze Zahlen sind. 
w 7 so darstellen 

Die Ausdr~eke (4) lassen sieh aber naeh (8), (i i) 

r~-,1 a___~l + rk,2a2 rk,,,~a,~ 
(5) & ,  &2 + "'" + T;T,,~ ' 

so dass man die einzelnen Terme auf den gemeinsehaftlichen Nenner ek 
bringen kann. Hiernach ergeben sich dann zur directen Bestimmung der 
Indices ah die Congruenzen 

(6) e,.,,T,.,,a, + e,.,,y,.,2a.2 + . .  �9 + ek,,,T,.,e.a,,, = o (mo(l e,.). (k--,,,, ...,~) 

w 9. B e s o n d e r e  F d l l e .  

Es hat nicht die geringste Schwierigkeit, nach den bisher gegebCnen 
Vorschriften Zahlenbeispiele in belicbiger Menge durchzuft~hren. Wir 
iiberlassen dies dem Leser und heben hier nur noch zwei FMle allgemei- 
nereP Art hervor, in welchen den Resultaten eine einfachere Gestalt ge- 
geben werden kann. 

I. E s  sei v----- I,  also die Gruppe ~ reguldr 

Es ist in diesem Fall naeh w 7 (8) 

e l  - ~  d j , l e l , 1  = dl,,2el,~ . . . .  -= dl,pel,z 

~ 1  = d l , l t / " / / l , 1 ~  , T/?~ 2 ~ d ] , 2 ~ $ 1 , 2 )  . . ) ~np. ~ d l , p T / g l , p t  
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und die Bedingung E reduciert sieh darauf, dass 

keinen gemeinschaftliehen Teller haben. Die Zahlen Y~,I, i % ~ , ' " ,  *fl,:, 

hat man dann so zu w~hlen, dass auch 

keinen gemeinsehaftlichen Teller m i t e  I haben, und iiberdiess zur Ver- 
meidung der Ausnahmefi~lle, so dass, wenn q Primfaetor yon m i s t  und 
m~ der zugehorige Indexmodul,  e~,~Ta, ~ nieht durch q ~  I oder nieht dureh  
q ]  teilbar ist, je naehdem q einmal oder mehrmals in m aufgeht, eine 
Forderung, weleher wegen der Voraussetzungen A, B, C stets geniigt 
werden kann. Far  die Indices a erhMt man dann die eine Bedingung 

(~) e~,,r~,,~ + e,,~r,,~ ~ + . . .  + e , , , r , ,~%--o  (mode,). 

Dies ist der von KnONECKFa in der oben erwlihnten Abhandlung be- 
handelte Fall. 

2. Es sei u beliebig, dagegen 

( 2 )  = = . . . =  e ,  = p  

gleich einer und derselben Primzahl (einsehliesslieh der Primzahl 2). Alle 
von p versehiedenen in m aufgehenden Primzahlen miissen in diesem 
Falle ~ I (modp) sein und konnen nut  einfache Faetoren yon m sein. 
Der Factor p selbst kann zweimal und wenn p---- 2 ist, dreimal in m 
enthalten sein, aber nicht nur einmal (wegen C). 

Wit  nehmen zuerst an, es sei: 

Dann ist 

m = q l q : . . . q : ~  

m i  : -  ~r - -  I ,  m'2  = q 2  - -  I 7  . . . ~ m ~  - - q ~ - -  I .  

dk ,  h -=~ p ~  ek, h ~ 17 m k ,  h - - ~ - -  
q h - -  I 

p 

Die Zahlen Y~,h hat man so anzunehmen, dass nieht "~lle v-reihigen 
Determinanten aus 
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dutch p teilbar sind, 
alle Zahlen a aufsucht welche den Congruenzen 

Tl , la l  "31- ~'1,2a~ -~ . . .  "31- yl,,,a,,, ~ O 

( 3 )  > ' 1 = 1  + r 2 ' 2 ~ 2  + ~  ~ + r 2 ' l t ~ l *  ~ 0 

Tl,1, T~,~, " ' ' ,  Tl,,,, 

T~,I, T~,2, " " ,  T~,,,,. 
, . . . . . . . .  , �9 

T ~ , I ,  TP, ~ �9 �9 �9 , T~, ,,t 

und dann erhglt man die Gruppe ~ ,  indem man 

TV, I(~I " ~  ~v ,  2(~2 71-- , , ,  "-{-- r ~ , p ( ~ / t . ~ - -  0 

genfigen. 
nbrigen 
Nun kann jede Zahl ah, 
werden dureh 

(rood p) 

Dutch diese Congruenzen sind ~ yon den Zahlen ah durch die 
/ , - - ~ ,  welche willkiirlieh sind, nach dem Modul p bestimmt. 

ohne die Bedingungen (3) zu verletzen, ersetzt 

qh I 
(4) ah q- shp, sh o, I, 2, , = �9 o �9 I .  

P 

Bezeiehnen wit also mit Cl, c 2 , . . o  primitive Wurzeln von ql, q~, " ' "  SO ist 

a --= c~' (rood ql) 

a _= @ (rood q2) 
�9 . . . .  , . �9 , 

und daher, wenn rl, %, . . .  primitive Einheitswurzeln der Ordnung 
qa, q=, . . .  bedeuten 

und also, naeh (4) 

.el #-i ~ c2~-/-2 

8k 
Clal off ~lP C2a2-~ s2p (5) ,; = Z Z r ,  . .  

worin die mit ~ bezeichnete Sum,me au f  alle den Congruenzen (3)geniigenden 
Zahlen ah, die kleiner als q und nicht negativ sind, erstreckt ist. 

Setzen wit also 

(6) -(~) 
0 qh--1 1 

T 
Acta mathematica.  9. I m p r i m 6  le  20 N o v e m b r e  1986. 17 
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was nichts anderes als die von GAuss eingefOhrten q h - - I  :/)-gliedrigcn 

Perioden sind, so erhMt (5) die Form 
a 

(7) ~ Z ~ , ~  . . .  

worin die ~umme~, nach s ebenso zu erkl~ren ist wie in (5). 
Ist insbesondere /~ = ; ,  so werden die in (7) vorkommenden s alle 

--= o und man erMl t  7/ dargestell t  als ein Product  yon v einfaehen 

Gauss'sehen Perioden. 
Nieht viel anders gestaltet sieh das Resultat, wenn wit  

(8) m --  ~ :q~%. . .  
setzen. Wir nehmen eine primitive Wurzel  c o yon p~ und definieren % 

'1 ~I1 naeh dem Modul p ( / ) ~  i) dureh die Congrue z 

a - c;~ (rood/;).  
I~; dann r 0 eine primitive Einheitswurzel der Ordnung p~, und ,~<~0) 

die (p ~ I)-gliedrige Periode 

0, p - - ~  

so wird jetzt 

(9) ~ ~ X ~ : ~  �9 �9 �9 

worin die Summe naeh s fiber a | le den Congruenzen 

(~o) yh,0So q- ;,,,~sl q- yh,~s~ + . . . _ = O  (modp) (,,=,,2 ...... 

genagenden Wer te  s erstreekt ist, die kleiner als/)  und nieht negativ sin& 

Ist endlieh 1)----- 2 und 
m, -=  8 q ~ q ~  . . .  

so bestimmt man ~o, So naeh d e m  Modul 2 aus der Congruenz 

( ~ )  ( -  ~)o05o'0=_~ (moa 8) 

und erhrdt ft'~r ~7 den Ausdruek 

( I2)  ~ ~--- ...~ q ~ , q ~  . . .  

worin wieder die nach s genommene Summe i~ber alle den Congruenzen 

(~3) r,,,oSo+r;,,oS;+r,,,,s,+r~,,~s~+...~o (rood ~) 
genOgenden Werte s,  die gleieh o oder I gesetzt werden k0nnen, erstreekt M. 

Marburg, im Oetober i886.  


