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0BER EINEN ZUSAMMENHAN6 

ZWISCHEN GEWISSEN LINEAREN 

DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHIJNGEN 

VON 

HJ. MELLIN 
i n  H E L S I N G F O R S .  

I. In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafanclion, Bd. 8 dicses 
Journals S. 3 7 ~ 8 o ,  habe ich gewisse mi~ der Gamm'lfunction sehr nahc 
verwandte Transcendenten untersucht. Es wurde behaul)tet , dass die for- 
male Ubereinstimmung, welche die Theot'ie dieser Functionen mit dec 
Theorie der .linearen l)ifferentialgleichungen in gewissen Hinsichten erhidt, 
dadurch erklr~rt ~erden kann, dass in der  That auch ejn bestimmler Zu- 
sammenhang zwischen diesen Funetionen und den Integraten gewisser li- 
nearen Differentialgleichungen stattfindet. Am Ende der Arbeit wurde 
ein specieller, diesen Zusammenhang angebender Salz ausgesprocb.en. Es 
wurde zugleich behauptet, dass dieser Satz nur ein Specialfall yon all. 
gemeineren auf  Differenfialgleichungen der Form 

( I )  (r o -  b o X ) X ' f f  (n') 2 I - (a  I - -  b , x ) x ' * - l f f  ( n - ' )  -4- . . .  + ( ( I , ~ -  b n x ) f f  = o 

sic h beziehenden Sr~tzen sei. Die Differentialgteichung (I) wm:de bei 
jeuer Gelegenheit in der Gestalt 

~ d  ~, d d ~ __~ ,~d d � 9  d 
x ~ x  ~ .  .~x~'y cx ~ x ~ ' ~ .  �9 . . ~ x  ~'y,  

auf die sie immer gebracht wet '~n kann, geschrieben. 
Acta mathematica, 9. Imprim6 le 17 /';ovembre 1886. 18 
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Dee Zweek der vorliegenden Arbeit ist ram, die Richtigkeit der oben 
erwahntmn Behauptungen nachzuweisen. 

Obgleich es nicht immer nothwendig ist, stellen wit uns dennoch vor, 
d'tss die bestimmten Integralc, von denen im Folgenden die Rede sein 
wird, li~ngs einec die Grenzen verbindenden Gcraden erstreckt sin& Liegt 
eine singulsre Stelle zwischen den Grenzen, so kann sie mit tliilfe eines 
unendlich kleinen Halbkreises vermieden werden. 

Ist a 0 yon Null verschieden, was im Folgenden vorausgesetzt werdcn 
soil, so haben die Integra!e de r  Differentialgleichung (z) bekanntlieh die 
Eigenschaft, mit einer passenden Polenz yon x multiplieirt, in der Um- 
gebung yon x-----o endlich zu bleiben, und ksnnen in dieser Umgebung 
dureh eine Summe yon geihen der Form 

+ 4 .> . + .._,..,,>.. ( l o g . y - ' I <  

dargestellt  werden, wo p eine Wurzel der zum singuliiren Punkte x ~---o 
~1 ~ . tier Differen, tiatgleiehung (i) gehsrigen tundament '~Iglemhung bedeutet. 

Be:zeiehnet:also f ( x )  ein Integral dieser Differentialgleiehung, so hat das 
bestimmte. Integral 

1 

(2) 
0 

fiir hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von z~ sieher einen 
endliehen Werth, wenn der singul','~re P u n k t  

(A 0 
.T, - -  - -  (t  

bo 

des Differentialgleichung (i) von I vcrscllieden ist. Den Fall wo a = I 
ist, wollen wit" spi~ter fur sich betraehten. Der Kftrze halber wird daher 
im Folgcn(len, wcnn d"as ent~c(~enseaetzte nicht gesagt wird, angenommer b 
(lass ~ = t eme r(!gulare Stelle unserer Different:ialgleichung ist, Be- 
zeiehnet man also die entgegengesetzten Werthe der Wurzeln der ge- 
nannten Fundamentalgleichung mit 

und den grSssten unter den reellen The~l~n von zl, &, . . . ,  z,, mit 2, so 
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hat das bestimmte Integral (2) immer einen endlichen Werth, wenn der 
reelle Theil yon z > ~ ist.. 

? Dutch das bestimmte Integral (2) wird nun eine t unction definirt, 
welehe die folgende lineare Differenzengleichung erstcr Ordnung befriedigt 

(3) r l ( z ) f ( z  -~ I)~-~ ro(z)f(z ) - -  R(z), 

wo r0(z), r,(z), R(z )ganze  rationale Functionen bezeiehnm,. 
Die Richtigkcit dieser Behauptung ergiebt sieh folgendermassen, 

Dutch Multiplication mit x ~-~ und Integration zwischcn den Grenzen o 
und x folgt zunrmhst aus (I)- 

1 

(4) fx'~-~(aox'~y(")-- k a,~m'~-~ff"-" + . . .  q- a,,y)dx 
0 

1 

= fx~(box"y '') + b~x"-'y ('--1) + . . .  + b,,y)dx. 
0 

Das Verfahren der theihveisen Integration liefert ferner die Gteichung 

1 

(5) f r  -vi"-"--v~"-'~'z + v~'-~'z(z- ,) + ... 
0 

1 

+ ( - , > ( ~ . - l ) .  (~_~ + , ) j ; , .  ~, ,  
0 

wo y~,O den Werth yon yOO far  x = i bezcichnet. Aus Gleiehung (4) 
erhellt  nun, indem man auf beiden Seiten gliedweise integrirt und jedes 
Glicd mit Hnlfe yon (5) transformh-t, dass man auf der linkcn Seite 
ganze rationale Funetionen und ausserdem das Integral 

1 

0 

und gleichfa, lls auf der reehten Seite ganze rationale Functionel] und 
qusserdem das Integral 

1 

j> ,x = + ,) 
0 
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bekommen wird. Die so erhaltene Gleichung kann nun offenbar auf die 

Form (3) gebracht werden. 
Die ganzen Functionen r0(z ) und r~(z) sind durch folgende Glei- 

chungen bestimmt 

(6) ro(Z ) ~--~- an--~n_iZ-]-  (tn_2Z(Z''- [- I) -~'-...-JI- ( - -  I)naoZ(Z'3 l- I)...(Z-]-Ig--I) 

(7) r~(z) = b , , -  1,,,_,(z -4- ~) + b._:(z + ,)(z + ~) + , . .  

. .  + (--  ,)"b0(~ + i)(~ + 3 ) . . .  (~ + ,) 

R(z) ist hochstens ( n - - I )  t"€ Grades. Die beiden Funetionen r0(z ) und 
r~(z) sind yon dem Integrale ~ (x )unabhang ig .  Die Coefficienten in R(z) 
aber sind homogene lineare Functionen yon ~(i) ,  ~'(~), . . . ,  r Es 
ist offenbar 

r0(-- z) = a. + a._,z + a._~.z(z-- i) + . . +  aoZ(Z-- , ) . . ( z - -n  + i ) = o  

die zum singularen Punkte x = o, und 

r ~ ( z - - i )  = b.--b._~z+ bn_:Z(Z + I) +.. .+ (-- I)'boz(Z-- ~- I ) . . . (Z  A C ~ - -  I )  ~- -0  

die zum singularen Punkte  x = ~ der Differentialgleichung ( I )gehor ige  
Fundam entalgleichung. 

3. Das oben betrachtete Integral f(z) kann in manchen FMlen 
dutch einen einf'Jchen analytischen Ausdruck dargestellt  werden. Wi t  
wolleu, um dies zu zeigen, annehmen, es sei entweder [a  o l > l b o  I >  o 
oder l ao,I = [bo I > o (nicht a.ber a o --: bo) , und im letzten Falle der 
reelle Theil y o n  

b I a '  1 

b o a o 

in algebraischem Sinne grOsser als - - I .  
Setzt man 

ro(Z) _ R(~) 
rl(z ) r(z), rl(z ) --  R(z), 

so folgt mit Hiilfe von (4) die Gleichung 

(8) f(z -Jr ')  = r ( z ) f ( z ) -  I t(z) ,  
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dutch deren wiederholte Anwendung sich die folgende ergiebt 

R(z)  R Iz  + 1) 
(9) f ( z ) - -  r(z) [ - r (z ) r (z+  , ) + ' ' "  

�9 - .  -4- 
R(a + ,r~-- l) 

r ( , )r (z  + i ) . . .  r(z + m -  I) 
f(z + ~,) 

+ r(z)r(z  + i ) . .  r(z + m - -  t)" 

141 

Unter den obigen Vorausse/zungen kann nur~ gezeigt werden, dass d'ls 
Restglied in (9) stets die Null  zur Grenze hat. Dies ist, wenn I%1> Ib01 
ist, unmittelbar  ersichtlich; denn das Product 

und 

Dann ist 

. n d  r , ( z )  = o 

t 0 t 

Z I ~  Z 2 ~  " �9 " ~ Z n "  

p ! p _ _  , , x = z~ + z2 + . . .  + z , , - - z ~ - - &  . . - - z , ,  

Bringt man das Restglied in (9) auf die F o r m  

f(~ + m) a . . . .  m f(z + ~,) 
r(z)r(z + 1) . . . r (a  + ~r~-- t) r(z)r(z "1 t" I ) . . . r ( z  + ',u-- t) a"'m" 

SO geht aus w 2 meiner oben citirten Arbeit hervor, dass der erste Factor 
rechter Hand far  wachsendes m sich tier endlichen Grenze 

a"rn ~ F(z - -  Zl) V(z - -  zu) V(a - -  z,,) lira _-=_ �9 ~ �9 
..... r(z)r(z + I ) . . . r ( z  + m - -  i) F ( z - - z ' I ) F ( z - - z ' ~ ) . . .  ['(z .... z,'3 

nahert. Da der reelle Theil yon ~ grosset a!s a vorausgesetzt wird, wo 

die Wurzeln der Gleichungen 

r0(z ) - - o  

beziehungsweise mit 

r ( z ) r ( z  + i ) . , .  r(z + m - -  ,) 

wird alsdann mit wachsendem m unendlich, wM~rend f(z + m), da in (2) 
die Veri~nderliehe x auf das Intervall  o . . .  I beschri~nkt ist, sich der 

Cbo Grenze Null  ni~hert. Ist I% ] = I bo I, so setzen ,vie < a und bezeiehnen 
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die in w I bestimmts Zahl bedeutet, so giebt es offenbar sine positive 
Constante A, welchs die Bedingung 

]yx~[ < A  

erfi~llt, wenn x auf das Intsrvall  o . . .  i besshrii, nkt ist. In Folge eines 
bekannten Sa/zes aus der Ttieorie der bestimmten Integrale ist daher 

1 1 

If(  + ' " ; l s  * ...... < A f ,  ..... ' - "  
0 0 

Hieraus ergiebt sieh 

Da unserer Am~ahme nach dsr reelle Theil yon x > ~ I i s t ,  so erhellt 
hieraus, dass das Rsstglied in (9) fi;lr waehsendes m sieh der Grenze 
Null nMmrt. 

Hievmit ist nun unter den oben erwgthnten Voraussetzungen dargsthan, 
nisht nut  dass die Reihs 

R(z + ,~) 
,= r(z)r(z  T ]5- .  [ r(z + u) 

wenigstens for diejenigen Werfl~s von z, t'i~r welche das Integral sine 
bestimmle Bedeutung hat, eins convergirende ist, sondsrn auch dass 

1 

(IO) x " - ' d x  --~ r(z)r(z + 7)_._r(z + ~)" 
0 = 

Der Convergenzbereich der rechten Seits von (1o) ist nieht wie 
jener Bsreieh, in dem die linke SeRe einen bestimmten Sinn hat, ein 
beschr~.nktsr. Es kann unter den oben gemach{en Voraussetzurigcm be- 
wiesen werdsn, dass diese Reihs immer convergirt, wsnn nur z yon den 
Wurzeln der Gleichungen 

r0(z + u) = o (~=0, ,, ,, ...) 

verschieden ist. Nehmen wiv zunad, st an, es sei ]a  o l > [ b o ] ,  so nahert 
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sieh offenbar der Quotient eines Gliedes der Reihe durch das vorherge- 
hende, d. h. die GrSsse 

R ( z + m )  . r , ( z+m)  
R(z + m -  [) ro(z + ~) '  

wenn m ohne Ende wrtehst, einer Grenze, deren absoluter Betrag kleiner 
als i ist, und es ergiebt sich leieht, dass die Reihe in der Nr~he jeder 
von den Wurzeln dee genannten Gleiehungen verschiedenen Stelle un- 
bedingt und gleich,niissig convergirt. Ist ferner I% I I b0 ], so ent- 

I 
wickeln wiL" den obigen Quotienten nach positive. Potenzen yon -- nnd 

erhalten naeh einer einfi, chen Rechnung 

R(z + m ) r , ( z + m )  ( k - - ~ - - x  c, ) 
R(z Jr 'n/, - -  I) ro(z + m) -- a I + - - m  + m ~- + " "  ' 

w o k  (lie Gradzahl (les Ziihlers von R(z) lind cx, G, " "  von m unab- 
hi'mgige GrSssen bezeichnen. Well k hsehstens gleich n -  I und det; i'eelle 
Theil von x grSsser als - - I  ist, so ist der reelle Theilvon k , - - n ~ x  
jedenfialls ~egativ. D~ die Grssse a, deren nbsoluter Betrag gleich i i s t ,  
yon der Einheit versehieden ist, so sind naeh einem bekannten Satze far 
die Re ihe( lo )  die hirireichenden Convergenzbedingungen erf(illt. 

In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafitnction bin ich, yon der 
Gammafunetion ausgehend, auf eineln anderen Wege zu Reihen der Form 
(to) gekommen, indem gewisse anfangs dutch Partialbruehreihen dar- 
gestellte Functionen auf diese Form gebraeht wurden. Stellt man die 
Ergebnissr dieser Arbcit mit dem Obigen zusammen, so erhellt, dass eine 
grosse Anzahl bestimmter Integrale auf jene Functionen zuri;lckgefahrt 
werden kann. Zwischen der Differentialgleiehung 

( , 0  - -  t0 ) 'y ( ' ,  + - -  + . . .  + - -  = o 

einerseits und der Gammafimction andererseits ergiebt sieh zugleich ein 
i-nteressanter Zusammenhang , der aus der folgenden I)arstellung hervor- 
get, e .  wird. Fassen wit zuniiclist den Fall, wo l a01 > l b01 ist, vorzugs- 
weise ins Auge, so kann dieser zusammenhang in aller Kt~rze folgender- 
masse, angegeben werden. 
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Bezeichnet man mit b die erste der Gr~)ssen bo, b~, . . . ,  b,, die 
n icht  gleich Null ist, und setzt 

rl(z) = ( - -  I)'-~b(z - z ; ) ( z . -  z') . . . ( z - -  z;) 

so ist F(z)  eine der Gleiehung 

/ 7 ( Z  --[- I ) ~ - - -  r ( z ) F ( z )  

Diese Gleiehung kann als ein Speeialfall yon (8) 
Dem MITT,G-Ln~'FLEffsehen Satze gemiiss setze man 

F(~) = p(z) + Q(~), 

wo P(z)  eine Partialbruehreihe und Q(z) eine besti~ndig eonvergirende 
Potenzreihe bezeiehnet. In der oben genannten Arbeit ist gezeigt worden, 
dass P(z)  einer Differenzengleiehung der Form (8) Gennge leistet. Anderer- 
seits iibevzeugt man sieh ohne Sehwierigkeit, wenn man die Abh~ingigkeit 
der rationalen Funetion R(z)  yon y,, y'~, . , . ,  y~"-~)beachtet, dass es unter 
den partieulliren Integralen der obigen Differentialgleiehung eines und 
zwar .nut ein einziges 7/ giebt, fi;w welches die dureh 

1 

o 

definirte Function f(z) dieselbe Differenzengleiehung geniigt wie P(z).  
D a  ' die beiden Funetionen P(z)  und f(,z) ~msserdem die Bedingung 

lira S(~ + ,~) ~-- o = lira f(z + m) 
m ~ r m = ao 

erfallen, so folgt leicht aus den fri~heren Betrachtungen, dass sie im 
ganzen Galtigkeitsbereieh des Integrals i;lbereinstimmen miissen. Es giebt 
somit ein partieulgres Integral ~ der Differentialgleiehung (I), far welches 

1 

0 
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Die bestandig convm, girende Potenzreihe Q(z) gcni!gt auch einer Dif- 
fercnzenglcichung der Form (8). Dass diesclbe, sowie auch die Function 
F(z), mit Hi~lfe eine.~ particuF, xen Integrals der Different ialglciehung (I) 
auf die Form eines bestimmten Integrals gebracht werden kann, wollen 
wit  im Folgenden fi~r cinen ziemlich umfassenden Fall nachwcisen. 

3. Ee soll nunmehr  vorausgesetzt werden, dass a 0 und b 0 bride yon 
Null  verschieden sin& Die zum singul'aren Punkte  

t71 0 
X - -  - -  (~  

b o 

der I)ifferentialgleichung (I) gehorige determinirende Fundamentalgleichung 
lautet  

pCo - -  , ) . . .  + + + i) = o.  

I)as zur Wurzel p = -  z - - I  gehSrige Integral, welches im Folgenden 
mit ~ bczeichnet wird, ist nun besonders bemerkcnswerth. Der obigen 
Voraussctzung fiagen wit nun noch (lie Bedingung hinzu, (lass der reelle 
Thcil yon z kleincr als - - n  scin soll. Es sind alsdann die Wcrthe 

, . ~ r  
~ , , ,  v] , , ,  . . .  , q .  , 

welche ~2, 72', . . . ,  7] (~-~) far  x ~ a annehmen, allc gleich Null, und das 
Integral 

a 

( I I )  f(z) --= f ~ix~-' dx 
0 

h a t  sieher eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von z grSsser 
ist als eine gewisse reel!e Z,qhl ,t, die yon den Wurzcln der zum singu- 
lg,ren Puncte oc = o geh0rigen Fundamentalgleiclmng abhrmgig ist, 

Da 7,, 7/',, . . , ,  ~,-1) gleic!l Null  sind, so folgt (lurch wiederholte 
theilweise Integration 

(t a 

0 0 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  9. I m p r i m ~  l e  "22 N o v e m b r e  1886. 19 
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Mit Hiilfe dieser Formel folgert man nun aus der Gleiehung 

a 

f x'-'(aoX"r/n) + a~ x ' - '7 /~  + . . .  + a~v) dx 
0 

a 

_~_ f x z (b ~ x ~ ~](~) 21_ bl ~;n--, ~](.--1) 27 . . . 2[- bn ~) d x  
0 

ganz so wie in w I, dass f(z) der linearen Differenzengleiehung 

oder 
r, (,)r(, + , ) - -  ro(~)r(~) 

f(z + I ) =  r(z)f(z) 

Gen~]ge leistet, wo 
bestimmt sind. 

Setzt man 

ro(Z ) und r l ( z  ) dureh die Gleiehungen (6) und (7) 

r o ( 4  = ( - -  , ) % ( ~ -  z,)(~ - -  , 2 ) . - .  (~ - -  *.) 

r , ( 4  - -  ( - -  ,)'bo(~- ~;)(z - -  4 ) . . .  ( ~ -  <) 

( i~)  

~(~) = ~ (, - ,,)(z - - z 2 ) . . .  ( * - - ~ )  
t t ! (~ --z~)(~ - -z~) . . .  ( . - - ~ )  

F(z)  = a* r( ,  - ~,)v(, - ~,) . . . .  v ( , - , ~ )  

so ist F(z) eine Function, welehe ebenfalls die Gleiehung 

F(z  -I- i ) =  r ( z ) F ( z )  

befriedigtl Es soil nun gezeigt werden, class sieh f(z) und F(z) nu t  
dutch einen eonstanten Factor yon einander unterseheiden k0nnen. 

Das bestimmte Integral f(z) hat folgende Eigensehaften: 
I. Die Gleiehung f(z + I ) =  r(z)f(z) besteht fur alle Werthe von 

z, fur die das integral  einen bestimmten Sinn hat. 
II. Man kann eine reelle Zahl a so annehmen, dass sie in alge- 

braisehem Sinne gr6sser als der reelle Theil einer jeden der Gr6ssen 
' ~' ~' ist, und dass f(z) in der N~the jeder Stelle z o ----~'-t-i~", 
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fc~r wclche a < ( ' <  a -4- I ist, in eine nach positiven ganzzahligen Poten- 
zen yon z z 0 fortschreitende Reihe entwickelbar ist. Das letztere ist die 
Folge eines bekannten Satzes aus der Theorie der bestimmten lntegrale. ~ 

III. In dem soeben erwahnten Bereiche yon z kann der absolute 
Betrag yon a - ~ f ( z )  nicht ~tber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es 
ist n~mlich, wenn man x = at setzt, 

a 1 

= . - . f  ux = f 
0 0 

und t eine reelle Verhnderliche, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung 
sofort ergiebt. 

Betraehten wir jetzt die Function F ( z ) ,  so ist unmittelbar ersichtlich, 
dass sic die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Hi~lfe des analytisehen 
Ausdruckes der Gammafunction findet man ohne besondere Schwierigkeit, 
dass F ( z )  aueh die Bedingung III erfi~llt. 

Nun habe ich reich yon der l~ichtigkeit des folgenden Satzes ilber- 
zeugt, der ~brigens nur ein Speeiaifall eines viel allgemeineren ist. 

E s  9iebt, abgesehen yon einem eonstanten Factor,  n u t  eine e inzoe  ana- 

lytische Function,  welche die Gleicbung F ( z  q- ~ ) - =  r ( z ) F ( z )  befriediyt und  

ausserdem die unter  I I  u n d  H I  erwahnten Eiyensehaf ten  besitzt, und  zwar  

ist diese Func t ion  identisch mit  

a ~ / ' (~  - -  z , ) / ' ( ~  - -  ~ ) .  o.  [ ' (~  - -  ~,,) 

/'(~ - -  Z'l) F (~  - -  z . ~ ) . . .  I ' ( ~  - -  z,:) 

In Folge dieses Satzes ist 

l ' ( z  - -  z~) F ( z  - -  z2 )  . . . F ( z  - -  z,3 __.-- C . / ~ 7 #  -1 d.v 
(~ 3) ~ /~(~ -- ~;) /'(~ - -  ~)  . . . I'(~ - z,:) o 

fi~r alle Werthe von z,  for welche das Integral  einen bestimmten Sinn hat. 
Dutch diese allgemeine und, so viol ieh weiss, neue Gleichung wird 

eine grosse Menge bestimmter Integrale auf die Gammafunetion zuri;lck- 
gefohrt. 

1 Siehe Scnl~E~t'~,R, Zur Theorie der Fanclionen I'(z), P(z), Q(z),  CI~ELLES J o u r o  

hal, Bd. 97, S. 237. 
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In der Theorie der bestimmten Integrale hat bekanntlich die Gamma- 
function eine grosse Anwendung. Es sind besonders die Gleichungen 

2r 

T~ z 

0 

1 

r(~)r(:~) f :~:--'(, - -  ~y'.-'d~, 
0 

welche sehr oft benutzt werden. Deswegen und weil die Gleichung (~5) 
nut ein Specialfall yon (x3) ist, gewinnt diese allgemeinere Gleichung ein 
besonderes Interesse. 

Ich behalte mir vor bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen, dass 
die Glelchung (~4) in ahnlicher Weise wie (t5) verallgemeinert werden 
kann. 

Die Potenzen des EuL~uschen Integrals erster Gattung ksnnen nun 
beispielsweise in der Form eines bestimmten Integrals ausgedruckt werden. 
Setzt man namlich 

�9 . ~ v  t 

~t  ~ I ,  Z 1 = Z 2 - - -  ' ~ Z n  ~ O H  ~ t  = Z 2  ~ �9 ' �9 ~ -  Z,'~ - - -  ~ ~ 

so wird 
1 

\ l'(z + a) / 
0 

wo 7] die folge~lde Differentialgleiehung befriedigt 

d d d x, ~ d x d d 
d x X h ~ X . . . x  d~y -= ~ ~ x . . . x ~ x  ~ ~y. 

Die Anzahl der bezeichneten Differentiationen ist auf beiden Seiten gleich n. 
Nimmt man an, kS sei a eine positive ganze Z'~hl, so erhi~lt man eine 
Verallgemeinerung der Gleichung 

1 . 2 . . .  (:~ - I) 
~(z + i ) . . . ( ~  + ~ - -  i)  

1 

0 
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Durch eine geeignete Specialisirung yon (I3) erhMt man ferner die 
Gleichung 

F(z) F(z ~ r + i) 
r ~  - -  ~ + ~ ) r ( ~  - - p  + i )  

1 

= c . f F ( r -  ~, r - -  ~,  r - -  ~ - -  ~ + ~, I - -  X ) ( I  - -  X)~'-a-~Xz-ldx, 
0 

wo F die hypergeometrisehe Reihe bezeichnet. 
Ist a yon I versehieden, so kann offenbar die oben betraehtete Func- 

tion F(z) folgendermassen als Summe zweier Integrale dargestellt werden 

a 1 tl 

0 0 1 

wobei ;7 statt C. ;7 gesehrieben ist. Setzen wir 

l 

P(~) =f;7+-'d.~,, 
0 

a 

P(~,) -- ( ; 7 / ' d x ,  
1 

so hat das Integral Q(z) fur jeden Werth yon z eine bestimmte Be- 
deutung und kann in Folge eines schon fr~her benutzten Satzes in der 
N~he jeder endlichen Stelle z 0 nach positiven ganzzahligen Potenzen yon 
z z 0 entwickelt werden. Sie hat mithin den Charakter einer ganzen 
Function und kann daher in eine bestandig convergirende Potenzreihe 
entwiekelt werden. Nach w x befriedigt P(z) cine Differenzengleichung 
der Form 

P(z -}- , ) =  r ( z ) P ( z ) - -  It(z), 

und mithin Q(z)=  [ ' (z)  P(z) (lie Gleichung 

(~7) q(~ + , )  = r ( z ) q ( ~ )  + R ( z ) .  

In der Umgebung  yon x : o kann das Integral ;7 durch eine Summe 
yon Reihen der Form 

;Tp = x%~ ~ [C<o ~) --k Ci ~) logx + . . .  n t- C <'~) lo_~x) k-1 
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dargestellt werden, wo ,o eine Wurzel der zum siugul~ren Punk.re x = o 
gehOrigen Fundamentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren be- 
kanntlich innerhalb eines Kreises mit~ dem Mittelpunkte x = o und dem 1-01 Radius lal  ~ . Ist nun l a l >  ~, so kann offenbar der Ausdruek x~-'~,o 

mit H~lfe der Formel 

1 
( - -  I )  ..... 1 I . 2 . . .  ( m - -  I )  

r , ,la~,._,~logx),,,_idx __- 
Z m 

0 

gliedweise integrirt werden, und es ergiebt sieh dann eine gew6hnliche 
Partialbruehreihe der Form 

+ + . . +  , 
~=0 z + , o +  ~ (z+,o+,~)" (z+,o + v) k 

welche irruner convergirt, wenn z yon den Gr0ssen 

- P --', C; ~;",T-?, ;::'- ..... ) 

versehieden ist. Das Integral P ( z )  kann mithin in der Form einer Summe 
yon Partialbruehreihen der Gestalt (t8) ausgedruckt werden. Hiermit 
vergleiehe man w 5 meiner fr(iher erw~hnten Abhandlung. 

Auch i,n Falle I~01 = Ibol i~t, wie ich hie~ nicht nahe~ au~fa"~en 
will, die gliedweise Integration erlaubt, wenn x die oben festgesetzte Be- 
dingung erfiallt. Diese Bedingung ist abrigens f~r eine solche Integration, 
wenn auch hinreichend, bei weitem nicht immer nothwendig. Es soll bei 
dieser Gelegenheit auch nicht n~her er0rtert werden, ob diese Bedingung 
far die i~brigen in diesem w dargestellten Resultate nothw'endig sci. In 
der That kann ich gegenw~rtig keinenfalls eine vollst~ndige Darstellung 
des Gegenstandes dieser Arbeit beabsichtigen, well eine solche Darstellung 
yon einigen allgemeinen, auf Gammafunctionen sich beziehenden Satzen 
vorausgegangen werden muss, die sich nicht in fraheren Arbeiten finden 
dt~rften, wenn man yon einigen ganz speciellen, yon SCH~Er'r'EI~ ~ bewie- 
senen absieht. In der n/ichsten Zeit werde ich eine Arbeit veroffentlichen, 
wo ich den Gegenstand meiner friaheren und der vorliegenden Abhand- 
lung in einer vollstt~ndigeren Gestalt darzustellen beabsichtige. 

1 Zur Theorie der Fu~wtionen I'(z), P(z), Q(z), CRI~LL~'S Journal, Bd. 97. 
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4. Ist b o von Null  verschieden, so kOnnen die Iniegrale y der Dif- 
ferentialgleichung (I) in der Umgebung yon x = c-xv durch eine Summe 
yon Reihen der Form 

() $ , ( , ,  ] 
= _ g 3  " ' "  - -  

dargestellt  werden, wo p eine Wurzel der zum singuli~ren Punkte  x = cvv 
gehsrigen Fundamentalgleichung bedeutet. Bezeichnet man wie frfiher 

p t die Wurzeln der Gleichung r~(z)-----o mit z~, z2, . . . ,  &, so sind nach 
w i z~ + i ,  z~ + i ,  . . . ~  z" + I die Wurzeln der genannten Fundamen- 

a o talgleichung. ]st nun der singulare Punkt  x = bo ----- a v o n  i verschieden, 

was in diesem w angenommen wird, so ist, damit  das Integral 

~ a  

(I9) ~(Z) =fyx~-ldx 
1 

einen bestimmten Werth habe, nach dem gesagten irn Allgemeinen erforder- 
lich und immer hinreichend, dass der reelle TheiI von z in algebraischem 
Sinne kleiner als die reelle Zahl /~ sei, womit der ldeinste unter den 
reellen Theilen yon z~ + I ,  z: + I,  , n + I bezeichnet wird. 

In w i ist gezeigt worden, dass das Integral  

1 

f(z) = f y x * - '  dx 
0 

(20) 

die Gleichung 

(:,) 

befriedigt. 
Gleiehung 

(~) 

Gen(ige leistet. 

r,(z)f(z + T) = ro(z)r(z ) - -  R(z) 

In ganz i~hnlichec Weise findet man jetzt, dass g(z) der 

Die ganzen Functionen r0(z ) und r l (z  ) sind durch die 
Gleichungen (6) und (7) bestimmt. Die ganze Function R(z) ist aueh in 
den beiden Gleiehungen (2~) und (22) dieselbe, wenn Y in ( '9) und (20) 
dasselbe Integral bezeiehnet, was im Folgenden angenommen wird. 
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Setzt man wie froher in w 

so folgt aus (22) 

03) 

Hi, Mellin. 

2 

ro/~) _ r(~) 
r,(z) "(~)-  it(z), r,(z) 

(24) ~(z)---- R O - -  i) + r ( z - -  ~ )R(z - -  2) + . .  

. . .  + r ( z - -  1)r(z ~ 2 ) . . .  r ( z - -  ~n H- I ) B ( z - -  ,~! 

+ tO--  , ) tO--  2)... r(~--,,,)o(~--"). 

Es sei nun f~'lr cinch Augenbliek entweder [aol<lbo] oder I~ol=lbol ,  
und im letzten Falle der reelle Theil yon 

und dutch wiederholte Anwendung dieser Gleichung 

bl (it 'l t t �9 * * ~ t  ~ �9 �9 z =  n - = z , + z ~ +  + ~ , , - - z , - - z ~  . - - z~  
b o  ~ o  

in algebraischem Sinne grasser als ~ I,  so kann bewiesen werden, dass 
das Restglied in (24) far  wachsendes m sich der Grenze Null ni~hert. 
Dies ist, wenn I~01<lZ, ol ist, unmittelbar ersichtlieh; denn das Product 

t O - -  ~ ) rO- -  2) . .  �9 t O - -  ~,,) 

wird alsdann mit waehsendem m unendlieh klein, was offenbar auch mit 
( z - - m )  tier Fall ist. Ist l ao[---- I bo[, so bringen wir das Restglied in 

(24) auf die Form 

t O - - , ) t O - -  =). .  , t O - -  m ) o O - - , O  

=a-mm~r(z - I ) r ( z -  2)'. . r ( z - - m )  o ( z - m )  
. . . . .  " ' a - - - m  ,r t~  * 

Aus w 2 meiner froheren Abhandlung e~iebt  sich, dass der erste Factor 
rechter Hand ftir wachsendes m sich der endlichen Grenze 

m ~ o o  

t ! 

F(! +zx- -z )  F([ + z  2 - z ) . , . I ' ( t  +%--z.). 

q(z + I) ----- r (z)~(z)  + R(z) 
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n:ahert. Dt~ der reelle Timii von z kleiner a ls die oben genannte Zahl # 
vorauszusetzen ist, so giebt es offenbar eine positive Constante A, welehe 
die Bedingung 

Iv, l<A 
erfffllt, wenn x auf das Interval l  I . . .  oo besehrlinkt ist. In Folge eines 
Satzes aus der Theorie der bestimn,ten Integrale ist dann 

und mithin 

c~ 

f dx A 
1 

I 

I 0 (z - -  ~7,) ] A 

I ..... I < 

Da unserer Annahme naeh der reelle Theil von z > -  * ist, so folgt 
hieraus dass das Restglied in (24) fclr waehsendes m sieh der Grenze o 
n~hert. Hiermit  ist nun unter den oben erwMmten Voraussetzungen nach- 
gewiesen, nieht nut  dass die Reihe 

R ( z - -  i) + ~ r ( z - -  1 ) r ( z - -  2 ) . . . r ( z - - ~  + i ) R ( z - - ~ )  

wenigstens ftir diejenigen Werthe yon z, far  welehe das Integral eine 
Bedeutung hat, eine convergirende ist, sondern aueh dass 

~o 

(25) fyx~-ldx=R(z--,)+~r(z--,)r(z--2)...r(z ~ + , ) R ( z - - ~ ) .  
1 

In ~hnlieher Weise wie in w 2 wird gczeigt, dass der Convergenzbereieh 
dieser Reihe nieht, wie der Bereieh yon z in dem das Integral einen be- 
stimmten Sinn hat, ein besehr~nkter ist, 

Die beiden Integrale (I9) und (20) haben im Allgemeinen nieht 
gleiehzeitig eine bestimmte Bedeutung. Damit dies der Fall  ski, miissen 
die Wurzeln der zu den singul~tren Punkten x = o und x-~-r gehsrigen 
Fundamentalgleiehungen eine gewisse Bedingung erfi'dlen. Bezeiehnet 
den in algebraisehem Sinne grSssten Werth, den der reelle Theil einer 
Wurzel  der Gleiehung r0(z ) == o haben kann, so hat  das Integral (20) 
eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil yon z > ), ist. Das 
Integral  (19) hat aueh eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil 

. i o t a  m a t h e m a t i c a .  9, I m p r i m 6  le  3 D d c e m b r e  1886. ~ 0  
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yon z < l~ ist, wo /~ (tie oben angegebene ZaM bezeiclmet. Ist also ), </1, 
so haben dicse Integrale gleichzeitig eine bestimmte Bedeutung, wenn der 
reelle Theil yon z-----4"+ i~' die Bcdingung 

(26) ), < r < I~ 

erfatlt,. In dem dutch (2@ charakterisirien gereich von z stimmt at~- 
dann das Integrtd 

r.r 1 ar  

0 0 1 

mit einer analytisehen Function r aberein, die in Folge yon (2 i )und 
(22) die Eigensehaft 

r + , ) =  r(~) r 

besitzt. Bezeiehnet also F(z) die dureh (~2) definirte Function, so kann 

r  = f(,~)V(4 

gesetzt werden, wo 60(z) eine periodische Function bezeichnet, die ich bei 
einer anderen Gelegenheit bestimmen werde. 

tst la0 = Ib01 und der reelle Theil yon r. > -  I,  so convergiren 
die Reihen Io) und (~5) gleichzeitig. Setzt man unter dle~el Annqhme 

% R(z + m) 
(28) (])(z) =~00r(z)r( z + , i : . - r ( z  + ,~,) + R ( z -  ,) 

or 

+ ~ 2 r ( z - - I ) r ( z - - -  2 ) . . .  r ( z - -  ,; + I ) R ( , : -  m), 
V = I  

so ist $(z) eine analytisehe Function mit der Eigensehaft 

Og(z + ,) = r(z) r 

Diese Function kann offenbar auf die Form (27) gebracht werden, wenn 
die Bedingung ), < ~'</~ erfallt ist. 

5. Nunmehr betraehten wir das Integral 

r 

(29) ~(~) =f,~'d~,~, 
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wo ~ dieselbe Bedeutung hat wie in w 3. Der Eilffachheit halbcr wird 
angenommen, dass das Integral li;mgs einer Geraden crstreckt ist, deren 
Verliingerung dutch den Origo geht. Wenn dcr reelle Theil yon x < - - n  
ist, so sind dic Werthe, wclche V~ :7', " " ,  7] ("-" ffir x = a annehmen, 
allc glcieh Null. Hicraus folgt nun leicht, dass {](z) der I)iffcrenzcn- 
glcichung 

(30) + 

Gent'tgc leistet. 
D~s lntegrat  ~(z) hat  folgcnde Eigensch~ften. 
I. Die Gleichung O(z + I)-----r(z)o(z) besteht for alle Werthc yon 

z, ft'lr die das Integral einen bestimmten Sinn hat. 
II. Man kann eine reelle Zahl u + i so annehmen, dass sic in al- 

gebraischem Sinne kleiner als der reelle Theil einer jeden der Grsssen 
z~ + i ,  z.~ + I ,  . . . ,  z,, + i ist, und dass {t(z) in der Nghe jeder Stelle 
z0 = ~ '+  iC,  ft'~r welche a < ~ <  a + I i s t ,  in eine nach positiven ganz- 
zahligen Potenzen yon z - - z  o fortsehreitendc Reihe entwickelt werden 
kann. (Vergl .  w 3, II.) 

III. In dem soeben erwiihnten Bereichc yon z kann dcr absolute 
Bctrag von a-*~(z)  nicht fiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es 
ist n~tmlich, wenn man x---~ at setzt, 

r162 r162 

a 1 

u,ld t einc reelle Verrmderliche, woraus sich die Richtigkeit der Bc- 
hauptung ergiebt. 

Betrachtct man die Function 

I'(t + z'~--z)l'(l + z~- -z~ . . .  1"([ + z,', - -  z) 
l'(l + z l - - z )  I'(I + z ~ - - z ) . . . I ' ( I  + z , , - - z ) '  

so erhcllt lcicht, dass sic dig Eigenschaften I u n d  II besitzt. Mit Hfilfe 
des bekannten analytischen Ausdruckes dcr Gammafunetion iiberzcugt 
ruan sich, d~{ss G(z)  auch die Bcdingung III erfiillt. Es  gilt nun fol- 
gender Satz, dot aus dem cutspreehenden in w 3 abgclcitet werdcn kann. 
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Es giebt, abyeseheu von ei~wm constanten Factor, ~ntr ei~e eb~ziye ana- 
lytische Function, welche die Gleichu,g G(z + i) = r(z)G(z)  befriedigt und 
ausserdem die unter H und I H  bezeich,~eten Eige~schafteu besitzt, und zwar 
ist diese Function identiseh mit G(z). 

In Folge dieses Satzes ist 

1'(~ + z ' , - ~ ) v ( ,  + z ; - ~ ) . . ,  l'(: + z,',--z) = c f vx,_:~l.r~. 
(3~) a~['(l +z~--z )V( i  + z , 2 - - z ) . . . I ' ( r + z , , - - z )  

Die in w 3 betraehtete Function F(z) ist mit G(z) mittelst der 
Gleiehung 

(3~) 
s m  ~(z - -  z~) s in  ~ ( z  - -  z 2 )  . �9 . s in  ~ ( z  - -  z , , )  

verbunden. 
6. Im Vorigen haben wit die Integrale 

a a~ 

( 3 3 ) f v  *"-'~*, fv*~-'~*, 
0 a 

nut  far den Fall betrachtet, we y dem zur 
FundamentMgleiehung 

' q ' 0  g - -  
b0 

Wurzel p = ~ x ~ i der 

~Go-- i) .... (,o--,~ + 2)(p + x + i) = o 

gehSrigen Integrale r/ gleich ist. Aus dieser Fundamentalgleichung und 
aus der allgemeinen Form der Integvale der Differentiaigleiehung (I) for 
die Umgebung von x = o and m = c~ erhellt sofort, dass das erste Integral 
fiir hinreiehend grosse and das zweite %r hinreichend klehm Werthe des 
reellen Theiles von z eine bestimmte Bedeutung hat, wenn y irgend eine 
lineare Function der zu den Wurzeln p = o, I, 2 , . . . ,  n - - 2  gehSrigen 
Integrale bezeiehnet. 

Dureh die Substitution x = at gehen die Integrale (33) in die %1- 
genden {~ber 

a 1 ~ m 

f v , : - 'a ,  = ,e./ve-',#, j v,~:-',l, = a: f v, :--',lt, 
0 0 a 1 

we y, wenn t als unabhgngige Veranderliche betrachtet wird, eine Dif- 
ferentialgleichung befriedigt, die ebenfalls die allgemeine Form (I) hat, 
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f~r die abet der Punk* t : I ein singul~rer ist. Es darf daher ange- 
nommen werden, dass a in den Integralen (33) gleieh I ist. 

Bezeichnet nun y eine lineare Function der zu den Wurzeln p --- o, I, 2, 
. . . ,  n - - z  geh~srigen Integrale, so hat  das bestimmte Integral 

1 

(34) 
0 

einen endliehen Wet*h, wenn der reelle Theil yon z > 2 is*, wo 2 die 
friiher angegebene Zahl bedeutet. In Folge dessen, was in w I dargestellt  
ist, genfigt f(z) der Gleictmng 

r~(z)f(z -t- ~) = r 0 ( z ) f ( z ) -  R(z).  

Wenn man die Bildungsweise der Coeffieienten der ganzen Function R(z) 
beachtet, so ergieb{ sich ft'~r den gegenwartigen Fall (a 0 = b0) , das s  R(z) 
ht)chstens ( ,n- -  2) t~= Grades sein kann. Nehmen wit  jet zt an, es sei der 
reelle Theil yon z > - -  I, so ergiebt sich ganz so wie in w 2, dass f(z) 
durch die Reihe (io) dargestellt  werden kann. 

Is* der reelle Theil yon ~ < /~ ,  wo /, die in w 4 definirte Zahl be- 
zeichnet, und werdcn die obigen Voraussetzungen festgehalten, so erhiilt 
m a n  fi'lr 

ov 

1 

die geihenentwickehmg (:5).  
In den F~llen, wo die bestimmten Integrale (34) und (35) nicht in 

Reihen der oben genannten Form entwiekelt werden konnen, sind sie, wie 
ieh hier nicht nrdler ausft'd~ren will, dutch gew0hnliehe Partialbruehreihen 
darstellbar, und zwar aueh wenn y das allgemeine Integral bezeiehnet. 

7. Die in der vorliegenden und in meiner fri~her erwi~hnten Arbeit  
entwiekelten oder angedeuteten Sr~tze geh0ren zu einer sehr umfassenden 
Yheorie, wo lineare Differenzengleiehungen beliebiger Ordnung in Zusam- 
menhang mit linearen Diff'erentialgleichungen ,nit rationalen Coeffieienten 
in der vorhin angegebenen Weise untersueht werden konnen. Da die 
gammafunet ion far die Theorie der linearen Differenzengleiehungen von 
grosset Wichtigkeit  is*, so wird sit, in Folge des innigen Zusammenhanges 
zwisehen den linearen I)ifferen~ial- und Differerizengleiehungen, aueh in 
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dcr Thcoric der lincarcn l)ifferentialgleichungen cine intercssantc und wich- 
tige Anwendung habcn, l)cr Zweck der nachfo]gcndcn Bctra('htungcn ist, 
d'~s Gesagte ctwas nrther auseinandcrzusetzcn. 

Dass die Gammafunetion auch in der Theorie der linearen Diffcrcn- 
zengleichungcn hOherer Ordnung in Betracht gcnommcn wcrdcn muss, 
ergiebt sich folgenderweisc. Bezeichncn ro,(z), . . . ,  r0,,,(z) rationale Func- 
tioncn, und setzt man, unter F~(z), . . . ,  F,,(z) verschiedenc Function(,,, 
der Form 

vcrsteh end: 

a~ 1'(~ - -  , ~ , ) . . .  ['(~ - -  o,,) * (,.', - -  ~ ) . . .  V(,,.,',, - -  , )  

l ' ( z  - -  b t )  . . . F ( z  - -  b . A  I ' ( /~  - -  z )  . . .  l ' ( f i , ' /  - -  z )  

F(z) = ro,(Z)F,(z) + . . .  + ro,,(z)l,;,,(z), 

so ergeben sich die Gleichungen 

F(z) = ro~(z)F,(z) q - . . .  -k ro,,,(z)l,',,,(z) 

]7'(Z -1-- I) = ra l (Z ) l , ; ( z  ) -~- . . .  + r, , , , (z)] ':n(z)  

F@ + m) = r,a(ZlFl(Z 1 + . . .  ~ r ...... (z)l~,(z), 

wo rl,(z), . . . ,  r ..... (z) rationale Functionen bezeichnen. Aus diesen Gieich- 
ungen folgt dutch Elimination von F~(z), . . . ,  F,,,(z) die homogcnc lineare 
Differenzengleichung mter Ordnung 

(3 6) r0(z)/C(z) q- rl(z)F(z q- i) q- . . .  q- r,,(z)F(z -ff m) = o. 

Es kann offenbar angenommen werdcn, &,ss r0(z), . . . ,  r,,,(z) ganze ra- 
tionale Functlonen bedcuten. Nach dcm Mn:TA(;-Ln~'~LI,:~'schen Satze kann 
F(z) auf die Form 

(37) = P(. , )  + 

gebracht werden, wo P(z) eine Partialbruchreihe und Q(z)eine bcsti~ndig 
convergircnde Potenzreihe bezeichnet. Stellt man die letztc Glcichung 
mit (,) zusammcn, so folgt unmittclbar, dass P(z) dcr Glcichung 

(3 8) r,,(z)P(z) -k r,(z)t '(z q- ~) + . . .  q- r,,,(~)~'(~ + ,,)= I~(~,) 

gcnt~gcn muss, wo R(z) cinc gauze, rationale odor transccndcntc, Function 
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bezeichnet. Aus den Gleichungen (36), (37) und (38) folgt sodann, dass 
Q(z) der Gleichung 

Geni:ge leistet. Diese letzte Gleichung sagt nati~rlich nur in dem Falle 
etwas Bemerkenswerthes aus, wo sieh R ( z )  auf eine rationale ganze Func- 
tion reducirt, was sehr oft der Fall (st. - -  Die be(den Funetionen P(z )  
und Q(z) ksnnen ebenso wie F ( z ) ,  als eine Summe yon Funetionen, die 
lineare Differenzengleichungcn erster Ordnung befriedigen, dargestellt wet- 
den. Setzt man ni~mlich 

ro>,(z)F;,(z) = P>,(z) + Q~,(z), (A=I ,~  o . . . . . . . .  ) 

wo P>(z) elne Partialbruchreihe und Q~(z) eine besti~ndig convergirende 
Potenzreihe bezeichnet, so kann offenbar 

P ( ~ )  = P I ( ~ )  "J I - -"" ' - -} -  Pro(z) 
= + 

gesetzt werden, woraus sieh die Riehtigkeit dee Behauptung ergie'bt, da 
ro>.(z)F~(z), und somit aueh P~,(z) und O,,(z), eine lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung befriedigt. 

Fiir die Integration linearer Differenzengleichungen hsherer Ordnung 
ist dureh die obige Betrachtung sehr wenig geleistet, da wit dabei nicht 
yon einer beliebig gegebenen Differenzengleichung qusgegangen sin& Durch 
eine weitere Verfolgung dee nachstehenden kurzen Andeutungen kann abet 
die Theorie dee Iineqren Differenzengleichungen hsherer Ordnung in voll- 
standiger Uebereinstimmung mit dee Theorie der Gleichungen erster Ord- 
nung entwickelt werden. 

Es sei 

(39) ro(z)f(z) + r~(z) f (z  + i) + . , .  + r, , ,(z)f(z + m) -~ R(z) 

eine beliebige Differenzcngleichung, wo r0(z), . . . ,  r,,,(z) bestimmte ganze 
rationale Funetionen bezeichnen, R ( z )  aber als cine unbestimm(e ganze, 
rationale oder transcendente, Function betrachtet wird. Vcr,~ucht man diesc 
Gleichung durch eine Partialbruchreihe der Fomn 

(40) f ( z )  = - "  - -  ~!"-' 
~ = o  ( z  ......... " ( z  - -  a + z - -  a + ,~ 
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zu bef r ied igen ,  so fin(let man  

der  G l e i c h u n g  ro(z ) ----o sein muss.  
fo lgenden  G l e i c h u n g e n  geni igen:  

r o ( a - -  I ~ A  ( ' ) /  ,,,. + r ~ ( a - -  i )A,( ,~  ) = o 

t t j .  Mellin. 

zuni~chst, dass z = a eine /z-fache W u r z e l  
F e r n e r  mflssen die Cons tan ten  A den 

[ r o ( a -  r )Ap)  + . . .  + rC"-'(,~ - -  t)AI~)] 
/ fJ. - -  I 

+ [ r , ( a - -  I)A{ ~  + 
r(,,,.--I) (a  

I)AF) ]'~ = o 
I 

I< , . -  I 

__:, . . . I ) A (~ r o ( a - - m +  I ) A  ( .... 1 ) +  + r  .... ~ ( a - - m  + ~ ,, = o  

[ r o ( a  - -  ~1~ ~ -  i )  A (  . . . .  1, "~,,,--1 "4- r o ( a  - -  ']}~ ~l_ I ) A/(x m - l , ]  ~ -  . . . 

. . .  + Jr,,, , ( ~ -  .,~ + ~)~<o, = o "dllv-I + ] P ; z - - l ( a -  '))b + I ) A  (0)],.. .1 

r l ( l ' - - l ) (~ ' t -  )11-'}- I ) / ( ~ n _ l )  ] + 
[ r o (  a _ _  )~ + 1 ) A ~ , n - 1 )  _jr_ . . . .3[_ . . . . . . . .  'I/2 . . . .  i - .'" " ' "  

/ . -1  i a - - m  + I ) ---- O . . .  + [~ .... , ( < , _  ,,, + ~)11 o, + . . .  + ! , ~ _ ~  

t o ( ,  - -  ~) X!: '  + " + r,,,((~ - -  ~) Ar ..... ' = o 

[ r o ( a - - u )  A(~) r o ( a - -  A (')] [ r , , ( a - ' ~ A  ~ ...... ) ' - > 1  + ,,)__,,. ~ + . . .  + , ,,_~ + ~ , , , ( ( , - - , , )~ ;  .... ) ] = o  

[ro(a - -  ~) A] ') + �9 �9 �9 -t- 
r ~ " - ' 0 , .  - ~) A! ,2]  + . .  �9 

[_/Z-- I 

. . .  + [ r , , ( a -  ~)A';~> + . . .  + <:--'>((~-- - ") AT ' " ) ]  = o ]/,.-- I 

(,~ = ~ , ,  ,,~ + 1 ,  ~u + 2 , . . . )  

[ro(a - -  I;~A (')P._l + J['P0 ((~ . . . . . .  I )A~ )] ,  + [ r l ( a  I) ~<~ 1 + r~(a I) A(~ j o 
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Es seien nun die Grsssen r 0 ( a - - ~ ) ,  (~----- ~, 2, 3 , . . . ) ,  der Einfach- 
heir halber yon Null verschieden, so erhellt  aus den obigen Glcichungen, 
dass zu der ,u-fachen Wurzel z ~ a der Gleichung ro(z ) - -  o /~ yon ein- 
ander linear unabhangige Partialbruchreihen der Form (40) geh0ren, welche 
die Differenzengleichung (39) wenigstens fo~'mell befriedigen. Die Constanten 
A(0) A~ ~ des ersten Gliedes yon f ( z )  kSnnen beliebig angenommen 
werden: die Constanten der folgenden Glieder erbalten nachher eindeutlg 
bestimmte Werthe, (lie mit Hi;llfe der ot)igen Gleichungen als homogene 

~(o) . A~ ~ ausgedruckt werden ksnnen. lineare Functionen yon =~ . . . .  , 
Aus dem Beweise des MIT'rAG-LI~.FFLF~R'schen Satzes geht hervor, dass 

die ganzen rationalen Funetionen tJ~(z), ('~ - -  o,  I,  2, . . . ) ,  immer so ge- 
bildet werden ksnnen, da~s die Reihe 

(~_  ~ + ',)" + . . .  + ~ - - , ,  + ~ + g , ( z  

gleiehn~tssig eonvergirt. Hieraus erhellt nun zwar leicht, dass man immer 
die Differenzengleichung (39) befriedigende Functionen bilden kann, wenn 
R ( z )  nur der Bedingung, eine ganze Function zu sein, unterworfen ist. 
Das gr0sste Interesse kom,nt indessen solchen Functionen zu, f~r welche 
die entsprechenden Functionen R ( z )  rational sind. Ein ziehmlich um- 
fassender Fall, wo man solche Functionen erh[dt, soil hier angegeben 
werden. Bezeichnet man mit n die positive ganze Zahl, welche die aber- 
tmupt hochste in irgend einer der Coeffieienten r0(z), . . . ,  r,,(z) vorkom- 
mende Potenz yon z angiebt, und setzt man 

c0z + + . . + e  (~ = C t Z . ,~ 

r, (z) = c'6~)z" A- c~')z "- '  A- . .  -]- c() ) 

r . ( z )  ~ .... c.,~ ,,-1 . = C o  z + c l  z + . . . + c ~  "), 

so ist die Reihe (4o), wie auch die Constanten A des ersten Gliedes ange- 
nommen werden, gleiehmiissig convergent, wenn jedc Wurzel der Gleichung 

( 4 ~ )  C(o~ + c~')x + �9 . .  + Co ~")x ~ = o 

dem absoluten Betr~ge naeh grOsser als I i s t .  - -  Die Riehtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich am einfachsten aus den Betrachtungen, welche im 

Ac ta  ma thema t i ca .  9. I m p r i m ~  le  6 D ~ c e m b r e  1886. 2 1  
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Folgenden ~:il)er lineare Differenti.xlgleichungen angestellt, w e r d e n . -  In 
diesem Falle gehOren also zu jedcr #.fachen Wurzel z = a dev Gleichung 
ro(Z ) = o /~ yon einander linear unabhi~n~ize-~ ~, , die Differenzengleiehung (39) 
befriedigende Partialbruchreihen der Form (40); dutch welche jede andere 
zu derselben Wurzel geh0rige Reihe als homogene lineare Function aus- 
gedruekt werden k a n n .  Jede homogene lineare Function yon diesen zu 
derselben oder zu verschiedenen Wurzeln (lee Gleichung r0(z ) ----o ge, 
h6rigen Reihen befriedigt offenbar auch die I)ifferenzengleiehung (39). Dass 
die ganze Function R(z), welche yon der jedesmal in Bet rach{ genom- 
menen Function abhangig ist, rational sein mu,~s, geht aueh in ziemlich 
eint,~cher Weise hervor. ~ Es ist zu bemerken, dass die obige auf die 
Wurzelu der Gleichung (4I) sieh beziehende Voraussetzung for die Con- 
vergenz der erhMtcnen P~rtialbruchreihen (40) nicht immer nothwendig ist. 

Die soeben betrachteten Functionen kC)nnen tmch auf eine andere 
Form gebracht werden. Setzt man namlieh 

r,(z) r.,(z) 
ro(~)  = ~ R , ( z ) ,  . . . ,  ro (~)  

t~(~) R,,,(z), r~(z)--=- R(z), 

so  konnen sie, wie ieh hier nicht nigher ausfi~hren will, durch die Reihe 

dargeste]It werden, wenn man die rationalen Functioncn 7 mit Hi'fife der 
folgenden Gleiehungen bestimmt: 

Vo(z) ~ R(z) 

�9 �9 �9 * �9 ~ ~ �9 ~ �9 

�9 �9 ~ �9 ~ , , ~ * �9 , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ �9 . 

�9 * ~ ~ ~ ~ �9 ~ ~ ~ �9 �9 �9 ~ �9 �9 ~ �9 , * ~ �9 �9 �9 ~ ~ 
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Ein specieller Fall der obigen Reihe (42) ist die in w 2 betraehtete Rcihe 

R(z + ,~) 
r(z)r(z + I ) [  ._r(z + ,~)" 

V = 0  

Auf Grund der vorhergchenden Betrachtungen muss angenommen 
werden, dass aueh zwischen dell linearen Differenzengleichungen hoherer 
Ordnung und den linearen Differentialgleiehungen mit rationalen Coef. 
fieienten ein demjenigen ghnlieher Zusammenhang stattfindet, der fri~her 
zwisehen den linearen Differenzengleiehungen erster Ordnung und den 
Differentialgleiehungen der Form (I) naehgewiesen ist. Die Riehtigkeit 
dieser Annahme bestrLtio-t sieh vollstgndig, wenn man die lineare Differen- 
lialgleiehung 

(0) m , (*0 , ~ ( 4 ~  4~ + . . .  + a,,,,, )v 

(43) + , n - - I  ( ( / . ~ 1 )  1 _  ~t l / ' ( l ) :~  ~1_ . " "  ~l-- ~'m(l'(l':F'm~ll("--l)=~ ,LI  

o o o o o . �9 

+ (,,'o"~+ 4"~z + . . .  + a~,;?x")v = o 

zum Ausgangspunkt dee Untersuehungen w~hlt. Ist a~ ~ von Null ver- 
sehieden, so haben die Integvale dieser Differentialgleiehung die Eigensehaft, 
mit einee passenden Potenz von x multiplieirt, in dee Umgebung yon 
x = o endlieh zu bleiben, Bezeiehnet also ff ein In{egral der Differen'dal- 
gleichung, so hat das bestimmte Integral 

1 

(44) fi(a) =fffx"-~dx 
o 

fflr hinreiehend grosse Werthe des reellen Theiles yon z, sicher einen be- 
stimlnten endliehen Werth, wenn die Wurzeln dee Gleichung 

(45) 4 0 , +  < %  + .. + ~0,~.,,~ �9 ~ l  m a5 ~ 0 :~ 

und somit (lie singulltren Punkte der Differenlialgleichung yon I versehie- 
den sind. Dureh eine Rechnung, die der in w I angestellten ganz ~hnlich 
ist, kann nun gezeigt werden, dass f(z) die folgende lineare Differenzen- 
gleiehung m t~ Ordnung befriedigt: 

(46) ro(z)f(z) + r,(z)f(z + ,) + . . .  + rm(z)f(z + m) = B(z), 
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WO die Coefficienten durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt mind: 

r0(z) c,,) (, , = , 0  a0 ~ + . . . + (  ~)" ~~ - ~ , + , ) . . ( ~ + , ,  ,) 

r l (z  ) --  a~)--a~ " ~'(z-{- i ) + . . . - I -  (-- l)'~a~~ + I)(z--}- 2)...(z-l- t~t) 
�9 * , * �9 , �9 * �9 , �9 * * �9 * �9 

r , ~ ( Z )  __=_ , (n)  a(n--1)(2 ... n (o) B?)(Z - 4 - I ) . . . ( Z - ' ~ - I I $ - ] - - ' / ~ -  I ) .  m --~.,,, ,- + "~) + + ( ' )  ~,,, (~ + + m 

Diese Functionen sind mithin yon dem Integrale y unabhrmgig. Die Coef- 
fieicnten der ganzen Function I t ( z ) ,  deren Gradzahl hochstens gleich n I 
ist, sind aber homogene lineare Functionen yon den Werthen yi ,  y~, . . . ,  y~n--~), 

welche y, y', . . . ,  y ( ' - "  far  x = i annehmen. 
Ist die Differenzengleichung (46), wo R ( z )  eine unbestimmte ganze 

Function ( n - - I )  ten Grades bezeichnet, gegeben, so ist leicht zu sehen, 
dass immer eine solche lineare Diff'erentialgleiehung der Form (43) gefunden 
werden kann, dass jcde durch (44) definirte Function [(z)  (lie gegebene 
Differenzengleichung befriedigt. Hierbei wird natorl ich vorausgesetzt, dass 
die Integrale f ( z )  cndliche Werthe haben, was wenigstcns unter den oben 
erwi~hnten Bedingungen der Fall  ist. 

Die Integrale der Differentialgleichung (43), wo a~0 ~ yon Null  verschie- 
den ist, konnen bekanntlich in der Umgebung von :c-=-o dutch eine 
Summe yon Reihen der Form 

~ O  

Y.o - - Z  FB (v) + --.2R<'~)--~1""~" + . . .  + --,,~B~ (logx)"- ']  x '~ --,~=0 L i 

ausgedruckt werden, wo p eine Wurzel der zum singulhren Punkte  x = o 
gehorigcn Fundamentalglcichung bedeutet. Sind die Wurzeln der Gleichung 
(45) dcm absoluten Betrage nach gr0sser als i ,  so k'mn ypx z-1 zwischen 
dc.n Grenzen o und I gliedweise integrirt werden. Dadurch ergiebt sich, 
wenn man die Formel 

l 
i t  

. ]  x~-~(l~ = _ _ _ _  

0 

benutzt, t in Resultat  der Form 
1 

gpx~-Idx = _ 
�9 ~=o z + , o + ~  
0 

Z).+I 

q 
(z + p + ~)~ 

. . .  + A,~' ) 
(z + p + ~)~ " 
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Hiermit vergleiehe man den frtiher erw'ahnten Satz i;iber die Convergenz 
yon Partialbruehreihen, welche einer linearen Differenzengleichung ~,enu~en,,~ "',~, 

Sind a und b zwei singul~ire Stellen der Differenlialgleiehung (8), 
an denen y, y', . . . ,  y"-~) verschwinden, und setzt man entweder 

odec 

(t  

IJ 

b 

so ist f( ,)  in beiden Fi~llen eine Function, welehe einev homogenen linearen 
Differenzengleiehung gent',gt. - -  Mit ttiilfe der Oammafunetion kann die 
fri~her betraehtete Function F(z),  wenigstens in gewissen Frdlen, so zusam- 
mengesetzt werden, dass sir dieselbe Differenzengleiehung gent'lgt wie f(z). 
Es liegt dflher sehr nahe "mzunehmen, dass es eine ausserordentlieh grosse 
Menge yon bestimmten Integralen giebt, welehe auf die Gammafunetion 
zuri~ekgef~ahrt werden kann. Fiir die Riehtigkeit dieser Annahme spreehen 
in dee That alle im Vorhergehenden erhaltenen Resultate, besonders aber 
die Gleiehungen (~3) und (3~). 

Dass die Gleiehung 

/(z) = f y x ~ . ' d ,  

einen bestimmten Zusammenhang zwisehen den linearen Differential- und 
Differenzengleiehungen vermittelt, ist wohl zuerst von LA*'LaCE bemerkt 
worden ~. In seiner Thdorie anafytique des p,robabilit~s wird yon diesem 
Umstande vielmals Gebrauch gemacht. 

Der in Frage stehende Zusammenhang ist auch der Gegenstand eines 
vor kurzer Zeit publicirten Aufsatzes des Herrn PI~CCHERL~ ~. 

In der Abhandlung Ueber die Inteqralion der linearen Differential- 
gleichungen dutch Reihen 8 wendet Herr FROBE~qIUS eine Reihe G(x, p) an, 
mit deren Hi~lfe er die Integration der dort betrachteten Differential- 

Man siehe beispielsweise ~ 2I in Livre premier seiner oben erwiihnten Arbeit. 
Sopra u~a trasformazione delle equazio~d differenziali li~eari in equazio~i lineari 

alle differo~ze, e viceversa. Nora del prof. S.  t)i~cHmaLE~ letta al R. Istituto Lombardo 
nell' adunanza del 17 giugno I886. 

* CaELLES dournal~  Bd. 7 6, S. 2I 4. 



1 6 6  H j .  M e l l i o .  

gleichungen bewerkstelligt. Fi~r den Fall wo die Coeffieienten der Dif- 
fercntialgleichung ganzc rationale Functionen sind, wird gezeigt, dass 
die Reihe G(x, p), als Function yon p betraehtet, tint lineare Differenzen- 
gleichung bcfriedigt.  Ich halte es nicht f~ir nothig, den einfachen Zu- 
sammenhang zwisehen dieser Reiht und den vorigen Untersuchungen nMler 
ausehmnderzusetzen. 

Ieh bemerke schliesslieh, dass die Gleichung 

(47) ro(z ) f ( z  ) + r,(z)/(Tz) + . . .  + r,,,(z)/(,#~z)= R(z) 
wo q eine Constante und r0(z), . . . ,  r, .(z), R ( z )  ganze rationale Func- 
tionen bezeichnen, in ahnlieher Weise untersucht werden kann wit die 
Differenzengleiehung (46). Sit sind beide specielle Falle der Gleiehung 

r o ( z ) / ( ~  ~ + r , ( z ) f ( , ~ ' )  + . . .  + r,,(z)t(,r")= _R(z), 
W 0 

~ , _  ,~, + )9 = e(,9) ~ " ' =  ,9(,9 .... 9.  
~9 ~ ~--  z~  ? z  + 3 '  ~9~" ' " " 

Mit Ht'llfe des aus der Theorie der elliptischen Funetionen bekannten 
Productes 

c~ 

1I(~ + r  i q l <  ~, 

k~3nnen specielle Functionen gebildet werden, welche eine Gleichung der 
Form (47) befriedigen ~. 

Vergl. meine Abhaudluug: En grupp af transcende~ffa fanktioner, hvilka besffta 
egenskaper likna~de den, sore tillkommer det recO~roka vardet af den o~ndliga produkte~ 

H(I + ~/~z)~ in Ofversigt af Kongl. Vctcnskaps-Akademiens F6rhandlingar 

I884, N:o 5, S. I25. 


