NOTE

SUR UN DEVELOPPEMENT DE L'INTEGRALE
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4 PARIS.

Lorsque la fonction f(z) devient infinie pour ume valeur z = ¢
comprise entre a et b, cette circonstance peut Oter toute signification
précise a lintégrale

ff(’l")(h’

Comme on sait, CavcHy a introduit dans ce cas la considération de l'ex-
pression

c—z b

ff(rr)(‘i.’z? —I—ff(x)dx.

a ct+e
Il peut arriver que cette expression tend vers unc limite déterminée

lorsque la quantité positive e tend vers zéro, cette limite est alors appelée
par Cauchay la wvaleur principale de 1intégrale

b c—g b
v.p./f(x)dx = lim ff'(w)dac -+ ff(a:)dx.
a =0 4 cte
Cette extension de la conception d'une intégrale définie n’est pas
généralement admise, on I'a souvent rejetée a cause de sa nature trop
arbitraire ou artificielle.

Acta mathematica. 9, Imprimé le ¢ Décembre 1886.
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Rigmaxy, dans un mémoire célébre (Werke, p. 226) s'exprimait de
la maniere suivante:

»Dans certaines recherches particuliéres, d’autres déterminations de
Caucny sur la conception d’une intégrale définie dans les cas ou celle-ci
n'existe pas d'aprés sa définition fondamentale, peuvent ¢étre utiles, mais
clles ne sont pas généralement admises, leur nature trop arbitraire ne
gy prétant guére d’ailleurs» ' v

La valeur principale d'une intégrale étant une quantité nettement
définie, il semble que l'admissibilité d'une telle idée doive dépendre
surtout de l'utilité qu'elle peut avoir. Nous croyons que les développe-
ments suivants montrent clairement, par un exemple, que les yrecherches
particuliéres» ou la conception de CaucHY est de la plus grande utilité
(ou plutdt nécessaire, si nous ne nous trompons pas), me manquent pas.

1. Nous considérons la fonction:

¢(a) zfe"g(‘lm
0

et nous supposons la variable réelle et positive.
On trouve facilement ce développement:

) — et | Ly Loy L3y 13 "
(1) e(0) = | bt g2+ 2

=T + T, + 1T, + T, +...

La série cst divergente, mais on peut regarder cette formule simple-
ment comme une maniére symbolique d’exprimer que pour @ = co on a

2

limae™“¢(a) = é

X 1 I
limn a? [e'""a(a) ——w] _—,
3 ! 2a

ete.

Nous rencontrerons dans la suite encore d’autres développements di-
vergents, on devra toujours les interpréter d’une maniére analogue.

Nous nous proposons maintenant d'étudier ce développement ct de
montrer comment il peut servir & 'évaluation de ¢(a).
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2. Une intégration par parties donne
¢la)= ——-}— fx”e’zdx

(2n—3) (2n—1) [ .
() ¢l@) = | 5 gt Y RS Lt

:T1+1’2+"'+7711+R7l’

@, @y, ..., @, étant certaines constantes positives parfaitement détermi-
nées. En effet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2) ont
méme dérivée. Ces deux fonctions seront donc 1dentiques  lorsqu’on
pourra déterminer a, de maniére qu'elles soient égales pour une valeur
particuliécre de a. Or si Von prend a positif mais assez petit pour que

PR I 1.3...{20 — 3y
sp((l> < 4 [2@ + 4“2 + -t + tha‘.!ufl J,

il est clair que la formule (2) détermine une valeur unique de a, qui
sera supérieure a cette valeur particuliére de a.

Ces constantes a,, a,, ..., a, vout toujours en augmentant, c'est ce
qu'on voit en posant ¢ = a,,, dans la relation

a

a®

- —% a4 T s 2n + I —n % x?
fx c(lxggﬁn“—l—ﬁ—— jx e dz.

an augl

3. Il est clair que si les constantes a,, a,, ... étaient connues, rien

9
ne sopposerait plus 4 un usage légitime du développement (1). Car

supposons que a tombe entre a, , et @,, alors on aura évidemment

¢la) > T+ 1+ ...+ T,
;0(0) < 1'1 + ]'2 + =t + TnAl + »j"?”

et on aura renfermé ¢(a) entre deux limites dont la différence est 7.
Il résulte de ce que nous trouverons plus tard que 7, est précisément
le plus petit terme de la séric T, 4 T, + ... ou le terme qui précéde
ce plus petit terme et qui en dlffer'e trés peu.

La détermination des constantes a
principal qui .doit nous occuper,

Acta mathematica. 9. Imprimé le ¢ Décembre 1886. 22

s @y ... est donc le probléme
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4. Il est évident d’abord que @, cst la racine positive de I'équa-
tion transcendante

el 1 1.3...(2n —3)
(3) ?((I/) = ¢ EE + 4]"3 + L + Zna‘Zn*l#—:I

mais il nous semble & peu prés impossible de tirer de la des expressions
qui pourraient nous étre utiles,

On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avanta-
ceuse. Remarquons pour cela qu'en développant les deux membres de
(2) suivant les puissances croissantes de @, on ne rencontre point de terme
sans @ dans le premier memnbre. Il doit en étre de méme dans Je second
inembre, ce qui montre que @, est unc racine de I'équation transcendante

1 _a—2n+1 + I _a—2n+3+ 1 — 1

M L = 0.
2n — 1 2n— 3 1.2 20— 2§

En multipliant par &*' ct en posant «® = ¢, a, sera donc une racine
positive de

e m

2
(4) Z (2n — 2m — I)Ln} =

0

Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on montre
aussi facilement que le premier membre est négatif pour £ = n, donc
al < n.

Mais Véquation (4), pas plus que V'équation (3), ne semble nous pouvoir
condunire & ce résultat que a? est susceptible d'un développement suivant
les puissances descendantes de n:

68 1 5582 1

o I 8 1
a4 =0 —=+— - — —
(5> " 6 + 405 n + 25515 n® 3444525 @’
Ce développement, quoique divergent, n'en permet pas moins de
caleuler les a, avec unc grande approximation comme on le voit par ces
quelques valeurs:

n a, d’aprés (5) erreur
I 0,35402 0,35413 -— 0,00011
2 1,84365 1,84367 — 0,00002

5 4,83737 67 4,33737 76 — 0,00000 09.
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Déja pour m= 3 l'erreur n'atteint plus unc unité du cinquiéme ordre,
et on peut considérer que notre but sera atteint, dés que nous aurons
établi le développement (5).

Mais cela nous a été impossible en partant des expressions ana-
lytiques que nous avons développées jusqu’ici, et nous avons dua suivre
une autre voie. Cest précisément la valewr principale d'une certaine in-
tégrale définie qui se présente ici, et il nous semble que, dans cette
occasion, on pourrait difficilement atteindre le but d’une autre maniére.

5. Supposons ¢ > o alors on a:

o
A a(1—a7)
¢

I
(6) ga(a):—_v.l)./ m‘(l,ﬁ.

On établira cette formule en montrant d’abord que pour ¢ > o la dé-
rivée de l'expression au second membre est e, et ensuite que cette ex-
pression devient infiniment petite en méme temps que a. Pour abréger
nous omettons cette démonstration. |

Il est évident d’ailleurs que cette formule suppose bien a > o, car
la fonction ¢(a) est impaire. Si Von considére les valeurs imaginaires,
on trouve que a doit étre de la forme 1’ avec r > o et — < ¢ <+ T,

4 4
En employant maintenant l'identité
I 2n

— :1+x7+...+x?'l’2+~li—,
— &

I — a*

on a évidemment

1.3...(2k — I)cw2

k+1 2kl ©C
2kt

I ok
—=V.] .fx"”‘c““ Dy =
V@ 0

On retrouve ainsi le développement (1) mais avec cette nouvelle
expression du terme complémentaire:

Lol
. 2n

I X P
(7) R, = —;-v R 1 =y
0

En partant de cette formule on peut, aprés avoir posé

(8) a’*=mn 4y
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développer R, suivant les puissances descendantes de n, et l'on obtient

I r P,
(9) Rn —lpo +7_L+

NED)

1

ou Py, P, P,, ... sont des polynémes en », P, étant du degré 2k + 1

1
P0:77+6’
1 I I 41
(10) PIZg’??—;r 2—577-2160’
Vs 7 4 17 s b _q I __157'
Py =357 287 T ia? Yo T T s

Ce développement est divergent mais nous avons dit déjh quel sens précis
il faut y attacher.

Pour la maniére d’obtenir ce développement, nous devons renvoyer
a une these présentée a la Faculté des sciences de Paris, insérée dans les
Annales scientifiques de I'Ecole Normale (3™ Série, Tome 3,
1886, pag. 201—258).

On conclut de ce développement que R, s'évanouit pour unc valeur
finie de %, dont on trouve le développement suivant les puissances descen-

dantes de n égal &
1 3 1 68 1
6T qo5 0 T oz At

et comme nous avons posé¢ a’® = n + x, il en résulte

Cest précisément le développement qu'il fallait obtenir.
6. En considérant, ainsi que nous l'avons fait, la quantité a2 comme
racine de l'équation transcendante
;C' ’B?’L
. ! o2(l—a®) o0
v.p. ;e dx = o
p / I —

«
o

la restriction que % soit yn nombre entier, devient inutile et 'on définit
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ainsi une fonction continue de n. Il est certain aussi que le développe-
ment obtenu donne une valeur fort approchée de cette fonction a] des
que » est un peu grand, sans étre nécessairement entier.

Si T'on regarde, au contraire, la maniére dont nous avons défini
originairement la quantité a,, on voit d’abord que l’équation (3) n’a un
sens que lorsque » est entier. Il n’est pas possible d’étendre cette dé-
finition & d’autres valeurs. LEn regardant au contraire a, comme la ra-
cine positive de Péquation (4)

£-4] t7n
Z(2n~— 2m — 1)|m,= ©

on peut bien supposer » variable d'une maniére continue, mais la fonction
a, qu'on définit nainsi, devient discontinue lorsque la variable est égale &
la moitié d'un nombre impair. 11 nous semble que ces circonstances
rendent & peu prés impossible la déduction du développement (5) en
partant directement des équations transcendantes (3) ou (4).

7- Supposons quon ait @, , < a < @, eun sorte que

¢la)y>T, + 1, +...4+ T,
gla)y< T, +1,+...+1,_,+ T,
Calculons la valeur approchée de

o I'(2n)
l" = 2n---1 ’
(zn -— 1)(za)" T [(n)

a®

en supposant @ grand.

Il est visible que la quantité y = «” — n reste toujours finie, elle
peut & peine franchir les limites —é et —é En désignant donc par

ser . , . I
, €, &", & des quantités qui §'évanouissent avec . on a:

[(2n) = (2n)™e™™ \/%(1 + ¢)

I'(n) = nre™ %;:[(I + &)
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et
T - Vzu I + ¢ I+ 6:

n

- X ; T == =
2n—1 (r + &)1 + &) ay'2

Ainsi le développement (1) permet de renfermer ¢(a) entre deux

.. s ) ) 0.70
limites dont la différence est approximativement 0.797
@

Soit @ = 4, on voit que @, < a < ¢,, et nous trouvons

¢(4) > 1149 400,603,
¢(4) < 1149 400,732.

8. Nous fcrons voir encore comment on peut pousser plus loin
Uapproximation et obtenir une valeur trés approchée du terme complé-
mentaire R,.

Reprenons la formule:

a

1.3...(zn — 1) p 1. 2n — 1
R = 3.0 (_'_" )jgc_"’ & dr = ( )fx;‘ e dp

" n n i
2 +
dy.

ou

1.3...(20n— 1 4;
)a’ll

1 ) 1 ]
nd+l n+ A Rt
2 no 2 v 2

2
y—mn

En posant

o S

nous aurons

(13) R, =" ¢ [d, + Bl
2 2
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Il est visible que A, est une simple constante numérique qui dépend
seulement de lentier 2, et qu'on peut développer de la maniére suivante:

g B %
(l4) A;z’—a0+n+nz+,n3+"'
1
a0= +8,
— 13
H = 1080
@ = — 353
? 90720’
_ 1423
% =+ 1088640

D’autre part, on voit aisément qu'on a
Q , 9 , 9
(15) B=¢ + +5+3+...

@ @,y @, ... ¢tant des polynomes en 3 qui g'évanouissent pour z = o,
@, du degré 2k 4 1 étant divisible par »**'. Ces polyndmes sont faciles
a calculer, ¢t on trouve

& =7,
=)
e )
It

(s ey 29 5
Oy =7 <336°7 2887 + 240 64> ’
Ce développement de B est convergent sous la condition |y| <=

. s . . I
et comme on peut choisir n toujours de maniére que [7]<_ la con-

vergence sera rapide et on peut évaluer facilement cette quantité avee
toute approximation désirée.

Il est clair qu’en substituant les séries (14) et (15) dans la formule
(13) on obtient un développement de R, quon peut rapprocher de la

« e I
formule (9). La seule différence est que le facteur — se trouve rem-

Van
1.3...(2n-—1) .
—3—(————'6", or d’apres la série de STIRLING on a:

placé par -
2n+1 n11+ 3
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I _1.3...(2;z—~1)cn+9
v Tarl )
V2n pntl nty

0___(2——1) B, (2°—1\ B, + 2°—1\ B,
2 1.2n 23 3.4n° 2° 5.6n°
en sorte qu’il est facile de passer de l'une des formules & Pautre.

Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9),
d’abord les polynomes ¢ sont plus simples et plus faciles & calculer que
les polynémes P et cnsuite nous savons maintenant que la divergence
de la série 4, 4+ B provient uniquement de la partie 4, qui est in-
dépendante de 7.

9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer 4, avec une
approximation indéfinie, c’est de prendre 7 = o ou @ = \n dans les for-
mules précédentes, Il vient

(17) sp(\/ﬁ):Tl+T2+"'+ ]Y11+AnTn+1‘

Il faut calculer alors ¢(y/n) & l'aide de la série convergente

a®
[.2.5

a®
pla) = a2 4
Nous avons trouvé ainsi:
n A4,
I 0,15231 80276 §

2 0,15987 27953 6
3 0,16227 85380 7.

4.

D’'autre part les quatres premiers termes de la série divergente (14)
donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections né-
cessaires)

0,15204 6 -+ 0,00027 2
0,15983 88 4 0,00003 40
0,16227 04 -+ 0,00000 81.

On peut juger par 14 de Yapproximation que lon obtient pour de plus
Jug q p

orandes valeurs de #. Dans le caleul de ¢ on a besoin de la con-

>

stante 4, , et on trouve a une unité prés du 8™ ordre:

¢(4) = 1149400,63458993.




