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NOTE 

SUR ON D I ~ V E L O P P E M E N T  DE L ' I N T I ~ G R A L E  

a 

0 

P A I ' r  

T. J. S T I E L T J E S  
h P A R I S .  

I,orsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur x = c 
comprise entre a e t  b, eette circonstance peut 6ter toute signification 

prdcise a 1 mte~rale 
b 

.ff(~)d~. 
a 

Comme on salt, CAucHY a introduit  darts ce cas la consid6ration de l'ex- 

pression 
c - -  ~. b 

f f@)d~.,.~ + f f(~)dx. 
a c + ~  

II peut arr iver  que cette expression tend vers une limite d6termin6e 
lorsque la quantit6 positive z tend vers z6ro, cette limite est alors appelde 

par ChwcnY la valeur principale de l ' intdgrale 

b c - - ~  b 

,-. V . . ( f (~ )d~  = li,,~, f f ( x ) ~ t ~  + ff(~)dx. 
a z = 0  a c + z  

Cette extension de la conception d'une int6grale d6finie n'est pas 
g6ndralement admise, on l'a souvent rejetde h cause de sa nature trop 

arbitraire ou artificielle. 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  9. I m p r i m ~  le  6 D d c e m b r e  1886.  
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RIEMANN, dans un mdmoire edl~bre (Wcrke ,  p. 226) s 'expdmait  de 
la mani&'e suiwmte: 

))Dans eertaines reeherehes particulidres, d'autres d6terminations de 
C , uc Hr  sin" 13 conception d'une intdgrale ddfinie dans les eas oii eelle-ci 
n 'ex is te  pas d'apr6s s3 ddtinit.ion fondamentale, peuvent 6tre utiles, mais 
elles ne sont pas g6ndralemcnt admises, leur nature trop arbitraire ne 
s'y pr6tant gu6re d'ailleursa) 

La valeur prineipale d'une int6graIe 6tant une quantit6 nettement 
d6finie, il semble que l 'admissibilit6 d'une telle id6e doive d6pendre 
surtout de l 'utili t6 qu'elle peut avoir. Nou s eroyons que les d6veloppe- 
merits suivants montrent elairement, par tin exemple, que les >)recherehes 
partieulidres}) off 13 conception de C,ucHY est de la plus grande utilit6 
(ou plut6t n6eessaire, si nous ne nous trompons pas), ne manquent  pas. 

:. Nous eonsid6rons la fonetion: 

a 

o 

et nous supposons 13 variable %elle et positive, 
On trouve facilemen~ ec dgveloppement: 

(I) ~ ( a )  ~-  e "~ ~a -]- 4 a---3 -]- ~ -1- -[- " ' "  

1 f �9 
. .  

La s6rie est divergente, mais on peut  regarder cettc formule simple- 
ment eomme une mani&e symbolique d 'exprimer que pour a -=  ~ on a 

I 
lira ae-"~'f(a) ~ 2 '  

1 I 

etc. 

Nous rencontrerons dans la suite encore d'autres ddveloppements di- 
vergents, on devr3 toujours les interpreter d'une maniSre analogue. 

Nous nous proposons maintenant d'dtudier ee d6veloppement et de 
montrer comment il peut servir k l'g2valuation de ~(a).  
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2. Une intSgration par parties donne 

a2 a 

e i fx_~e~dx ' ( ) - - - - - -  
a 1 

, ~.F t _ I  I .3. . .(2a--3} I . 3 . . . ( 2 } ~ , - -  I f x _ % ~ d x  
(2) ~(o)  = ~ [ ~  + 4~3 + . . +  ; ;c~-~  + 2" 

~tn 

= T~ + iv~ + . . .  + 72~ + 2~,,, 

aL, a2, �9 . . ,  an ~tant eertaines eonstantes positives parfai tement d~termi- 
n{~es. En effet, les fonetions qui figurent "rex deux membres de (2) ont 
m4me d6riv6e. Ces deux fonetions seront done identiques lo r~qu 'on  
pourra d6ter,ninee a~ de mani&'e qu'elles soient 6g'fies pour une wfleur 
partieuli6re de a. Or si l'on prend a positif |nais nssez petit pour que 

[~  ' ' . 3 . . . ( 2 , ~ - - 3 ) ]  ~(a )  < e "~ ~ + g : ,  + . . .  + , , / , , , . ,  , 

il est elaiv que la formule (2) d~termine une valeur unique de a, qui 
sera sup&ieure k eette valeur partieuli&e de a. 

Oes eonstantes a D a~, . . . ,  a, vont toujours en augmentant ,  e'est ee 
qu'on volt en posant a = a,+l dans la relation 

o a 2  a 

f e 21,,+ t fx_?~ ,2e~? ( x ~-'~e~dx - -  2, ~'~+~ q -  - w  lx .  
2 

3. II est clair que si les eonstantes a~, a~, . . ,  dtaient eonnues, rien 
ne s'opposerait plus h un usage ldgitime du d6veloppement (I), CaP 
supposons que a tombe entre a,,_~ e t a . ,  alors on aura. 6videmment 

r  > iv, + r,~ + . . .  + iv,,_,, 

~ ( a )  < iv, + 7', + . . .  + iv,,_, + j ; , ,  

et on nue't renferm5 f,(a) entre deux limites dont la dift?renee est T.. 
II r&ulte  de  ee que nous tPouverons plu~ tard que "I '  est pr&isdment 

7 f �9 le plus petit terme de la sdrie ~l -t- T~ - t - . . .  ou It  tePme qui precede 
ee plus petit terme et qui en diff~re t r& peu. 

La d5termination des cons,antes a~, a~, . . .  est done le probl&ne 
principal qui do l t  nou~ oeettper. 

A c t a  ~ a t h e , . r n a t i c a ,  9,  I m p r i m 6  l e  6 D ~ c e m b r e  1886.  ~ 
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4. II est 6vident d 'abord que a. est la racine positive de l'6qua- 

tion transeendante 

(3) v(a) = e"~'[ '~aa + 4a ~ '  -t- . , -  + 1.3.. .(2,*-- 3 ) ] 2 _ ~  ~--5 

mais il nous semble k peu pr& impossible de t irer de lg des expressions 

qui pourraient nous dtre utiles. 

On peut mettre eette 6quation sous une autre forme plus avanta- 

geuse. Remarquons pour eela qu'en ddveloppant les deux membres de 
(2) suivant les puissances croissantes de a~ or, ne rencontre point de terme 

sans a dans ]e premier membre,  ti doit en 6tre de mdme dans ]e second 
membre, ce qui montre que an est uric racine de l '6quation transeendante 

I I I 
~ - a  - ~ n + '  - t - - - - a  - 2 " + a  + . . . .  
2 r t  - - -  I 2az - -  3 1 . 2  2 n  - -  5 

a - ? n + 5  -3 l -  . . .  ~ o .  

En mult ipl iant  par a :"-1 et en posant a '2--  - t, a~ sera done une racine 

positive de 

t "  _ _  

( 4 )  0 ( 2 1 Z - - -  2 m -  I ) 1 2  O .  

Cette 6quation admet 6videmment une seule racine positive, on montre  

aussi facilement que le premier membre est ndgatif pour t = n, done 

2 
a n < ~z.  

Mais l '6quation (4), pas plus que l '6quation (3), ne sembte nous pouvoir 
est susceptible d 'un d6veloppement suivant eonduire h c e  rdsultat que a,, 

les puissances descendantes de n: 

i 8 i + 68 i 5582 i 
- -  , . o 

(5) a,; =. n - - ( i  nt- 4o~5 ~; 255,5 n '~ 3444525 n :~ 

Ce d6veloppement, quoique divergent, n'en permet  pas moins de 

ealeuler ]es a, avee une grnnde approximation eomme oll le volt par  ees 
quelques vnleurs: 

n a,] d'aprbs (5) erreur 

I 0,85402 o,85413 - -  o ,oooI  I 

2 1,84365 i ,84367 - -  o ,oooo2 

5 4,83737 67 4,83737 76 - -  0 ,0000009-  
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D6jk pour  n =  3 l 'erreur n 'a t teint  plus une unit6 du cinqui6me ordre, 

et on peut  eonsid6rer que notre bu t  sent atteint,  d6s que nous aurons 

6tabli lc d6veloppement  (5). 
Muis cela l~ous .r 6t6 impossible en par tant  des expressions ana- 

lyt iques que nous avons ddvcloppdes jusqu'ici ,  et nous avons d6 suivre 

une atttre vole, C'est pr6cis6ment la wdeur principale d'une certaine in- 

tdgrale ddfinie qui  se prdsente ici, et il nous semble que, dims cette 

occasion, on pourra i t  difficilement at teindre le but  d 'une autre  mani6re. 

5. Supposons a >__o alors on a: 
00 

I ~'~* 6 ar(l-:r2) 

(6) s(a) = = v . p  ] ~/~ " 

0 

On 6tablira eette formule  en mont ran t  d 'abord que pour  a > o la dd- 

rivde de l 'expression au second m e m b r e  est e ~, et ensuite que eette ex- 

pression devient  infiniment petite en m&ne temps que a. Pour  abr6ger 

nous omettons  eette d6monstrat ion.  

II est 6vident d'ail leurs que cette fo rmule  suppose bien a > o ,  car 

la fonction f ( a )  est impaire. Si l 'on consid6re les wdeurs  imaginaires, 

on t rouve que a dolt 6tre de la forme rd  ~ avec r > o et - - ' 5 <  f < + 5 . 
4 4 

En employan t  main tenant  l ' identit6 

2t~ 
I X 

I - - *  ~ -  x + x ~ + . . . + x  ~" ~+~_., 

on a 6videmment  

/ I ' 3""(21c - -  ,) e.~.. 
~/~ o 2* ~- l a'2k, l 

On ret rouve ainsi le d6veloppement  ( i ) m a i s  avee cette nouvelle  

expression du terme eompl6mentaire :  

oo 

[ [~  X 2n o 
(7) B,, = ~ v .  p .  l 7--~7'~'* ea~"'-x 'dx. 

0 

En par tan t  de eette formule  on peut ,  apr& avoir pos6 

(8)  a ~ = ~ + ,/ 
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d~velopper  R,, suivant lea puissances deacendantes de n, et l'on obtient 

(9) R,, _ Po + ,7 ,7-' ' "  

oh P0, P~, P=, " '"  sont des polyn6mes en r/, P~ 6tant du degr~ 2k + I 

(,o) 

t 

P0=v+8,  

t rJ a I = I 4I 

I r/~ 7 4 t 7  a t 7] ~ t 157 
*>~ ---~ 4--8 ~ -]- ~ -1- ~ -]- ITST ~ ~48384"  

, " g  Ce d6veloppement est divergent m'fis nous avons dit dSj~ quel sons prem~ 
il faut y attacher. 

Pour la mani6re d'obtenir ce d6veloppemen~, nous devons renvoyer 
une thbse pr&ent6e b~ la Facult6 des sciences de Paris, ins&de dana lea 

A n n a l e a  s c i e n t i f i q u e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e  (3 ~~ Sdric, Tome 3, 
I886, pag. 2o i - -258 ) .  

' [ ~ '  �9 On eonelut de ce developpe nent que /~,, s evanomt pour une valeur 
time de ~7, dont on trouve le d~veloppement suivant lea puissances deseen- 
dantes de n 6gal 

t 8 I 6 8  

~ 6  [-4o 5 n -] 255I 5 u ~ ' ' "  

et comme nous avons pos5 a ~== n q-r~, il en r&ulte 

I 8 I a~ _ ~ + + . . .  

405 

C'eat pr6cis6ment le d@eloppement qu'il fallait obtenir. 
6. En consid&ant, ainsi que nous l'avona fair, la quantitd a~ comme 

racine de l'5quation lranacendante 

, #  ' 2 n  

v . p  . ]  i~,~e~ 
o 

~ O  

la restriction que n soit un nombre entier~ devient inutile et l'on ddfinit 
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�9 ~insi une fonction continue de n. Il est certain aussi que le d6veloppe- 
dSs mcnt obtenu donne une wdeur  fort approch6e de cette fonction an 

que n est un peu grand, sans 6tre n~cessairement entier. 
Si l'on r e g a r d e ,  au contraire, la maniSre dont nous avons d6fini 

originairement l a  qu'mtit6 a,,, on volt d'abord que l'Squation (3) n'a u n  
sens que lorsque n est entier. II n'est pas possible d'Stendre cette d6- 

2 finiti0n a d'autres valeurs. En regardant au contraire a, ,  colnme la ra- 
cine positive de l'Squation (4) 

on peut bien supposer n variable d'une mani&'e continue, ranis la fonction 
a~ qu'on ddfinit ~dnsi, devient discontinue lorsque la variable est ~gaIe k 
la. moiti6 d'un hombre impair. I1 nous semble quc ces eirconstances 
rendent b~ peu prds impossible la d~duetion du d6veloppcment (5) en 
partant directcment des dquations transeendantes (3) ou (4). 

7. Supposons qu'on ~it a~_.~ < a < an en sorte que 

T �9 ? ~(r < T 1 + ~[2 . 3 [ - - +  ~[n--1 "q-- Tn. 

Calculons la v'deur approch6e de 

~, = 1"(2.,) e.~ 
(2 ,~  - -  ~ ) ( 2 . )  "~--~ F(,.,) 

en supl)osant a grand. 
I1 est visible quc la quantit6 ~ = a ~ -  n reste toujours finie, ellc 

, ! 7 peut a peine franchir les limites - - ~  et 6" En d6signant donc par 

i 
~, z', r ~.~'" des quantit6s qui s'6vanouissent avec ~t-' on a: 

F(2r/) = (2n)~"e "-2~ V/~ (I + z) 

r (n )  = , ,~ ...../~/~ (, + ~') 

)~ ~ , , )  
a ~ ' - ' n  -~*+ ~ = i + ~ = 
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et 
k/2Jt, I 71" ~ I -~ e'" 

T,, = - - -  .'< 
2,~ - -  I (~ + , ' ) ( i  + e") .V2 

Ainsi le ddve loppement  (I) permct  de r e n f e r m e r  9 ( a ) e n t r e  deux  

o. 707 
l imites dont  la difference est app rox ima t ivemen t  

Soit a = 4, on volt que a~  < a <  %7 et nous t rouvons 

9:(4) > I 149 400,605,  

9~(4) < J149 400,782. 

8. Nous ferons voir  encore c o m m e n t  on peu t  pousser plus loin 

l ' approx imat ion  et ob ten i r  une va leur  lr6s approeh6e du t e rme  compl6- 

menta i re  ~,,. 

Reprenons la fo rmule :  

O2 

R,~, I ' 3 ' ' ' ( 2 "  I ) /  f ~-- _ _  _,2,,C~.,~(lX--- I . 3 . . . ( 2 n - -  I) ," -;,-q ~ x ...... �89 c* d.*; 
2 

~eu u n  

OH 

En posant 

(Ii) 

/ B,,---- 1 . 3 . . . ( 2 , . - -  l) , /  
2 n+l 2tf '~+ ~ (3u 

- -  d x .  

o 

/ ~  ~,x 

o I + n /  

d x  

nous aurons 

B = =  '~ dx 

O 

(13) /i~n == 1 . 3 . . . ( 2 ~ - -  I)eni.A n + B]. 
2n+l i,n+ 1 
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Il est visible que A, est une simple constante numdrique qui ddpend 

seulement de l 'entier n, et qu'on peut d6velopper de lu mani6re suivante: 

~- ~ -k ~ �9 �9 �9 

I 
~ 0  = " J f -  ( ) '  

I3 
~1 ---~ I 0 ~ 0 '  

353 
G~ --- __ 90720 

1423 
aa ~--- q- 1O8864O" 

D'autre part, on writ ais6ment qu'on a 

(,s) v =  Q0 + Q-'+ 

Q0, Q~, Q2, . . .  &ant des polyn6mes en 7/ qui s'6vanouissent pour r / =  o, 
Q, du degr6 2 k - ~  r 6rant divisible par r/k+~. Ces polynbmes sont faciles 
h. calculer, et on trouve 

Q0 = r / ,  

( , 6 )  Q, = r / ~ r /  _ r / +  , 

Q:'=r/ 3 ~  2s8 + ~ r / - -  ' 
. . . . . .  ~ �9 . . . �9 . �9 

Ce ddveloppement de B est convergent sons la eondilion ] r / l <  n 

et eonlme on pent ehoisir n toujour~ de mani&e q ue [ r / [ s  la con- 

vergence sera rapide et on pent 6valuer faeilement eetle quantit6 aver 
route approximation d6sir@. 

II est el-,ir qu'en substituant ]es s&'ies ( '4)  et (i5) duns la, formule 
(I3) on obtient un d6veloppement de R. qu'on pent rapproeher de la 

I 
formnle (9)�9 La seule diff6renee est que le faeteur ~/-~ se trouve rem- 

1 .3 . . . (2n- -  I)en , , , or d a w e s  la s6rie de STmHNG on a: plae6 par 2"+~n"+ �89 
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I __ 1.3.. .(2a---l)en+ e 
~/2r~ 2"+lun~ �89 

0 =  ~.2,, \ 2 ~ / ~ + \  2~ /5:E~ ~ " ' "  

en sorte qu'il est facile de passer de l 'une des formules "~ ]'autre. 
Mais la forme (I3) prSsente un grand avantage sur la forme (9), 

d'abord les polyn6mes Q sont plus silnples et plus faciles b~ calculer que 
les polynbmes P et ensuite nous savons maintenant  que la divergence 
de la s&ie A, , -4-B provient uniquement  de la partie A, qui est in- 
d@endante de r 2. 

9. Le moyen le plus simple qui permet de ealeuler A,~ avec une 
approximation ind6finie, c'est de prendre 7/-----o ou a == V'~, dans les for- 
mules pr6c6dentes. I1 vient 

(,7) r = T, + T~ + . . .  + T,, + AT,,+,.  

I1 faut ealeuler alors ~(~/~) ~ l'aide de la sdrie eonvergente 

tts r 
r  = ~ + ~ + ~ . ~  + . . .  

Nous avons trouv6 ainsi: 

n A, 

I o, T523t 8o276 5 
2 o, I5987 27953 6 
3 0,16227 85380 7. 

O'autre part  les quatres premiers termes de la s6rie divergente (I4) 
donnent les valeurs approch4es suivantes (on a ajout5 les corrections ne'.- 
eessaires) 

o, I52o 4 6 + o,ooo27 2 
o, I5983 88 -4- o,oooo3 4o 
0,16227 04 + o ,ooooo 8 i .  

On peut juger par 1~ de l 'approximation que l'on obtient pour de plus 
grandes valeurs de n. Dans le calcul de f(4)  on a besoin de la con- 
stante A~,  et on trouve ~ une unit6 p%s du 8 ~"~ ordre: 

f (4)  = I I494oo,63458993.  


