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UNTERSUCHUNGEN UBER DIE CONVERGENZ DER REIHEN 

WELCHE 

ZUR DARSTELLUNG DER C00RDINATEN DER PLANETEN 

ANGEWENDET WERDEN 

VOI~ 

H. GYLDI~N 
i n  S T O C K H O L M .  

In letzterer Zeit hat man mehrfach die Frage in Erwi~gung gezogen, 
ob die analytischenl Ausdrt~cke, dutch welche man bisher die Losung des 
s. g, Dreiksrperproblems dargestellt hat, auch eine wirkliche, fiir  alle 
Zeiten ~ gi~ltige=Lssung dieser Aufgabe reprasentiren, oder ob sie bloss 
wi~hrend e ine r  begrhnzten, ~ wenn auch for practische Bediirfnisse hin- 
reichend langen Z e i t  die Bewegungen mit der gewiinschten Genauigkeit 
wiedergeben ;konnen; :ob, mit anderen W0rten, diese Ausclrficke eine ge- 
ntigende Einsicht :in die N a t u r  der Bewegungen zu gewi~hren im Stande 
sind, oder ob sie bloss den  Dienst von Interpolationsformeln verrichten. 
Diese Frage l~sst sich auch in folgender Weise ausdriicken: sind die Func- 
tionen, welche die Coordinaten der sich gegenseitig anziehenden K0rper 
und ihre Geschwindigkeiten analytisch angeben, yon ider Beschaffenheit, 
dass sie sich in gleichf0rmig convergirenden trigonometrischen Reihen ent- 
wickeln lassen? Die erwRhnten Functionen sind uns nun zwar zunachst 
vSllig unbekannt, so dass an eine directe Beantwortung der vorgelegten 
Frage nicht zu denken ist; unsere Bemfihungen mfissen daher darauf 
gerichtet sein, zu einer annahernden Kenntniss jener Functionen zu ge- 
langen, indem wir die urspri~nglichen Differentialgleichungen der Bewegung 
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in einer Weise vereinfachen, welche uns eine wirkliche Ann'~herung und 
mithin eine beliebig genaue L0sung mittelst mehrerer auf einander fol- 
genden Annaherungen erwarten li~sst. Bei den bisherigen Versuchen das 
erwahnte Problem zu 15sen hat man wohl auch immer, so oft es sich 
um ernstlich gemeinte Untersuchungen gehandelt hat, diesem Grundsatze 
zu genfigen gesucht; bei tier Feststellung der jedesmal vorzunehmenden 
Reduction ist es indessen bis jetzt kaum g e l u n g e n -  well die Lssung der 
Aufgabe mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden w a r -  den strengen 
Beweis daffir zu liefern,, dass die eingeleitete Approximationsmethode 
wirklich dem richtigen Resultate entgegenffihre. Hierzu ware vor Allem 
nsthig, die Convergenz der successiven Anni~herungen gesichert zu sehen. 
Converglren aber die Reihenfolgen der Annaherungen nicht, so darf man 
selbstversti~ndlich nicht aus einzelnen derselben irgend welche Schli~sse 
auf die analytische Form ziehen, durch welche die vollstfindige Losung 
dargestellt werden kann. 

Es lag nahe, bei den Bewegungsgleichungen der Planeten jene Vex- 
einfachungen dadurch herbeizufiihren, dass man in der ersten Ann~herung 
b los s  die Anziehung der Sonne beri~eksichtigte, in der zweiten die der 
stSrenden Planeten, aber bloss insofern diese den ersten Potenzen ihrer 
Massen proportional sind, u. s. w.; dass man mit einem Worte die suc- 
cessiven Annaherungen naeh den Potenzen und Producten der Planeten- 
massen ordnete. Eine solche Anordnung der Anni~herufigen ist aber, wie 
man  bei ni~herer Betrachtung bemerken wird, mit ganz wesentlichen Nach- 
theilen verknfipft. Man erhMt nehmlich vor Allem Ausdrficke, welche 
die Zeit oder Potenzen der Zeit als Factoren enthalten und also beliebig 
anwachsen ksnnen; und yon solchen Ausdrficken kann man nieht erwarten, 
dass sie die wahre Form der Integrale repri~sentiren. W e n n g l e i c h  man 
nun nachtri~glich auch derartige Factoren eliminiren, und demnach die 
reine trigonometrische Form herstellen kann, so hat das Resultat in 
theoretischer Hinsicht doch eine weniger tiefgehende Bedeutung, als wenn 
die reine trigonometrische Form sich unmittelbar ergeben h a t t e .  Bei 
meinen Untersuchungen fiber die Theorie der Bewegungen der Himmels -  
kSrper habe ich mich daher bem~ht, das Auftreten yon Gliedern, welche 
mit der Zeit oder ihren Potenzen multiplicirt erscheinen, zu Vermeiden. 

Wenn aber auch die  Entwicklung nach den Potenzen der storenden 
Krafte nicht fiberall und durchgehend gestattet ist, so kann man sie 
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anderseits doch nicht auf jeder Stufe der Untersuchung vermeiden; es 
bleibt demnach zu entscheiden ob man, trotz derartigen Entwicklungen, 
doch Schlosse hinsichtlich der absoluten Goltigkcit der in solcher Weise 
erlangten Lssuug zu ziehen berechtig~ ist. Um sogleich jeder Begriffs- 
verwechselung in Betreff dieses Punktcs vorzubeugen, muss ich mir bier 
(lie Bemerkuug erlauben, dass ich in meinen froheren Arbeiten unter der 
Benennung ))eine absolute L0sung)) eine L0sung verstanden babe, die in jeder 
Beziehung innerhalb der Grenzen unseres empirischen Erkennens gOltig 
ist. Wenn man Oberhaupt yon einem absoluten Planetensysteme reden 
darf. so bezieht sich das Wort absolut offenbar auf die Erkenntniss der 
allgemeinen und best[~ndig geltenden Gesetze der Bewegung und nament- 
lich auf die Entseheidung ober die Frage yon der Stabilitat des Systems. 
Es wi~re aber hierbei vSllig unberechtigt, eine gleiche Genauigkeit bei 
den dutch Berechnung ermittelten 0rtern der Planeten zu verschiedenen 
Zeiten verlangen zu wollen; denn wie genau auch die mittleren Be- 
wegungen der Planeten durch Beobachtungen erkannt sein m0gen, immer 
wird man doch Zeitrliume angeben kSnnen, nach deren Verlauf die vor- 
ausberechneten 0rter sich als um beliebige GrSssen falsch erweisen mOssen. 
Die Bewegungsausdrocke mi~ssen abet so beschaffen sein, dass sie, durch 
Einsetzung verbesserter Werthe der Integrationsconstanten, die zu beliebigen 
Zeiten beobachteten 0rter der Planeten vSllig genau Wiedergeben. Dass 
auch dieses zu leisten nur in beschri~nktem Maasse m0glich ist, beruht auf 
Umsti~nden, deren Ersrterung nicht hierher geh0rt. 

Was yon einer absoluten L0sung des Problems der Pl~netenbewegun- 
gen gefordert werden muss, ist demnach: 

I ~ dass die analytiscl~en Ausdrocke der Coordinaten und der Ge- 
schwindigkeiten bei der numerischen Berechnung dieselbe Genauigkeit bei 
jedem Werthe der Zeit erlauben, ganz abgesehen davon, ob das Berech- 
nungsresultat ohne A_nderung der Integrationsconstanten mit den Beobach- 
tungen iibereinstimmt oder nicht; 

2 ~ dass der zu einem gegebenen Zeitpunkte dutch Beobachtungen 
bestimmte Oft und die for denselben Zeitpunkt gefundene Geschwindig- 
keit dutch die Berechnungsresultate innerhalb des Genauigkeitsgrades der 
Be0bachtungen wiedergegeben werden. 

Zu diesen beiden Punkten kommt noch ein dritter, welcher zwar 
gewissermassen schon im ersten enthalten ist, seiner Wichtigkeit wegen 
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aber doeh besonders hervorgehoben werden muss. Punkt I k6nnte nehm- 
lich scheinbar erfi~llt sein, wenn z. B. dis analytischen Ausdriicke:ft~r 
die Coordinaten und die Geschwindigkeiten aus lauter trigonometrischen 
Gliedern bestehen, und dabei die kleinsten eben auf der Grenze standen, 
welche man fiir die Genauigkeit angen0mmen hatte. Man kSnnte nun, 
und zwar nicht ganz mit Unrecht meinen, die Reihe ware wirklich gleich- 
fOrm!g convergent, denn die wirklich berechneten Glieder lassen sich in 
sine endliche Anzahl yon Gruppen theilen, innerhalb welcher die einzelnen 
Glieder wie Potenzenreihen convergiren. Immerhin bleibt aber doch ein 
wirklicher Nachweis daffir sehr w~nschenwerth, dass (tie Summe der ver- 
nachlassigten Glieder stets geringer bleibt als eine gegebene GrSsse; und 
es ist die Forderung eines solchen Nachweises, welche ich  als die dritte 
bezeichnen mschte, die erfi~llt sein muss, damit die L(~sung das Pradicat 
))absolut)) verdiene. 

Ich bin der Meinung gewesen, dass ein solcher Nachweis aus meinen 
frfiheren Untersuchungen ziemlich leicht hervorgehen wi~rde, allein darin 
habe ich mich hinsichtlich eines gewissen Punktes getauscht: Es erwiesen 
sich zum Theil ganz andere Betrachtungen erforderlich Um tiber die Con- 
vergenzfrage einiges Licht zu werfen, als die, welche eine msglichst rapide 
und genaue Berechnung einzelner Ungleichheiten bezweckten. Anderseits 
liegt abet, so viel ich bis jetzt abersehen kann, kein Grund zu einer we- 
sentlichen Ab~nderung in den Methoden vor, die ich frt~her zur Her- 
stellung der analytischen Ausdriicke fi~r die Coordinaten und :die Ge- 
schwindigkeiten angegeben habe. Am allerwenigsten aber habe ich ein 
]ndicium bemerken kSnnen, dass die yon mir friiher angewandten Reihen, 
welche im Wesentlichen mit den yon LAGRA•GE und LAPLACE eingeftihrten 
fibereinstimmen, nicht convergiren. Das Resultat der Untersuchungen, yon 
d~nen ich einen wesentlichen Theil hier vorlege, wird dieses bestatigen. Das- 
selbe bezieht sich auf die Convergenz einer gewissen Gattung yon Gliedern, 
die ich characteristische Glieder nennen werde, well sie nicht nur fiir die 
Bewegungsgesetze characteristisch sind, sondern auch die anzuwendende 
Berechnungsmethode bedingen. Von den vielen Gliedern, aus welchen 
die analytischen Ausdrticke der Coordinaten zusammengesetzt sind, ist es 
eine relativ geringe Anzahl, welehe sieh dureh ihre GrSsse unter ~len 
iibrigen bemerklich machen und also die besonderen, fiir einen gegebenen 
Fall eigentht~mlichen Bewegungsgesetze kennzeichnen. So ist z. B. :die 
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Erection characteristisch far die Bewegung des Mondes und die Libration 
ffir die Bewegungen der drei inneren Jupitersmonde. Far  die Bewegungen 
des Jupiter und des Saturn sind die grossen Ungleichheiten characteristisch, 
welche von der zweifachen Bewegung des Jupiter weniger der fanffachen 
des Saturn abhangen, und die kleinen Planeten bieten vielfache Bei- 
spiele zur Illustration yon eigenthamlichen Fallen in der Theorie der 
Himmelsbewegungen. Glieder, welche solche Ungleichheiten darstellen, 
sind far die Theorie der Bewegung offenbar characteristisch, wodurch 
man veranlasst wird, dieselben einer besonderen Untersuchung zu unter- 
werfen, und dies um so mehr, als grade sie nebst den elementaren 
Gliedern die einzigen sind, welche ernstliche Schwierigkeiten bereiten. 
Alle i;lbrigen Glieder k0nnen leicht ermittelt werden und sind mit sehr 
wenigen Ausnahmen mehr als Coi'rectionsgrSssen anzusehen als eigentlich 
maassgebend far die Abstraction der Begriffe in Betreff der Gesetze der 
Bewegung. 

In meinen fraheren Arbeiten babe ich die Glieder, welche mit den 
stSrenden Massen nicht verschwinden sondern constante, endliche Werthe 
annehmen, element(ire Glieder genannt. In der jetzigen Abhandlung fiihre 
ich also die neue Benennung characteristische Glieder ein, und verstehe 
darunter alle die Glider, welche die kleinsten, mit den stOrenden Massen 
nicht verschwindenden Integrationsdivisoren enthalten. - -  Es ist bekannt, 
dass diese Integrationsdivisoren naherungsweise aufgefunden werden, indem 
der Kettenbruch, welcher das Verhaltniss der mittleren Bewegungen 
zweier Planeten darstellt, successive summirt wird und man die Diffe- 
renzen aus den Naherungsbriichen und dem strengen Werthe des er- 
wahnten Verh~ltnisses bildet. Wi~ren die mittleren Bewegungen streng 
commensurabel, so warde eine solche Differenz auch vSllig verschwinden, 
wodurch indessen zunt~chst nur angezeigt wiirde, dass die Entwicklung, 
nach welcher man Integrationsdivisoren der besagten Form erhielte, nicht 
berechtigt war. Das Gesetz tiber das Vorkommen der elementhren Glieder 
ist yon ausserordentlich grosser Bedeutung far die Beurtheilung ihrer 
Convergenz. Wit mt'lssen daher dieses Gesetz etwas naher beleuchten, zu 
welchem Zwecke ich zunli, chst an einige Si~tze aus der Theorie der Ketten- 
bri]che erinnere. 

Soweit thunlich, werde ich mica bereits angenommener Bezeich- 
nungen und Begriffe bedienen, und verstehe also unter n und n' die 
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mitt leren Bewegungen zweier Planeten um die Sonne: f(ir das Verhi~lf- 

hiss beider adoptire ich die (ibliche Bezeichnung it, und zwar so dass: 

t 

Unter der Voraussetzung dass /2 eine irrationale Zahl bedeutet,  :kOnnen 

wit  dieselbe durch einen unendlichen, convergenten Ket tenbruch repra- 

sentiren, nehmlich : 
I 

a + - -  
/L --  

a l  3f_ _ _  

a ,  2 "3 r , . . 

wobei a ,  al, . . .  g a n z e  positive Zahlen bezeichnen. Sind nun, indem 

s ,  und s :  ebenfalls ganze positive Zahlen bezeichnen, 

8 81 

81 

die Naherungsbrfiche des obigen Kettenbruehes, so sind die Differenzen: 

8 81 
/ s' P; s~ P; u . s . W .  

kleiner als irgend welche andere Differenzen des Verh~ltnisses ,a yon ra- 
s l  

tionalen Br~chen, well die ~,, s~' " ' "  sonst keine Naherungsbrfmhe whren. 

Es folgt hieraus, dass die Differenzen: 

oder 

s - -  s't~, s~ - -  si/L, �9 �9 �9 

kleiner sind als alle andere Differenzen derselben Form, bei denen man 
fi~r s ,  s', s~, , . .  andere Zahlen einsetzte als die erwhhnten Zhhler und 

Nenner der Naherungsbrfiehe. 
Die Wcrthe der ganzen Zahlen s, s', s~, . . .  lassen sieh sehr leicht 

ermitteln. Man hat  zunachst: 

! 

s ----- i ;  s '  -~- a ;  s~ ~ a~;  s~ ~ a a  i -{- I 
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und hiernach finden sich die folgenden mit Halle der Recursionsglei- 
chungen: 

8 m = UmBra_ 1 "2[-8m_ 2 

P I t 8 m ~ 2/_ 8m--2 (l' m 8 m _  1 

Auch die Ni~herungsbr~che lassen sich mittelst Reeursionsformeln be- 
rechnen. Hierzu dient vor Allem die Gleichung: 

P 

8m+l 8m 8m+l 8m $m--1 _l 

Da nun i~berdies die Anfangswerthe: 

s ~  s, a, I / a a I + ~ x ~ ) .  
- -  ! - -  - -  - -  I - -  - -  t r 

s' s ' ;  s~ aa~ + I a I s ss~  

gelten, so ist Alles gegeben, um die betreffenden Grsssen nach und nach 
zu berechnen und man kann sie auch dutch die Form einer Summe von 
rationalen Br~chen, in denen der Z~hler immer I ist, darstellen. Man 
finder mit Hiilfe obiger Formeln sehr leicht die Werthe: 

S2 I I I 
- " 7 = S t  I i ~ ' - -  ] I 
S2 8 81 81 8~ 

83 I I I I 
/ 8 r t r ! / I / 8 s 8 81 8~ $.2 82 83 

U. S. W. 

und  lli.sst man den Index m oder  die Anzahl der Glieder uriendlich 
wachsen, so findet man die unendliche convergente Reihe: 

I I I 

= 8 '  8'81 Jf- ' ' 81 82 

Mit Hfilfe der soeben angefiihrten Entwicklungen findet sich nun: 

oder: 

8m I I I _ ~ _ . ,  ] 
, = ( - -  . . . .  

8m 8mSm+l 8m+18m+2 

r I ! Sm 
s ~ s , ~ / ~  = ( - -  ~)~ , -  , - - ,  - +  . . .  , 

1 8m+l 8m+l 8m+2 
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aus  welcher Gleichung unmittelbar zu ersehen ist, dass eine Differenz 
der Form s i n - - s ' #  nur dann einen sehr kleinen Werth erhalten kann, 

- 7  wenn der Nenner des auf s,~ folgenden Naherungsbruches sehr gross wird, 
Sm 

d. h. wenn die beiden auf einander folgenden Naherungsbrfiche sehr welt 
von einander liegen. W e l l  nun diese Differenzen, wenigstens ni~herungs- 
weise und bevor sie unter eine gewisse Grenze sinken, auch die Werthe 
der Integrationsdivisoren reprasentiren, so schliesst man aus dem gefun- 
denen Ausdrucke, dass wenn ein characteristisches Glied sehr gross wird, 
so liegt das folgende sehr weit enffernt. Diese Schlussfolgerung muss 
jedoch eine Modification erleiden, weil einem gegebenen Paare s~, s ' ,  
als Indices betrachtet, immer eine ganze Gruppe von Gliedern angehsrt, 
bei denen die Bewegungen der Argumente von einander nur um Grsssen 
yon der Ordnung der stSrenden Kr~fte verschieden sind. Zu diesem 
Umstande werden wit sogleich zurt~ckkommen, vorher aber noch eine Be- 
merkung hinsichtlich der Convergenz der Reihen: 

oder 

~2 ~3 
~'-J~S 81 ~1 "Jl'- 8 ~ - " J ~ -  "--]"-"3 " " ~ 

$ St $~ $3 V + =  + ~  + =  + . . .  
81 S~ 8 8 

einfliessen lassen, bei denen die ~ Grsssen bezeichnen, die beliebige Werthe 
zwischen - - I  und -]- i annehmcn kSnnen. Es ist nun in der That sehr 
leicht die Convergenz dieser Reihen nachzuweisen und dadurch einen Satz 
zu erhalten, welcher bei den folgenden Untcrsuchungen v o n d e r  grSssten 
Bedeutung sein wird. 

Aus den beiden Gleichungen: 

Sin+ 1 ~ ares  m 71- 8m_ 1 

folgt augenblicklich: 
8 m ---- a m _ l S m _  l -3[- Sin_ 2 

oder 

8m+ l : ( amain_  1 -~- I ) S m _  1 -[- arasfa_ 2 

Sm+l 8__m-- 2 
- -  a , . a , . _ ~  .at- I -I-  a,,, 

8m--1 $m--1 
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Well nun die % nicht minder als die sm ganze positive Zahlcn sind, so 
ist offenbar bei jedem Werthe yon ,m: 

s.~+l > 2 
8m--1 

Es ergiebt sich hieraus sofort, dass die Reihe: 

i+i i+ 
; + 

I 
starker convergirt als eine nach den Potenzen yon - laufende Entwick- 

2 

lung, und dasselbe gilt auch yon der Reihe.- 

_I+I i+ 
. . .  

Von der Summe dieser Reihen lhsst sich abet sagen, dass sie durch- 
sehnittlich sthrker convergirt als eine nach den steigenden Potenzen von 

I 

geordnete Reihe. Aus der Convergenz dieser Summe folgt offenbar 

auch die der oben angeft~hrten Reihen. 
Die Werthe der Integrationsdivisoren haben bei der absoluten L~sung 

die Form : 

wobei a,~ einen Factor v o n d e r  Ordnung der stSrenden Massen bezeiehnet. 
Wollte man auf eine absolute Lssung rlberhaupt verzichten und mithin 
eine durchgehende Entwicklung nach den Potenzen der stOrenden Massen 
als zul~ssig erachlen, so w~re das Glied n ~  in den Argumenten ganz 
bei Seite zu lassen. Die Inconvenienzen eines solchen Verfahrens liegen 
aber zu often am Tage mn unberi~cksichtigt bleiben zu kSnnen; dasselbe 
worde Integrationsdivisoren, die in Wirklichkeit nicht unter einer gege- 
benen Grosse yon dcr Ordnung n~r~ w~ren, als beliebig klein erscheinen 
lassen, und anderseits fi;~r streng verschwb~dende Werthe yon oben be- 
zeichneten Differenzen endliche GrOssen ergeben. In F~llen, die ich als 
critisch bezelchnen mOchte, wi~rden demnach die Integrationsdivisoren 
g~nzlieh entstetlt gefunden werden; und die nothwendige Folge davon 
w~rde die Unm0glichkeit sein, die mittleren Bewegungen richtig zu be- 
stimmen. 

A e t a  m a t h e m a t i e a .  9. Imprim6 le 31 Janvier  1887o ~5 



194 H. Gylddn. 

Hinsichtlich der oben naher bezeichneten Differenz haben wir noch 
eine Bemerkung hcrvorzuheben, auf welche bei der folgenden Darstel]ung 
Bezug genommen werden sol]. Wenn das Glied ham eine Grosse yon der 
Ordmmg der stOrenden Kri~fte ist, so wird die Kleinheit der besagten 
Differenz wesentlich durch die Glieder: 

! r 

8 m ~  - -  8ran 

bedingt. Man schliesst hieraus, d a n  und n' nicht als kleine Gr5ssen an- 
zusehen sind, dass die Differenzen s . ~ n -  s ' n '  und Smn - - S ; , n ' +  nero ffir 
dieselben Werthe der ganzen Zahlen Sm und S'm ihre kleinsten Werthe er- 
halten, wiewohl diese relativ sehr verschieden sein k0nnen. Das Vor- 
handensein des Gliedes nero bedingt also im Allgemeinen, d. h. so lange 
dasselbe als eine kleine Grosse neben n oder n' anzusehen ist, keine An- 
derung in der Lage der characteristischen Glieder. 

Die Grsssen am sind im Probleme tier drei Korper aus drei oder vier 
Theilen zusammengesetzt und sind dabei durch Ausdri~cke der Form: 

am = pc + p'/~' :4- qr + q'#r' 

gegeben. Die Grsssen p, p', q und q' bezcichnen hier ganze Zahlen und 
~', ~, v und ~' kleine Quantit~ten von der Ordnung der stSrenden Kr~fte. 
Es leuchtet ein, dass (r m nut dann mit n oder n' vergleichbare Werthe 
annehmen kann, wenn eine oder einige der bezeichneten ganzen Zahlen 
sehr grosse Werthe erhalten. In solchen FMlen ksnnte allerdings eine 
Verschiebung in der Lage eines characteristischen Gliedes stattfinden, abet 
cine relativ doch nur sehr geringe. Dieser Umstand bleibt ohne jeden 
wesentlichen Einfluss auf unsere folgenden Betrachtungen. 

D i e  ganzen Zahlen p, p', q, q' nehmen bei jedem Paare Sin, S" sehr 
verschiedene Werthe an und hieraus folgt, dass mehrere Argumente der- 
selben Form vorhanden sind, bei denen Sm und s'~ dieselben Werthe haben. 
Diese Coexistenz verschicdener G|ieder, yon denen mehrere Coefficienten der- 
selben Ordnung sind, bewirkt eine erhebliche Complication der ganzen 
Untersuchung ohne jedoch der Lssung wesentlich hinder]ich zu sein; wit 
ksnnen sogar bei den meisten Schritten, welche uns der Losung unserer 
Aufgabe nahern, zuni~chst ganz davon absehen, dass mehrere Glieder 
neben einander coordonirt sind, und haben alsdann bloss ein einziges 
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Glied bei jedem Paare s,,, g, zu betraehten, wobei wir dasjenige als aus- 
gewithlt ansehen, bei dem die Differenz: 

s,,n - s ' J  -4- n~m 

einen kleineren Werth hat als die i:lbrigen, demselben Paare sa, s," ent- 
sprechenden, aber yon andern a,,-Werthen abht~ngigen Differenzen. 

I. 

Eine jede Methode zur Aufl0sung des Problems der drei KSrper 
setzt ein besonderes, aus den bekannten Differentialgleichungen der Dy- 
namik abgeleitetes Gleichungssystem voraus, welches gewohnlieh mit be- 
sotlderer R acksicht auf eine bequeme numerische Anwendung und com- 
pendiose Darstellung des Resultats aufgesucht worden ist. Die Unter- 
suehungen aber, die auf den folgenden Blgttern mitgetheilt werden, sind 
nicht nur yon der besondern Form der zu Grunde gelegten Differential- 
gleiehungen unabhgngig, sondern gestalten sich aueh nahezu in derselben 
Weise, wenn man die Zeit selbst, oder statt dieser sine yon der Zeit in 
gegebener Weiss '~bh~ngige Function als unabh~ngige Ver~nderliche an- 
wendet. Da in dieser Hinsicht die Wahl also frei steht, so werde ich 
die far eine einfache und leicht verst'~ndliche Darstellung m0glichst 
giinstigen Bestimmungen adoptiren, und demgemgss die Zeit als unab- 
hi~ngige Vergnderliche feststellen, sowie die einfache, in der m~caniq~e 
c~leste gegebene Differcntialgleichung zweiter Ordnung, durch deren Inte- 
gration die mittlere Anomalie gefunden wird, der ganzen Untersuchung 
zu Grunde legen. 

Far die mittleren Anomalien des gestSrten und des stSrenden Ksrpers 
wenden wir die in der mdcauique celeste adoptirten Bezeichnungen an, 
nehmlich g und ~"; indem wit iiberdies mit A, A~, . . .  constante Coef- 
ficienten, yon der Ordnung dec stSrenden Masse bezeichnen, sowie mit 
B~, B~, . . .  constants WinkelgrOssen, stellen wir die besagte Differential- 
gleichung wie folgt dar: 

d~  n~As in(s~- - s 'C  + (rnt + B)~n2A~s in ( s~- - - s"~  ' + a ~ n t +  B 0 

- - . . . + 3 I  
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wobei wir in der Function M s~,mmtliche nicht-charaeteristische Glieder 
vereinigt denken. 

Wir wollen nun noch eine Vereinfachung eintreten l~ssen , die zwar 
an und for sich den Resultaten eine grosse Beschr~nkung auferlegt, ffir 
die Untersuchung der Convergenzfrage jedoch, soweit diese sich auf die 
charaeteristischen Glieder bezieht, ohne Einfluss zu sein scheint. Diese Ver- 
einfachung besteht in der Vernachl~ssigung aller yon der Masse des ge- 
st/Srten Ksrpers abhgngigen Glieder. ~ Abgesehen davon, dass es in der 
Natur vielfache F~lle giebt, wo die Masse des gest~Srten Korpers zweifellos 
eine verschwindend kleine Grosse ist, gelangt man in vielen Punkten zu 
~virklichen Ann~.herungen, indem man die Glieder, welche yon den beiden 
Massen abh~ngen, gesondert betrachtet. Wo dies aber nicht der Fall ist, 
kann man mit wenigen Ausnahmen die Aufgabe auf die Integration yon 
Differentialgleichungen zurilckfahren, welche dieselbe Form mi t  denen 
haben, die man nach Vernachlhssigung der Masse des gestOrten K~srpers 
erlangt haben wi~rde. 

Das Resultat, welches durch die Integration der Gleichung (I) er- 
halten wird, hat nun voraussichtlich die Form: 

~ - = c  A - n t +  to, 

bei der wir durch c und n die beiden Integrationsconstanten bezeichnen, 
nehmlieh dureh c die Constante der mittleren Anomalie und dutch n die 
mitt.lere Bewegung. Die Function w bezeichnet eine Summe periodischer 
Glieder, welche Summe wir sogleich in zwei Theile zerlegen wollen, 
indem wir setzen: 

co = Z q- #~" 

Wir setzen dabei voraus, dass die Function Z alle characteristischen Glieder 
umfasst, wenigstens alle solche, die sich bei der Integration als eritisch 
erweisen; das Increment 3~" aber alle ilbrigen. Dieser Bestimmung zu- 
folge k6nnen wir annehmen, dass die Glieder, welche die Function 3r 
constituiren, leicht zu ermitteln sind, oder dass die Gleichung: 

d~3~-- M 
dt 2 

ohnc jegliche Schwierigkcit integrirt werden kann, soweit man nicht bei 



0"ber die Convergenz der Reihen zur Darstell'ung der Coordinaten der Planeten. 197 

den ibrtgesetzten Ann~herungen Glieder erhalten wi]rde, welche der Form 
nach den characteristischen Gliedern angehoren und demnach der Function 
Z einverleibt werden sollten. Anderseits wi~rde man bei fortgesetzter 
Anni~herung dutch Integration der Gleichung: 

d'~Z 

dt'~ 
n~Asin(s~'--s 'C + m,t + B ) - - . . .  

Glieder finden, die mit denen der Function 3r zu vereinigen w~ren. 
Wenn man daher die Gleichung (t) in zwei andere zerspaltet, yon denen 
die eine Z und die andere 3z geben soil, so muss der einen eine Func- 
tion hinzugefi]gt werden, die wieder yon der anderen abgezogen wird, 
und welehe die 1Jberffihrung gewisser Glieder v o n d e r  eineu Gleichung 
zur anderen vermittelt. Indem wir diese Function durch N bezeichnen 
haben wit" also die Gleichungen: 

d~Z 
a~ - n~A sin ( s ~ - -  8'r + ~ t  + B) - -  ~A~  sit, (s, r  S'l~' + ~'~t + B,) 

- - . . . + N  

d23~= M - -  IV 
dr'* 

und die Summe beider vertritt offenbar die Gleiehung (i). Von der 
zweiten dieser Gleichungen k0nnen wir nun sicher annehmen, dass ihre 
Integration keine Schwierigkeiten verursachen wird, und werden wir uns 
daher nicht welter mit derselben befassen, sondern die Function 3~'sogleich 
als eine bekannte Gr0sse ansehen. - -  Hinsichtlich der ersten der obigen 
Gleichungen heben wir hervor, dass die aus N entstehenden Glieder mit 
den t'tbrigen cinfach vereinigt werden ksnnen, wodurch die Coefficienten 
um kleine Grsssen ge~ndert werden. Derartige Incremente sind fiir die 
folgenden Betrachtungen nicht wesentlich; s ie  k0nnen iiberdies aber als 
in den betreffenden Coefficienten bereits einverleibt gedacht werden, so 
dass wir bei unseren Untersuchungen yon der G!eiehung 

(2) d~Z 
= ~ n~A s in(s~--  s 'C + o'nt + B )  - - . . .  , 

dt ~ 

bei der die Function N einfach weggelassen worden ist, ausgehen ksnnen. 
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Diese Gleichung integriren wir nun in dcr gewShnlichen Weisc, 
indem wir Z, soweit diese Function in den Argumenten rechter Hand 
vorkommt, als constant ansehen und far ~" den Worth c' q- n't annehmen. 
Wir crhalten dabei, da hier keine Integrationsconstante hinzugefiigt zu 
werdcn braucht, 

dZ n~A 
- -  = O~os ( s ~ - - s ' C  + ~nt + B) 

"~"~J' cos (s~ ( ' - -  s; (" + ~,~t + B,) + . . .  + F ;  

und ist die Function F bier offcnbar eingefahrt wordcn, damit die rechte 
Seite das strenge Integrationsresultat ausdr~;lckcn soll. Um diese Function 
zu bestimmcn, diffcrcntiircn wir die Glcichung (3) und erhalten hierauf 
unter Beracksichtigung der Gleiehung (2): 

(4) 
sn~A 

o = - -  sin ( s~ - - s ' 4"  + ~, t  + B) 
8 D , -  8'?~+' "21- G~ 

dZ dF 
s,,~'A, sin (s,~--s;~' + o-,~t + B,) + + 

dZ 
Indem in dieses gcsultat der Werth yon d t aus (3)eingesetzt wird, 

erhi~lt man cinc Gleichung, aus der die Function F durch fortgesetzte 
Ann~herungen zu bestimincn ist. Dicse Bcstimmung wird nun zwar nieht 
immer gelingcn, aber derartige F~tlle erhcischen iiberhaupt cine andere 
Integrationsmethodc als die, welchc wir bei der Glciehung (2) cingcleitet 
haben. 

Die Gleichung (3) integriren wir nun in derselben Weise, wie wit 
jene aus der Gleichung (2) herlciteten, d. h. indem wit die Function Z 
in den Argumentcn als constant ansehen. Auch hicr braucht man keine 
Integrationsconstante hinzuzufagen, well diesetbe als mit c zusammcn- 
fallend gedacht werdcn kann. Dem sieh unmittelbar ergebcnden Re- 
sultate fi~gen wir  abcr, ebenso wie bei der ersten Integration, eine Func- 
tion, Fx hinzu, welche wit nachhcr so bestimmen m t'lssen, dass der Diffe- 
rentialgleichung (2) strcnge gent~gt wird. 
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Es ergiebt sieh in solcher Weise: 

(5 )  z = 
n2A sin (s#--s%" + ~,t + B) 

n~A~ 
+ ( ~ , ~ _ , . ,  + ~,~)~ sin(s,,~--s',~' + <,,t + B,) + ... + F, + f ~ l t  

Nachdem wir diese Gleichung differentiirt, und das Resultat mit dem, 
- d Z  

durch die Gleichung (3) gegebenen Werthe von ~ identificirt haben, er- 

h:fiten wit: 

(6) .~,,-2~ cos(< '--s '~" + o, nt + B) o : (sr~ ,--s 'u'+ o,.) ~ 

BI~J~'2A1 i])~COS(~ 1- Cfl/J,t "J[- B,) + .l(l~ .--~ (~F1 
( s , n  - -  s i n  + a~ d t  

Aus dieser Bedingung ware die Function 1~ zu bestimmen; wir werden 
aber die hierauf bezogliehe Untersuchung zunli, chst bei SeRe lassen, ebenso 
wie wit die Bestimmung von F nicht ngher berticksichtigten. Unsere 
ngtehsten Betrachtungen betreffen nehmlieh die Frage yon der Convergenz 
der Entwieklung yon Z, wie diese durch die Gleichung (5) angegeben 
wird, indem die von F und ~'~ abhi'mgigen Glieder unberi~cksichtigt ge- 
lassen werden. Es gent~gt hierbei die Bemerkung, das~ in der Mehrzahl 
der F~lle, wie sit i]berhaupt vorkommen ksnnen, die Funetionen F und 
-/P1 Grossen zweiter Ordnung hinsichtlieh der stOrenden Krgfte sind, so 
dass die yon diesen Functionen unabhfmgigen Glieder in den Gleichungen 

dZ 
(3) und (5) gen~herte Werthe von ~-{ und Z ergeben. 

Betrachten wir mm die Convcrgenz der Reihe (3) als eine rein al- 
gebraisehe Frage, d. h. losgelOst von allen Bedingungen astronomischer 
Natur, so werden wit bald inne, dass wit auf dieselbe keine bestimmte 
Antwort finden k5nnen. Es zeigt sich nehmlich, dass es Werthsysteme 
von n und n' geben kann, bei welehen die betreffende Reihe convergent 
ist, dagegen aber aueh andere Werthsysteme, welehe sicher die Divergenz 
derselben Reihe bedingen. Um dies nachzuweisen massen wir die Gr~ssen- 
ordmmgen der Coefficienten A, A~, . . . .  zur Evidenz bringen. Wir be- 
zeichnen zu diesem Zwecke mit M,, einen Factor von dec Ordnung der 
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stSrenden Masse, mit a und e abet GrSssen, yon denen die erste das con- 
stante VerhMtniss der mittleren Entfernungen bezeichnet, und zwar so, 
dass a immer kleiner als die Einheit angenommen wird, u n d e  als yon 
derselben Grossenordnung wie die Excentricitaten oder die gegenseitige 
Neigung angesehen wird. Die Coefficienten A,,~ sind nun hinsichtlich 
ihrer GrSssenordnung durch die Formel: 

. a  m ~ M m  ~,%n ~s'm--S*n, 

gegeben indem wir voraussetzen, dass: 

I 
8 m > 8. ,  

Fiir den entsprechenden Integrationsdivisor kann man, dem jetzigen 
Zwecke entsprechend, den genaherten Werth: 

n r t 
- - -  p 

8m- t -1  

anwenden, indem man nehmlieh das Glied omn als verschwindend klein 
ansieht. Es ergiebt sich nun: 

dZ 
dt - -  - - s ~ n M a " e " - "  cos (s~ '~  s'~' + oat + B) 

+ s;nMl "e c o s ( s l r  si " + o , , t  + B,) + . . .  ; 

und weil s~ beliebig gross im VerhMtniss zu s und s' sein kann, s~ im 
Verhaltniss zu s, und s~, 11. s. w., so konnen diese Zahlen Werthe haben, 
welche die Divergenz der obigen Reihe bedingen. Sie konnen aber ander- 
seits Werthe haben, bei denen die Reihe sicher convergirt. In noch ho- 
hereto Grade tritt die Bedingung der Divergenz oder Convergenz bei der 
Reihe ffir Z selbst hervor, indem die Glieder dieser die Quadrate der 
Zahlen s;, s'2, . . .  als Faetoren cnthulten. 

Betrachtungen, wie die obigen geh0ren abet unserer Aufgabe gar 
nicht an, denn nicht sowohl die Integrationsconstanten n und c, als viel- 
mehr die zu einem bestimmten Zeitpunkte stattfindenden Werthe yon 

d~ und ~, diirfen in derselben als gegebene Gr0ssen angesehen werden, 
dt 
well diese direct mittelst Beobachtungen gefunden werden kSnnen. Unsere 
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Aufgabe ist im Gegentheil die, aus den far einen bestimmten Zeitpunkt ,  
d(  

z. B. ftir t = o gtlltigen Werthen v o n ~  und r welche durch n o und 

c o bezeichnet sein mSgen, die Werthe yon n und c zu bestimmen. Es 
wird sich dabei erweisen, dass letztere Grossen keineswegs immer synec- 
tische Functionen der ersteren sind, denn es kann unendlich v ide  Werth= 
systeme yon n o u n d c  o geben, welche dieselben Werthe yon n und c be- 
dingen. In diesen Fallen warden letztere Grossen nicht mehr den Cha- 
racter yon willk~rlichen Constanten haben, sondern zwei andere Grsssen 
als solche eintreten. 

Well nun: 
= c + nt  + Z + ~r 

d~" a z  + dar 
a-~ = n + 7 /  dt 

dar 
und wir die Grossen 3~" und --d-/- als bekannt ansehen und ihre Werthe for 

t = o demnach sogleich als in c o und n o berticksichtigt denken konnen, 
so haben wir: 

(7) % = n + �9 i 
Sl~ - -  s n + on, 

r (,co - - s ' c '  + B) 

+ ~O A ,  
/ j ~ C r cos(s, c0 s, + B~) + . . .  

(8) C o = C +  s in  
/ 

8 ' C '  + 1?tx 

6,', - -  *"( + ,',~)'~ ~SCo ~ ~,j 

,,.'A, sin (S, C o -  sic' + B,)  + . . .  
(SlO~, - -  , r  ~ ..Jr. GI,~) ~ 

Aus diesen Gleichungen sieht man sogleich, dass die Gr0sse c sich 
unmittelbar ergiebt, wenn einmal n gefunden worden ist: die Bestimmung 
dicser Grssse ist abel- mit nicht geringen Schwierigkeiten verbunden. 

Das Resultat, welches durch die Lc)sung der Gleichung (7) in  Bezug 
auf n erhalten wird, fingiren wir zuni~chst, indem wir die nachstehende 
Gleichung aufstellen: 

(9) n ~--- n o - -  ~,q ~*gl .7., "" " 

avta mathematica. 9. I m p r i m 6  l e  9 F 6 v r i e r  1 8 8 7 .  2 6  
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oder: 

H~ Gyld~n. 

~t(I-I- ~'9~-~- (/1 9,~11 -JI- ..) = n0; 

unsere Aufgabe ist hi:ermit auf die Besfimmung der Grsssen &, g= . . . .  
zur&ckgefohrt. 

Dutch VergleiChung der Gleiehungen (7) und (9) ergeben sich fur 
die .q,. sofort folgende Ausdr{~cke: 

(IO) 

= n V'.rA 

,'r - -  F,'tt," - -~  G } b  
00$ (SC o - -  ~'C' �9 , . .  + B )  

~q  l = ' , 
eo (s, co - -  s;c' + &) 

11. ~. ~,V. 

Dutch diese Gleichungen sind die g~ nun zwar bestimmt, aber noch nicht 
ermittelt, weft die Glieder re'chter Hand die noch unbekannte Grssse n 
enthalt. In den meisten Fallen, die in unserem Sonnensysteme vorkom- 
men, wtirde man zwar die betreffenden Gr0sscn durch Ann~herungen er- 
mitteln ksnnen, allein bei gewissen Werthen der bekannten Grossen wflrde 
ein solches Verfahren vcrsagen und kann auch nicht die Natur der be- 
treffenden Grsssen aufdecken. 

Start der noch unbekannten Integrationsdivisoren f~hre ich jetzt an- 
dere Grsssen ein, welche einen leichteren l~rberblie:k hber die Natur der 
Resultate gestattet; ich setze: 

(,,) I s . -  s 'n '  + ~n ----- n [2 /  - - . @  x/~A 

Man bemerkt lei('hti dass in gewshnlich vorkommenden F~,llen, wo die 
Integrationsdivisoren keine exceptionell kleinen Werthe tmnehmen, die 

i 
Grossen f~ yon der Ordnung sin+' ~ ~/s,nA,,, und die .Grossen g,~ v0n der 

Ordnung s:+l~/.~.,,,A,, sind; die letzteren ]ruben daher in gewOhnlich vor- 
kommenden Fi~llen Werthe, die wesentlich kleiner als I sin& 
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Mit R;i]cksicht-auf  d i e  Ausdrt~cke (t~) erhMt m a n  aUs ( t o ) d i e "  
Gleichungen:  

cos (SCo - -  s'c' + B )  
'q = e f - -  g 

cos (s, c o -  s'~c + B,) 
gl ----- 2 f ,  - -  g ,  

U. S. W. 

Aus diesen Gleiehungen lassen sich die g., dutch die f . ,  ausdrt:lcken, und 
zwar erhlilt man:  

(,2) / " (s,,,c0 s;,.c' + B,,,), ,q,,, = f , ,  ~ ~, f,;, cos - -  

wobei das obere oder das untere  Vorzeichen anzuwenden ist, j enachdem 
f., positiv oder negativ ist. - -  Ferner  ist: 

- -  = _+_ vt,,~ c o s ( s : c o - -  S,,,c + B,,,) 

Mit Hi~lfe dieses Ausdruckes finden sich aus den Gleichungen (I o) Wer the  
der Integrationsdivisoren,  
erhal ten werden:  

/ 

(I 3) n0 = n l 
/ 

womit  folgende Entwick lungen  far  n und c 

I 

C A  COS (8(;o - -  S#tD* -31- B ) 

i +  
t" -+- ~lf'~ - -  cos(sco - -  s'c' + B) 

/A, 
W --cos(s,  c 0 -  s',c' + B,) 

-t- ~ ' ~ '  - - A - . . .  
f, ~_+ ~/f~-  cos(s, c 0 -  sic' + B,) 

(T4) C o == C + 

Man bemerk t  

sin(sco - -  s'c' + B) 
. { r  +-- ~Ir"- cos ( s% - s'<., + s~7] ~ 

--t-- 
sin(.%co --- d,c' + B , )  

,,[r, +_ , l r ~ -  ~o~(.~,%--~;~' +.sC] + 

leicht, wenn man sich der oben gemachten Voraussetzung 
hinsichtl ich der doppe l ten  Vorzeichen erinnert,  dass diese bciden Reihen 
immer  convergent  sind, wenn yon den f . ,  kein einziger kleiner  als I wird. 
Sie ksnnen aber a u c h  bei -k lc ineren,  0der g a r  verschwindendcn Wer then  



203 H. Gylddn. 

von den f., convergiren,  wenn  nu r  die W i n k e l  & c  o ~ s ' c '  q- B . ,  gewissen 
Bedingungen  gentigen. Stat t  diese aufzusuchen werden  wi t  die betreffen- 
den Reihen  in einer  Weise umformen ,  dass  die Convergenz derselben sich 

le ichter  fibersehen li~sst. 
Wi r  ersetzen die f., du tch  andere  GrSssen k,~ indem wi t  die Relat ion:  

(,5) 

feststellen. 

,) 
~ ' ( s . , c o  - -  s ; , c '  + B, , , )  2 , L . +  sin~ . ---g,, 

Uberdies  setzen wir  zur A b k 0 r z u n g :  

~-(s,,,co- s:c '  + B,o) = 1)., 
2 

und erhal ten nun :  
_ _  2 2 

2, - -  "' C' s  ~ , - -  COS (8  m C O 8 m --~ B . , )  = I ~m COS Dra  

Hiermi t  finden sich: 

g,,, = 

1,~ = , - - -  k,~. s i n  D .  ~, 

k~ 

- -  k,~ sm D.~ - -  ~/t - -  km cos Dm 
km 

�9 2 ~ 
- -  - -  k m  c o s  D m  . 

und die Reihen (i 3) und (, 4) nehmen  nun  die folgende elegante  Gestalt  an:  

(,6) i ~/o --'-== ~ I -{- 

+ 

~/l - -  k' s inD ~ + ~r -- k ~ cosD~ 

k, ~ cos 2D, 

~/I - - k ~  s i n D ~  + ( ,  --  k} cosD] -t-  �9 �9 �9 

(,7) 
k ~ sin2D + C o ~ C 

k~sinaD~ 

+ s~[~/! ---k~sinD~ + ~/, - -  k~cosD~] ~ -b , . .  



~ b e r  die Convergenz der  Reihen  zur Darstel lung der  Coordiuaten der  Plancte[~. 205 

Man sieht an diesen Entwieklungen sofort, dass sie convergent sind, so 
lange keine der Gr~sssen k~ der Einheit iibersteigt, und hieraus folgt auch 
die Convergenz der Reihen (3) und (5) abgesehen von den ,nit F und F~ 
bezeiehneten Gliedern. Bei diesem Resultate bleiben wir vorlhufig stehen 
und wenden uns zunltehst an die Bestimmung der Grsssen g.~. 

Von den wahren Integrationsdivisoren, welche dutch die Gleichungen 
(I I) bestimmt sind, unterscheiden wir die apparenten Integrationsdivisoren, 
deren Werthe man auf Grund yon Beobachtungen unmittelbar kennt, 
oder doch als bekannt annehmen kann. 1)iese Divisoren werden mit dem 
Werthe n o in derselben Weise zu berechnen sein, wie die wahren mit 
dem Werthe n; sic sind daher dureh den folgenden Algorithm us gegeben: 

(,8) 
U. S. ~V. 

Indem wir uns der Relation (9) erinnern, ksnnen wir diese Gleichungen 
auf die nachstehende Form bringen: 

e 1 
_4_ 

U. S, ~V. 

In diesen Gleichungen ersetzen wir die 
Werth: 

cos  2Din 

und beachten die Relation: 

Differenz 2fn--gin durch den 

es findet sich alsdann, indem wir die Bezeichnung: 
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anwenden, das System: 

H. Gylddn. 

e{ ) e = -  + - - -  .q q - &  - t - . . .  
tJ 910 

. ,  + ) r 81 "tl, l 
e l  = - -  -Jr- - -  f f  --~- f ]  l - -  " " " 

f i t  ?r o u 8 t  

U. S. W .  

Zwischen zwei und zwei dieser Gleiehungen ksnnen wir die Reihe: 

- /;-; 

eliminiren, und erhalten dann Relationen zwisehen zwei g , , , - W e r t h e n .  

bezeiehnen wir dureh r und r' zwei beliebige Indices und setzen: 

En, . ,  --= e,.s;., - e,.,s;. 

Das Eliminationsresultat wird nun: 

Dabei 

oder: 

i ! 
E ,  (1r8'"  r r' .u r 

I 

g,. g,.. 

s 

( 2 0 )  g, ,  = ,<*'~' 
(z,. s,., - -  Er,  ,: g; 

Lassen wit in dieser Formel den Index r' die Werthe der ganzen posi- 
tiven Zahlen, inclusive Null, annehmen, und substituiren wir die in 
soleher Weise erhaltenen Ausdrneke der Coeffieienten g, gx, g=, . . .  als 
Funetionen yon g,, in die Gleiehung: 

so findet sieh: 

2 I )  e,, 

e r .q-~r -'}- 8 , . -  -Jr- f f  l + " " " 
gb o 

7j,, + s ' ~ '  "g" ~ 'g '  
o l S a ~ - -  ~,.,og,. s l a , . - - E n t f f r  

. . .  

, . .  _ql_ t '  8 r _  1 

&'--I (Jr - - / ~ r ,  r - - I  ~]r 

! ,  v /  A r  

+ - g r  ,vT,. + "qr 

a,,+ l cf,, I t / ~  
I 1  8~4_ 1 

s,'. + ~ a, ,  - -  E , . ,  ~ § 1 g , .  
. . .  
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Diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche unserer Aufgabe entspricht, 
erh~lt man sehr h~ufig Ieieht genug dutch Ann'&herungen, indem man 
von dem Werthe: 

f i r  
(1 r 

e , . - - s , . - -  .q s + g' + " "  + g,.-1 
~1' o ~ l V  8 r _  1 / 

ausgeht. Hat aber e,. einen solchen Werth, dass der Nenner dieses Aus- 
druckes sehr klein werden kann, so versagt die angedeutele Methode. 
Solche F~lle sind es eben, die wir jetzt etwas n~iher betrachten wollen. 
Vor Allem mt'tssen wir den Werih yon E,., , ,  etwas ngher untersuchen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem oben gegebenen Ausdrueke frlr diese 
Grc)sse die Werthe: 

r 

e,.=: s , . ~ s , ~ +  a.; 

und erhalten somit: 

97, 0 

E,.,,, = s , . s~ , -  s,.,s,. + s , . , , r , -  .,.,r,.. 

Hieritus schliessen w i t  unmittelb~r, dass in der Regel Er,,.. keine kleine 
Gr~sse bedeutet. Die Differenz s,.s,'., Sr'S'r ist: nehmlich eine ganze Zahl 
w~hrend die folgenden Glieder eine irrationale: Gr0sse bezeichnen, deren 
Werth nur in Ausnah,nefldlen einer ganzen Zahl sehr nahe kommen 
kann. l)erartige F~lle konnen abet offenbar nut bei sehr grossen Werthen 

I I 
yon r oder r' eintreten, d. h. nur wenn - oder -7 als Grsssen yon der 

8r 8r 

Ordnung tier stSrenden Kraft anzusehen sind, woraus folgt, dass der ent- 
sprechende Coefficient A,. oder A,., eine rmsserst kleine Grssse bedeutet. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, wo de r  Gleichung: 

s , . - - s , ' . / ,  -4- a,. i o 

streng gen(:tgt wird. Mit R(~eksicht hierauf erh~lt man aus der Gleiehung 
(22) den Werth: 

t ~, t E, .  ,.. = - -  s,.(, , . , - -  s,.,/, + ~,.,); 

die E-Coefficienten sind delnnach den wahren Integr,qtionsdivisoren pro- 
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portional, wenn ein einziger dieser Divisoren verschwindet, und diese Regel 

gilt auch for E~,~ weil 

So bald: 

hat man aueh nothwendig:  

E .  ~ = o 
I 

I* , . -  I < I 

und bei wachsendem r' wird die Differenz s , , , - - s ' , #  immer kleinere 

Werthe annehmen, so dass die Grosse E,,,,, naeh und naeh auf das Glied: 

--s,',o;,, redueirt  wird. 
Der Coefficient o-,,, ist nun in der Regel eine Grssse yon derselben 

Ordnung wie s,,, --o',., also yon der Ordnung eines Produetes aus der stS- 

renden Masse mit  der Zahl s,.,. Da aber unserer Voraussetzung naeh: 

, , , .  = - -  ( s ,  - s ; # )  = ++_ 
I _ _ _  

' t - -  �9 �9 �9 
8r+ 1 

so ist das Product  o'~s,.+~ und noeh mehr  die folgenden Producte:  o;s,.+~, . . .  

als Gr0ssen null ter  Ordnung oder sogar "ds grosse Zahlen anzusehen. Falle, 

wo unter den Coefficienten ~r,., sehr kleine Werthe vorkommen, sind nun 

allerdings nicht undenkbar,  mrlssen aber als Ausnahmefltlle angesehen 
werden, well sic, wie man sich leicht i~berzeugen kann, i~usserst un- 
wahrscheinlich sind. 1 Wenn tiber die spi'rteren Divisoren a u c h  nur  den 

Betrag yon Gr(~ssen der Ordnung o" h~tten, so waren doch die Coefficienten: 

( ~ t "  

0 .  2 

1 Man kann sieh das betreffende Glied abgesehen von den eonstanten Coeffieienten 

als durch Entwicklung you Produete der Form:  

cos p[(~ - -  ~),,~t + GI eosq[(, --  ~'),,,'t + ~'1 si~,~[(,~ - -  ~')t + HI 

entstanden denken. Es bedeuten hier:  p ,  (/ und m ganze~ positive Zahlen~ G,'G' und / /  

eonstante Winkelgr6ssen~ und endlieh ~ und g' kleine Grtissen yon der Ordnung der stS- 

renden Kraft .  

Es findet sieh hieraus das Argument:  

[ m - - ~ ( [ -  ~ ) l n t -  [m + q(I - - q ' ) ] n ' t  + m H - - p G -  qG' 
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als sehr kleine 6~rOssen anzusehen, erstens, weil a,, eine Gr(~sse yon der 
Ordnung o- als Factor enthalt, und zweitens well a~, ausserdem mit einem 
sehr kleincn Factor yon der Ordnung d ' ; - ~ ;  multiplicirt ist, wobei c einc 
Grosse yon der Ordnung der ExcentricitiUen bezeichnet. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo: 

s,. ~ s ' ,# + ~,. = 3 

und 3 einen im Vergleieh zu a,, zwar schr kleinen abet doch cndliehen 
Werth hat. Es findet sieh nun: 

E : , ,  = - -  s ; ( s , -  + - -  s,'  o 

Da wir fortwi~hrend r ' >  r annehmen, ist s~., als eine sehr grosse Zatil 
anzusehen. Obwohl nu l l  3 eine sehr kleinc GrOssc bedeutet, kann das 
Product s:,,3 demnach doch eine Grosse nulltcr Ordnung sein, und ist 
auch in der Rcgel als eine solehe zu betrnehten. Die bcidcn Glieder im 
Ausdruck for E,.,,., sind ferner dcrartig von einander un'lbhangig, dqss sic 
sieh nur zufMlig, d. h. hier, in cinem sehr wenig wahrsehcinlichen Falle, 
aufhcbcn konnen. Wit  schlicsscn daher, dass die GrOsscn E,.,,., - - a b -  

gesehen yon Ausnahmefrdlen, dercn Bctrachtung wit als far unscrc Un- 
tcrsuehung unwescntlich bei Seite lassen - -  nicht sehr ldein sind, oder, 
mit anderen Worten, d~ss sic ~ls Grosscn nulltcr Ordnung anzuschcn 
sin& Anderseits sind sie jedoch immer wesentlich kleincr als die ent- 
sprechcnden ganzcn Zahlen s,':. 

Die Gleichung (2i) crhalten wit ctwas i:lbersiehtliehcr, wenn wir far 
9,. eine neue Unbckannte x,. einfahrcn, wclehe dutch die Gleiehung: 

g r  ~ - -  
Xv 

woraus folgt~ dass nachstehende Gleichstellungen gemach~ werden kSnnen: 

s;.= ,,. + q 
B /  = m H - -  p G  - -  qG" 

t I 

Weil nun die ganzen Zahlen 2 und q an die obigen Bedingungen gebunden sind und also 

nicht beliebige Werthe aanehmen kSnnen~ so ist ein sehr kleiner Werth von at' wenig 

wahrscheinlich. 
Acta mathematica. 9. Imprim~t le 9 F6vrier 1887, ~? 
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gegeben ist. Es findet sich nehmlich: 

(53) x , - - e , = - - s ; .  2 . . . .  + . . .  

. . .  - ~  

(~r--1 (/r A r  6~r+l / ] r + l  
Y 8r--1 Y 8r I 

s , . - l x , . -  E , ,+._ ,  "4- ~ + , -4- �9 . .  t 8r Xr  8r + 1 ~r  - -  L~r, r+ 1 

Hieraus lasst sieh der Werth von x~ dureh Ann~herungen ermitteln. 
In der Regel wird man den Zweck erreichen, wenn man in der ersten 
Annaherung alle Glieder yon dem Gliede 

(-/r+l Y 8 r + l  
- -  8~. 2 - -  

no s~,+lxr - -  Er, r+l 

an bei Seite lasst. Man erhMt somit eine endliche Gleichung (r-4- 2) t~ 
Grades, deren hier brauchbare Wurzel in gew0hnlicher Weise aufgesucht 
werden muss. Als brauchbar kann aber nut  die Wurzel bezeichnet 
werden, welche zu einem Werthe yon g,. fi~hrt, der kleiner als i ist. 
Giebt es keine solche Wurzel, so ist die hier befolgte Integrationsmethode 
hinsichtlich des entsprechenden Gliedes nieht anwendbar. 

Sehr haufig wird man die Gleichung (23) auch in der folgenden 
Weise auflOsen ksnnen; man bezeichne: 

12 - -  _ _ _ _  ._[ 

2h~ = G - -  s~ nolSZ; E~,,o s~z,,-  E,,,1 
-~ . . .  

I ( I t - -1  (].r + l 
Y 8r--I  u 8r~-I . . . +  + + . . .  

Str - - lZr  - -  E r ,  r - 1  S'r+l - -  E r ,  r + l  

fir = s : ~ r -  
~'o u 8r 

die Gleiehung (23) wird alsdann: 
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und man findet: 

also einen Werth, far deren Brauchbarkeit die Erftillung der Bedingung: 

erforderlieh ist. 
Die Grssse h,. wird bei dieser Reehnung allerdings als bekannt vor- 

ausgesetzt, w~hrend sie in Wirkliehkeit jedoeh die unbekannte Gr0sse ~,. 
enth~lt. Die Bereehnungsmethode bleibt abet anwendbar, wenn die An- 
n~herungen convergiren, welehe man dadureh einleitet, dass mnn i:iir x~ 
irgend einen Naherungswerth, z. B. e,. in den Ausdruck fi:lr h~ einse/zt 
und hiermit einen verbesserten Werth yon x,. herechnet. 

Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass die ganzen Zahlen 
7b' 

s~ und s', aus dem Verhi~ltnisse p = -  und nieht aus dem Verht~ltnisse 
t 

-- gefunden werden, hn  Anfang einer Reehnung, wo nur n o bekannt 
no 
ist, ksnnen daher nur die ersten dieser ganzen Zahlen gefunden werden; 
die spi~teren ergeben sich nach und naeh in dem Maasse, wie die mitt- 
/ere Bewegung n genauer gefunden wird. 

]I. 

Wenn bei einem characteristischen Gliede der entsprechende Werth 
yon .q~ oder k~ der Einheit sehr nahe kommt, oder wenn letztere 
Gr0sse die Einheit iiberstelgt, sage ieh, dass das Glied kritisch wird, oder 
nenne dasselbe ein kritisches Glied: nach dem, was oben auseinanderge- 
setzt wurde, ist also das auf ein kritisches Glied folgende characteristische 
Glied sehr hoher Ordnung hinsichtlich der Exeentricitti.ten und Neigungen, 
und es muss i~berhaupt als eine Ausnahme angesehen werden, wenn yon 
diesen folgenden Gliedern das eine oder andere wieder kritisch wird. 1 
Wit  sahen nehmlich wie im Gegentheil die Divisoren der spi~teren cha- 

1 In unserm Planetensysteme wtirde die Ordnung des auf ein kritisches Glicd fol- 
genden eharakt0ristischen Gliedes sich wenigstena auf mehrere Hunderte belaufeu. 
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r,qcteristisehen Gliedern derartig vergrSssert erseheinen, dass eine durch 
die Integrationen hervorgerufene Vergr6sserung der betreffenden Coeffi- 
cienten nut  ausnqhmsweise zu erwarten ist. 

Bet der Methode, durch welche wir im vorigen Abschnitte die Glei- 
ehung (2) integrirtcn, wurde stillsehweigend vorausgesetzt, dass dig Di- 
visoren night unter eine gewisse Grenze herabsinken, denn im andern 
Falle hstte man zwar f(~r c o und n 0 in den Gleichungen (7) und (8) 
convcrgente Entwicklungcn finden k6nnen, allein die Convergenz der, 
dutch die Gleichung (8) gegebenen Entwicklung der Function F 1 whre 
hiermit noch keineswegs sicher gestellt. Unsere Result~,te bestehen daher 
bis jetzt wesentlieh nut darin, dass wir yon den Entwicklungen (7) und 
(8) s,~gen kSnnen, d~ss sie convergiren, wenn die dutch dig Gleiehtmg 
(i5) gegebene, Grsssen k,, nicht (tit Einheit ~'~bersteigen. Wit  werden 
abe~" nun unsere Untersuchungcn dahia ausdehnen, dass wii" yon einem 
characteristischen Glicde ~mnehmen, es k0nne kritisch werden; im [)brigen 
behalten wit die i'riiheren Voraussetzungen bet, d. h. wit denken uns die 
folgenden Nenner: s ~ n -  s ; n ' ~  6~n, u. s. w. nicht so klein, wie sit bet 
dem grossen Betrage der ganzen Zahlen s~ und s'l und dem yon derselben 
abh[mgenden Werthe yon ~ nut ausnahmsweise sein konnen. Bet dieser 
Annahme muss die im vorigen Abschnitte befolgte Integrationsmethode 
dutch eine andere ersetzt werden. Es wird uns hierbei vor Allem dar- 
auf ankommen, das kritisehe Glied yon den i~brigen zu trcnnen, wonach 
diese nach der soeben erwahnten Methode integrirt werden k0nnen. 

Um den bezeichneten Zweck zu erreichen, zerlegen wit die Function 
Z in zwei Theile Z 0 und Z~ und bestimmen diese Theile aus den Glei- 
chungen: 

(i) d~Zo -~ - - n ~ A s i n ( s C - - s ' $ '  + m# + B) + M ~ N  dt'~ 

d ~Z l 

dr" 
n~A1 sin ( s , r  slr + r nt + B,) + . , .  - -  M + N 

Mit den hier eingefi~hrten Funetionen M und _N verfolgen wit, ebensowie 
mit den fri~her eingeftihrten analogen Functionen, den Zweck, Olieder 
gewisser Form yon der einen der obigen Gleichungen zu der andern 
aberzuft~hren. 
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Wie im vorhergchenden Abschnitte setzen wit  auch je~zt: 

~' = c ' +  n't 

= c + n t +  Z + # ~  

~-C-J['- ' l /}t 'Jl-  Z 0 Jf- Z 1 "Jf -3~ 

und erhalten duvch Entwicklung nach den Potenzen von Z~ + o~. 

sin (s~'~ s'4" + ~rt + B) 

--= ~n [ ~ - -  ~'~' + ( ~ -  ~'n' + ~)t + ~Zo + B] 

+ ~(z, + <-)co~ [so --.s'c' + (~,~- ~',,.~' + ,,,,)t + szo + B] 
1 
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,~-~(z, + a;~ ~ sin [ s c -  s'c' + (s ,~-  s',~' + r + s& + B] 
I . 2  

\Veil nun die Function Z~ + d~', wie man hier anzunehmen berechtigt 
ist, aus lauter Sinusgliedern besteht, so enthalten die ungraden Potcnzen 
dieser Function ebenfnlls lauter Sinusglieder, die graden Potenzen dagegen 
Cosinusglieder, nebst einer nothwendig positiven Constante. Diese eon- 
stanten Glieder bezeiehne ieh dutch lq, lq, . . . ,  und bestimme die Func- 
tion N aus der Formel:  

= s(Z, + 3~) 
N = - -  n A  

I 
~ + (~. - -g , , '  + ,.,,)t + ~zo + B] 

n~AS~(Z, + ar ~ + 
I . 2 .  3 

co~[,~--~'~' + (s,~--~,,,, + ~)t  + ~z0 + B] 

+ n2As~(Z , + U..)'---lq s in[sc~s 'c '  + ( s n ~ s ' n ' +  an)t + sZ o + B] 
1 . 2  

n:As~ (z, + ~:)'--h4 s in [ sc - - s ' c '  + (s,~--s'n' + r + sZo + B] 
. 2 . 3 . 4  

. . . .  
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Aus der Gleiehung (~) finder sich hierauf die naehstehende: 

(3) 
sY~.~ 

- - n ~ A  I - -  ~.d ~ 
s'h, 

T . 2 . 3 . 4  

dl.  ~ 

...) s~. [~c-~,~, + (~-~,,~' + ~,)t + ~G + ~] 

+ 3I; 

und wit denken uns end|ieh die Function M so bestimmt, dass Glieder 
mit deln Argumente: s c - - s ' c '  + ( s n -  s'n' q- (rn)t q- sZ o q- B ,  welehe 
etwa in der Gleiehung (2) entstehen konnen, mit dem Gliede reehter 
Hand in der Gleiehung (3) ohne weiteres vereinigt werden. We~m wit 
uns also den Coeffieienten A in entspreehender Weise abgeandert denken, 
so kOnnen wit das Glied .If ohne weiteres bei Selte lassen. 

Es entsteht also nun eine Gleiehung, (lit wir etwas vereinfaeht 
sehreiben werden, naehdem wir die Bezeiehnungen: 

Sr~ 8pG~ z V - = - - ( s n - - s ' n ' + o ~ ) t + ~ Z  0 + s o - -  + B  

a ~ - = s A  I ~ ) - b  1 . 2 . 3 .  4 .. 

festgestellt haben. Wir finden: 

d~V 
dt ~ 

a"n: sin Veos K 

I)ureh Integration dieser Gleiehung ergiebt sich unmittelbar, indem wir 
die Constante durch r~n = bezeichnen, 

( •  dt } ~ T~n~ - -  ~ n ~  siT) V~ 

und dutch die zweite ~ Integration, bei der wir die hinzutretende Con- 
stante dutch 6' bezeiehnen, entsteht die Oleiehung: 

(4) v = . , .  (r,~t + c) ,  rood k = "- 
-I- 

Es wird also aueh: 

~V rndn (rnt -t- 0) (4') d--t == 
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In der Gleichung (4) haben wir ein l~esultat gewonnen, welches leieht 
in bekannter Weise entwickelt werden kann. Hierauf erhalt man unmit- 
telbar den Werth yon Zo, dessen erstes Glied mit dem ersten Gliede des 
durch die Gleichung (5) im ersten Abschnitte gegebenen Werthes yon Z 
t'~bereinstimmen muss, naehdem man das Argument dieses Gliedes in der- 
selben Weise entwickelt h a l  wie in diesem Abschnitte zur Herstellung 
der Gleiehung (3) nc)thig war. Auf die Identit~t dieser Resultate, welche 
iibrigens nut unter der Bedingung stattfindet, dass 

k < I  

habe ich nut voriibergehend hingewiesen; wit werden im Folgenden yon 
derselben keinen G ebrauch maehen. 

dZo Die Werthe yon c + Z o und n + d r - '  welche far den Zeitpunkt 

t----o gelten, bezeichne ich durch c o und no. Diese Grossen sind aller- 
dings nicht identisch mit den fraher unter denselben Bezeichnungen ver- 
standenen Grsssen, sie unterscheiden slch aber yon diesen doch nur wenig, 
und kt~nnen bei den jetzigen Untersuchungen die Stelle der letzteren ver- 
treten, da man ~tbersehen kann, dass die Unterschiede beider mit Leich- 
tigkeit ermittelt und in der gechnung beriicksichtigt werden konn ten . - -  
Indem wir uns iiberdies der Bezeiehnung: 

bedienen, erhalten wit: 

und: 

Setzen wir nun: 

so wird: 

oder : 

D = ~- (sco - -  s'c' + B)  
2 

D ~ am C; 

/ d  V \  
sn  o - - s ' n ' +  an  ~ 2~-dT)o----- 2yndnC 

n 7/ 

T/~ 2 

~ C: 
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Anderseits hi, ben wit aber: 

so dass die Gleichung: 

k s sin D ~ ~ k~snC ~, 

• / • ' • '  k 2 qt_ k 2 s i n D  ~ = I ,l~-~z ' 

unmittelbar erhalten wird. - -  Bezeichnen wir noch: 

so entsteht die Gleichung: 

(s) 

no_.~_f 

.f:-I-- s in  D ~  = 17 ~'I 

welche mit dec Glcichung (I5) des vorigen Abschnittes bit auf Grosgen, 
die bier nicht in Betracht kommen, identisch ist. Eiue strengc Verglei- 
chung mit den Resultaten des vorhergehendcn Abschnittcs ist fiberhaupt 
auch nicht nothig, weil die Convergenz der daselbst gcgebenen Reihen 
nicht nothwendig aufhort, wenn die Grossen k., um sehr klein(; Betr',ige 
die Einheit abersteigen; es genilgt, dass die Gr0ssen/,:,,, sin Dm und k,. cos D.~ 
kleiner als i bleiben. Bei der jetzigen Lssung kann abet tier Modul k 
beliebig gross werden, ohne dass die durch die Gleichung (4)angegcbene 
Form des Integrales aufh5rte richtig zu sein. Dem ungeachtet ist es in 
mancherlei Hinsicht vortheilhaft, alas Resultat durch elliptische Functionen 
auszudrt~cken, welche dem Modul 

! 

k 

entsprechen, wenn der Modul k die ]~inheit i~bersteigt. Man finder nun 
leicht, auf Grund einiger bekannten Transformationsformeln, 

(6) cos v---- dn( .t + c,) 

dV 
dt - - rncn(a"#  + C,) 
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W O  : 

gesetzt worden ist. 
Well nun die 
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I 
C 1 ----- p C  ---- k C  

Entwicklung von cn(at-t-C1) kein constantes Glied 
enthi~lt, so kann. auch nicht die Function: 

d V s'n' dgo 
2 ~ i  = s n -  + ~,n + s d~ 

dzo ein constantes G lied enthalten. In -dT kSnnen wir aber ein solches Glied 

nicht voraussetzen, wenn n die Bedeutung der mittleren Bewegung hat; 
wit schliessen daher, dass: 

(7) S ~  ~ 8 ' n '  7 I -  O'/~ = O 

Setzen wit in den 
wit die Werthe: 

vorstehenden Gleichungen: 

I . 
2-s,n D = snC, 

f- = eriC, ! 

t ---- o, so gewinnen 

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns: 

f~ + s in  D ~ = l ~ 

also ein Resultat, welches bereits oben dutch die Gleichung (5)nach- 
gewiesen wurde. 

Wenn k < x, muss die Gr(~sse sn ~ s 'n '  + o's offenbar gleich dem 
constanten Gliede in der Entwicklung yon =rndn(z 'n t  + C ) s e i n .  Diese 
Bedingung giebt uns: 

7t 
(8) s n ~ s ' n ' +  an = r n f f  

wobei wir, wie iablich, durch K das vollst~ndige elliptische Integral erster 
Gattung bezeichnen. Ziehen wir yon dieser Gleichung den Werth: 

sn o - - s ' n '  q- an = 2TndnC 
Acta mathematiea. 9. Impr lm~ le 15 F~vrier  1887. 28 
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ab, so bleibt: 

ein Werth, aus welchem wir auf Grund der Beziehung 

den folgenden erhalten: 

n d n C  
T 

a~]no ( z (7) s ( n - -  no) = 2~-~  ~--~--dn 

For den Fall aber, dass k > I, haben wir: 

sn o - - s ' n '  + = 2 r n c n  Q 

und diesen Werth ziehen wit v o n d e r  Gleichung (7) ab. 
somit: 

Wir erhalten 

Ffir die Beziehung zwischen n and n o haben wir also zwei ver- 
schiedene Ausdrficke gefunden, den einen gtiltig fQr den Fall: k < I, 
den andern f a r  den Fall: k > I. Diese Ausdrlicke sind aber nicht nur 
formell yon einander verschieden, d. h. so, dass sie dutch Transformation 
auf einander reducirt werden konnen. Wenn wir also na l s  Function yon 
n o und k betrachten, so schliessen wir auf Grund des erwahnten Um- 
stundes, dass n nicht eine synectische Function dieser beiden Variablen 
ist, sondern dass im Punkte k ~ I eine Unterbrechung der Stetigkeit 

stattfindet. 
Die Formeln, welche zur Berechnung yon k und C oder -con l u n d  

C 1 dienen, werden wir jetzt unter einer yon der fri'lheren etwas abweichen- 
den Form angeben, wobei wieder die Discontinuitat der betreffenden Re- 
lationen hervortreten wird. Aus der Gleichung: 

oder: 

arin o ~ yndn C 

n o ~-dn C dn C 
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erhalten wir auf  Grund der Gleichungen (7) und (8): 

8 ~  r 

(s + *)% = / cnC ,  

s'n' ~2k 
dnC ( -;) s + ~ + r  no 

Zu diesen Beziehungen kommen die bereits angegebenen. Wir haben also 
die beiden Systeme: 

0) 

sn C = sin D 

cn C -=- cos D 

( s + a + r  n o 
I 

k 2 

s + r ~  "0 
~ + sinD' 

(II) 

l s n C  1 = sin D 

(s + ~)% 
/ c n Q  = 7; s'n' 

dnC 1 = cosD 

/2---= 7/~( Cs +~)'~~ / A- s inD ~ 

In Fallen, wo k oder l der Einheit sehr nahe kommt,  sind diejenigen 
Formeisysteme den vorhergehenden vorzuziehen, welche man durch l)ber- 
gang auf  die complement/iren Moduln k' und l' erhalt. E s  findet sich 

mit Ht~lfe bekannter Transformationsformeln: 
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(III) 

H .  G y l d d n .  

sn(iC, k') -=- i t angD 

cn( iC ,  k') = I 
cos D 

( s + a + 7 ~  % 
~ d n ( i  k') = r] s'n' cos D 

k, ~ s + a n o 
k ~ = e o s D ~ -  r] 2 --- 

s n  / 

(iv) 

s'n' s i n  D 
sn(/Cl, r) = i~(s + ~>no 

8t~ t 

en( iC' , ,  z') = .)% ~/(8 + 

I . ~ ~ s ' ~ ' c o s D  

( )' 
Far: 

oder: 

] ~ l ~  I 

k' ~--- l' ----- o 

fallen alle die angeftihrten Systeme zusammen, weil das Glied 7K ver- 

schwindet; im Ubrigen ]assen sich die Systeme (I) und (I])oder  ( I I I )und  
(IV) nieht auf einander zuriackf~hren. 

Die Discontinuiti~t, welche sich in den vorstehenden Beziehungen ma- 
nifestirt, finder man nicht in den verschiedenen Formen wieder, durch 
welche die Function V durch die Zeit ausgedrockt werden kann. In den 
Gleichungen (4), (4') und (6) haben wir bereits zwei dieser Formen ge- 
gebenl diejenigen nehmlieh, welehe den Moduln k und 1 entspreehen; die 
beiden noch abrigen entsprechen den Moduln k' und l'; sie finden sich 
mittelst bekannter Transformationsformeln wie folgt: 
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I sin V : - -  i tang am [i(rnt -4- C), k'] 

COS V ~ I 
I cn[i(yat + C), k'] 

d V  dn[i(rnt + C), k'] 
d--/----- in cn [i(~.nt + C), k'] 

(,o) 

i sin V =  - -  i l  tang  a m  [i(ant + C,), l'] 

cos V --~ dn[i(ant + C,), l'] 
i cn[i(a~t + C,), l'] 

d V 7"r~ 

und diese beiden Systeme k0nnen aus einander abgeleitet werden, indem 
man sich der Transformationsformeln bedient, welche far den ~bergang 

k ' =  /, gt~ltig sind. vom Modul k' auf den Modul i-~ 

d V .  
Die Entwicklung der Functionen sin V, cos V u n d - ~  m trigono- 

metrischen Reihen mit reellem Argumente wiirde bei sehr kleinen Werthen 
yon k' oder l' offenbar so wenig convergent sein, dass ihre Anwendung 
nicht als zweckm~ssig erachtet werden kann. Far solche Falle, die aller- 
dings zu den Ausnahmen gehsren, mt~ssen wir uns demnach nach anderen 
Entwicklungen umsehen, und dabei namentlich darauf Rficksicht nehmen, 
dass etwa spi~ter auftretende Quadraturen analytisch ausgefiihrt werden 
ksnnen. - -  Die nach den Potenzen von Exponentialfunctionen fortschrei- 
tenden Reihen, an die man hierbei zun~chst denken ksnnte, erweisen sich 
bei n'~herer Uberlegung auch nicht, wenigstens nicht direct, als anwend- 
bar, weil sie nicht best~ndig convergiren. In der Darstellung der ellip- 
tischen Functionen durch Folgen yon Partialbriichen haben wir aber einen 
Ausgangspunkt, aus dem wir Entwicklungen herleiten ksnnen, welche 
unsern Forderungen geni~gen. 

Wir bezeichnen, um eine kiirzere Schreibweise zu gewinnen, 

dann wird: 

~nt -4- C = u ; 

~nt + C~ --- ku 
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Ferner wenden wit, neben der flblichen Bezeichnung: 

auch die folgende an: 

g '  
- -  T : . ~  

q = e  

K 

q ' = e  

In der Theorie der elliptischen Functionen werden bekanntlich nach- 
stehende Entwicklungen gegeben: 

�9 s n ( i u ,  k') lr t e ~'" ( - -  I)"~t':"e K' 
7VU ~ - -  * cn(iu,~k') 2 - -  + " 

I '+  e h:' I '+  ~'2neK' 

( -  r 

Z., IFU 

I + ~'2ne E 

I I  

cn ( iu ,  k') 

7r e 2Ic ( - -  q')"e 2K' ( - -  q')"e 

I + e K' I + q'="eK' X + q'="e 

dn ( iu ,  k') Ir 
cn ( iu ,  k') K'  

f f t t  f l u  ,'rU | 

I - + Z  - .  

T + e x' I + q'~"e ec t + q;:'e =-~ 

bei denen die Smnmationen yon n = I bis n = o,9 auszudehnen sind. 
Diese Formeln, welche unmit te lbar  die Entwicklungen des Systems 

(9) geben, sind in der Hinsicht bemerkenswerth, dass die darin vdrkom- 
menden Nenner unverandert  bleiben, wenn man q' gegen - - q '  vertauscht. 

Well  nun das Formelsystem (io) aug dem Systeme (9) ohne weiteres 

wird, wenn man k' durch k '  oder, was dasselbe ist, q' erhalten durch 

- - q '  ersetzt, und weil die soeben angeffihrten Entwicklungen ebenfalls 
fiir negative Werthe von q' gi~ltig und far  die geeignete Darstellung der 
betreffenden Functionen anwendbar bleiben, so lassen sich diese Func- 
tionen - -  es sei, dass sie dutch die Gleichungen des Systems (9) oder 
dureh die des Systems (I o) gegeben sind - -  dutch Entwicklungen an- 
geben, die noch giiltig bleiben, wenn man sich q' als veranderlich denkt 
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und dabei fiir dieselbe Werthe annimmt, die abwechselnd positiv und 
negativ sein ksnnen. 

Um das Verhalten der in Frage stehenden Formeln beim IJbergange 
vsllig in's Licht setzen zu ksnnen, bedienen wit uns der Bezeichnungen 
L und L' zur Angabe der vollstandigen elliptischen Integrale erster 
Gattung, welche den Moduln 1 und l' entsprechen. Bekanntlich geht nun 

ik' 
K' in 1L'  t~ber, wenn q' negativ wird, oder wenn k' in -~ fihergeht. 

Auf Grund der bekannten Entwicklungen: 

2 K' 4 q '  4q" 
= ~ +  q,~F §  �9 

2kK'  4q' 4q '~ 
- -  I ~ - 3  V . . .  

r, I +q"~ I + q ' *  

sehliessen wit nun auf die Relation: 

4q' 4q"~ '~ 4q' 4q' k I + i +  , ~ n  t- ~+  ,~+ . . . .  ) I ~+ , ~ , q - - - ~  +q,,  . . .  

und hierrnit erSffnet sieh die Msgliehkelt, das Argument )-~ in zwei- 

facher Weise auszudrocken. Wir haben nehmlich: 

m~ 7nt + C 
2K'  4q' 4q '2 

+ ~ + ~ ' - - ~  + I + ~ " + ' ' "  

Wird nun q' negativ, so geht dieser Werth in den folgenden fiber: 

2K' 4q' 4q '~ i ~ - -  . . .  
I +q"~ I +~'*  

l('{r~t + C) 

4q' 4- 4q'~ + I + ~  +q,~  i + q ,  ~ . . .  

__ ant "4- C~ 
- 4 r  = + c , )  4q____~' + ~" + 

+ I + ~ "  I-+---- "'" 

Dee Algorithmus, dureh welehen die Entwieklungen (I I)dargestellt  
wurden, bietet nieht die n0thige Bequemliehkeitdar,  weil ein jedes (}lied 
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der unendlichen Reihen filr einen gewissen Werth der Veranderlichen u 
grosset wird als die Glieder vorher und nachher. Die betreffenden Reihen 
sind zwar convergent aber der Punkt, wo die Convergenz anfangt, ver- 
schiebt sich und ist als eine Function yon u anzusehen. Um gleichfSrmig 
convergentc Entwicklungen zu erhalten, mfissen wir die Veri~nderliche 
innerhulb gewisser Grenzen einschliessen, wozu folgende Schrittc nsthig 
sind, welche, wie wit sparer sehen werden, die Anwendbarkeit der Ent- 
wicklungen auch fiber die gezogenen Grenzen hinaus nicht verhindern. 

Es sei nun m eine positive oder negative ganzc ZahI, die wir so 
bestimmt denken, dass die Gr6sse 09 in der Gleichung 

U = 2inK + to 

immer zwischen o und -1-2K eingesehlossen bleibt. Auf Grund der 
Periodicit~t der elliptischen Funct ionen  ergcben sich hiermit aus den 
Entwicklungen (I t) die nachstehenden, deren Richtigkeit man fibrigens 
leicht direct verificiren kann, 

(I 2) 

�9 s n  (iu, k') ( - -  I)'~ 
- -  ~ k ' )  - -  

i t  Tr(O Tr ~ Trio - - - ~ (  K - c o )  
zc _ _ .  e K' e .31_ q " e K' 

k K '  l 2 ~,o Tr Tr., ~ ( ~ g - - ~ )  

I i T e  x' I + e  I + q ' %  x~ 

+ 

Tr 

q'~ e - ~ ( 2 K - - ~ . )  

Tr * �9 , 

I + q'% -N'(~z(-'~ 

I ~ e "2IC e 
�9 = ( _ , y .  I 

en ( i u ,  k') k K '  I ~" Tr 
[ I + e  r x + e  ~' 

t qe  
Trco 

2K' 

+ 

Tr~ 
- -  - -  ( 2K " t.) 

I + q'~e K' 

, e , - - ~  K, (~K --  ~o) 

Tr 
. . .  

dn(iu, k') __ zr 
cn ( iu ,  k') K '  

Trr 
e 2K' e ~ ,  (2//-- to) 

Tro~ -~- 
I -~- e K' I -1- e - ~ ' ( 2 K - ~ ~  

+ q,~ 2~' 

I 
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Die Entwicklung e i n e s  Gliedes der Form: 

t'~ - - x  q e  
,2v - - 2 x  I + q e  

kann nnmittelbar nach den: steigenden Potenzen yon q'="v -2* ausgeffihrt 
werden} wenn die ganze Zahl v grSsser a l s o  ist, und convergirt dicselbe 
immer sehr schnell, da der Fac tor  q'" eine ausscrst kleine Grssse be- 
zeichnet; wenn aber der Fall eintritt, wo u--= o, ist die Convergenz der- 
artiger Potenzenreihen nicht mehr gesichert, wesshalb wit uns nach anderen 
Formcn f~r die betreffenden Entwicklungen umsehen m~ssen. Zu diescm 
Zwecke bedienen wit uns der identischen Gleichung: 

Das Glied: 

--2.g 
I - b e  

o_x(,_:o,:.) 
! 

I + ~ e '~*(I  - -  e "'~ 

2 

I 
kann offenbar nie grSsser als ~ werden so lange x positiv bleibt; wit ksn- 

hen daher nach den steigenden Potenzcn desselben entwickeln und dabei 
eine, wenn auch nlcht sehr rapidc, so doch gcn~gcnde Convergenz cr- 
warten. Um die betreffendcn Entwickhmgen t~bersichtlichcr zu erhalten, 
bedienen wir uns dabei der nachstehenden Bezeichnungen: 

= e _ X / i  ~ I -~_A U(~ �9 \ ~ e  ) 

v , , ( x )  = - - 

u , : ) ( x )  = 

und allgemein, indem r eine ganze Zahl bedeutet, 

( ,31 _ e  ,x), 

A c t a  m a t h e m a t i e a ,  9. i m p r i m ~  le 8 Mars 1887. 29 
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Mit Halle dieses Algorithmus erhalten wir die Entwicklung: 

(I4) 
- -x  

e 
, + _=~ = u(~ + u("(x) + . . . ,  

womit die betreffenden Glieder der Gleiehungen (I a) dureh eonvergente, 
naeh U-Funetionen fortsehreitende Reihen dargestellt werden kSnnen. 

Wit sind jetzt in der Lage, das Integral: 

(I 5) J = f eadnudu, 
I) 

wo ), eine beliebige positive oder negative, rationale oder irrationale Zahl 
bedeutet, aueh in den FMlen analytiseh bereehnen zu kisnnen, wo die 
Grssse q so nahe dec Einheit kommt, dass die gew~shnliehe trigonome- 
trisehe Reihe filr dnu nieht lnehr als geni~gend convergent eraehtet wevden 
kann. - -  Zunaehst zerlegen ,vie das Integrationsintervall in Thei!e, yon 
denen die m ersten den Werth 2K haben, der letzte aber den Werth to. 
Es wird also: 

2K 452 2 oK 2mK+w 

J -= f e  ''~ dn udu "Jr- fe"~dn udu + . . .  + fe dn udu -Jr- f e " "  dn udu 
0 ~K (~m--2)K 2ink 

Die Grenzen dieser Integrale konnen sehr leicht auf o und 2Koder  
auf o und eo reducirt werden, Es ist nehmiich: 

4K 2K 

fea"dnuclu = d'~Kfe","dnudu 
2K 0 

2ink 2K 

f e~ dn udu : e("n--')iaVe'ZU drl ?,d$t 
(2m--2)K 0 

f e a" d n  udu = e2"~K f e au d n  udu  
2mK 0 

Man erhalt hiermit, indem man sogleieh die Glieder summirt, welche 
den Coefficienten des bestimmten Integrals mit den Grenzen o und K 
bilden, 
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(I6) J--I--e2"'~'K S -  / t - - e  ~ag eia" dn udu  "-t- e ~ma~ e ~ dn udu  
0 0 

Denken wir uns jetzt: k > t, also l < I, und bezeichnen wir: 

I ku = -[u = w, 

so wird die Function J durch die nachstehende Formel gegeben: 

w 

( I 7) J = l f e"aW cn wdw 
0 

Wir setzen nun: 

w - -  2mL + r 

und denken uns die ganze Zahl m so gew'ahlt, dass r zwischen o und 
2L schwankt. 

Zufolge der Gleichungen: 

4L "2L 

f ~il),w c l l w d w  ~- .  - -  e ~'l)'L f e ";w cnwdw 
2L o 

6L 

.fie "zw c n  wdw 
4L 

2L 

= -4- e*"~'Lfe"~Wcnwdw 

2mL 2L 

f+,,.wc, wd~ _- ( -  ,).,-,e(,~ 
(2m--2)L 0 

r 

~mL+ r I ) m e~~ f eil;'w c n  w d w  f e "'~nwdw = (-- 
2 m L  0 

ergiebt sich hierauf: 

[ - - ,  e 2mil)'L+hn~ 2L 7" 

t + j.xL lfd"%nwdw + E'~"~'c+"~lfe"~'~cnwdw 
0 Q 
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Die Forlneln ( ~ 6 ) u n d  (18)geben  den Anschein, als ob zwischen 
ihnen ein Sprung stattf~nde; dies is, aber nicht der Fall. Wenn nehmlich: 

so 'st: 

k = l =  I, 

K =  L = e c  

und nun muss offenbar der Werth Null far die ganze Zahl m angenom- 
men werden. Man bemerkt leieht, dass die beiden Formeln (,6) und 
(i8) unter dieser Voraussetzung dasselbe Resultat ergeben, nehmlich" 

( '9)  

to  

'~' 2e izu d u  

0 

Die Entwicklung der Function unter dem Integralzeichen giebt uns: 

to 

J =  2 fe~176 + U('(u) + . . . ) d u  
0 

Die Convergenz dieser Entwicklung wollen wir hier noch untersuehen, 
well diese nahezu dieselbe ist wie man sie bei den analogen Entwick- 
hmgen der Integrale in den Gleiehungen (~6)und  (~8)erwarten kann. 
Die Annahme in Bezug auf die Grt)sse des Coefficienten )., welche for 
uns das grSsste Interesse hat, ist die, dass dieselbe sehr klein ist. Wir 
werden aus diesem Grunde, und um die Schreibweise zu vereinfachen ,~ 
neben den ganzen Zahlen vernachlassigen. Das Integral setzt sich nun 
aus zwei Theilen zusammen, yon denen der eine nach den Potenzen der 
Exponentialgrt~sse e -~ entwickelt erscheint, und daher mit wachsendem to 
rasch abnimmt und sehr schnell convergirt. Der andere Theil, welcher 
dutch die Substitution der Grenze o entsteht, reducirt sich auf eine Con- 
stante. For den Coefficienten des n TM Gliedes, den wir mit K. bezeichnen 
wollen, ergiebt sieh bei Vernachlassigung yon 2 neben n d e r  Ausdruck: 

K = I I I _ _  n I n (n- - I )  I . . . [  
2 n -1  2Yt + l I 2n + 3 -4- i 2 2n + 5 

, [  , n , n ( n - - , )  , ] 
~" 2 ~ + 3  I 2~,+5 + ~ Z - ' 2  2 , , + 7  "'" 
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Die beiden Reihcn  tassen sich in bekannter Weise durch: bestimmte ]nte- 
grale summiren, wodurch gefunden wird: 

l l  

I 1 

- -  2 n . _  1 . ]  2" . /  
o 0 

Nun hat man abet  allgemein: 

f x'" +~" (,  - -  z ~)" ~1. = *~'"+' (l - -  x~)'~+ 1 4 , t  + 3 Jr 4n--2" ++3j'x~'" ( l - -  x~)'(tX, 

eine Formel von deren Riehtigkeit man sieh dureh Differentiation sehr 
leicht rlberzeugen kann. Fi;lr die Grenzwerthe verschwindet das vom 
Integralzeiehert befi'eite Glied und es findet sich: 

1 1 

.IX" "[I it* - -  4n + 3 Z'"(! - -  dx 
o o 

Hiermit ergiebt sich fiir K,, der Werth:  

1 

K,,  - -  6 . .  + 5 !_ f x " " ( ~  - -  x ' )  " a .  
8~z + 6 2"-1 J 

0 

Es ist aber: 

t 

6~z+ 5 I /" - x " - ~ ( ~  - -  x)'clx 
8n + 6 2". 

o 

1 

f o e  .... ~ (I - -  x)" dx  = 
o 

2 
Z.4.6...Zn 

(2n + I)(2n + 3)..,(2'n + 2n + I) 

Man bemerkt  auf Grund dieser Formeln, dass die K.-Coefficienten bei 
grossen n-Werthen nahezu in derselben Weise convergiren wie eine nach 

I 
den Potenzen yon ~ fortschreitende Reihe, 
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Wir wenden uns nun zu der Entwicklung des Integrales: 

'2K 

(2o) H (~) = f~"~," d, ,a., 
o 

Far dnu setzen wit hier die Reihe ein, welehe in den Gleiehungen (I2) 
gegeben ist. Nachdem wir die Glieder dieser Reihe nach U-Functionen 
entwickelt haben, crhalten wit das in Frage stehende Integral in Reihen 
zerlegt, deren Glieder die naehstehende allgemeine Form haben: 

(~i) 

2K 

S (  ) . . . . .  

rr e - ~  

, i  

o 

Es bedeutet dabei ~ eine ganze positive ungrade Zahl, 
In gleieher Weise zerlegen wir das Integral: 

{o 

(22) H(,o, k) = f e'""d.ud. 
0 

in Theile der Form" 
co 

st,( ) (23) ro, k = ~  e '~" + e  da 
0 

Die Integrale ( 2 t ) u n d  (23) finden sich nun unmittelbar; es ist 
nehmlich: 

~,-r i,t ~rr U 
o K  ~ - -  2K--~ + i,~ 

und hieraus ergiebt sieh, nachdem wir die Grenzen o und 2K filr u 
substituirt haben, 

ylr e~i)~K ) 
,-r f-K '('  --~'~)(r + 

(24) ~ ( k )  = ~; ( ~ y  ~2 
\ 2 K ' /  + 

rr ;t( , + ~"~)( i - -  e ~i)'I~') 
Jr- i K--; 1 ~zr k2 ,P 

§ 
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Durch Einsetzen der Grenzen o und to findet sich in derselben Weise, 
und wenn wir uns dabei der Bezeichnung: 

- -  . ~ o )  

] l ~ e  2K' 

bedienen, 

(2s) 
+ 

/q, \  " h ~] ~'~ __ 

\E~l + 

Mit Rocksicht auf die in (24) und (25) gegebenen Werthe erhli,lt 
man aus der Gleichung (16) den entsprechenden Theil yon J ,  den ich 
mit Jv(k)  bezeichnen werde. Far  die Summe 2mK + to setzen wir den 
Werth u ein, und beachten, dass 

i + e.~ K _ i cotang;tK 

Das Resultat wird nun: 

J (26) Jr (k )  K' [ ~rt ~2 ,~ {icotang2K(~ e ~">'~:) + e ~'">'KI 

\2K'/ + 

- t - i  

\ 2 K',] -]- 

7r 2 K' [ ~--  h~] - i'~ -]- h e a~ 

( V Z \~-K,/ + 

Zu dieser Formel ffigen wir die Bemerkung, dass die Glieder, welche 
den Factor cotang2K enthalten, und also bei sehr klelnen Werthen yon 

2 sehr gross werden kSnnen, yon den Exponentlalgrossen h u n d ~  un- 
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abh~ngig s in& Die Glieder, welchc diese Gr•ssen enthalten, werden 
durch den Integrationsprocess nicht vergrSssert, sondern im G egentheil 

vermindert, well sie den Factor _i erhalten. 
V 

Es eri~brigt, die Formeln, welche den Gteichungen (2o)--(z6) ent- 
spreehen, for den Modul l aber gfiltig sind, abzuleiten. Wit ffihren 
zunachst die Bezeichnung 

2 L  

( :7)  H(Z) = lfe~"Wcnwdw 
0 

ein, und zerlegen, der zweiten der Gleichungen (I 2) geml;~ss, dieses Integral 
in Theile der Form: 

2 L  

(.2s) < ( z )  ( -  ,~ '" - -  ~ w d ~  I) ~- e";*'\e 2t '  ~ ( ~ -  
t ~  

0 

Ebenso zerlegen wir das  Integral: 

T 

o 

und bezeiehnen die Theile dureh: 

7l" �9 , --~* .77. ~ - ~ , .  , ( S L - w ) ~ /  

(30)  .H~(~, l) = ( - -  , ) ' ~  e'"," ~ "- - - ,  -' } d w  
t 

0 

Es ist hierbei die Bemerkung am Platze, dass H,(r, l) aus H,(eo, k) 
unmittelbar hervorgeht, wenn man K' in lL', K in I(K + iL'), u in lw 
und eo in lr verwandelt, und dem Resultate fiberdies den Factor ( - - I )  ~ 
hinzufi]gt. 

Mit Hixlfe der Formel (A) ergiebt sich aus (28) der Werth: 

v--E-~ (I + q")(I - -  e TM) 
r r  2 / 1 '  

'm. ,': 1),( I q")( I + ~"~'~) 
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und aus der Formel (3 o) finder man die folgende: 

(32) Xm ~ I 
;)= (-- gt-- 

~ I I-/q'\~ <f) I 
2 b ' J  -1" 12'~'~ 

indem wir die Bezeichnung 

b ~ e -'~Z~ 

erhalten 
feststellen. 

Auf Grund  der Gleichung (I8) 
J~(l) der Function J ( l )  den Ausdruck: 

wir nun far den Theil 

p~ 

z 2L --~( '  + ~''~) [ i tangl ) ,L[( - -  r) m (33) J,(1) = 1,-7 [ ~ ~ 1,~),~ 
\ ~ ; !  + 

-1-- i ( - -  I/ L' /v~r \2 l~ ~ 
+ 

L' 
2 L ,  I "b 12), 2 

Diese Formel verhalt sich hinsichtlich des Grosswerdens gewisser 
Glieder grade umgekehrt a,ls die Formel (26). Wahrend nehmlich in 
letzterer einige Glieder bci sehr kleinen Werthen von 2 erheblich anwachsen 
konnen, ist dies in der Formel (33) nicht der Fall, sondern werden bei 
ihr grade dieselben Glieder wesentlich verkleinert erscheinen. VergrSssert 
werden abet in der Formel (33) solche Glieder, bei denen das Product 

12L nahezu den Werth einer ungraden Vielfachen yon hat. 
2 

In Bezug auf die Formeln (26)Und (33) ist endlich noch zu be- 
Acta mathematica. 9. Impr im6 le 26 F6vrier 1887. 30 
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merken, dass sie ffir m ~ o m i t  einander identisch werden; sie geben 
daher auch identische Werthe ftir k = 1 = i. 

Die Ungleichheit, welche einem Gliede entspricht, bei dem der Coef- 
ficient k~ [Abschn. I, Gleichung (15) ] grt~sser als die Einheit ist, hat man 
Libration genannt. Solche Ungleichheiten warden bisher als Ausnahmen 
angesehen and bei den Untersuchungen fiber das Problem dec drei Ksrper 
oder llber die StSrungstheorie fast immer unberficksichtigt gelassen. In 
der That war es auch nur in sehr seltenen FMlen mSglich, das Vor- 
handensein derartiger Bewegungsgleichungen zu constatiren, wesshalb eine 
allgemeine und tiefer dringende Untersqchung derselben fiat astrono- 
mische Zwecke nicht ~ls nsthig eruchtet wurde; eine directe Veranlassung, 
die hierauf bezfiglichen Untersuchungen welter auszudehnen, als zur Be- 
handlung des gegebenen Falles nsthig war, gab es von diesem Gesichts- 
punkte aus eben nicht. 

Ganz anders gestaltet sich aber die Nothwendigkeit derartiger Unter- 
suchungen, wenn man sie yon einem theoretischen Standpunkte aus be- 
trachtet. Dann zeigt sich nehmlich das seltene Vorkommen von Librations- 
ungleichheiten wohl als eine Thatsache, die unserm Sonnensysteme eigen- 
thiimlich ist, keineswegs aber als eine Erscheinung, die an sich fiberwiegend 
wahrscheinlich ware. Bei einer absoluten Lssung des Problems der drei 
KOrper, auch wenn man die fiblichen, mit den Verhaltnissen im Sonnen- 
systeme fibereinstimmenden Einschr~nkungen hinsichtlich der Werthe der 
Massen, der Excentriciti~ten, der Neigungen and der mittleren Entfernun- 
gen v o n d e r  Sonne gelten lasst, muss daher die Msglichkeit des Vor- 
kommens einer Librationsungleichheit offen gehultcn werden. - -  Wollte 
man als Grundlage der Untersuchung sich die Annahme gestatten, dass 
keine Librationsungleichheit vorkomme, so wi~re diese mit der Voraus- 
setzung gleichbedeutend, dass keine der Grossen k~, auch nicht nach Be- 
riicksichtigung der aus Gliedern hOherer Ordnung veranlassten Correc- 
tionen, grSsser als I sein ksnne. Eine solche Voraussetzung wi~re auch, 
wie wir aus unseren Untersuchungen bereits gesehen haben, mit derjeni- 
gen identisch, dass die bekannten Entwicklungen - -  in dem Abschnitte 
I durch die Gleichungen (3) und ( 5 ) a n g e g e b e n -  gleiehfSrnfig con- 
vergent waren. Man h~tte also grade dasjenigc yon vorn herein ange- 
nommen, was erst als Resultat aus der Untersuchung hervorgehen kann. 
Indem wit aber, bei unsern Untersuchungen, eine Annahme in diesem 
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Sinne gar nicht in Frage gestellt haben, sind wir bei dem Resultate an- 
gelangt, dass, wenn die Reihen (3) und (5) des vorhergehenden Abschnit- 
tes - -  immer von den mit F und F 1 bezeiehneten Gliedern abgesehen 
- -  nicht convergiren, so muss wenigstens eine der Grsssen km die Einheit 
iibersteigen, womit diese Entwicklungen ihre Bedeutung iiberhaupt ver- 
lieren. In diesem Falle existirt eine Librationsungleichheit, und wit 
werden im nachsten Abschnitte sehen, dass wenn der Coefficient dieses 
Gliedes, welcher eine Integrationsconstante ist, einen hinreichend kleinen 
Werth hat, die Rcihe der charaeteristischen Glieder welche dem Libra- 
tionsgliede folgen, auch nach der doppelten Integration eine gleichformig 
eonvergente Reihe sein wird. 

III.  

Unsern jetzt vorzunehmenden Untersuchungen legen wir die Gleichung 
(2) des ersten Absehnittes zu Grunde, nachdem wir in derselben 

~ =  c + n t  + Z; r c' + n ' t  
gesetzt haben. 

Indem wir von dem ersten Gliede voraussetzen, dass es kritisch 
werde, bezeichnen wir: 

(i) 

I V = ( s n - - s ' n ' + a n )  t + s Z + s c - - s ' c ' + B  
2(X) = - - 8 A l s ] n [ ( 8 , n - - 8 ; n '  q- er, n)t n t- 8, Z--~ 8, c- -8;( ; '  ~- B,] 

I [ --sA,~ sin [(s~n- s:n' + ,,,,~)t + s,,Z + s , c -  s;c' + B,] 
! 

_ _ . . * * , ,  

wonach die betreffende Gleichung nachstehende Gestalt annimmt: 

(2) d~V 
dr" + n~sA sin Vcos V - -  n~( X) 

Hierbei ist zu bemerken, dass die Coefficienten der Glieder in X sehr 
kleine Grsssen in VerhMtniss zu A sind, dass aber die ganzen Zahlen 
sl, s'l und noch mehr s:, s'~ sehr erhebliche Werthe haben. 
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Wir setzcn hierauf:  

v = v o + v ,  

und entwickeln die Function: 

'~,,~(Vo + Vl) sin V cos V = 

nach den Potenzen yon 21/-1. Diese Entwicklung, welche bekanntlich 
immer convergirt,  ist die nachstehende: 

Vo( - - - -  '6v'~ ) s i n V e o s V = s i n V  ocos t 4 v ~ +  . . .  
I .2 t .2 .3 .  4 

4V~ 
- - ( ~ s i n V ~ - - , )  v, , .2.3 ) 

Es seien nun:  h~, h~, . . .  die constanten Glieder in V~, V~4, . . . ;  

ferner sei: 

4h~ 16h, ) 
(3) ~ ~-  8 A  I i:-2 "31"- i .  2 . 3 . 4  " " " 

und: 

(4) X -~- (X) ~ 8.t1(- 4(V]t.2-- hO + 16(V~I.2.3.4-- h,) . . . )  sin V o Cos Vo 

t6V~ 4V? nt_ _ _  
+ s A  1.2.3 1.2.3.4.5 . . . ) ( 2  sin V ~ - -  I); 

die Gleichung (2) kOnnen wir nun in zwei andere zerlegen, nehmlich in: 

(s) dUVo n2o~ 2 r 
dt ~ n t- sill V o cos [o ==" 0 

und: 

a %  
(6) ae - - - -  n2~(2  sin g g - -  I ) V  1 = ,$~X 

Die Gleichung (5) giebt uns sofort: 

V o = a m  ~ (rood = k), 
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wenn wir setzen: 

$ = Fat -{- C" k ,~z 
Y 

und mit F und C die beiden Integrationsconstanten bezeichnen. Nachdem 
wir diesen Werth von V o in die Gleiehung (6) eingef~hrt, und nt dureh 

[d$ ersetzt haben, nimmt diese Gleiehung die folgende Gestalt an: 

(7) d'~V'd$ ~ - -k2(2sn~  ~ 1)V 1 -- / . . ,X 

Das Integral dieser sogenannten LAM~'schen Gleichung ist bekannt; 
wir schreiben es am kfirzesten, wie folgt, wobei wir die beiden Integra- 
tionsconstanten mit c a und c~ bezeichnen, und E dic Bedeutung des voll- 
sti~ndigen elliptischen Integrals zweiter Gattung hat,, 

(8) . .Fdlog0:,(r E / I  
V, -= c idn$  + c~onvl -d~ "4- -~r 

VermSge der Relation: 

dn $ ['k'hl$ r . . . . . .  
-4- _T~ ~ j .Aon  r162 T k' ~ d n v '  

k '~ E d~log 0~(~) 
d n  $" - -  K -~- d~  ~" 

lasst sich die vorstehende Formel indessen auf eine andere Form bringen, 
wodurch sie unserm Zwecke besser entspricht. Wir finden nach einer 
leichten Rechnung: 

(9) V , = c ,  dn$+c dn  L. + -: 

E +  d,, f f fXaned, 

Bei diesen Formeln wollen wir zunachst etwas stehen bleiben und 
an dieselbe einige Bemerkungen kni~pfen, welehe indessen die mit den 
Integrationsconstanten multiplieirten Gliedern nicht beri~hren. Wit lassen 
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daher diese Glieder bei Seite, indem wit die Integrationsconstanten: die 
in der That iiberzahlig sind, entweder als gleich Null gesetzt denken, 
oder auch als in solcher Weise bestimmt, dass Glieder, welche die Ver- 
i~nderliche ~ als Factor erhalten, verschwinden. 

Wir ziehen jetzt die FMle nicht in Betracht, wo der Modul k den 
Grenzwerth I erreicht, wiewohl wir anderseits solche nicht ausschliessen, 
wo diese GrSsse sich der erwahnten Grenze ziemlich nahert. Die, dem 
Modul k entsprechende Grosse q nehmen wir aber auf alle Falle so klein 
an, dass ein Glied, welches mit derselben multiplicirt wlrd, wesentlich 
verkieinert erscheint. Wir bemerken iibrigens, dass wenn ein mit dem 
Factor q multiplicirtes Glied einigermassen erheblich wird, so bewirkt 
es, wie man aus der Gleichung (3) ersehen kann, eine Verkleinerung in 
a ~, mithin auch in k und in q. Die zweite Anni~herung miisste das be- 
treffende Glied also verkleinert ergeben, und man wt'lrde, wenn nur solche 
Glieder vorhanden w~ren, das Resultat durch successive Annaherungen 
verhaltnissmi~ssig leicht finden k(~nnen. 

Um nun die Darstellung der Formeln etwas zu vereinfaehen, schreiben 
wir: 

S n -  S'n' + an  ~- 2n2; sc ~ s'c'  + B = 2 A  

s l n - - s ; n '  + e' ln = 2n21;  8 1 c ~ 8 ; c '  J I - B 1-- -  2 A 1  

und betrachten bloss FMle, wo: 

2 > 21 > 22 > �9 �9 . 

Aus dem Vorhergehenclen wissen wir bereits, dass bei der Bestimmung 
der entsprechenden Glieder in V 1 nut dann Schwierigkeiten eintreten 
ksnnen, wenn 21 eine im Verhaltniss zu 2 sehr kleine Grssse bezeichnet. 
Ware hingegen 21 eine GrSsse yon nahezu demselben numerischen Be- 
trage wie 2, oder grSsser, dann kSnnte das entsprechende Glied in V1 
sehr leicht berechnet werden, well A1 jedenfalls sehr klein im VerhMtniss 
zu A ist, so oft k (]berhaupt der Einheit nahe kommen kann; in diesen 
Fallen warde das betreffende Glied offenbar als eine sehr kleine Grosse 
anzusehen sein. Ware 21 sehr nahe gleich 2, so ksnnte allerdings ein 
Glied in 171 einen sehr grossen Factor erhalten; dieses Glied ist aber 
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anderseits mit q multiplicirt und wttrde aus diesem Grunde eine ent- 
sprechende Verkleinerung erleiden. Derartige Glieder, bei deren Bestim- 
mung keine wesentlichen Schwierigkeiten zu erwarten stehen und fiberdies 
mit spater zu beriicksichtigenden Gliedern vereinigt werden ksnnen, 
lassen wit jetzt ganz bei Seite. 

Wenn wit aber auch die Glieder in der Formel (9), die mit q mul- 
tiplicirt erscheinen, im Allgemeinen vernachlassigen, so dtirfen wir dies 
jedoch nicht ohn~ jede Einschrankung thun, da dies gleiehbedeutend 
damit ware, dass wit in der Gleichung (7) ohne weiteres das Glied: 

- -  - -   )Vl 

bei Seite liessen. Dieses Glied ist aber bei dec Bestimmung der Function 
V 1 ganz wesentlich, denn die Entwicklung des Coefficienten yon V 1 ent- 
ha| t  eine Constunte y o n  der Ordnung k 4, welcher Umstand einen sehr 
erheblichen Einfluss auf die Integrationsdivisoren austiben kann. Wenn 
wit d a h e r  auch b e i  einer solchen Vernachlassigung annehmen dfirften, 
dass das gesultat der ersten Annaherung als eine wirkliche Annaherung 
anzusehen w a r e -  die Griinde zu dieser Annahme finden sich leicht 
dutch ein genaueres Betrachten der Glelchung (8) - -  so miissten wir 
doch befiirchten, ill solcher Weise nut sehr langsam convergirende An- 
naherungen zu erhalten. 

Urn nun leicht fibersehen zu konnen, welche Glieder bei der ersten 
Annaherung bei Seite gelassen werden di~rfen, ersetzen wir in der Glei- 
chung (8) die Function V 1 durch eine andere Z1 und stellen zwischen 
beiden die Beziehung: 

( l o )  "2_ = sZ,  d n $  

fest. Aus der Gleichung (8) ergiebt sich hlerauf, dutch doppelte Diffe- 
k,2 

rentiation und naehdem die elliptische Function ~ dutch das zweite 

Differential yon log Os(~ ) ersetzt worden ist, die nachstehende: 

I 2 d$ ~ - -  R X +  d~ ~ X d n $ d $ +  d~ ~ 
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d X dnSd 
s d~'Z, t E X +  t d~ ~ 

( I I ) 2 i*'~clP - -  k'* K ~ d$ 

Wenn wir nun yon den Gliedern in X absehen, die von den Argu- 
menten 22~nt, 22:#t, . . .  abhangen, so haben wir die naehstehenden Ar- 
gumente zu beriacksichtigen: 

Man iabersieht leicht, dass bloss das yon 21nt abh~ngige Glied in Z, we- 
sentlich vergrt~ssert werden kann, well 2, im Allgemeinen eine kleine 
Grssse im VerhMtniss zu 2 + 21, 2 - -21 ,  u. s. w. ist; die iabrigen Glieder 
erhalten bei dem Integrationsprocesse wesentlich gr0ssere Divisoren. Wit  
betrachten also bloss das, yon dem erw~hnten Argumente abhangige Glied 
und bemerken dabei, dass der Beitrag zu dem Coefficienten dieses Gliedes, 
welcher aus dem zweiten Gliede rechter Hand in der Gleichung ( I , )he r -  

i E 
vorgeht, erheblich geringer ist, als der aus k-~ ~-X kommende Theil. In 

der ersten Annaherung setzen wit daher: 

s d~Z, n ~ E X 
d e  

I n  

chungen 

(,3) 

Beriacksichtigung von (IO) erhalten wir aus der ersten der Glei- 
(i): 

Z --= 2-(V o - 2nt - A )  + Z, d n $  
8 

Nun sind die Integrationsconstanten y und C jedenfalls so zu bestimmen, 
dass die Function V o - - 2 - - i x  nut periodische Glieder dee Arguments 

~6: enthMt; d. h. gem~ss den Gleichungen: 

in dem Argumente: 

22,nt + s , Z  + 2 A ,  

r, z C ~ A ;  

i ro 2nt - -  ] = 2 2 d # + s , Z ~ d n ~ +  2 A  + 2~. 
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kommt also die Zeit als Factor des Coefficienten bloss bei dem Gliede 
221nt vor. Wir bezeichnen bier: 

(I4) s 1 dn~ ~ + 2 - ( V  o - 2 n t - A )  = H  
8 

und erhalten: 

(15) 2),19,t + s l Z  + 2 A  1 = 221nt 2 7 s 1 ~ Z 1 27 2 ~ k  I 27 H 

Hier angelangt ,  werden wir yon einem Satze Gebrauch machen, 
welcher bei Entwicklung der Function: 

P ~- e2i(xtsinLl+x~sinLr 

sich ergiebt, wo die z eonstante Coefficienten bezeichnen, die eine gleich- 
f0rmig eonvergente Reihe bilden, und die L beliebige reelle Argumente sin& 

Wie man leicht bemerkt, nimmt das Resultat der Entwicklung die 
nachstehende Form an: 

P = P0 27 2P~ 1) cos 2L1 27 2P~ ~) cos 2L: 27 . . . 

27 2P~:~ c o s ( / 1  27 L~) 27 2P]:~_, c o s ( L  1 - -  i~ )  

27 2P]:~ cos (L~ 27 L3) 27 2Pl:!~ c o s ( L , -  L3) 

27 . . . . . . . . . . . . . . . .  27 . . . . . . . . . . . . . . . . .  

27 2P(~ 1) cos 4L, 27 2P~ ~) cos 4L2 + .. �9 

27 2i { Q~') sin L ,  27 Q~) sin L~ + . .. 

t)~,: sin (L1 ~ 2L2) 27 QI:~ sin(L, 27 2L2) 27 q51,--2 

27 . . . . . .  } 

Indem man aberall ~ L ~ ,  ~ L ~ ,  . . .  anstatt 27 L1, 27 L~, . . .  
einffihrt, erhMt man unmittelbar die nachstehende Entwicklung: 

I 
p - -  Po 27 2 ~  1) cos 2 L  1 27 2P(2 :) cos 2L2 + �9 �9 �9 

~F ,' ( L I -  L~) + 2PI;~ co~ iL~ + L,) + ~,_~ cos 

~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ~ �9 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ o . ~ ~ ~ ~ ~ 

--- 2i ! Q~I) sin L~ 27 Q~2) sin L2 27 . �9 . 

,~,' sin (L~ + 2L,) + ,~',' sin (Li ,-L,) 
~ I ,  - - 2  

27 . . . . . . }  
Aeta raathematica. 9 .  I m p r i m ~  l e  2 8  F ~ v r i e r  1 8 8 7 .  31 
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I 
Wenn wir hierauf diese Entwicklungen von /) und von ~ mit einander 

multipliciren, erhalten wir eine Anzahl Bedingungsgleichungen, yon denen 
wir indessen nur die erste anzufi'lhren brauchen. Diese ist: 

I = (e0) 2 + _~(P~'))2 + . . .  

+ : ( O ? ) ) ~  + . . .  ; 

dl h.: die doppelte Summe der Quadrate aller Coefficienten weniger des 
Quadrates des ersten Coefficienten ist gleich der Einheit .  Hieraus folgt, 

i 
dass kein Coefficient grOsser als ~ sein kann, mit Ausnahme des ersten, 

welcher den Werth I erhMt, wenn alle anderen verschwinden. 
Beri~cksichtigen wir nun in X bloss das Glied: 

s A 2 lsin(2~lnt + s lZ  + 2A0, 

indem wir dasselbe in der Gleichung (12) hervorheben, so erlangen wir 
leicht ein Resultat der Form: 

dt~ ~--- k,2 ~Po sin 221nt 27 81 -~--~Z 1 .3[_ 2 A  1 + ~I1, 

wo P0 einen Coefficienten bezeichnet, der jedenfalls kleiner als i ist, und 
//i eine Reihe Glieder, welehe theils yon den Argumenten 2(2 + 21)nt , 
2(2--2,)nt, 2(2 + 221)nt , u. s. w. abhhngen, t!&ils aber auch yon den 
Argumenten 2&nt, 2&nt, u. s. w. -- Wenn fClr Z 1 einmal ein gen~her- 
ter Werth gefunden worden ist, lasst sich die Function X in einer solchen 
Form angeben, dass die ira zweiten Gliede rechter Hand der Gleichung 
(~ 5) geforderte Integration ausgefahrt werden kann, wonach die Glieder 
in //I zu vervollstRndigen sind. 

~r 
Die zuletzt gefundene Gleichung multipliciren wir mit s I ~-K, setzen 

hierauf: 

(I6) 
2U = 22~nt + s~-~RZ~ + 2A, 

~(x)~  - -  s~ ~ / / 1  
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und finden endlich: 

d~U n~s~A1Po 2~rE 
(1 7) + (2K)  sin Ucos U = n2(X)~, 

welche Gleichung genau wie die Gleichung (2) zu behandeln ist. 
Man wird also wieder setzen: 

u =  + ui 

und far  U 0 ein Resultat  der Form: 

~0 = am ~1 (moO k~) 

erhalten. Auch jetzt nehmen wir also an, dass der Modul kleiner als I ist. 
Es folgt nun aus der ersten der Gleichungen (16): 

2 2 K  
Z~ = - T (U~ - -  2 1 n t -  A )  + Z, dn~l, 

8 x 

indem wir nehmlich setzen: 2 U  x = Sl~-~Z~dn$l, und fiir die Function 

Z 2 Bestimmungen als giiltig ansehen, welche denen analog sind, die zur 
Best immung yon Z 1 fiihrten. Der soeben gefundene Werth yon Z1, in 
die Gleichung (13) eingesetzt, giebt uns endlich: 

(19) Z 2 ( a m r  ~r ) 2 2/s - - - -  a m  ~1 - -  - -  
S - - 2 - K  + s  t 7~ 

7C 
2K~ F1) dnF + Z~dnFdn~:~ 

Diese Operationen lassen sich wiederholen und so lange fortsetzen, 
als die Moduln k2, k~, u. s. w. kleiner als I bleiben. Erreicht  keiner 
dieser Moduln die Grenze 1, so erhalt  man die Function Z durch eine 
unendliche Reihe dargestellt. Bei dem Fortgange dieser Operationen muss 
man sich indessen erinnern, dass bei der Bildung der verschiedenen Func- 
tionen (X)I , (X)~, u. s. w. Glieder entstehen ksnnen, yon denen ein Theil 
mit vorhergehenden characteristischen Gliedern zu vereinigen sind und 
also die Werthe  der vorhergehenden Moduln etwas veri~ndern, wi~hrend 
ein anderer Theil der entstehenden Glieder 1nit spi~teren characteristischen 
Glieder vereinigt werden kann, oder als selbsti~ndige characteristische 
Glieder zu behandeln ist. Ein dritter Theil  der bei den successiven 
Operationen entstehenden Gliedern i s t  aber an kiirzere Perioden ge- 
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bunden und werden dieselben daher nicht in dem Maasse durch den In- 
tegrationsprocees vergrSssert, dass sie die Convergenz der aus (19)her-  
vorgehenden unendlichen Reihe aufheben k5nnten. Von diesen Gliedern 
sehen wlr hier ab, und erhalten alsdann die Reihe 

2 2K,(  
- �9 a m ~  ~ - -  +8~ 

2K1 $1) dn6: 

2K~ $~ dnSdn$1 + ' " ;  

dass diese Reihe gleichft~rmig convergent ist, sieht man sogleich, da die 

Coefficienten - 2 2 2 s '  s-~' s-~' " '"  eine gleichf0rmig eonvergente Reihe bilden, 

K K, , unsern Annahmen nach, als Grsssen und die VerhMtnisse K, ' K S ' " ' " 

derselben Ordnung anzusehen sind, oder jedenfalls eine gegebene Grssse 
nicht iibersteigen. 

Wir sind also jetzt bei einem Resultate angelangt, welches mit dem, 
im ersten Abschnitte gefundenen im Wesentlichen i~bereinstimmt, nur ist 
das jetzt erhaltene vollst~ndiger und genauer als das frahere, da hier 
auch die Glieder hsherer Ordnung Ber~cksichtigung gefunden haben, 
wahrend sie in dem ersten Abschnitte in den Functionen F u n d  F 1 auf- 
genommen und mit denselben vernachlassigt wurden. Vollst~ndige UTber- 
einstimmung finden wir aber in dem Punkte, dass die betreffenden Ent- 
wicklungen nahezu in derselben Weise convergiren wie die Reihe der 

Brtiehe ~ i i ~' s ,  ' s ~  ' " " " ' vorausgesetzt, dass keiner der ModuIn k, kl, k~, ... 

der Einheit gar zu nahe kommt aber auch nicht far  sich eine convergente 
Reihe bilden. 

Naehdem wir somit den Fall erledigt haben, wo die Moduln k, k~, ... 
s~mmtlieh kleiner ale i waren, stellen wir die Annahme lest, dass einer 
derselben diese Grenze i~berschreitet. Hiermit wird nothwendig die Be- 
dingung verkntipft, dass der entsprechende Factor ,~ streng verschwindet. 
Im Ganzen ist es bei unseren jetzigen Betrachtungen gleiehgi]ltig, yon 
welchem Gliede wir annehmen, dass dieser Factor gleich Null wird, und 
wir dt'lrfen daher die Bestimmung treffen, dass es bei dem ersten Gliede 
in der Reihe (2) dee ersten Abschnittes stattfindet, Es wird nun: 

2 V = s Z  + 2 &  
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und fiir V o erhalten wit, wie im zweiten Abschnitte gezeigt wurde, den 
Ausdruck 

V o = arcsin[lsn(ant + C1) ] ( m o d l  ~ ~) 

Hiermig finder sieh aus der Gleiehung (6), naehdem wir: 

I ri = ant q- C~ = kS = ~ $ 

gesetzt haben, die folgende:  

( 2 i )  d*V,d~, (212sn~ 2 ~  I ) V  1 = ~-~I X 

welche Gleichung sich i]brigens aus der Gleichung (7)ergiebt,  wenn man 
sich erinnert, dass 

sn$ ~ / s n r ]  

Well man aber i~berdies die Beziehungen: 

dn~ = cn~ 7 

k '~ L --  I l~ d21ogO~ (7]) 
cnT] ~ ~ L d~ ~ 

hat, wobei I den Werth yon E bedeutet, welcher dem Modul 1 entspricht, 
so finder sich aus der Gleichung.(8):  

[dlogO,(~]) L - -  I - -  l~L ] 

-I- a ~ J c n ~  

und hieraus folgert man 
(9) entspricht, 

(23) 

leicht die nachstehende, welche der Gleichung 

g 1 ~ C 1 cn~ ~ c~ cn~ L 

' f d l ~  (~) dT] - c n 7  ] -4- a-@ cn r2 Xcnr/ 

.**"L cn v f f Xcn ridr] 

d~ 
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In dieser Gestalt ist der gefundene Ausdruck fiir V~ indessen nicht 

ganz zweckmassig, weil die Function d log0~(~]) den Factor cos~-g~/ im 

Nenner enthalt. Es ist aber: 

dlog0~ (~)) _ d l o g O ( ~ ] )  _ _  s n ~ ]  d n  ~] 

d~ d~] cn ~2 

Mit l~iicksieht auf diese Beziehung erhalten wir aus (23): 

(24) Vz = clcn~--  c2[cnT][dl~ O(v) L--l~--l~L~]--sn~dn~lL 

I[ / dlogO(7])dT]__cnT]d_log_~v](~)j, Zcn~,]d~,] ] + a ~  cn 7] Xcn ~] d~ 

I 
~t" [ca ~fXcn~idn~d~ --snvdnvfXcn~dv] 

k L -- I -- l~L cn~i f f a~l,~L d~ Xcn~]dT] 

Unsere Betrachtungen, die wir an diese Formel knapfen, sollen yon 
der Voraussetzung ausgchen, dass der Modul l einen kleinen Werth hat. 
Die Entwicklungen der Functionen cnT], sn~], dnT/ und des Productes der 
ersteren und dlog 0 (7) sind dana sehr convergent, und wir ksnnen, da 
es sich hier nur um den allgemeinen Character des Resultats handelt, bei 
den ersten Gliedern dieser Entwicklungen stehen bleiben und sogar alle die 
Glieder bei Seite lassen, welche l ~ als Factor enthalten. Wit erhalten 
alsdann, wenn wir dabei die aberzi~hligen Integrationsconstanten c 1 und 
c~ gleich Null setzen, den genaherten Werth: 

V 1 -~ ~sm~-~ ~ X c o s ~ / d ~  ~ ~ c o s ~ /  X sm ~-~7/d7/, 

welcher aber eine wirkliche Anni~herung zur Bestimmung des Integrales 
der Gleichung (2i) darstellt. 

Von den Gliedern in X heben wir zunachst die nachstehenden heraus: 

x = - - ~ l  ~.  ~-;-v + A v + . . .  
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und diese ergeben, wenn sie in obigem Ausdrucke eingesetzt werden, 

2/] 

(Z u 

I k a  

Die Coefficienten fl~, fl~, . . .  bilden nun jedenfalls, well sie den Coef- 
ficienten A~, A~, . . .  proportional Sind, eine gleichformig convergente 
Reihe; die soeben gefundene Entwicklung yon V~ convergirt daher auch 
gleichformig, so lange die 2~, 22, . . .  kleine Grsssen im Verhi~ltniss zu 

sind. Wir gewinnen auf Grund dieses Resultates den Satz, den wir 
2 2 L  

schon am Schlusse des zweiten Abschnittes erwahnt haben, dass nehmlich 
die Glieder, welche auf ein Librationsglied folgen und ohne das Vor- 
handensein dieses Gliedes kritisch werden k0nnten, eine gleichformig con- 
vergente Reihe bilden. Die Anwendung des vollsti~ndigen Ausdruckes (24) 
start des abgekfirzten wi~rde keine Abanderung dieser Schlussfolgerung 
veranlassen. 

Die Reihe (2 5) convergirt abet gleichf0rmig ~uch bei anderen Werthen 
der Coefficienten 2~, 22, . . .  als den oben bezeichneten; die Convergenz 
kann dagegen aufhoren, wenn die Verhi~ltnisse: 

22, 2L 2,~ 2L 

sich der Einheit mehr und mehr nahern. Bei Anwendung der voll- 
st~ndigen Formel (24) wi~rde man finden, dass Divergenz eintreten kann, 
auch wenn diese Verh~ltnisse sich anderen ganzen Zahlen nhhern. Dass 
diese Erscheinung jedoch nicht gleichbedeutend mit einer wirklichen Di- 
vergenz der Entwicklung yon V~ ist, lasst sich teicht nachweisen, wenn 
man sich die Ausdr~cke der Grsssen a ~ und X, wie sie durch die Glei- 
chungen (3) und (4)gegeben sind, vergegenw~rtigt. Zunachst sehen wir 
aus der Gleichung (3), dass wenn ein Glied in V~ anwachst, so erleidet 
a~ eine merkliche Verkleinerung, welche man sich so erheblich denken 
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kann, dass sich das Librationsglied in ein gew0hnliches verwandelt, wo- 
nach die Entwicklungen nach den vorher rnitgetheilten Methoden aus- 
zufrlhren waren. Es kann sich also erreignen, dass eine erste Ann'~herung 
die Existenz der Libration wahrscheinlich macht, die sich jedoch bei spa- 
teren Ann~herungen als illusorisch erweist. Die oben gefundenen Ent- 
wicklungen kommen alsdann wieder zur Geltung und ihrer Convergenz 
ist kein Abbruch geschehen. 

Wir wollen aber nun den Nachweis f0hren, dass wenn der Coefficient 
des Librationsgliedes, also die Constante l, einen genOgend kleinen Werth 
hat, so bleibt auch die Function V 1 immer eine kleine Grosse. Aus der 
Gleichung (4) nehmen wir die merklichsten Glieder heraus. Diese sind: 

2 x = (x) + ?s~V?; 

for (X) nehmen wir ferner denselben Ausdruck an, den wir vorhin for 
X gelten liessen, nehmlich: 

12~, /-/1)-- (x)  ,~, sin \ T  ~ + " 

In der Gleichung (2i) vernachlassigen wir nun auch das mit l ~ mul- 
tiplicirte Glied und erhalten, nachdem wit: 

gesetzt haben, die Gleichung: 

2 s A  g - -  
3 a2 

(26) d ' V ,  - t -  V1 - -  g V ;  ~ = fl' sin/2~, - -  t ,~'~ + -n l ) - -  d~2 ~ a ~ �9 . .  

Die Integration yon Gleichungen dieser Form ist von hervorragender 
Wichtigkeit, wenn es sich um die Bestimmung dcr elementaren Glieder 
handelt. Hier tritt dieselbe jedoch weniger in den Vordergrund, wesshalb 
ich, unter Hinweisung auf eine der Schwedischen Academie der Wis- 
senschaften vorgelegte Abhandlung ober die Integration der betreffenden 
Gleichung,1 reich auf die Mittheilung des folgcnden Verfahrens beschr~nke. 

I Bihang  t i l l  K. Svenska Vete~skaps -Akademiens  tIandl ingar.  I886. 



Uber die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 249 

Der grSsseren Einfachheit wegen betrachten wir bloss ein einziges 
Glied rechter Hand in der Gleichung (26) und setzen: 

Wenn wir nun die Constante z o aus der Gleichung: 

(~) 3 8  [ I  (2"41 ~ 2 ] fl' ~gr4 ~ ~ - -  Zo -- \ ( z / J  eft 

bestimmen, so bleibt aus der Gleichung (26), wenn wir der Kiirze wegen 

schreiben, die Gleichung: 

d 2R 1 [- 
(r) @, + 1_ I 

z = z o + Azo 

- -  3x2ysin (22'~2\ a 4- H1)~I R1 

/2~L ) ) -~z~gsin3[~--r] + Hi + 3xgsin(  2)'-~ = - - 4  \ ~ + H, R ~, + gIq 

"1) - \ ~ ) - ~ g ~ . o - j ~ . o  - ~,~ + 

lJber die Grssse Ax o haben wir noch zu verfiigen, und wir denken 
sie als in dec Weise bestimmt, da, ss die Function /z/~ kein Olied mit dem 

Argumente 2~, ~ - r  2 q-//1 enth~lt. Naehdem wir diese Annahme festgestellt 

haben, setzen wir: 

/2~, H~) R 2 (,~) R~ = ~., sin 3 ~ + + ; 

e~ ergiebt sieh alsdann ein N~herungswerth des Coeffieienten z~ aus der 
Gleiehung: 

3 r.~ (~) ;g; [ /2~x2 - -  ' - - 9 ~ - )  --~gx~] x. ~ 4  ,x~ 

Unsern friiheren Annahmen gemi~ss ist nun das VerMltniss fl~ als 6~ ~ 
eine sehr kleine Grosse anzusehen, wi~hrend der Coefficient g als eine 

Aeta mathematica. 9, Imprim~ le 28 F6vrier 1887. 32 
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Grssse nullter Ordnung betrachtet werden muss, welche nicht viel vdn 

dem Bruche 2 verschieden ist. Unter solchen Umstanden erweist sich 
3 

der Coefficient z. 0 aueh als eine kleine Gr(~sse, wie aus der Gleichung (/9) 
zu ersehen ist; in dem Falle, den wir bier besonders im Auge haben, 

wo das Verhi~ltniss 2,t, nahezu den Werth i hat, erhMt man ni~herungs- 

wei se: 

Der aus dieser Formel sich ergebende Werth von x 0 ist nun zwar sehr 

viel grSsser als fl~ muss jedoch immer als eine kleine Grssse, ja sogar 

als eine sehr kleine Grosse angesehen werden. 
Aus der Gleiehung (s) ergiebt sich sogleich, dass bei der Annahme, 

22--!~ habe nahezu den Werth I, der Coefficient x~ eine Grssse yon der 

Ordnung x~ ist, und hiernaeh folgt endlieh, aus der Bedingung, wodurch 
A x  o zu bestimmen ist, dass dieser Coefficient ebenfalls eine Grosse der 
Ordnung x~ sein muss. 

In dieser Weise kann man welter gehen, und findet somit ffir V a 
die gleichf0rmig convergente Reihe: 

welche ein particulares Integral der Gleichung (26) ist, und woraus man, 
unter Beracksichtigung des oben, hinsichtlich der Coefficienten x~, x~,, ... 
Gesagten, soglelch bemerkt, dass V 1 eine Grosse bezeichnet, die jedenfalls 
kleiner als I ist. 

Die obigen Schlussfolgerungen verlieren abet ihre Bedeutung in dem 
Maasse, wie der Modul l sich der Einheit n~hert. Wenn nehmlich diese 
Gr0sse nicht ganz klein ist, so muss man f~r g den Werth: 

_ _  2 ~ A  ( I  - -  l ~) 
g 3 a S 

setzen, weleher kleiner wird, je naher l des Einheit rackt. - -  Da nun, 
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bei Verschwinden der Differenz: I ~ , die Gleichung (/~) den 

Werth: 

ergiebt, so schliesst man, dass der Coefficient Y'0 und mithin auch die 
Function V 1 betri~ehtliehe Werthe annehmen ksnnen. 

Es ist noeh zu bemerken, dass Glieder, wo - -  sehr nahe den Werth a 
I haben, nothwendig vorkommen mfissen; denn hat man in der ersten 
AnnM~erung z. B. das Glied: 

2L 

gefunden, wo nun 21 eine sehr kleine Grssse bezeichnet, so finder man in 
der zweiten, wie man aus der Gleichung (4) leicht ersehen kann, Glieder 
mit Argumenten der Form: 

( ~  4),j \ 

also grade solehe Glieder, die in der Formel (25)sehr  erheblieh an- 
wachsen kSnnen. Man wird also immer Veranlassung finden, einige Gliedcr 
nach den gegeln, welche zur Ermittelung des Integrales der Gleichung (26) 
fiihren, zu behandeln, sofern nicht der Modul 1 verschwindend klein ist, 
wobei die Glieder der soeben erx~;i~hnten Art ebenfalls verschwindend klein 
bleiben, oder wenigstens so klein, dass sie der Formel (25) einverleibt 
werden kSnnen. 

Aus diesen Betrachtungen geht also hervor, dass i der Einheit nicht 
beliebig nahe kommen darf, ohne dass die Convergenz der aus (24) zu 
erhaltenden Entwicklung Zweifelhaft wird, dass aber, wenn 1 einen ge- 
wissen Werth nicht nbersteigt, diese Entwicklung ganz sicher convergirt. 
N~hert sich abet l dieser Grenze, so ist hiernlit eine VergrSsserung yon 
V~ nothwendig verbunden, woraus wieder, wie bereits hervorgehoben 
wurde, eine Verkleinerung yon a folgt. Man wi'lrde somit entweder auf 
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den ersten Fall zuriickkommen, d. h. auf den, w o k  < i, oder auch auf 
einen dritten, wo die Gleichung: 

k = l = I  

entweder streng, oder doch sehr nahe erff~llt ist. 
FMle, wo der Modul der Einheit so nahe kommt, dass die bekannten 

Entwicklungen der elliptischen Funcfionen in trigonometrischen Reihen 
nicht mehr hinreichend convergiren, diirfen nun allerdings, nach unseren 
jetzigen Kenntnissen zu schliessen, als sehr unwahrscheinlich bezeichnet 
werden - -  dies war wenigstens die Ansieht yon LAPLacn; 1 von astrono. 
mischem Gesichtspunkte aus scheint die Betrachtung derartiger Fhlle also 
wenig Interesse darzubieten. In rein theoretischer Hinsicht ist die Unter- 
suchung derselben hingegen mehr beachtenswerth, schon um zu entscheiden, 
ob die entsprechenden Formeln Bestand haben ksnnen. Denn es liesse 
sich sehr wohl denken, dass so lche  Werthe des Moduls nur in der ersten 
Ann~herung gefunden werden ksnnen, bei den spi~teren aber, in Folge 
erheblicherer Werthe der Coefficienten in V~, wesentlieh verkleinert er- 
scheinen mtissen. 

Die Formeln zur Berechnung yon V 0 und V1, in denen die ellip- 
tischen Functionen den complementaren Moduln k' und l '  entsprechen, 
finden sich leicht aus den vorhergehenden mit Hiilfe bekannter Trans- 
formationsformeln. Um bei dem Ubergang sowie bei der Darstellung 
der neuen Formeln mSglichst an Ki~rze zu gewinnen, stellen wit  ein ffir 
alle Mal feat, dass wenn das Argument  einer elliptischen oder einer 
Theta-Function als imagini~r angegeben wird, diese Function einem com- 
plementaren Modul angeh0rt, und zwar, wenn das Argument  i$ ist, dem 
Modul k', wahrend die Functionen des Arguments  i7] yon dem Modul l' 
abhi~ngen. Nach dieser 12~bereinknnft gelten dig Formeln: 

sn i~ sn i~y 
sn$ = ~ i cni~ i l  - -  l snT] cn@ 

I d n @ _  dn~2 
en ~ = cn i~  - cn i~ 2 

dn i~ I 
dn~: = = - -  eny 2 

cni~ cn@ 

1 Mdcanique cdleste. T. IV~ p. 66, 6d. I88o. 
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Wi t  erwi~hnen noch zum lJberfluss, dass I '  die Bedeutung des voll- 
sti~ndigen elliptischen Integralcs zweiter Gattung hat, welches dem Modul 
l' entspricht und erinnern an  die Beziehungen: 

k '2 K' E' . d~log03(i~) 
d n ~  - -  K' + 

k '~ l '~ l 'L  ' --- I' I d ~ logO(@) 
dn$ ~ -  t'cnrp ~--- : PU + l' &9' 

d~logO~($) rr  d*logO~ (@) 
d~ ~ = - -  2RK'  + -a--#" 

d' log O, @i) rr  d' 
d~2* --  2LL' + log 0 (i~) d~2 * 

rr  E E' r r  I I' 
2 K K , = - ~ +  ~ -  I ;  2LL' - -  L " + ' I / ~  I 

Hiernach findet sich aus einer der Gle ichung (8) oder (2~-): 

K ' - - E '  I dn4$ dni$l d log0~ (i$) -t- K' 

* ~  ,) "z-- 1 dni$ Fd'logO.~(i$).._ / ' . .dn~r  
+ r'k, ~ ~ . % !  d~' , e . l . a ~ d e  

" 

+ r'l~ '~ K' d~ ~cn~" (t~ 
t /  . J  

(29) V2- -qen  i~ + ~nn~%ldl~ + I'~L'--I' I 1 5 ~  r] 

i i f d'~l~ cl~ fX( !~  

i t '*L'--I '  ~ F FXd~ 

In diesen Formeln bemerkcn wir vor Allem, dass die Entwicklung 
des einen aus der des anderen erhalten wird, indem man q' in - - q '  ver-  
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andert und die Argumente vertauscht; ferner, dass kein Coefficient un- 
endlich gross wird, wenn k' oder l' verschwindet. 

Das erste Doppelintegral in d iesen Formeln lasst sich, wie man leicht 
bemerkt , durch zwei einfache ersetzen; man erhalt, wenn die mit den 
willkiirlichen Constanten multiplicirten Glieder, die nati;trlich ungeli, ndert 
werden, weggelassen werden, 

I dniSdlogO~(i$), X dni$_,,. I dniZ _ dni$ dlogO3(i$)d~ 
(3 o) V, =.: ~ .~k,o cn ,$' ,.l~" , c ~  ar - -  ~k, 2 ~n X cn,,'~ d~ 

+  fq' K' -- E' dn i~ dn i~ dS 

(3,) v ,=  z I dlogO(i~) [ 'Xd~  [ I f X dlogO(irj)~, 

z I~L ' ~ 1' r [* t~Xdri 
a'~l '~ .L' c,~i~,/d~] J~niTt  

Es verdient, bevor wit welter gehen, hier einer Eigenthamlichkeit 
der angefahrten Formeln zu erwahnen, yon deren Richtigkeit man sich 
leicht ohne besondere Darlegung aberzeugen kann. Eine jede der Formeln 
(9), (23), (3 o) und (3 z) enthMt zwei einfache Integrale und ein Doppel- 
integral. Diese Glieder sind aber an Grosse in den verschiedenen Formeln 
sehr verschieden. In der Formel (9) spielt das Doppelintegral die Haupt- 
rolle, indem die beiden einfachen Integrale im VerhMtniss zu diesem im- 
met klein bleiben und sogar verschwinden, wenn tier Modui den Werth 
Null annimmt. Bei der Formel (23) verh~lt es sich grade umgekehrt, 
indem hier das Doppelintegral versehwindet, wenn der Modul gleich :Null 
wird, und also bei kleinen Werthen dieser Grosse weniger zu den Gliedern 
in der Function V 1 beitr~gt als die beiden einfachen Integrale. In den 
Formeln (30) und (3') endlich konnen alle Glieder als Grossen derselben 
Ordnung angesehen werden, wiewohl man im Allgemeinen, wenn nicht 
der Modul genau den Werth z hat, bei den Doppelintegralen die grOssten 
Coefficienten erwarten muss. 

Wit haben noch einige Bemerkungen vorauszuschicken, bevor wir 
zur Werthermittelung der Glieder in (3 o) und (3') schreiten. Die erste 
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bezieht sich auf die Grenze, gegen welche das Product 2K convcrgirt, 
indcm der Modul k sich der Einheit ni~hert. Mit 2 haben wit bier, wie 
vorher in diesem Abschnitte, die Grssse: 

2~ 

bezeichnet. Damit k gleich der Einheit werde, muss 2 verschwinden. 
Well abet K zugleich unendlich wird, erscheint das Product 2K zunachst 
unbestimmt. 

Das dcr Zeit proportionale Glied in V findet sich nun einestheils 
aus  der ersten der Gleichungen (I), anderntheils aber aus der Glcichung 

Vo ~ all] ~ 

da wir nehmlich die Integrationsconstanten t'lber,qll so bestimmt denken, 
dass die Function V a kein derartiges Glied enthMt. Dutch Vergleichen 
dieser beiden Glieder entsteht die Gleichung: 

Weil nun: 

so erhitlt man: 

 =yRr 

2 K = - -  2k 

Wenn also k nahezu den Werth I hat, so ist das Product 2Keine Grosse 
derselben Ordnung wie a. 

Es ergeben sich aus den obigeu Gleichungen einige bemerkenswerthe 
Relationen, nehmlich: 

K' 2 K 7ra 
~ i (  - ~  2 k K ' -  ; ~ - ~  - -  a 2k 2 K '  

woraus ferner folgen: 
_ 2 k K , ~  wet ,-r 

q -~- e ~;  q' = e ~k2K', 

welche Formeln zur Berechnung von q und q' Verwendung finden k6nnen 
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wenn k nahe der Einheit ist. und man also in der ersten Ann'~herung 
setzen kann: 

q - - e  ~; q ' ~ e  

Die zweite Bemerkung, die ich hier einschalte, betrifft die Entwick- 

lung der Produete dni$ d l o g 0 3 ( i $  ) und i dlogO(ir+) Schon im zweiten 
cn i~ d5 cn i~] d~ 

dn i$ I 
Abschnitte wurden die Entwicklungen von ~i-~-~ und gegeben, und 

cni~ 
zwar in der Form yon Partialbri~chen. Aus den angefi~hrten Entwick- 
hmgen  ersieht man, dass si~mmtliche Nenner die Form r "4-q'~"e - w  haben, 

2KTr 
wo W gewisse Winkel bezeichnen, die von o bis ~ wachsen. Der Urn- 

stand, dass bloss grade Potenzen yon q' in diesen Nennern vorkommen, 
erm0glicht die spi~teren Entwicklungen nach den U-Functionen, und zwar 
so, dass diese Entwicklungen gi~ltig bleiben, auch wenn q' das Zeiehen 
wechselt. Dass analoge Entwicklungen bei oben genannten Producten aus- 
ffihrbar sind, geht aus den nachstehenden Relationen hervor: 

d{ dnxcnz dl~ 

dx 

dn 2K 

d rr 
en - -  u 

= ~ 2q dq 

I I J  
I c" . I K E ,  

wobei, nach ausgefilhrter Differentiation hinsichtlich q,  das Argument  
2K 
- - u  durch x zu  ersetzen ist. 1 Man bemerkt  nun sehr leicht, dass durch 

die bezeichnete Differentiation und nachherige Integration keine Ausdri]cke 
veranlasst werden, welche bei eintretendem Zeichenwechsel yon q' unendlich 
grosse Werthe erhalten konnten. 

1 Ausdrtleke der im Texte angeftihr~en Ga~tung finden sich~ so viel ieh weiss~ zum 
ersten Male in einer Abhandlung yon Herrn C. O. MEYER, CRELLr'S gournal~ B. 56. 
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Nach diesen Bemerkungen wollen wir den Fall etwas naher betrach- 
ten, wo der Modul k' den Werth Null hat, und wir werden bes0nders 
festzustellen suchen, ob ein solcher Fall bleibend bestehen kann, oder ob 
diese Annahme hinsichtlich des Moduls nothwendig auf Ausdr~cke fahrt, 
welche mit der Zeit unbegrenzt wachsen. Ware dies letztere der Fall, 
dann mrtsste den absolut gt~ltigen Formeln die Annahme eines Moduls 
zu Grunde gelegt werden, deren numerischer Werth weniger als die Ein- 
heit betriage, weil ein Anwachsen der Function V 1 die Verkleinerung des 
Moduls nach sich zieht. 

Vor Allem bemerken wir nun die Gleichungen: 

e $ __ a--$ 
s i n k  o -  e e + e _  e 

2 
C05 W 0 ----- e $ +  e -  SJ 

welche unmittelhar aus den Gleichungen (9) oder (IO) des zweiten Ab- 
schnittes folgcn, wenn man die Bezeichnung: 

$ = Tnt + C 

in Kraft lasst; und wir k~nnen hier sogleich a statt ~-, oder ~ statt $ 
schreiben, weil die Gleichheit dieser Grsssen eine nothwendige Folge un- 
serer Annahme in Bezug auf den Werth yon  k ist.  

Aus der dritten der erwahnten Gleichuugen folgt: 

dvo 2 

d~: e ~ + e -~ 

woraus man durch Integration den Werth: 

V o ~ - -  2 arctang (e -~) + Const., 

erhMt und es ist leicht zu erkennen, dass die Consiante gleich + 2 zu 

setzen ist, damit V 0 mit $ verschwinde. 
Far  unsern jetzigen Zweck geniigt es, von den Gliedern in der 

Function (X) ein einziges herauszuheben und das entspreehende in V 1 zu 
bilden. Die hierzu erforderlichen Operationen sind typisch und finden 

Acta mathematica. 9, Imprim~ le 2 Mars 1887. 3~ 
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ohne Abanderung bei der Behandlung der (ibrigen Glieder Anwendung. 
Das betreffende Glied sei: 

Zunlichst miissen wir hier die Grosse Z durch die bekannte Function V 0 
und dutch V 1 ersetzen. Die letztere ist allerdings nicht bekannt, aber 
wir setzen yon derselben voraus, dass sie geni~gend klein ist, um in einer 
ersten Annaherung vernachliissigt werden zu dt~rfen. Der Erfolg wird 
erweisen, in wiefern eine solche Annahme berechtigt ist oder n i c h t . -  
Weil nun der Coefficient 2 verschwindet, so gilt die Gleichung: 

z = 
8 

und wir konnen hier leicht bemerken, dass die Gr~ssen Z und c mit 
einander durch Addition verbunden vorkommen. Daher kOnnen wir c 
beliebig wi~hlen~ indem dies nur zur Folge hat, dass das in Z etwa vor- 
kommende constante Glied in entsprechender Weise bestimmt wird. Soll 
nun Z yon einem solchen Gliede befreit sein, so muss entweder das con- 
stante Glied in V gleich A gesetzt werden, oder, wenn V nur verander- 
]iche G lieder enthalt, hat man A gleich Null anzunehmen. Es wird 
mithin im letzteren Falle: 

8 c  - ~  8 ' C '  - -  . B  

Far die Function Z nehmen wir also den Werth: 

Z -- 4arctang(e-r 
8 

an. Hieraus k5nnten wir nun Z in einer, nach den Potenzen yon e -~ 
fortschreitenden Reihe entwickeln, die bei positiven Werthcn yon $, den 
Werth Null inclusive, immer convergirt; wir erhalten jedoch in der fol- 
genden Weise eine wesentlich mehr convergente Darstellung der betreffen- 
den Function. 

Der soeben angeft'lhrte Ausdruck giebt uns: 

Z =  4arcsin = ~  ; 
s I + e  
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und setzen wir: 
e I 

sin 9, 
V/I + e - ~  ~;2 

so ist F eine stets reelle Grssse, welche yon -~ bis o variirt, indem ~: die 2 
Werthe yon o bis c~ annimmt. Es finden sich umgekehrt  die Aus- 
dri]cke: 

sinF = v~ e-~ 
'v/I -Jr e -2~ 

s in37'  - -  ~/I + e -'~ {[ + e-2e} ~ 

U. S. W. 

2e -25  

COS 2 ~ - -  e_2~ 
i +  

U, 8. W. 

Man finder nun die Function Z durch eine gleichfsrmig convergente, 
nach den ungraden Vielfachen yon F fortschreitende Sinusreihe, wonach 
die folgenden, ebenfalls gleich%rmig convergenten Reihen hergestellt 
werden konnen: 

sinslZ--=- 2P~ sinf ,-I-  2P3sin3f~-I- �9 . .  

C O S 8 1 Z  = Po + 2"1:)2 c o s  2 ~  - I -  �9 " ~ 

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns mehrere Beding- 
ungen; unter andern diese: 

- -  P~ + 2_p~ + 2_p~ + . . . ,  

aus welcher man eine bereits oben gemachte Bemerkung besti~tigt findet, 
nehmlich, dass P0 hie den Werth  I oberschreitet, wli, hrend yon den 

I 
tibrigen Coefficienten keiner grosset als -7= werden kann. 

q2 
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Das erwi~hnte Glied in (X) wird nun: 

8 
(X)  ~-.~- ~ A I [ P  0 + 2P2 cos 2 ~ + , ,  .]~in(2~lnt--[- 2A1) 

8 
2 A1 [2P1 Sill r -~- 2P 3 Sill 3r + . . . ]  cos (2,~int + 2Ai) , 

welchen Werth wir jetzt in die Formel (30) fiir X einzusetzen haben. 
Wit  begniigen uns jedoch bloss den Theil: 

X = - - ~  ~Posin(22lnt + 2A1) 

z u  berticksichtigen, weil die Behandlung der folgenden Glieder des obigen 
Ausdruckes yon der des soeben hervorgehobenen nicht wesentlich ver- 
schieden wird. 

Zur Erlangung des Resultates sind noch folgende Schritte erforder- 
lich. Wir bemerken die, ffir verschwindende Werthe von k' giiltigen 
Ausdrt~cke: 

dniS _ _  2 I dniS d log 0: (iS) I 
cn iS e e + e -~' k '2 cn iS d~ 4 (e$--  e-S) 

K' ~ E' ! 
K' 2 

und erinnern uns, dass jetzt: 

7 ~ a ,  

so dass nt durch den Werth:  

S - -C  
n t - -  (s 

crsetzt werden kann. Bezeichnen wir iiberdies: 

H 1 = 2A 1 - 2 2 ' C ,  
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so erhalten wit aus der Formel (3o): 

(32) R 

e ~ + e " d  \ a 

a ~ e ~ + e - e J  J e ~+.e-~ 

Die fcrnere Ausfi'thrung der hier angezeigten Opemti0nen kSnnen wir bei 
Seite lassen, da eine vollstandige Entwicklung der betreffenden Formeln 
bei  den vorliegenden Untersuchungen nicht beabsichtigt oder erforderlich 
ist. Wit bemerken aber ohne M~he, dass der soeben angefcthrte Ausdruek 
far die Function V a theils Glieder umfasst, welche gar keine Exponential- 
functionen enthalten, theils aber Glieder, die mit e -* oder mit Potenzen 
dieser Gr6sse multiplicirt sind. Diese letztercn werden nun mit wachsen- 
dem ~ sehr bald umnerklich, so dass die Function V a i m  Wesentlichen 
aus dem Gliede 

$~ . ./2~ Ha ) 
va - 4 + 

bestehen wird. Da nun die Gr5sse fla, in Folge unserer frliheren An- 
nahmen, als eine sehr kleine Grssse im Vergleich zu a ~ anzusehen ist, 
so mflssen auch die Werthe der Function V 1 als kleine Grsssen betrachtet 
werden. Die Untersuchung der Glicder, welche mit sin~x sin 39~1,..., 
cos 29~,... , multiplicirt sind, ft'lhrt man in derselben Weise aus, wie oben 
gezeigt wurde. Nachdem man die Ausdrixcke fiir s i n ~ , . . ,  als Func- 
tionen von e --~ substituirt hat, bemerkt man sofort, dass die entsprechen- 
den Glieder in V1 mit dem Factor e -~ oder mit ganzen positiven Potenzen 
dieser Grssse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem $ sehr 
rasch abnehmen. 

Theils auf Grund dieses Resultates, theils mit Riacksicht auf die im 
zweiten Abschnitte durchgeffihrten Untersuchungen in Betreff der nach 
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den U-Functionen vorgenommenen Entwicklungen, schliessen wir, dass die 
Darstellung der Function V1, die wir in der angedeuteten Weise aus der 
Formel (3 o) gewinnen k0nnen, immer convergent ist, wenn ~ auf positive 
Werthe beschrankt bleibt. Bei negativen Werthen von ~ wOrde man zu 
demselben Resultate gekommen sein, und wit dorfen demnach als be- 
wiesen annehmen, dass V 1 sich for jeden Werth yon ~, in der angezeig- 
ten Weise darstellen li~sst, sowie dass diese Function immer einen kleinen 
Werth beibehMt. Die Beriicksichtigung der Glieder in X, welche aus 
V~, V~, . . .  herrOhren, wOrde, wie man dutch Betrachtung der Gleichung 
(4) leicht bemerken kann, in dieSem Resultate keine Anderung hervor- 
rufen. Auf Grund dieser Ergebnisse mOssen wir nun schliessen, dass die 
Bewegung unter der soeben betrachteten Bedingung, fortbestehen kann. 

W i r  wollen noch die Bestimmung der Constante C etwas nigher be-  
leuchten, wobei es sich erweisen wird, dass dieselbe nicht mehr beliebig 
sein kann, sondern einer gewissen Bedingung genOgen muss, eine noth- 
wendige Folge davon, dass die Constante y der Bedingung: 

y ~ s c  

unterworfen ist. 
d Z  

Die Werthe yon Z, V 0 und ~ ,  welehe for den Zeitpunkt t ---- o gelten, 

bezeichnen wir mit (Z)0 (Vo) 0 und ( d g ~  und setzen, in Analogie mit 
' \ d r }  ~ ' 

frOher gebrauchten Bezeichnungen, 

c o = c + ( Z ) o ;  n o = n + \ ~ / o  

Man findet nun, indem man yon den Gliedern in V 1 absieht, 

2(V0) 0 = s c  o - -  s 'c '  + B = 2 D  = 7 z - -  4 a r c t a n g ( e  -c') 

(aVo  
2 \ - g g / o  = s n~  - -  + , T u -  ~ +  - c  

Die Constante C unterliegt hier der Bedingung, dass aus den beiden 
Gleichungen genau derselbe Werth fiir diese Grosse erfolgen muss. 
Man bemerkt schliesslich ieicht, well: 

C O S  D - -  2 

e + e  
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dass der Bedingung: 

2a~, 0 s n / 

durch die obigen Ausdri~cke geni~gt wird. 
Dass aber die Werthe von c o und no, welche unmittelbar durch 

Beobachtungen gegeben werden, dieser Gleichung gentigen, ist nun aller- 
dings sehr unwahrscheinlich: nichts desto weniger ist die Betrachtung des 
enfsprechenden Speeialfalles yon wesentlichem Interesse; nachdem wir 
denselben erledigt haben, und dabei gesehen, dass die Entwicklungen con- 
vergiren, sind wir zu der Schlussfolgerung berechtigt, dass unsere Dar- 
stellung des Integrals der vorgelegten Differentialgleichung zur Bestimm- 
ung yon (" gleichfsrmig convergent ist, und zwar nicht nut  wenn si~mmt- 
liche km kleiner als I sind, sondern auch, wenn eine dieser Grossen den 
Werth i hat. Mehrere dieser Grsssen ksnnen, wie man sehr leicht ein- 
sieht, nicht diesen Werth haben; es kann nehmlich kein Integrationsdivisor 
kleiner als ~ werden. 

Als characteristisch far die Bewegung in dem Falle, wo k -  i, heben 
wir noch Folgendes hervor. Die mittlere Bewegung ergiebt sich aus der 
Formel: 

,qi~, 

s + a  

den Unterschied zwischen dieser und der apparenten mittleren Bewegung 
erhalt man aber aus: 

s'n' 4a 
8(n - -  ,i~0) . . . .  

S T  a e ~ +  e - ~ ;  

dieser Unterschied wird also unmerklich bei einigermassen grossen posi- 
riven oder negativen Werthen yon $. Bei kleineren Werthen yon $ wird 
aber die apparente mittlere Bewegung erheblich yon der wahren abweichen 
und also Werthe von 2 veranlassen ksnnen, die merklich yon Null ver- 
schieden sind. 

Auf die nahere Ermittelung der Ausdrt~cke, welche Entwicklungen 
nach Functionen yon Exponentialgrsssen enthalten, muss hier verzichtet 
werden, einestheils weil eine solche die Grenzen dieser Abhandlung sehr 
bedeutend erweitern mi~sste, anderntheils aber well die vollstandige Dar- 
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stelhmg der betreffenden Formeln erst dann von Interesse wird, wenn 
sich ein entsprechender concreter Fall darbietet. Dass einer solchen Dar- 
stellung, die allerdings nicht besonders einfach werden wt~rde, jedoch keine 
ernsten Schwierigkeiten im Wege stehen, geht aus den Untersuchungen 
am Ende des zweiten Abschnittes hervor. Auf diese Untersuchungen ge- 
stOtzt, bemerken wir noch Folgendes. 

Hat die Grssse k' einen zwar sehr kleinen, aber doch reellen Werth, 
so werden die Glieder in der Function (X) bei der Integration durch 
Factoren der Form: 

cotang 2,~, K 
(L 

vergrSssert. In diesen Fallen hat man aber, wie oben nachgewiesen 
wurde, genahert: 

2 2 '  

so dass der betreffende Integrationsfactor den Werth: 

cotang ~ ~- 

annimmt. Nachdem dieses Resultat erlangt worden ist, schliesst man un- 
mittelbar, dass Glieder in V 1 zwar wesentlich vergrSssert werden k snnen, 
ohne jedoch noch folgern zu diirfen, dass diese Function aufhorte, eine 
kleine Gr5sse zu sein. Wir wissen im Gegentheil, dass so lange k' einen 
reellen, wenn auch noch so kleinen, Werth hat, so kann V 1 keinen grOs- 
sern Werth erhalten, als denjenigen, welcher sich aus der Gleichung (zo) 
ergiebt. Die in dieser Gteichung vorkommende Function Z 1 ist abet, wie 
man aus der ersten der Gleichungen (z S) ersehen kann, im Allgemeinen 

eine kleine Gr5sse, wenigstens yon der Ordnung ~2K, d. h. bei kleinen 
81 

(s 
Werthen von k', v o n d e r  Ordnung s,~" 

Nun ist aber, wie wir einer in der Einleitung gegebenen Formel 
entnehmen ksnnen, n~herungsweise: 

I I 
r 

2 2g  2 
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wir haben also: 

81 

Der Nenner ist hier im Allgemeinen eine Grssse nul|ter Ordnung, welche 
nut in selten vorkommenden Ausnahmefi~llen so kleine Werthe annimmt, 

c~ 
dass das Verhaltniss s~ als eine Grssse nullter Ordnung anzusehen ware. 

Es ist abet noch ein Umstand zu beracksichtigen. In dem Maasse, 
wie V, gr~)sser wird, vermindert sich, wie wir aus der Gleichung (5)ent- 
nehmen ksnnen, der Werth yon a. vorausgesetzt, dass V 1 nicht Werthe 
erhMt, die hier nicht in Frage kommen konnen. In Folge dessen wird 
die Wahrscheinlichkeit vermindert, dass der Modul k der Einheit sehr 
nahe kommen kann, so dass das betreffende, yon dem Argumente int 
abhangige Glied als ein gewOhnliches zu behandeln ware. Aus dem Ge- 
sagten di~rfen wir nun schliessen, dass Falle, wo V 1 als eine Grosse nullter 
Ordnung anzusehen ist, whhrend k' einen sear kleinen Werth hat, zwar 
nieht ganz ausgeschlossen sind, dieselben aber als sear unwahrscheinlich 
betrachtet werden d(irfen. Auf keinen Fall wird aber die Convergenz 
der Reihe (2o) dadurch aufgehoben, dass die Function V~ gr0ssere Werthe 
erhalt; die Convergenz dieser Reihe bleibt, Wie aus den vorhergehenden 
Untersuchungen hervorging, bestehen, so lange keine der Grossen k,~ den 
Grenzwerth i iiberschreitet. 

Ahnliehe Betraehtungen, diejenigen Fi~lle betreffend, wo l' sear klein 
aber doch reell ist, wfirden zu der Erkenntniss ftihren, dass solche Falle 
wohl stattfinden kSnnen, wiewohl sie als unwahrscheinlich anzusehen sind. 
Bei Werthen yon l, welche der Einheit sehr nahe kommen, kann die 
Function V~ leicht erhebliche Werthe erhalten, wodurch wiederum eine 
Verkleinerung yon a herbeige{(:lhrt wird. In dem Maasse aber, wie ft'~r a 
kleinere Werthe anzunehmen sind, wird die Wahrscheinlichkeit geringer, 
dass aus der vierten Gleichung des Systems (IV) im zweiten Abschnitte 
ein posiCiver Werth far 1 's hervorgeht. Gegenwartig haben wir keine 
Veranlassung, die Existenz eines solchen Falles zu vermuthen und di~rfen 
daher die, in anderer Hinsicht wenig interessanten Detailuntersuehungen 
derselben vor der Hand bei Seite lassen. 

Acta mathematiea. 9. Imprim6 le 9 Mars 1887. 34 
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1V. 

Die im Vorhergehenden mitgetheilten Untersuchungen beziehen sich 
auf einen idealen Fall, welcher in den Bewegungstheorien yon materieIlen 
Punkten, die sich gegenseitig anziehen, nicht in andrer Weise real'isirt 
sein kann, als indem wir die entsprechenden Formeln als eine erste An- 
ni~herung betrachten. Nichts desto weniger, und sogar ganz abgesehen 
yon der Moglichkeit, die bereits erlangten Resultate als Formeln einer 
ersten Annaherung entsprechend verwerthen zu k0nnen, haben diese Re- 
sultate doch einen nicht geringen Werth far die Beantwortung der Frage, 
welcher die vorliegenden Untersuchungen gewidmet sin(t; sie ergeben 
nehmlich gewissermassen ein Schema, nach welehem die Untersuchungen 
abet die Convergenz der in wlrklich vorkommenden Fallen anzuwenden- 
den Entwicklungen vorzunehmen sin& 

Bereits in der Einleitung wurde des Umstandes gedacht, dass charac- 
teristisehe G-lieder derselben Ordnung nicht vercinzelt vorkommen, sondern 
in der Regel in einer endlichen Anzahl vorhanden sind. Wir mi~ssen 
nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass auf diesen Umstand 
Racksicht genommen wird, damit sie denjenigen Character der Allgemein- 
galtigkeit erhalten, welehe far die Erkenntniss tier Natur der Bewegungen, 
also far die L0sung der Aufgabe im astronomischen Sinne, erforderlich 
ist, wobei die Entscheidung hinsichtlich der Convergenz gewisser bei der- 
selben auftretenden Reihen offenbar nicht genagt. 

Unsern Untersuchungen legen wir also nun die nachstehende Diffe- 
rentialgleichung zu Grunde, yon welcher die Gleichung (2)des ersten Ab- 
schnittes als eine Speeialisirung anzusehen ist, 

d2Z 
(~) dr" 

n~Ao,, sin [(sn - -  s'~r + ~,,,~.)t + ~ z  + sc - -  r + Bo.,] 

- -  n2Ao,~ sin [(sn - -  s 'n'  "4- ao,~n)t + s Z  -t- sc - -  s' c' + Bo,2] 

u g  O t 4 ~ ~ i 

+~'(x) 
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wobei bezeichnet wurde: 

(~) ~-(~) C t = --&~i.[(s~n sin' + ~,,~n)t + s ~ z +  s ,c- -s;  +B,,,] 

- -  A,,~ ~in [(s~n - -  s~n' + ~,~n)t + s~Z + s~c - -  s~c' + B,,:] 

�9 . �9 o , �9 

- -  A:,~ sin [(s2n - -  s~n' + o.mn)t + s2Z + s:c - -  s~c' + B~,~] 

A~,~sin [(s~n--s~n' + a~,~n)t + s~Z + s~c--s;c' + B~,~] 

~ e 0 6 ~  

Wenn wir hier feststellen, dass die Coefficienten A0,1, Ao,:,. . .  unter ein- 
ander Grsssen derselben Ordnung sind, und ebenso die Coefficienten A~.:, 
A~,:, . . .  unter einander, u. s. w., so ist die Anzahl dieser Coefficienten in- 
nerhalb jeder Gruppe immer endlich, wiewohl diese Anzahl mit der Oral- 
hung der Gruppe, also mit dem ersten Index der A-Coefficienten wgchst. 
Nun kommen abet Glieder vor, deren Argumente mit den Argumenten 
der bereits gedachten Glieder zusammenfallen, deren Coefficienten aber 
einer h0heren Ordnung als der betreffenden Gruppe angehsrt. Zghlt man 
nun diese Glieder zu der Gruppe, so wird dieselbe zwar eine unendliche 
Anzahl Glieder enthalten, welche aber selbst in Gruppen zerfallen, die 
eine gleichfsrmig convergente Reihe bilden. Auf unsere ferneren Be- 
trachtungen bleibt daher der Umstand ganz ohne Einfluss, ob die AnzahI 
der Glieder innerhalb der, in den Formeln (i) und (2) vorkommenden 
Gruppen eine endliche oder unendliche ist. 

Indem wir unter o- und B zwei noch zu bestimmende Constanten, 
yon derselben Grsssenordnung wie r o'o,~, . . .  und B beliebig, ver- 

stehen, f(ihren wit" zwei Functionen e und 0 durch die Gleichungen: 

(3) I 
~ cos28---- sAo,~COS[(r162 Bo,~--B] 

+ SAo,~ cos [(r - -  r  + Bo,~ - -  B ]  

~ - -  o . o . . o 

| 

+ sAo,~ ~i~ [(~o,~ - -  ~)~t + Bo,~ - -  B]  

o , . , o o 
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ein. Setzen wir fiberdies: 

H.  Gy lddn .  

(4) 2 W = (sn - -  s'~+' + a~+)t + s Z  + sc - -  s'c' + B ,  

so erhalten wir aus (I) die DifferentiMgleichung: 

(5) d~W 

Untersuchen wit  vor Allem das Verhalten der Functionen ~ und O. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir die Gleichungen (3) und se/zen zur 
Abktirzung: 

L~ -~ (ao,,~-- a)nt  + B o , ~ - -  B 

Es finder sich hierauf: 

d~ dO 
cos,2 0 ~ - / -  2~ sin 2 0 - ~  = - -  s(ao,1 --a)nAo,1 sin L i, 

- -  s(ao,2 - -  a)nAo,~ s l n ~  2 

o ~ I * �9 I 

dz dO 
sin 2 0 ~- -[- 2~ cos 2 0 ~ /  S(~o,~ - -  o ' ) n A o ,  1 c o s  i 1 

+ S(~o,~ - -  a) nAo,,~ cos L~ 
- [ -  * * * * * *  

Unter Beriicksichtigung der in den Gleichungen (3)gegebenen Ausdri~cke 
ftir ~ cos 20 und r sin 28 findet man nun durch eine leichte Rechnung: 

dt 

2e ~ dO 
dt 

s~ o - -  ao,~)Ao, iAo,~s in(L2 L,)  

s:n(ao,~ - r sin(L+--- L:) 

s~n(ao,~ - -  ao,~)Ao,,Ao, a sin (La - -  L1) 

+ 

+ 

-Jr 82n(ero,1 -~- o:o, a 

- ]-  . . . . . .  , 

~++(~o - -  ~)A~o,, + ~+~(~o,~ - ~)A ~o,~ + . . .  

82~(O'0,1 " ~  0"0, 2 - -  2a)Ao, tAo, 2Cos(L2-- L~) 
s2n(ao,2 + ao,3 2a)Ao,:Ao,8 c o s ( Z 3 - - i ~ )  
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und aus den Gleichungen (3) ergiebt sich (lie nachsteheude direct, indem 
man dig Summe der Quadrate dieser Gleichungen bildet, 

~ -  0 ,2  "31- ' �9 ' J  

-1- 2s:_Ao, tA0,~ cos  ( L  2 - -  Z~) .-1- 282.Ao,:.Ao,a cos  ( L  8 - -  Z2) 

+ 2s~Ao, lAo,~ cos(L~--  Zj) + . . .  

Dureh Differentiation dieser Formel ergiebt sieh der bereits angeftihrte 
dz 

Werth von ~(~- unmittelbar. 

Dutch die Definition der Function z ist es an sich klar, dass die- 
selbe immer einen reellen Werth haben muss. Wenn wir also yon dem 
sehr unwahrscheinlichen Falle absehen, in welehem ~ den Werth Null 
erhalten kann, so di~rfen wir ~2 als eine stets positive GrOsse ansehen. 
Setzen wit nun: 

h 2-= s~IA;,l + A~,2 + . . . }  

H---- 2s~Ao,~Ao,~ cos(L~ ~ L~) + . . .  

und bezeichnen den grSssten positiven Werth yon H mit //1 und den 
gr5ssten negativen mit - - H ~ ,  so ist nothwendig: 

Wir bezeichuen ferner: 

und schreiben: 

gl  : ' g2 - -  - -  2 2 

Setzen wir also: 

s 2 = h  ~+g~ + H - - g ~ ;  

es ist hierbei klar, dass die Function H ~ g 2  zwischen den Grenzen --g~ 
und + g~ hin und her sehwankt, sowie dass 

h~ + g2 > gl 

H -  g2 ----- gl U 

g, 2~ 
h i + g ,  ~---I + ~ - i ,  



270 H. Gylddn. 

so ist U eine Function, welche immer zwischen den G r e n z e n -  I und 
-I- I eingeschlossen bleibt, und fl eine Constante, deren Werth kleiner uls 
die Einheit ist. Es ergiebt sich hiernach: 

aus welcher Gleichung die Function ~ ebenso wie ~/~ in gleichformig con- 
vergenten Reihen entwickelt werden kSnnen, wobei die Glieder trigono- 
metrische Functionen der Argumente L1, L~, . . .  enthalten. Mit Htilfe 

i 
des gefundenen Ausdruckes llisst sich die Function ~ ebenfalls in der- 

selben Weise entwickeln, wonach eine i~hnliche Entwicklung des Diffe- 
dO 

rentials -d/ hergestellt werden kann. Man bemerkt nun sehr leicht, dass 

die Coefficienten dicser Entwicklung lineare Functionen der Grossen 
a, a0,1, a0,:, . . .  sind, woraus folgt, dass das constante Glied, dutch eine 
passende Bestimmung yon ~, die noch zu unserer Verfilgung steht, zum 
Verschwinden gebracht werden kann. Man erhMt somit die Function (9 
dutch eine Reihe dargestellt, in der nur trigonometrische Functionen der 
Zeit vorkommen. Wit  nehmen hier an, dass die Reihe gleichf6rmig con- 
vergent ist; der Beweis ffir die Ir dieser Annahme ergiebt sich 
bei der Entwicklung der elementi~ren Glieder, die wir abet jetzt nicht 
mit in den Kreis unserer Untersuchungen hineinziehen. 

Wir gehen nun zur Aufsuchung des Integrals der Gleichung (5) 
iiber; ich bemerke dabei, dass die Form, unter welcher ich hier das 
Integral darstellen werde, in gewissen F~llen, namentlich wenn ~ sehr 
klein werden oder gar verschwinden kann, dutch eine andere mit Vortheit 
zu ersetzen ist. Diese andere Form findet sich in einer Abhandlung yon 
Herrn HAaZER: Untersuchungen iiber einen speciellen Fall des Problems der 
drei K6rper dargestellt, welche Abhandlung vor kurzem in den M~moi res  
de l ' a c a d S m i e  des sc iences  de S:t P ~ t e r s b o u r g  verOffentlicht 
worden ist. 

Die betreffende Gleichung erhMt sogleich eine etwas einfachere Form 
als die oben gegebene, wenn wir setzen: 

d~O 
W + O = V; n (x) + r --- n 2;; 
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es wird nehmlich nun: 

(6) 
d ~V ~(X~ 
dr' + sin Vcos V = n2X, 

wenn wir a 2 statt e schreiben. 
Wenn nun a ~ eine Constante wi~re und X den Werth Null hi~tte, 

so erhielte man das Integral der vorgelegten Gleichung durch elliptische 
Functionen, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist. Wenngleich 
abet diese Voraussetzungen hier nicht zutreffen, so geben wir dem Inte- 
grale doch dieselbe Form, die es bei constantem a 2 und verschwindendem 
X erhaltcn wiirdc, indem wir sowohl den Modul als veranderlich ansehen, 
als auch dem Argumente eine Function der Zeit hinzugefiigt .denken; 
diese Grossen mi~ssen selbstversti~ndlich in der Weise bestimmt werden, 
dass der obigen Gleichung genftgt wird. 

Dem Gesagtcn gemi~ss setzen wir: 

(dV'~2= r ~ - -  ~ sin V ~, (7) \ at/ 

wobei wit unter der Bezeichnung ~-~ eine Function dcr Zeit verstehen, 
welche einen constanten Werth annimmt wenn ~ unveriinderlich ist und 
X den Werth Null hat. 

Zur Bestimmung der Function T differentiiren wir die soeben auf- 
gestellte Gleichung, wodurch wir finden: 

dr' dV  I d 'V  a2 } 
- -  2 ~ ~ + sin Vcos V + sin V 2 da'-~di , 

eine Gleichung, aus welcher man mit Ri~cksicht auf (6)die nachstehende 
augenblicklich erlangt: 

dr* __ d V V2 da ~ 
(8) ndt 2Xn-~  3t- s i n _  ,~dt 

Dem zweiten Integrale der Gleichung (6) geben wir die Form: 

(9) 
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wobei wir uns das Argument $ als durch die Formel: 

gegeben denken. 
In dieser Formel bezeichnet K das, mit dem ver'~nderlichen Modulk 

berechnete vollsthndige Integral erster Gattung, welches jetzt ebenfalls als 
eine Function der Zeit anzusehen ist; F eine sogleich zu bestimmende 
Function.und I o eine Integrationsconstante. 

d V  
Far die Function ~-/ erhalten wir nun einerseits unter Beriicksich- 

tigung der Gleichung (9) aus der Gleiehung (7) den Werth: 

d V  
ndi = Tdn $; 

anderseits ergiebt sich aber durch Differentiation der Gleichung (9) 
unter Beriicksichtigung yon (1o): 

I d V  = dn$/2KF + - -  
ndt ! ~. \dk~r / . l 'ndt -I- Io ~ 1  -~- dk ,~dt 

Nun findet man abet, mit Hiilfe einer yon Herrn HERMITE gegebenen 
Formel fi]r die Differentiation der elliptischen Functionen hinsichtlich 
des Moduls: 

<) 
d am$__ dn$ d k  kk '~ dk - - -  d$ ' 

womit das folgende Resultat erlangt wird: 

d V  d n $ 1 2 K F _ _  i _  dlog0~($)_ dk t 
ndt ~r kk ''~ d$ ndt 

Die Gleichsetzung der beiden Werthe yon d V  fahrt nun augenblicklich 
zu der Formel: 

~r 

~', 2K d ]og0.~ ($) dk 

Durch die Gleichungen (9), (Io) und ( I I ) i s t  V als eine Function 
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yon y dargestellt worden; das erlangte Resultat ware nun in die Glei- 
chung (8) einzusetzen, wodurch man eine Differentialgleichung erhielte, 
:tus welcher (lie Unbekannte f bestimmt werden k0nnte, da alle iibrigen 
in den betreffenden GrSssen als bekannt anzunehmen sind. Die Integra- 
tion dieser Gleichung liesse sich jedoeh nicht direct ausfi~hren, sondern 
mi]sste man das Resultat auf dem Wege der Annliherungen suchen. 
Wit  wollen aber diese Differentialglelchung nnseren Untersuchungen nicht 
zu Grunde legen, sondern zun~chst eine andere ableiten, durch welche k 
gefunden wird; hierauf werden wit eine zweite Differentialgleichung auf- 
suehen, dutch deren Integration ln'm zwar nicht 7" selbst, wohl aber einen 
Theil des Integrales 

f rnd t  
bestimmen kann. 

Die Relation zwischen den drei Gr0ssen k, a und T giebt uns sofort: 

J 

Hieraus ergiebt sieh, indem der Werth yon dy ~ aus der Gleichung (8) 
eingefi~hrt wird, 

d k 2 =  I ~ a~ 

oder: 

(I2) dk~ k~ " -2da~ kS - -  ~ d n  2 - -Xdn~ ,  
ndt ~ ~ a 

oder endlieh: 

dk d n ~  ~ Xdn~ (I 3) , . u  = , , .  

Aus dieser Gleiehung l~sst sich ein bemerkenswerthes Resultat ableiten, 
wenn man sich die Annahme gestattet, dass die dritte Potenz yon k neben 
der ersten vernachlgssigt werden daft. Um dieses Resultat zu erhalten 

sehreiben wit wle friiher 7 fi~r k. Es ergiebt sieh alsdann: 

,_ll l d n ~  da X dn~: 
(I4) ndt  + ~z ~dt - -  a 

A c t a  m a t h e m a t i e a .  9. I m p r i m d  le 9 Mars 1887. 35  
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wonach man die Formel: 

- f : ~ d , , ~  
(t5) l = e  a ~ 

.H. Gylddn, 

/ v f a~"ln~: I rO + 1 ~ e v  ~ dn~ndt 
t !  (Z 

aufstellen kann, wobei t"0 eine Integrationseonstante bedeutet. 
In l'Sbereinstimmung mit der soeben erw~hnten Hypothese sNzen 

wir nun dn~ gleieh der Einheit und folgern alsdann den Werth: 

I cZ 
( ,6)  I,. 

1 ?'o + f X n d t  

Dieser Ausdruck repra.sentirt eine wirkliche Ann:,~herung, so oft k 
immer kleiner als x bleibt; dm'eh Substitution dieses Werthes in der 
Formel (I5) ergiebt sieh ein genaueres I{esultat, und mqn findet die ge- 
suchte Grosse mit jeder beliebigen Genauigkeit, indem man die N:aherungen 
fortsetzt. Diesem Resultate entspricht auch der Werth: 

( '7) r --- r0 + f x , , d t  

womit wit mit Half~ der Gleiehung (~I) den naehstehenden erhalten, 
indem wit fortw~hrend Gr0ssen yon der Ordnung k 2 vernaehlassigen, 

f i',~dt = font + f~,,dt f x,,dt 

Nun ist aber, wenn wit uns der Bezeiehnungen: 

8 ' 6  ' s n - - s ' n ' +  ~n----- 2n),; s c - -  . + B =  2 A  

bedienen, 
",(V-- O) --- :),nt + sZ + 2A; 

und setzt man hier den Werth von V ein, so wie sieh dieser dutch Ent- 
wieklung der Gleiehung (9) ergiebt, nehmlieh: 

V = f l ~ d t  + /;  + periodische Glieder, 

so findet sieh mit Raeksicht auf den soeben gefundenen Ausdruck far . f I )~dt:  

2ro,,t + 21; + 2,1,; + 2 f , d~ f  xn~l t - -20  
= 22nt + s Z +  2 &  
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Wit haben hier dis im Ausdrueke von V vorkommende Summe yon 
periodischen' Gliedern dureh q"o bezeichnet.; wenn wit jetzt eoeh Y0 1nit 
it, 1 o m i t  A identificiren, so wird unser Resultat: 

(,8) 21 + f ~dt f X~dt } z = 7~ ,/,o - -  o 

Diese Ergebnisse sind selbstverst.andlich nur geniiherte , und namentlieh 
wi~re die I~elation zwischen 7"o und it noeh sehr ungent~gend, wenn kS sieh 
um die Aus%hrung einer numerischen Reehnung handelte. Die strengeren 
Ausdracke haben far die jetzigen Untersuehungen kein besonderes In- 
teresse; ieh kann sie also hier bei Seite lassen, und dies um so lnehr, 
als man sic aus der Gleiehung (I5) in ahnliehev Weise ableiten kann, 
wie die Gleiehungen (I7) und (i8) erhalten wurden. 

Erinnern wir uns der Beziehung: 

d~-O n~X, 
u ~ ( x )  + ,~c~ - 

so finden wir aus der Gleichung (18) diese: 

(19) z - -  ~-~ ~ q,; +f , ,dt f(x) , , ,dt}  

Aus dee Gleieliung (2) nehmen wit nun die n'aehste Glieder-Gruppe, 
die wir uns als in einem einzigen Gliede zusammengezogen denken, be- 
sonders heraus, und sehreiben: 

e(x) . . . .  r  + o,) cos(W1 + e,) + ~-(x,), 
$ 8 t s 

wobei s~, 8~ und Wt genau in derselben Weise aus den .Gliedern der 
jetzt in Frage stehenden Gruppe gebildet werden, wie die entspreehenden 
Grsssen ohne Index aus den Gliedern der ersten Gruppe; wir haben na- 
mentlieh: 

2 ]/V'I = 2itl~,e "-~ s I X  "-~ 2 ~  1 

Die Function z--(X1) umfasst die Smmne aller (ibrigen Glieder, welehe 
81 

nieht der zusammengezogenen Gruppe angeh~Sren. 
Wit zerlegen nun Z in zwei Theile, Z0 und Z'~ und denken uns 
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dabei den Theil Z o als bekannt, d. h. aus den bekannten Gliedern in dem 
Ausdrucke (I9)zusammengesetzt. Hierauf entwickeln wir sin Z o nach 
den Vielfachen der Argumente, welche in Z o vorkommen, bezeichnen d~ls 
constante Glied dieser Entwicklung mit P o u n d  setzen elldlieh: 

2 
~1 = (21 

d~O, 
n x, = + dr' 

Dutch zweimalige Differentiation der Gleichung (I9) ergiebt sich jetzt: 

(20) d~'V'dt. ~ + n~cti ~ sin V1 cos V1 = n~Xl, 

welche Gleiehung genau wie (6) zu behandeln ist. 
Bei der Herstellung der Gleiehung (2o) haben wir gewisse Glieder, 

die nicht unmittelbar bekannt sind, allerdings vernachPassigt, nehmlich 
die, welche von den Argumenten 2(2 + 2,)nt, 2(/t--21)nt, u. s. w. ab- 
hi~ngen. Diese Glieder kSnnen aber, sobald Z' mit Hrflfe der Gleiehung 
(20) einmal bestimmt worden ist, leicht berechnet werden und sind immer 
als sehr kleine GrSssen anzusehen; wir ksnnen sie daher nach und nach 
der Function q"o hinzufiigen. Nachdem dies festgestellt worden ist, haben 
w i r :  

Zo 2 . = ~ o  

und erhalten, nach Integration der Gleiehung (20), ein ahnliehes Resultat 
hinsichtlieh des Haupttheiles von Z', den wir dutch Z 1 bezeichnen wollen, 
vorausgesetzt, dass d e r  Modul k I immer kleiner als i bleibt. In iihn- 
licher Weise ist nun fortzusetzen, und man findet, wenn die Moduln sich 
immer kleiner als I ergeben, ein Resultat der Form: 

(2I) Z = 2  , 2 ~ + 2  
r + + . . . ,  

also eine gleiehformig eonvergente Reihe, da die Funetionen ~'o, ~'1, . ' .  
im Allgemeinen kleine Grossen sind, aber nieht fiber eine gew~sse Grenze, 
die als eine Grosse nullter Ordnung anzusehen ist, anwaehsen: konnen, 
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Ergiebt sich aber einer der Moduln als eine Function, deren Werthe 
immcr rtber i liegen, so bricht die Reihe (2~) bei diesem Gliede ab, und 
die entspreehende Gleichung der Form (6) oder (2o) muss, damit das In- 
tegral derselben sogleich unter der anschaulichsten Form erhalten werde, 
in einer, yon der vorher befolgten, etwas abweichenden Weise behandelt 
werden. 

Wir nehmen bier wieder an, class sieh das erste Integral der Gleiehung 
(6) - -  oder aueh der Gleiehung (20), denn die Rechnung bleibt immer 
dieselbe - -  dureh die Form: 

d V )  " a ~ sin V 2 r 2 

darstellen l~sst. Hinsichtlich des zweiten Integrales setzen wir aber vor- 
aus, dass dasselbe mit Htilfe der Gleiehungen: 

(22) ! s i n k  ~ / s n r ]  

I cos V dn r/ 

zu finden ist,, indem wir bezeiehnen: 

und denken uns dabei A als eine noeh zu bestimmende Function von t, 
und A 0 als eine Integrationsconstante. 

Aus den obigen gelationen findet sieh sogleieh: 

(24) dV = renT/; 
ndt  

man erhMt abe r  einen zweiten Ausdruck fiir dieses Differential, indem 
man eine der Gleichungen (22) differentiirt, und nachher cos V oder sin V 
mit Hiilfe der anderen eliminirt. Man findet somit: 

d V  __ lcn~ dam~ q_ snr] dl 
ndt  dn~] ndt  dnT] ndt  

und hieraus ergiebt sich in Ber~eksichtigung der Glemhun~,: 

d~m~ I_~b - I dlogO~(r])dl I 
-- dnT] A ii, ~ d~ ndt  
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der Ausdruck: 
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d V  __ icn .q l2 l ,  A 
~dt ,, I-- 

I d loo '0a{~)  i1/ t 81]~ ,]l 
h '~ d~ ndt] ~r" dn~ ~dt 

Mit H~dfe der bekannten gelat ion:  

dlogO~(~) __ dlogO,~ (rj) l'~sn 72 
d~ 2 - -  d~ 2 + cn~dn~ 2 

llisst sich die vorstehende Gleichung indessen wesentlich vereinfachen; es 
wird: 

] z5  A i dlogO,~(T;)dt ] 
d V __ 1 cn 7] ll' tiT] ndt ndt ~ " 

d V  
Dieser Werth von 7g/ muss nun dem friiheren, durch die Gleichung (24) 

gleich sein, aus welcher Bedingung die nachstehende Relation sogleich 
gefolgert wird: 

re 2 l, d lo~" 0~ (~) dl 
(25) A = 7-s + a.~ dV ,~dt 

hn Gegensatz zu dem, durch die Gleichung (~ I) gegebcnen Werthe 
yon I ,  weleher offenbar fclr jedcn Werth yon $ endlich bleibt, ist ein 
f~hnliehes Verhalten in dem soeben gefundenen Ausdrucke nieht umnittel- 
bar wahrzunehmen. Die betreffende Eigenschaft yon A, for jeden Werth 
yon r/ endlieh zu bleiben, leuchtet aber unmittelbar ein, nachdem man 

dl 
den Werth yon ;Td/ substituirt hat. 

Well: 

dn~ = end,  

kann die Gleichung (I4) auch wie folgt geschrieben werden: 

dl X l d a  
- -  envy ~ ndt a a ~zdt cn 

l)ieser Werth soil also in die Formel (25) eingefiihrt werden; ersetzen 
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wit" dabei die Function O: durch 8a, indem wir yon der bereits ange- 
fahrten Relation Gebrauch machen, so erlangen wit: 

,-r ~ { X  snT] I d a  snrtcnr][ 
(26) A --~ 7--s162 - -  ~ dnz] a n d t  dn~] 

,'r X i - -I - -cnr/  
Or- l '~ 2 l , [ a l  

l_ da enr]~}dloo'O~@) 
a ~dt dr~ 

Dieser Formel fflgen wir die Gleichung (I5) hinzu, nachdem wir in der- 
selben das Argument $ gegen r/ vertauseht haben; es wird alsdann: 

l f ~  + x = e TO , 7 x e  d a  cnTindt 

Dass die Entwickhmg dieses Ausdruckes ffir 1 im Allgemeincn con- 
vergGnt sein kann, erkennt mar~ leicht. Wenn aber die Glieder in X, die 
wir uns zun','mhst als vSllig bekannt denken, so beschaffen wiiren, dass die 
Entwicklung des Integrales: 

X 
. -2 .  

nicht convergirte, so miisste die Entwicklung des Integrales: 

f X  cn ~tndt (fl) 

im Gegentheil convergent sein; dies jedoch nur unter der Voraussetzung 

dass X nicht gewissermassen aus zwei Reihen zusammengesetzt w~re, von 
6~ 

denen die eine im Integrale (a) und die zweite im Integrale (fl)das Auf- 
hsren der Convergenz vernnlasste. Bei der ersten Anniiherung sind Reihen 
der zweiten Art h0chst unwahrscheinlich, und wir brauchen einen der- 
artigen Fall gar nicht in Betracht zu ziehen, well alsdann der Modul l 
nicht so k le in  sein ksnnte WiG hier vorausgesetzt wird; man wfirde also 
auf die vorher aufgestellten Ausdri~cke zuri;mkkommen, w o k  kleiner als 
I vorausgcsetzt wurde. - -  Bei der zweiten Anni~herung kommen aber 
Reihen zum Vorschein, yon denen man zuni~chst vermuthen kSnnte, dass 
sic, in das Integral (fl) eingesetzt, das Aufhoren der Convergenz reran- 
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lassen wfirden. Dass aber auch dies nicht  der Fall ist, llisst sich durch 
folgende Betrachtungen naehweisen. 

Aus der ersten der Gleichungen (22) findet man: 

V = arc sin (lsnr}) 

und well 1 kleiner als I angenommen wird, so convergirt die Reihe: 

i 13s~ r/~ 
V ~  /sn~ + 2  3 + ' ' "  

gleichfOrmig und die betreffende Function ist eine rein periodische Func- 
tion yon 7" Ber~cksichtigt man diesen Werth yon V bei der Gleichung: 

2V ~ 22nt + sZ + 2A + 20, 

so schliesst nlan sogleich, dass 2 gleich Null, sowie dass die Constante in 
0 gleieh A sein muss, Die Sinusse der Argumente:  

2~nt + s~Z + 2A,~ + 20~ 

zerlegen wir nun ill die Theile: 

G, sin(2)~nt + 2A + 20~) + Hvcos(2,~nt -1- 2A~ -~- 20v), 

und erkennen leicht, dass die Functionen G, und H~ in Potenzenreihen der 
Formen: 

G~ = G~, 0 + Gv, lsnr/: + G,,~snr/4 + . . .  

H~ = H~,0snr/ + Hv, lsnr/'~ + . . .  

zerfallen, welche Reihen ffir alle reellen Werthe der Veri'mderlichen 7/ 
gleichf0rmig convergent sind, Bilden wir nun die Glieder der Function 
(X) und setzen sle in das Integral (fl) ein, so erhalten wit Ausdrt~cke 
der Form: 

f L e,  ,dt, f Y, sn r/en ~ndt, f sn,;  n  ,dt, ... 

Man bemerkt  nun leieht, dass die Entwieklungen dieser Ausdriicke nieht 
nut  convergiren, wenn die Coefficienten 21, 2~, . . in der Weise ab- 
nehmen, dass die ' " Entwmklungen yon: 

f ro~dt, f Ylndt, f ... 
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diese Eigenschaft nicht h~tten, sondern auch dass die betreffenden Aus- 
drficke immer relativ kleine Werthe haben miassen. 

Die vorhergehenden Betrachtungen entscheiden abet nicht fiber das 
im Ausdrucke von r] [Gleiehung (23) und (26)] vorkommende Integral: 

f X 
;7 sn 71ndt 

Allerdings wird man in der ersten Anniiherung ~ ganz unwahrsehein- 
lici~e Ausnahmef'~lle ausgenommen ein convergentes ResUltat erwarten 
reassert, allein in der zweiten Annaherung wrirde man ein Glied der Form: 

f Y~ sn ~2ndt 

finden, und hber die Convergenz der Entwieklung derselben besagcn die 
Untersuehungen t~ber das entsprechende Integral im Ausdrucke liar l 
Niehts. Immerhin ist es sehr unwahrscheinlich, dass die betreffende Ent- 
wickhmg wirklieh divergent ist, und namentlich viel unwahrscheinlieher, 
als dass man bei dem Doppelintegrale: 

f dtf .dt 

eine divergente Entwicklung findet, sondern hat man in der Regel bloss 
sehr grosse Glieder yon sehr langer Periode zu erwarten. Nichts desto we- 
niger erscheint der Fall nicht ganzlich ausgeschlossen zu sein, dass die 
Form des Integrai~ de~ Glei6hung (6), die wir in den Gleichungen (22) 

Em soleher Fall kann aber auch aus einer voraussetzen, nicht, gen~gt.  ~" 
anderen Ursaehe, die an sieh viel wahrscheinlicher ist, als die Nichtcon- 
vergenz der oben bezeiehneten Reihe, eintreten, nehmtich durch das Ver- 
schwinden der Function l. Wir werden sogleich einel diesem Falle ent- 
sprechende Form des betreffenden Integrales aufsuchen, zuvor aber noch 
einige Bemerkungen in Betreff der Formet (27) den vorhergehenden hin- 
zufi~gen. 

Das Vorh~ndensein der Faetoren e und e d~" nbt keinen 
entseheidenden Einfluss auf das Verhalten der Function I aus, jedenfalls 
k6nnen sie die Oonvergenz dee Entwickhmg nleht beelntrachtigen, gin 

ae ta  raatheaiat ica.  9. I m p r i m ~  le 9 Mars 1887. 36  
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anderer Umstand ist yon grSsserer Bedeutung. 
nehmlich das Glied: 

d:O 

dt" 

Die Function X enthlilt 

und zwar ist dieses eine Grosse zweiter Ordnung hinsichtlich der st~Sren- 
den Kri~fte, aber nut ausnahmsweise, durch das Vorhandensein anderer 
Factoren, einer hsheren GrSssenordnung beizuzi~hlen. Ganz in derselben 
Weise verhalten sich die, den spi~teren Gliedern in (X)angehsrigen Func- 
tionen 01, 0~, . . .  ; ihre zweiten Differentiale sind wohl G rSssen Zweiter 
Ordnung, aber nur in kaum denkbaren Ausnahmefallen noch ~ wesentlich 
kleiner. Dureh die in der Gleiehung (27) vorausgesetzte Integration werden 
nun diese Differentiale dureh Gr0ssen yon der Ordnung a~ dividirt. Diese 
Divisoren sind zwar erster Ordnung hinsiehtlieh der st6renden Krrffte, 
gehsren aber einer desto h6heren Ordnung der Exeentrieitaten an, je 
gr~Ssser die ganze Zahl ~ ist und ksnnen also eine wesentliche Vergr~s- 
serung des Integrationsresultats veranlassen. Dass die Function l besthndig 
kleiner als I bleibt ist also desto unwahrscheinlicher, je grSsser die Zahl 
v ist .  

In der Theorie der yon Jupiter bewirkten Storungen des kleinen 
Planeten Pallas findet sich ein kritisches Glied, oder richtiger eine Gruppe 
yon kritischen Gliedern welche yon den Zahlen s:~----7; s; = i8 abh&ngt. 
In Folge dieses Umstandes hat GAuss die Vermuthung ausgesprochen, 
dass die mittleren Bewegungen beider Planeten genau im Verhaltnisse yon 
7 i-g zu einander stehen. Abgesehen nun aueh ganz davon, dass hier auf  die 

Coexistenz mehrerer Glieder oder auf die vollstandige Form der Argu- 
mente nicht Rficksicht genommen worden ist, erscheint uns diese Ver- 
muthung nach den vorhergehenden Untersuchungen nls sehr wenig be- 

eine Grssse i i tr Ordnung hinsichtlich der grt~ndet, Hier ist nehmlich a~ 
Excentrieiti~ten, so dass die Function 1 jedenfalts nicht immer als eine 
kleine Grssse anzusehen ist. Anderseits bleibt aber doch die Moglichkeit 
often, dass Libration stattfindet. Die Darstellung des Integrals der Glei- 
chung (6) dutch d i e  Gleichungen (22)wird nehmlich, wie wir schon her- 
vorgehoben haben, in gewissen Ffdlen unm~Sglich, und solche Falle treten 
namentlich dann ein, wenn die Schwankungen yon l erheblich sind und 
diese Function dabei sehr klein werden kann. In solchen Fallen kann 
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man die im vorhergehenden Abschnitte auseinandergesetzte Methode in 
Anwendung bringen, indem man si~mmtliche coordinirte Glieder einer 
Gruppe, mit Ausnahme desjenigen, bei dem s , . n - - s ~ . n ' +  a,,~n verschwin- 
det, der Function (X) hinzuffigt. Man erhglt alsdann in der Gleichung 
(25) des vorigen Abschnittes cine Anzahl Glieder, bei denen die fl der- 
selben Ordmlng wie a s sind. Es ist aber doch msglich, dass die Reihe: 

convergirt, und dies ist immer der Fall, wenn die Coefficienten ). siimmt- 

lich wcsentlich grOsser als -:- sind. Dieser Bedingung kann abet nur 

gen~gt werden, wenn a: sehr klein ist, jedenfalls kleiner als eine Gr6sse 
zweiter Ordnung hinsiehtlich der st0renden Krafte. Bci den Jupiter- 
st6rungen des Pallas warde dies nun zwar zutreffen, so dass wit die an- 
gefi'lhrte Entwicklung yon K~ als convergent denken ksnnen. Wit  mtissen 
hierbei jed0ch bcri~cksichtigen, dass es geniigt, wenn ein einziger der Coef- 
ficienten 2 yon dcrselben Ordnung wie u ist, damit die Function V~ als 
cine Gr6sse nullter Ordnung erscheine, und in diesem Falle wird auch 1 
als eine GrSsse nullter Ordnung zu betrachten skin. Aber auch wenn 
die Glieder in V~, an die wir jetzt gedacht haben, sich als sehr klein 
erwiesen, mi~sste man doch, bis eine genaue Berechnung das Gegentheil 
ergiebt, die Existenz der Libration als h6chst umvahrscheinlich ansehen. 
Damit ein Librationsglied fiberhaupt vorkommen kann, muss nehmlich, 
wie wir and der vierten Gleiehung des Systems II im zweiten Absehnitte 
erkenncn, das Vcrhhltniss: 

8~,to ___ 8~?/  .gff ffYb 

2(/.]1, 0 

eine kleine Grossc sein, und wenn dieser Bedingung geni]gt wi~re, mi:lsste 
{iberdies die GrOsse sin D: einen kleinen Werth haben. Wir konnen nun 
zwar annehmen, dass die GrSsse: 

s , . n -  s;n' + r 

einen versehwindend kleinen Werth habe; well aber die Differenz n ~ n  o 

nicht nur yon den Stsrungsgliedern der r TM Gruppe, sondern auch yon 
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denen der vorhergehenden Gruppen beeinflusst ist, so intissen w i r e s  als 
unwahrscheinlich bezeichnen, dass  diese Differenz und also auch die Grosse 
s ,n  o ~ s~.n' + apn ciuen im VerhMtnisse zu a~ kleinen Werth habe. Auf 
Grund dieser Betrachtungen diirfen Wir es als eine allgemein gtiltige Regel 
ansehen, dass characteristische Glieder niedrigster Ordnungen tiber die 
Natur der Bewegung hinsichtlich des Vorkommens yon Librationsgliedern 
entscheiden; wenn also bei diesen Gliedern eine solche Ungleichheit nicht 
existirt, so werden die folgenden characteristischen Glieder, wenn sie auch, 
ftir sich betrachtet, kritisch werden k0nnten, nach dem Schema, welches 
durch die Gleichung (2i) angedeutet ist, zu berechnen sein. - -  Die An- 
sicht, dass Libration nur bel den ersten Gliedern in der Entwicklung der 
Storungsfunct on anzutreffen ist, hat tibrigens schon HANSE~ ausgesprochen, 
ohne dieselbe jedoch, so viel ieh weiss, irgendwie begriindet zu haben. 

Die oben in Aussicht gestellte zweite Form des Integrales der 
Gleichung (6), welche ftir den Fall, dass 1 eine Heine Grssse, anwendbar 
ist, findet sich, nachdem man die Grssse s inVcosV nach den Potenzen 

1 HANSEN, Auseinanderselzung einer zweckm~ssigen Methode zur Berech~lung der ab- 
soluten St6rmlgen der kleinen Planelen, I~ p. 18 7. MSglieherweise sieht er die Begrtindung 
in einer ithn|iehen Bemerkung~ wie derjenigen, welehe man hierauf beztiglieh in dem Werke 
des Herrn A. GAtrTmR~ Essai historique sitr le ~vrobl~me des trois corps, findet. Es 
handelt sich bier um die Integration einer Gleiehung der Form: 

d~ ~, 

dr* dr'* 

Durch Niiherungen finder sich: 

d ' r  I d4r 
= Z," sin (t + h) +[ 

dt'~ t i t "  p 
, , .  

wobei k und h die Integrationseonstanten bezeiehnen. Die angeftihrte Reihe eonvergirt 
offenbar, -wean die Perioden der Glieder in r sehr ]ang im Vergleich zu der des ei-sten 

Gliedes sind, Hierbei darf abet /~ nieht beliebig klein sein, wenn die Gliedet; in ~b gegeben 
sind, und well die Libration das erste Glied der obigen Reihe ist~ so folgert man~ dass sic 
nut bei nicht zu kleinem Werthe yon /9 stattfinden kann. 

Die erwiflmte Sehlussfolgerung ist indessen sehr mangelhaft, well sie weder auf 
die Glieder kurzer Periode~ noeh auf die Glieder~ we]che mit us~ u ~, u. s. w. multi- 

plieirt sind, Rticksieht nimmt. Eine eingehendere Untersuehung dieser Art wird oben im 
Texte geg:eben. 
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yon V entwiekelt hat. Nach dieser Entwicklung erglebt sieh aus der 
"a  �9 O "  Glelehune (6) die naehstehende: 

(28) ~,dt  "d'V ( 4 V  ~ . . . .  ) + ~.~ V + X 
1 . 2 .  3 

An Stelle von t fahren wir eine neue Veritnderliche u ein, indem wir 
(lie Relation: 

(29) du --= r 

feststellen; die obige Gleichung geht nun in folgende aber: 

(30) d ~ V I ila dV  4V 3 
,~,~ + 7~ d~ ~ + V ~ b . . . .  ~ x I . 2 .  3 

Aus dieser G]elchung kOnnen wir leieht eine andere ableiten, bei weleher 
. .  das yore ersten Differentiale der gesuehten Gro~,se nbh~ngige Glied nicht 

vorhanden ist. Zu diesem Zweeke set zen wir: 

1 3 

und erhalten: 

I X  
(3~) ~ '  + : + ~ \7~ G./ ~ ;1 ~ j  0 -  3 ,~ ,~ 

Diese Gleichung !'~sst sich leicht mittelst Annaherungen integriren; um 
hierbei jedoch keine Glieder zu erhalten, welehe die unabh~ngige Ver- 
anderliche u ausserha!b des Sinus- oder Cosinuszeichens erhalten, addiren 
wit, rechts und links, zu der obigen Gleichung die Gr0sse - - f i g  wobei 
wit mit fl einen constanten, vorl~iufig noeh unbestimmten Coefficienten 
bezeichnen. In erster Annaherung integriren wir die Gleiehung: 

~, + (~ ?)0 = - ~ X ,  
r  

wobei wir in den Argumenten der  Glieder, welche in X vorkommen, 0 
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gleich Null setzen. Das Integral dieser Gleichung wird alsdann, indem 
p und P zwei Integrationsconstanten bezeichncn, 

(33) =  osin + F) 

f .......... 
cos ~/r ,~, X . sin ~,/, -- ~ 

�9 cos v~I - -  fl u d ~  

Diesen Werth setzen wir hierauf in die bis jetzt unbcrOcksichtigten Glieder 
der Gleichung (32 ) ein und bestimmen dabei die Constante /9 in der 

Weise, dass die Summe der von sin (x/ I - -  flu -{- P) abhangigen Glieder 
verschwindet. Die Gleichung, welche somit entsteht, kann wieder inte- 
grirt werden, wodurch man ein genaueres Resultat erh~lt. Mit diesem 
lasst sich eine genauere Bestimmung des Coefficienten fl, sowie eine dritte 
Anni'therung des gesuchten Resultates durchfohren. In dieser Weise wird 
man eine Entwicklung yon ~9 erhalten, die immer convergent ist, wenn 
die Constante p, ebensowie die Coefficienten der Gtieder in X und da Heine 
Grossen im Verhhltnisse zum numerischen Betrag der Function a 2 sind. 

Die Anwendung der soeben in ihren Grundlinien dargelegten Methode 
ist meistens derjenigen vorzuziehen, welche auf die Annahme gegri;mdet 
ist, dass die Form des Integrals dutch (lie Gleichungen (22), (23) und 
(24) gegeben ist. In rein theoretischer Hinsicht ist aber letztere Methodc 
von grOsserem Interesse, well die (lurch sie bedingte Form mit derjenigen 

unmit te lbar  verglichen werden kann, welche for die Falle gilt, we der 
Modul k kleiner als die Einheit ist. Der l[[Tbergang yon den Ausdrficken, 
welche yon dem einen Modul abhiingen, auf die, welche Functionen des 
reciproken Moduls sind, ist jedoch nicht ~iberail leicht auszufohren. Nach- 
dam aber die betreffenden Formelsysteme yon den complement~ren Moduln 
abh~ngig gemacht worden sind, ist der Nachweis ihrer ldentitat sehr 
einfach. 

Um-die  Reduction auf die complement~tren Moduln durchzufOhren 
sehlagen wir den folgenden Weg ein. 

Zwischen dem jetzt anzu~vendenden Argumente $' und der Zeit stellen 
wir die nachstehende Relation test: 

(34) 
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und nehmen zugleich an, dass das Integral der Gleichung (7) durch die 
Form: 

(35) 

dargestellt werde. 
Die bekannte H:EaMITE'sche Formel far das Differential yon am~' in 

Bezug auf k' li~sst sich leicht so umstellen, dass die in derselben vor- 
kommenden elliptischen Functionen von dem Modul k' abhangen. Hierzu 
ist nur nOthig, die Werthe: 

d log O~ (r ~ $, d log 0., (i~') 
d e  - -  2KK' -4- d~' 

K - -  E k~ ( K ' - -  E' ) 
K - ~  K '  k '~ , 2KK' 

in die betreffende Formel einzusetzen. Es entsteht somit der Ausdruek: 

Well aber: 
dk ~k '~ L, K' 

d (.;r r  _j 

d2K ' K ' - -  E' k" 
z K' 2K' 

dk' k ~ k' ~ ' 

so lasst sieh das gefundene Resultat aueh folgendermassen schreiben, 
wobei wit  den, (lurch die Gleichung (34) gegebenen Werth yon $' ein- 
setzen, 

dam~'dk k'l~ (in q [ ~ .  ,.['/ 'ndt -k" 1"'o k; I~'~ de" 

Mit Ri~cksicht hierauf, sowie auf die Relation: 

d~m$'  k da~m$' 
d ~  - -  k' dk' - '  

ergiebt sich aus der, dutch Differentiation yon (35) unmittelbar hervor- 
gehenden Gleichung: 

d2K' [ 
"z ( f  ) d k ' .  dam~" dk' d V _ d n  $' 21s l "  4 - ~ ( ~ -  l "nd t  + I"o ~(lt I + -d--~.' ndt ndt ~r " 
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d V  __ dn$'[ 2K'/''- Jr- i dlogO~(i$') dk'] 
n d t  ~z k 'k ~ d~' nd t  

An Seite dieser Gleichung stellen wir die gela t ion:  

d V  
. d r  = ydn$',  

wodurch die Bedeutung der  Function y festgestellt wird, und erhalten, 
d V  

durch Gleichsetzung beider Werthe yon ~ die Formel:  

(36) [~, _ ~r 2K '  dlogO.~(i~ ' )  dk '  
2K '  y k'k" d~' n d t  

Das Resultat, welches aus diesem Ausdrucke gewonnen wird, wenn 
man q' gegen - - q '  vertauscht, werden wir durch A '  bezeichnen; wenn 
wir dabei die Relation 

$' = l~' 

bestehen lassen, ist zun'~chst: 

d log0~(i~) d log 0(i~'). 
d ~  ldv '  ' 

und da t~berdies die Relationen: 

dk'  dl' I 
K '  ~ l L ' ;  ],,' ~ t'l---' ; ~ 7 = a 

stattfinden, so ergiebt sich: 

(37) A' = z 2I~' dlog0(iV' ) dl' 
a - -  l,l, ~ d~' qw[t 

Diese Formel wollen w i r  nun aber auch direct begr~nden. 
Es sei nun angenommen, dass das Integral der Gleichung (6)durch 

die Relationen (22) und ( 2 4 )  gegeben ist; statt des Ausdruekes (23) 
nehmen wir aber den folgenden an: 

(38) 
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so, dass wir jetzt haben: 

(39) I cosSin VV ==/snTi'dmT, (,nod = l) 

d V  _ ycnr/ (40) 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, duss die Func{ion A' in dem Argu- 
mente r/ dutch die Formel (37) gegeben ist. 

Dutch Differentiation einer tier Gleiehungen (39) findet man: 

d V  Icn~'  d ~ m ~ '  
ndt  ~ dnr/ ndt  + snr)' dl dnr]' ndt  

__/cn~' dam~/ l' sn~] dl' 
dn~]' ndt  1 dnr] ndt  ' 

welcher Ausdruck mit Rficksicht auf den Werth: 

{ L i dlogO~(i~') dl'] 
damri'ndt ~ dnr]' 2 ' A '  ~ l,l. ~ d~' ndt  

und auf die Gleichung (40) die nachstehende Form annimmt: 

[ ~  I dlogO~(i~')dl' I 
ycnv)' ~ l s n ~ '  A '  --[-IT" d~' ndt  

l' sn ~2' dl' 
l dn~'  ndt  

Verm6ge der Beziehungen: 

d log 0~ (i() i d log 0(i~) il,. 2 sni(cn i~' 
dr]' d~' d n i T' 

snT]'__ . snip', r~' -- I 
dn~' ~ cn i7]'' cn chiT/ 

erhMt man nun unmittelbar den Ausdruck :(37) wieder. Wir haben also, 
durch die soeben auseinandergesetzte Analyse, zur Evidenz gebracht, dass 

A c t a  m a t h e m a t t c a .  9. Impr im~  le 10 Mars 1887. 37 
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die Formeln (3 6) und (37) sich gegenseitig ersetzen und aus einander 
folgen, wenn q' in ---q '  fibergeht. In beide Formeln miissen wir aber 
noch den Werth von dk',  resp. all' einsetzen, bevor die Natur der durch 
sie dargestellten Functionen als genfigend aufgedeekt anzusehen ist. 

Durch '~hnliche Betrachtungen wie diejenigen, welche zu tier Glei- 
chung (i2) ffihrten, finder man jetzt: 

dk'~ _ 2_ak3xdni$'  k~ da ~ (dni~ '~  2 
(4I) ndt  eni~ a ~ ndt  \ c n i $ ' ]  

und wenn man k '2 als eine kleine Gr~ssse ansieht, deren Potenzen man 
in der ersten Anniiherung vernachl~tssigen darf, so erhalt man diese Func- 
tion durch Integration der Gleichung: 

I da~ ( d n i ~ )  2 , 2xdni~e' 
a '~ ndt  ~ "t- a cni~' 

Dieser Werth, in die Formel (3 6) eingesetzt, giebt uns: 

2K, r + 

2 k '~ d~ = a ~ n ~  \ c n i ~ ]  a 

oder, wenn wir nur Glieder der hier in Aussicht genommenen Grossen- 
ordnung ber[lcksichtigen, 

(43) 
I dni$' 

2 K' ~" + 2---k '~ 2 K' d~  ~ n ~  \ c ~  J - -  a 

I z dlogO~(i~')  I x d n i ~ '  
"{- 2 2 K' d ~" a c - ~ '  
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Durch ganz iihnliche Betrachtungen ergeben sich nun auch: 

dl '2 __  l,~ [ I da* I I X I ] 
(44) ndt -~- ~ ndt cni~ ''~ a cni~ 7' 

I d(L u I 2 I 
X 

~- ~ ndt cni~ ''2 a cni~' 

(45) A'  ~- ~ I ~ dlogO(i}?') l ~ da] ~ 2 X ~  I 
~-~ a 21'" 2f,' d~' r ndt cn i~ '2 a 

I zc dlogO(ir/) I X I 
Jr" 2 25' d}y' a ChiT]' ' 

welche Ausdriicke abrigens aus den Gleichungen (42) und (43) hervor- 
gehen, wenn man q' in - - q '  tibergehen li~sst. 

Die ni~here Entwicklung dieser Ausdrticke miissen wir hier ilber- 
gehen; dieselbe wiirde gegenw~rtig auch kaum ein Interesse darbieten, 
das im richtigen Verhaltnisse zu der damit verbundenen Arbeit sti~nde. 
Man bemerkt aber leicht, &ass die betreffenden Entwicklungen zunachst 
nach Partialbriichen, welche Exponentialfunctionen enthalten, vorgenom- 
men werden muss. Man iiberzeugt sich ferner, dass die Glieder in X 
und in a2 so beschaffen sein kSnnen, dass nicht nur die Entwicklungen 
convergiren, sondern dass auch die Function k '~ oder l '2 immer einen sehr 
kleinen positiven oder negativen Werth beibehhlt, und endlich, dass die 
betreffenden Entwicklungen auch dunn nicht zu gelten aufht~ren, wenn 
der Zeichenwechsel bei dem Werthe dieser Functionen eintrltt, oder wenn 
q' in ~ q' fibergeht. 

Es ert~brigt noch, der Formel: 

ndt ~ cni~' ~ \~n-(~] ndt 

zu erwhhnen, eine nothwendige Folge der Form, welche for die Darstel- 
lung des Integrals der Gleichung (6) vorausgesetzt wurde. Diese Formel 
enthMt iibrigens dasselbe, was dutch die Gleichung (4I) ausgesagt wird, 
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und lasst sich auch aus dieser herleiten. Wir bemerken noch, dass man 
die obige Gleiehung durch die nachstehende ersetzen kann: 

d6~ 

d y  X a n d t  

n d t  - -  c n i ~ ] '  T c n i ~ ' *  ; 

(z 
und endlieh, dass nach Entwicklung v o n -  = k ,  nach den Potenzen yon 

k '2 oder l '~, die Ausdrilcke: 

und: 

d r  - -  X - -  - 

drz d a  

d F __ X n d t  I l ,  ~ n d t  

n d t  c n  i~]' c n  i7] '2 2 c n i ~ ]  '~ - -  " " " 

gewonnen werden. Man iibersieht auch hier leicht, dass die Glieder in X 
und a ~ derartig sein k~nnen, dass der ver~inderliche Theil von F dutch 
eine convergente Entwicklung dargestellt wird und dabei stets sehr klein 
bleibt. Wenn aber Glieder in X oder a2 vorhanden sind, welche in 7" 
oder auch in k '2 oder in l '~ so erheblich vergr~ssert werden, dass die 
beiden letzteren Functionen nieht als stets sehr kleine Grsssen anzusehen 
sind, so ist die zuletzt untersuchte Form des Integrals der Gleichung (6) 
nleht mehr zur Darstellung desselben geeignet. Man wt~rde abet auch 
in solchen FMlen keine Veranlassung haben, sich dieser Form zu bedienen. 
Denn wenn auch die erste Ann~herung zu Werthen der Integrationscon- 
stanten fahrte, welche die Existenz eines Librationsgliedes mit einem, 
der Einheit nahe kommenden Coefficienten als wahrscheinlieh erseheinen 
liessen, die spateren Annhherungen mtissten doch, falls erhebliche Glieder 
durch dieselben entstehen, eine solche Libration als nicht vorhanden hin- 
stellen. Man wtirde in solchen Fallen das Integral wahrscheinlich nach 
Maassgabe der GIeiehung (2i) darstellen k0nnen, oder, wenn d~eses sich 
als nicht ausfahrbar erwiese, durch eine der Formen, welche wlr im dritten 
Abschnitte dieser Untersuchungen betrachtet haben. Es w~ren alsd~nn 
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diejenigen Glieder, welehe besondere Schwierigkeiten verursaehen, f~r sich 
zu behandeln, und der Integrationsproeess hinsiehtlieh des entspreehenden 
Theiles der Function Z naeh den daselbst gegebenen Vorsehriften vor- 
zunehmen. 

Nachdem wir nun das fur unsere Untersuchungen abgesteckte Feld, 
in versehiedenen giehtungen durchforseht haben, mOge es uns noch ge- 
stattet sein, einen Uberbliek auf die Bedeutung der gewonnenen Resul- 
rate zu werfen. 

Vor Allem sei bemerkt, dass wenn dis Entwieklungen der mit Z und 

d_z bezeiehneten Funetionen gleiehf/srmig convergent sind, so eonvergiren 
dt 

aueh in derselben. Wcise die analogen Entwicklungen der abrigen Bahn- 
elemente des gest0rten KSrpers, und zwar werden diese Entwieklungen in 

~hnlieher Weiss eonvergiren wie diejenigen, welche for die Function dZ 
dt 

zur Geltung kommen. Wir rlbergehen den Beweis dieser Behauptung, 
deren l~ichtigkeit ~berdies sehr leieht erkannt wird. H~tten nun unsere 
Untersuehungen aueh die elementgren Glieder umfasst, so w~ren wir 
bei dem Beweise for die Stabilit~t des Sonnensystems angelangt oder 
k6nnten diesen Beweis auf Grund der gewonnenen Resultate sehr leieht 
aufstellen. Denn die gefundenen Ausdrfleke enthalten nur Glieder, deren 
Werthe innerhalb gewisser Grenzen hin und her sehwanken, dieselben 
aber jsdenfulls nicht ~bersehreiten. Dis Coordinaten lassen sieh often- 
bar dureh ~hnliehe Ausdrt~eke darstellen, und weil zur Herstellung der- 
selben aus den bekunnten AusdrCmken fCtr die Elements keine Integration 
auszufahren ist, so kann man bei den Werthen, welehe im Sonnensysteme 
den Modularelementen (Modul der Entfernung, der Excentrieit~t und der 
Neigung) zukommen, ohne weiteres auf die gleiehf0rmige Convergenz 
der for die Ooordlnaten geltenden Entwicklungen sehliessen, sobald die 

dg  Oonvergenz der Ausdrrleke far Z und ~/ naehgewiesen worden ist. 

In den vorhergehenden Auseinandersetzungen ist abet gezeigt worden, 
dZ 

wie die Funetionen Z und -~ in der einen oder andern Weise in Reihen 
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entwickelt  werden kSnnen, welche ft'lr einen Zeitraum von unbegrenzter 

Dauer  gleichfsrmig convergiren;  wit  schliessen daher, indem wir an den in 
dieser Abhandlung gemachten Voraussetzungen f e s t h a l t e n , -  hinsichtlich 

der Entwicklungen,  welche die Differentiale der Elemente darstellen - -  

dass das Vorhandensein yon characteristischen Gliedern die gleichfsrmige 

Convergenz der Entwicklungen zur Darstel lung der Coordinaten nicht auf- 

heben kann. In zweiter Linie schliessen wir hieraus, dass kleine An- 
derungen in den Werthen der mitt leren Bewegungen wohl analytische 

Schwierigkeiten nach sich ziehen kSnnen, auf  die Stabilit~t des betreffen- 
den Systems jedoch ohne Einfluss sind. 

V e r b e s s e r u n g e n .  

Seite 189 Z. 7 v. u. steht: elementltren~ lies: characteristischcn. 
~) 197 )) 13 v.o. >) d )) a,. 

,~ 199 )) 3 v.o. )) .%n - -  s'l~( ~ .~,~-- s'~'. 


