
SUR LE MOUVEMENT D'UN FIL DANS UN PLAN FIXE 

P A R  
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La forme la plus simple sous laquelle on a pu jusqu'~ prdsent 
mettre les 6quations du mouvement  d'un fil flexible et inextensible dans 
un plan fixe a 6t6 indiqu6e par M. RESAL d'ms son Traitd de M&anique 
G&&'ale (Tome I, pages 32T et suiv.). M. RESAL forme deux 6quations 

• ' S ~, , • snnultanee~ aux d6rlv6es partielles de lmtegra tmn desquclles ddpeM la 
solution du probl6me; puis il q,joute que l'61imination de la tension entre 
ces deux 6quations conduit i~ une 6quation nux d6riv6cs partielles du 
sixi&ne ordre, qui n'est d'ailleurs pas form6e. 

Dang le pr6sent M6moire, nous suivrons une m6thode qui ne fait 
intervenir que les 616ments essentiels de la question et qui ram6ne la 
recherche du mouvement du fil ~ l ' int6gration d'une 6q,r~tion aux (16- 
riv6es partielles du quatri&~e ordre. En cherchant des solutions parti- 
euli6res de formc d&ermin6e de cette 6quation on arrive ir rdsoudre avec 
faeilit6 plusieurs probl~mes importants. 

Nous divisons notre m6moire en trois parties: dans lit premiSre se 
t rouvent  6tablies les 6quations du mouvement, hr seeonde contient leur 
application k des cas particuliers, enfin la troisibme est relative 'rex oscil- 
lations infiniment petites. 

Nous avons indiqu6 la m6thode que nous suivons iei duns une Note 
pr6sentde g l 'Aeaddmie des Sciences de Paris le 22 novembre I886. 

Acta *n,~thematica. 12. I m p r i m 6  le  17 s e p t e m b r e  1888.  ] 
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I. 

~'q~tation.q d~t m:o~tvemvnt .  

1. Soit un fil flexible et inextensible mobi le  dans un plan fixe: 

ddsignons par  x et ?1 les coordonndes recta.ngulaires d 'un  616ment ds de 
ee f i l e t  par  s la lo~guem- du fil depuis un point  ddtermin6 du fil jusqu'h. 
l '616ment ds; appelons ~m/s h~ masse de l '616ment ds, l '  la. tension de eet 

616ment et mXds', ,mYds le.~ projections s n r  les axes eoordonn6s de la r6- 

sul tante  de~ f()rees extdrieures  qppliqudes ~r ee mdme  616ment. Les dqua- 
tions du m o u v e m e n t  sont, e o m m e  il est bien eonnu, 

m ,It" - -  ~l,, \ ~ /  -[- m X  

(,% (,%'-' 
~,,.i.~/" + \ ~ I  

off m est, une fonetion eonnue de ,s' qui  se rddui t  h, nne constante quand 

le til est homogdne.  Ces dquations ddfinissent x ,  y e t  T e n  fonction des 

deux  var iables  ind@endante~ s ( t  t. L ' intdgration de ees trois dquations 
• v ~ 9 0 t • s)rnu!tanees aux  ddrivdes part iel les  pent  6tre ramende a 1 mteg rq tmn  d 'une 

6quation aux  ddrivdes part iel les du quatr idme ordre  que l 'on tbrme eomme 

il suit. 
Soit a l 'angle que fair ~r l ' inst 'mt t la tangente  au fil en un point 

avee l 'axe des abscisses: l '&quation de eette tangente  sera de la, forme 

x sin ~ - -  y cos a = ~ ( a ,  t) 

) O r  o{t v ( a ,  t) est une certaine fonction de l anole a et du temps t. Pour  
6viter les signes d ' intdgrat ion,  ddsignons par  p une fonction de a et t 

(lont l:r ddrivde part ie l le  par  rappor t  ~t a soit v(~., t) et appelons 1 , 1 , ;  /' 
l ;" ,  P'~ les d6riv(~es part iel les  des divers ordres de ~ par rappor t  h. a. 

L 'dquat ion de la tanvente  au fil sera s lots  

(z) z sin ~ - -  y cos ~ ----- p', 
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et, pour avoir Its fl)rme du fil ~r l'instant t, il faudra ehercher l 'enveloppe 
de la droite (2) en laissant t ('ondtant et faisant w~rier a. On trouve 
ainsi, pour led coordonndes du point de contact, led expressions 

(3) x ~- 1 / sin a q- p" cos ~, y -= - -  p' cos a -4- 1)" sin a. 

En eonvenant d 'employcr la lettre ~ pour ddsigner les ddrivded partielles 
prised par rapport g cz e t t  eonsid6rdes e°mme variables ind@endantes, 
et de rdserver la lettre d pour ddsigner les d6rivded partielles prises par 
rapport aux variables inddpendantes s et t, on aura 

~ - 2 / " )  ~,. ( ~ / +  cod ~, ~.~/ ~/,,) 
G - -  (p'  + sin ~, 

et en int6grant 

V =," + 

s = 1) q-  1)". 

II semble qu'en int6grant il faille ajoutcr au second membre une con- 
stante par rapport b~ ~ e'est g dire une fonetion de t: mais cela est inutile, 
ear la fonction p 6tant jusqu'ir pr6sent d6finie pa,r eette deule condition 
que da d6riv6e partielle par rapport ~ a 6gale une fonction # (a ,  t) 

l , ' =  

OR a 

¢(t )  dfisignant une fonction arbitraire de t; l 'on pourra toujours choisir 
eette fonction arbitraire de t de telle fac,.on que l'are s eompt5 g partir 
d 'un point d6termin6 pris dur le fil ait pour expression 

(4) s p + p" 

Darts led 6quations (I), Z,  y e t  T sont considdrded eomme fonetions 
des variables ind@endantes s e t  t; '~ l 'aide de la relation (4) s = / 9  q - / '  
on pourra exprimer x , y  et T en fonetion de a e t  t qui deviendront led 
nouvelles variables inddpendantes. 
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Les r6gles 616memaires du changement  de  variables donnent 

(5) 

{ dx  ~_. a* da d!l .... ay d{z 

• + d x  ale ax da d ! l  _ _  

d T  a T d a  

ds ' aa ds 

3!i ag da 
at + ~ i "  

L'angle a est une fonction de s et t d6finie par la relation 

s = p + p" 

qui donne, si on la diff&'entie par rapport  k s e t  t sucecssivement, 

d'oh 

..... ( v ' +  v'")  
i~ ' 

Les formules (2) 

ap al," d{z 
o = ~  +-a t  + (P' + F") 

ap al," 
da ! da  a-l, "+" at 

ds 1 / -4:. p'" ' ,tt 1" + 1'"' 

x = p ' s i n 5  + p " c o s s ,  y =  - - p ' c o s ~  + p " s i n 5  

doIment aussi 

a 3 ;  

aT,.-- (P" + P" ' )cos  5, 
a!/ p,,,) a~ = (p' + '  sin 5 

;Ox ap' . ap" a/l al/ ;Off' 
- -  : - S i l l  ~ " J I -  . . . . .  C O S  5 ,  - - -  
a t  . at at at at c o s a  -4- a t  s i n s .  

On a done enfin, en portant ces diffdrentes expressions darts los fornmles 
(5) et %duisant 

(6) 

dx dq d (/' _ _  I a '/' 
4~-~ =- cos ~, ~l',( = Sill ~, d,~ t / + 1;" aa 

I a ) d V at)' $ p  
• dt  at at d t  at cos  ~ ~ Sill ~ ,  

oh les deux premi6res fol'nmles sont 6videntes gdona6triquelnent. 
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On a de m 6 m e  , i .  

5 

. _  da  d ~ ~! da 
d~x s i n ~  ' --- c o s a ~ :  
d,~ " (-[ss ' d . " 

dr '  - -  ~t k~.) + G t ~ l  T~' <a' --  ~ \ ~ I  + G. t d t l "  ~ '  

ce qui donne 

d~x~ silt a ¢l~!! ___ COS a 

':ls'~ 1 / + l ' " "  d,s ~ 1/ + 1/'' 

d¢ ~ : = ~ s i n a ~  ~ c o s ~  \ ~ t  "Jr- ~t ) p' + 1 , " '  

dr" ~t" cos ~ ~ ~ -  sin a + (~t -t- ~t / 1/ + 1/"" 

Les 6quations (I) du mouvement  peuvent  s'derire 

, ,~2  d3 
]]i~ - -  

(It '~ d,~ ~ ds cl~ -1- m X  

d'~ y ~-d'~ y d T  d?! 
m-(~F---- i ' ~  + ,Is d.s + m Y ;  

en mul t ip l iant  la premi6re de ces 6quations par s ins ,  la dsuxi6me par 

- - c o s a  st les ajoutant,  apr6s y avoir remplac6 les diff6rentes ddriv6es 
par les valeurs que nous venons de calculer, on obtient la relation 

- -  I + / "  = 2' + ~'"' + m(X siu a - -  Yeos~.); 

en mult ipl iant  la premi6rs des 6quations du mouvement  par cosa ,  la 

deuxidms par sin u et ajoutant,  on obtient une scconde relation 

T t 
+ m (X cos ~ + Y sin a). 8a p' + S '  

Lss expressions X cosa + Ysin  a, - -  X sin ~ -1- Ycos  a sont les compo- 
Santes tangentielle et normale de ta force ext6rieure rapport6s k l 'unit6 
de masse: si nous les appelons, pour abr6ger, @ st ~" • 

(P -=- X c o s a  + Y s i n a ,  q"- -  - - X s i n ~  + Y c o s a ,  
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nous aurons les deux 6quation s suivantes 

(7) 

{a,, av"~-" ,,~(v' + J,"') (¢  + F~P-t 1' \at -1- at I a t ' /  
II1., 

l __ ~ o% a'~' ,,,(v' + v";)(¢ + a~/. 
aa 

Duns le cas le plus gdn6ral qul puisse se pr6senter, X et Y et, par suite, 
• dx d?l , , . 

et q~" sont des fonetions donndes de z ,  y ,  ~,  (~-, d i '  s e t  1: a l m d e  

des relations (~-), (4) et (6), o,, pourra exprimer (1) et q'" en fonelion de 
a,  t , p  et des d6rivdes partielles de p par rapport  g = et t; de plus ~n 
(;tant une fonetion donnbe /(s)  de Fare s, on aura 

m = / ' ( p  -t- p"). 

Done les d~luations (7) seront deux 5quations simultandes ddfinissant I' 
et p en fonetion de a e t  t. En dliminant T entre ces dquations, on 
obtient une &luation du quatridme ovdre 

(8) 

+ ,.~(p. + p,,,)(¢) aS,\ +a -F )  =: o 

qui ddtinit p e n  fonetion de a et t. 
A toute int6grale partieuli5re de eette 6quation correspond un mouve- 

ment possible du ill, ~ condition qua la valeur de la tension T fournie 
par la  premi6re des 6quations (7) soit positive. 

2. Avant de passer aux appli('ations, je me propose de montrer  
rapidement  e o m m e n t  les 6quations (7) peuvent 5tre d6duites de tulles que 
donne M. Ih~SAL dans l e  premier volume de son (l'rait~ de ,md, canique 9d- 
ndrale, pages 321 et suivantes. 

M. RESAL d6signe par v e t u  les composantcs de la vitesse d'un 
point du fil suivant la t angen te  et la normale au  ill, et par 9: et ¢ Its 



Sur  le mouvement ,  d'un fil dans  un plan flxe. 7 

composantes suivant les m4mes directions de l'acc616ration du mdme point. 
O n  a d o n e  

d* dy  
v = ~ c o s ~  + - ~ s i n a ,  

rl ~ x d" y 
'¢ --  ~ii" cos ~ + ~ sin =, 

dx  . dy  
u = - - , h .  sm ~ + ~ cos 

d~'x . d~y  

l) 'npr& les ext:)ressions trouvdes prdcddemment (formules 6 et suiv . )pour  
dx  dy  d ~ x d ~ y 
d t  '~ d t  ~ d t ' * '  dt  'a~ oII  o b t i e n t  

(9) 

?' __  a l) ap '  
at ~ ~/ - -  at 

a> a>' day aJ,"  , 
f ~ at ~ '  ¢, = ~ a t  -~-'  + \a t  + a t / ~ , ' + l , ' " "  

Le.~ 6quations (4) (le 5I. R ESAL (Ioc. cit. 
remplace z par m, deviennent doric 

pag. 323), dans le~quelles on 

( a% d,.~ -4- m C J r - a p /  = 0  

7 G- + ~'~ q " +  at/-' - -  [ ~  + at, / 1,' + / ' ; _  

Les quanti t& s ,  a et t sont li6es pax la relation 

qui donne 

s ----p + p" 

= (p, + p,,,)a,,, a,,. _ 
,~.~ ' ,.l.~ 1'" + 1'"' ; 

d T  ~Tda a T  t 

ds ~,z ds ~a 1" '+ 1"" 

d ' a u t r e  part, on a 

---= O. 

d T d a  
En remplacant ~ et ~ par ces valeurs dans les 6quations ei-dessus, on 

retrouve les dquations du mouvement  (7). 
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Remarque.  D'apr6s  los s ignif icat ions gdom6t r iques  de p e t  p ' ,  il esi 

facile d '&ab l i r  g 6 o m 6 t r i q u e m e n t  les fo rmules  

a p ap' 
at ~ U = - - - - .  at 

g .  Dans  le cas pa r t i eu l i e r  oh  les composan /es  ~ ct  qr ne dependen t  

que  de s e t  q, on p e u t  t r ans fo r ine r  les 6quat ions  du  m o u v c m e n t  en deux  

au t r e s  d6finissant  l 'arc s et  la tension T e n  fonct ion  de a e t  t. Pout" le 

m o n t r e r ,  r appe lons  les f o r m u l e s  

as __ _ p ' d . p ' "  s ----- p q- p" ,  P aa • 

oh p ddsigne le r ayon  de c o u r b u r e  du  ill. Les 5qua t ions  du mouve .  

m e n t  d e v i e n n e n t  

'/' i (a.~) '~ a"),' i a l '  _ 0 ~--a'~l' 
,~p p ~ - -  q " ~  at ~ '  %,)aa at ~ 

En di f f~rent iant  la seeonde de cos 6.quntions pa r  rnppm' t  ;~ ~ et la re- 

t r a n e h a n t  de la p r e m i & e ,  on a 

t a - -  

, (T  , , , / , a T  ' a,', 
,,,p -aT~"/ a,, aa - - / ,  \ a T , !  

ecmt a us,qi ce q u i  " ' '  

'i'-'- C )1 v'7,,,3, a,,." ---- ,, ~7 + 4~'. 

D e  m&ne,  en di f fdrent lant  la p remi6re  des dqunt ions  ci-dessus par  rappor t  

g = et en l ' a jou tan t  ~ la seeonde, on a 

t 3 M  

,,,--; aT,. + " a,, ...... a~ ,, at / - -  aT  

ce qu i  s '6erit au~si 
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Dans ces 6quations, ~' et qr, d6signent les d6riv6es de ~p et q"par rapport 
h, a: par exemple, comme 4~ d6pend de a directement et par l'interm6- 
diaire de s 

Si l'on fait, pour simplifier 

il vient 

¢/), . a q )  vq) 

T = q m p ~ ,  

(so) I 
.~r ~ ~_-' ~ ~ ~~ ~ ('~,~'1 '~_ q. + ¢' 

6quations qui ddfinissent ~ et s en fonction de ~ et t. Dans ees dqua- 

tions p e s t  6gal ~ ~ et m est une fonction donn6e de s. 0a 

Lorsque la seule force ext6rieure est la pesanteur on a 

CP ~ - - c J  sin~z~ 

q " ' +  $ = o ,  ~ ' - -  q ~ = o  

et les 6quations (io) ,prennent la m6me forme que si 1~ force ext6rieure 
dtait nulle. 

4. Equations d'dqui!ibre. - -  Pour trouver les 6quations d'•quilibre 
du fil sous Faction des forces donndes, il suffit de ehercher ~ vdrifier les 
6quations du mouvement (7) par une fonction 1)ind6pendnnte du temps 
l ;  ell e f f e t ,  le fil 6tant suppos6 en (~quilibre, Ms composantes tangentielle 
et normale 

~t ~ Ot 

de la vitesse d'un point du fil doivent 6tre nulles, done p dolt dtre in- 
d@endant de t l Dans eette hypoth6se, les dquations (7) deviennent 

{ _~,~*/'T == __-- ~,m(P'(p' ++ P'")P"') ¢~l" 

Acta mathematica. 12 Imprim~ le 18 septembre 1888, 
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d'oh, par l '4limination de T 
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~[,~(~ + p"')¢'] - - ~ ( p '  + ~" ' ) ,b -  o, 

ee qui est une 6quation du quatri6me ordre d6finissant p en fonetion de 
a. Dans eette 6quation, m est une fonction donn6e de s e t  (/) et ge des 
fonctions donn6es de • ,  y ,  s ,  a: 

¢ =-= d ) ( x , y , s ,  a ) -  ¢ ( p ' s i n a  - t - p " c o s a ,  - - p ' e o s a  - t -p"sin a ,  2) "t-P", a) 

~," - -  ~,'(~ , y ,  .~, ~) = q,'(p' sh,  ~ + p "  c.o~ ~ , - -  p'  eo~ ~ + p"  si,, ~ , p + p " ,  ~). 
t 

Les ~quations ( i i )  r&ul tent  immddiatement  des 5quations d'~quilibre 
bien eonnues: 

d T  
T = - -  ~ p  q", (ls m 

off p dfisigne le rayon de courbure de la, figure d'dquilibre 

On 
P - -  ~,L - -  p '  -Jr- P ' " .  

Nous n'avons rappeld ces 6quations qu'en vue de eertain.~ thdor6mes qui 
se prdsenteront plus loin. 

Dans le eas p.~rticnlier off la force extdrieure d6pendrait unique. 
ment de s e t  

,p := ,p(.~, ~), q , ' =  ¢.(.~, ~), 

il serait plus simple de prendre, dans les 6quations d'dquililore, s co,n,ne 
fonetion inconnue de ~: l'on aurait  alors pour d6terminer s e n  fonetion 
de a, l '6quation du second m'dre 

off 

Oa a(z 

.,,, = f(.~), sT,---- ~" 

C'est le cas qui se pr6sente quand lu seule force ext6rieure est la pesanteur. 
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Dans ce dernier cas, les 6quations ( IO)donnent  imm6diatement  pour 
l '6quilibre 

i 0 
= e o n s t . ,  ~/m--~ + ~ ~ o 

C 
mp --  c o s ~ ( (  z __ ~.0), f i n d s  = c tang (a - -  a0). 

En revenant aux 6quations du mouvement,  nous allons t~cher d'en trouver 
des solutions particulibres ayant des significations simples. 

II. 

A p p l i c a t i o n s  ~ que lques  probl~mes .  

5. Dans les applications des 6quations pr6e6dentes, nous aurons 
fr6quemment ~ r6soudre un probl6me qua l'on peut 6noneer comma il 
suit: 

Soient deux wtriables i n d d p e n d a n t e s  a et t, A ~ , A ~ , . . . , A n  des 
/bnctions de la variable ~ seule ,  T i ,  T . ~ , . . . ,  T,, des fonctions de la we- 
riable t seule; fftte doivent dtre ces fonclions pour qtt'il puisse exister entre 
elles une relation de la forme 

(i2) A~ T, + A,~ ~:~ + . . .  + A~ T,, = o 

ayant lieu, quelles que soieJ~t ~ et t? 

Nous donnerons 1~ solution pour lc cas de n = 4, en remarquant  
que le cas oh n aurait une w l e u r  diff6rente se traiterait  exactement de 
1~ m4me fa~on. 

Soit done ~ v6rifier la relation 

(I3) A1T, + A~T: + ~T3 + A,T, = o 

quelles que soient a et t. Diff6rentes hypoth6ses se pr6sentent: 
I °) Supposons d'abord les fonctions A~, A~, A3,  A 4 lingairement in- 

d@endantes, c'est ~ dire supposons qu'il n'y air entre elles aucune relation 



12 P. Appell. 

lin&dre homog0ne "~ coefficients constants (inddpendants de a). 
relation supposde (I3) ne pourra dtre v&ifide que si l'on a 

Alors la 

I'1 I '  = T~ = I '  

et les fonctlons A~, A~, Aa, A~ seront arbitraires. 
2 ° ) Supposons qu'il existe entre les fonetions A ~ , A = ,  A s ,  A 4 une et 

une seule relation linSaire homogSne "~ coefficients constants 

k l A  1 q- k~A: q- kaA s -+" k4A 4 = o. 

Comme les quatre coefficients k , , k . a ,  k.~, k 4 ne sont pas tous nuls, sup- 
posons, pour fixcr les iddes, k 1 different de zSro; nous pourrons alors 
rdsoudre cettc rclation par rapport g A~ et porter la valeur de A~ dans 
l'(iquation (53) qui deviendra 

+ As(/q   l sT,) + --  o. 

Puisque los tbnctions A2, A:~, A 4 sont lin6airement ind6pcndantes, les 
coefficients de A=, A s , A 4 dans cettc derni~re &tuation doivent dtre nuls; 
ce qui donne 

T , _  T, = 'i'. 
lq k, k a k 4 

3 °) Supposons qu'il existe entre les fonetions A 1 , A 2 , A s ,  A 4 deux 

et sealemer# deux relations lindaires homog&ms distinctes .X coefficients 
constants 

k,A~ + k,~A,~ -t- kaAs -[- k4A4 .... o 

h lA  1 + h,2A ~ + haA s + h4A 4 = o. 

Comme tous l e s  d5terminants k, I t j -  kjh~ ne peuvcnt pas dtre nuls, sup- 
posons klh ~ - -h lk ,~  diffSrent de zdro. Nous t)ourrons alors %soudre les 
deux relations p%cddentes par rapport ~ A 1 et A 2 ee qui nous donnera 
des expressions de la forme 

A, = 21A s +/~1A4, A 2 = 2~A. e + &A4, 

1~,/,~, ),~, 16 5tant des eonstantes faciles g exprimer g l'aide des con- 



stantes k~ , h). 
n o u s  a u r o n s  
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Portons ces expressions de A~ et A~ dans l '6quation (I3);  

a~(a,T, + a~T~ + T . ) +  A,(~,T, + ~ T ,  + T , ) =  o. 

Comme les fonctions d a et A, sont l in6airement ind6pendantes, il faudra 
que l'on air 

a, l ,  + ~T~ + l~ = o 

:~T, + & T ~  + :q = o .  

4 °) S'il y a, entre les fonctions A~, A~, A~, A~ trois relations li- 
n4aires homog6nes dist inctcs g coefficients constants, on en conclura 

A 1 A, A a A, 
h~ h~ h~ b, 

ha, h~, ha, h 4 6tant des constantes; l '6quation (53) donne alors 

h i t  1 "JF h2T 2 + h3~ 3 + h4T 4 = O. 

5 ° ) Eofin si l 'on a 

A~ = A ~ = A ~ = A , = o  

les fonctions I'1, T~ , 2~.~ , 14 sont arbitraires. 

6. Revcnons maintenant  'k la question de m6canique et supposons 
que la force ext6rieure appliqu6e g un 616ment du fil d6pende unique- 
ment  Ae la position de cet 616ment c'est g dire de ses coordonn6es et de 
s o n  orientation; alors X et Y seront des fonctions de x , y  et a, et il 
en sera de m4me de ~ et q)" de sorte que l 'on aura 

~, = ~(x ,  v ,  ~) = ~(v' sin~ + p"eos~,  - - p ' e o s ~  + p"si, ,~, ~) 

q"= q"(x, y ,  a) = q;(p 's ina -1-- p " c o s ~ ,  - - p '  cos~ + _p" s i n a ,  a). 

Cherchons si, dans ces conditions, le mouvement du fil peut consister en un 
glissement le long d'une courbe gdomdtrique fixe, ou, en d'autres termes, si 
le fil peat affecter une figure de repos apparent dans l'espace. 
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chaque point du fil normalement  au fil soit nulle.  

P .  A p p e l l .  

Pour  cela, il faut  et il suffit que la composante u de la vitesse de 

Comme on a trouv~ 

a p '  

a t  

pour ehaque point du ill, pour que u soit eonstamment nul 

il sUffit que la fonetion p de a et t soit de la forme 

p = A + O  

il faut et 

A ' ,  A " , . . .  ' 0", , O ,  . . .  les d6rivdes des fonetions A et O par rapport  aux 
variables a et t respectivement, nous aurons 

p' = A ' ,  p" = A", . . . 

a p  ~i a~P-- 0", 
a t  { ~ a t  ~ " " " 

~ -  ~ O~ a t  - -  O~ . . . .  

Portant  ces valeurs dans l '6quation du inouvement (8), on obtient l '6quation 

( '4)  ~a [ , . 0 , ~  ,.,(A' + A"')q"] + ,n(A'  + .~'")(,~, + 0") = o ,  

dans laquelle m est une fonction donnde de s 

"~ = f ( s )  = ['(P + P")  = t(A + A" + 0) 

tandis que • et qr sont des fonetions de la seule variable 

= A '  A "  ~) clJ eP(A'sin a + A " c o s a ,  --- cosa + s in~ ,  

= " - -  A '  A "  a). q'" q~'(A' sin ~ + A cos ~ ,  cos ~ + sin ~,  

Nous examinerons successivement le cas oh le fil est homog5nc et le cas 

oh le fil est h~t&ogSne. 
a) Lc til est homog~ne; m est une constasle. Ce eas a 6t6 examin6 

off A d@end de ~t seulement et 0 de t seulement. En d~signant par 



p a r  

faeteur m, 

Sur le mouvement d'un fil dans un plan fixe. 15 

M. L~AUT~. ~ L'6quation (i4) devient alors, aprbs suppression du 

A"') ¢'] o ~7~ [(A' + - -  (A' + A ' " ) (¢  + 0") = 

ou bien 
' v A'") 0"==- - -  ¢ + A, + A,,,~,z[(A'-t- q~']. 

Le premier membre qui ne d6pend que de t n e  peut 6tre 6gal au second 
qui ne d6pend que de a, que si les deux membres sont constants. Done 
on ~l, 

0" = K, O' = Kt + Ka, 0 ---- ~- Kt ~ + I~1t "Ji-- h2 
2 

K ,  K~, K 2 d6signant des eonstantes; puis 

(15) ~ i(A'+ A ' " )¢ ' ] -  (,4, + ~,,,)(¢ + t ; ) =  o. 

En int6grant eette derni6re 6quation on aura A en fonction de a: alors 
p sera donn6 par 

I 
p =  A +  O =  A + 2Kt ~ + K~t + K~ 

et la tension par la premiere des formules (7) qui devient, dans le eas 
actuel, 

T = m O ' ~ - - m ( A '  + A"')~I"= m(Kt + K~)2 - -m(A '  + A'")q". 

La composante tangentlelle de la vitesse d'un point du fil est 

el le varie proportionnellement au temps. De plus la courbe suivant 
laquelle est dispos6 le ill, c'est ~ dire la ~qure de repos apparent du ill, 
est d6finie par les 6quations 

x = A ' s l n a  W A"cosa,  - y - - - - - - A ' c o s a W  A"s ina  

C o m p t e s  rendus~  IO novembre I879 ; B u l l e t i n  de la Soc i6 t6  P h i l o -  

mathique~ I8 novembre 1879. 
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duns lesquelles A satisfait h l '6quation (15) ; et cette ~quation n'est autre 
chose que l '6quation d'6quilibre du fil (N ° 4) dans laquelle p se trouve 
remplac6 par A e t  la composante tangentielle (P par cP + K. En %sum6: 

I, orsque les forces ext~rieures appliqu~es ~ un fil homog~ne d@endent 
seulement de la position de l'dldment du fil et que le fil conserve une figure 
permanente, la vltesse de glissement du fil est proportionnelle au temps~ et la 
forme permanente du fil en mouvement est la figure dYquilibre que prendrait 
le fil si la composante normale de la force extd,rieure restait la m~me et si 
la composante tangentielle dtait augmentde d'une constante ~gale ~ l'accrois- 
sement de la vitesse de glissement pendant l'unitd de temps. 

Par exemple, si l 'on suppose que la seule force ext6rieure soit la 
pesanteur, on aura., en prenant pour axe des coordonn6es y une verticale 
dirig6e vers le haut, 

X = o, Y = - - g ,  

$ = - - g s i n a ,  ~ ' = - - g c o s a ;  

et l'~quation (x5) deviendra 

A,,,) --(A, + [ ( A '  + c o s  - -  - 

d'oh en int6grant 

A ' + A ' " - -  

K )  --~ o~ 

K 

c o s  '~ ¢z - "71- 

C 6tant une  constante arbitraire. On a alors, pour d6terminer A, une 
~,quation lin6aire ~ coefficients constants avec second membre. L'6qua- 
tion que nous venons de trouver est ce que l 'on appelle quelquefois 
l '6quation intrinsb, que de la courbe le long de laquelle glisse ]e ill. En 

effet, la quuntit6 A ' +  A"'  est 6gale £ as , , - -  e est a dire au rayon de eour- 

bure p de la courbe: l '6quation ci-dessus donne donc p en fonction de 
a :  duns le cas particulier oh K =  o, elle se re~duit 

C 
P = cos'----~' 

6quation intrins~que de la chainette. 



Sur  le mouvement  d 'un  fil dans un plan fixe. 

b) Le fil 6tant h6t6rog6ne, on aura,  

~ / , , , f , ,  ) p") m ---- f ( s )  ----- f ( p  -t- p"),  a,z - -  (P' A- ~ ) ~1 A" 

en appelant ['(s) la d6riv6e de la fonction f ( s ) .  Posons pour abr6ger 

(~._') __ ,~ (.~), 
f(~) 

et remarquons  que 

p + p " = A + A " - f -  R, 

nous auron,~ d'apr6s l '6quation (x4) 

(16) (A' -3 I" .A'")[(~"2 - -  (A' .Jl - .A'")¢']f'~J)(A 2t- A" .-~- O) - - ~  i(.A' .-Ii- A'")q  ~'] 

+ (_4' + A"')(,p + o") = o. 

17 

On a alors, en po~ant A' -Jr" A'" ~ p ,  l '6quation 

( ! 6 ' )  c/)0 '~ + p o "  + p ( ¢  - -  cp¢') - -  ~ ~(/ ,~, ' )  = o 

qui rentre dan~ la forme (i2) oh n = 2, en faisant 

.4, = p,  A~ = p : ( ¢ _  c p ~ ' ) - -  ~(pq~') 

I1 est impossible que les fonction.¢ A~, A 2 soient l indairement ind6pen- 

dantes, car il faudrai t  alors que les fonctions / '1, T~ soient nulles et on 
Aeta mathematica. 12. Imprim6 le 22 septembre 1888. 3 

Telle est l '6quation qu'il faudrait  chereher h, v6rifier en mettflnt pour A 

une fonction de a e t  pour 0 une fonction de t. Le probl6me pourra  avoir 
une solution on n'en pas avoir suivant la forme de la fonction &. Si 
5~(s) 6tait une fonction rationnelle de s, l '6quation (~6) serait une rela- 

tion de la forlne (t2) du N ° 5 et on pourrai t  lui appliquer les con- 

siddrations d6velopp6es dans ee N ° 5. 
Le r6sultat e,qt simple si l'on suppose la fonetion tS ( s )6ga l e  '~ une 

eonstante c, c'est h, dire 
f l i  ---= e O - O .  
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a 7'~ = I. Ains i  il existe au  moins  une  re la t ion  l in6aire h o m o g 6 n e  :a 

coefficients constants  en t re  A~ et A~: d ' au t re  pa r t  il n 'en p e u t  exister  

qu 'une ,  ear a u t r e m e n t  on aura.it 

A 1 ---~ o~ A~ ---~ o~ 

ee q u i  est impossible ,  la re la t ion 

p = A' + A'"  --=- o 

ne d6finissant  pns une  eourbe  mais  un  point .  

La  fagon la p lus  gdndra le  de satlsfaire it l 'dquat ion  (r6 ')  est donc 

de supposer  qu ' i l  existe une  re la t ion l indaire h o m o g d n e  h, coefficients con- 

stants  ent re  les d e u x  fonet ions A~ et A~, c'est h dire  de supposer  

on aura i t  ' l lors 

A, 4 
2 , 

:..~---/..~., ' 

/:, T, + l,:~ ~'~ = o. 

D'qpr6s les express ions  de A 1 , A~,  T 1 , T 2 et en f .dsant  

k. 2 --= be]q, 

on aurn,  p o u r  ddfinir  la f igure  p e r m a n e n t e  du ill, l 'dquat ion 

_ ~../, + / , ( , / , _  ~ . q . . ) _  a (?q . )  = o, 
' 9 : / .  

et, pour ddfinir O, l'dquat, ion 

cO '~ + O" + be = o 

d'ofi l 'on t i re  f imi lement  0' par  une  t angen te  t r i g o n o m d t r i q u e  ou hyper-  

bo l ique  su ivan t  que  la constante  b est posit ive ou ndgat ive.  Cette so- 

lu t ion  comprend ,  e o m m e  cas par t i eu l ie r  intdressant ,  eelle que l 'on obt ien t  

en faisant  
b = ~ K  ~, O' = K .  



Su," le mouvement  d 'un  fil dans un plan fixe. 

Dans le cas partieulier oh b e s t  nul on a 

0,- ~ + c = o, o = ! l o g  (t - -  to) + aT. ¢ 

19 

La figure de rei)os al)parent est alors d6finie par l'6quation 

p ( ¢  - -  c,o q') - -  ~ ~(p¢') = o, 

identique ~ l'6quation d'6quilibre (page io). 
Remarq~,e. Le probl6me de M. L~AUT~ et le probl6me plus g6,6ral 

que nous venons de traiter peuvent encore 6tre rdsolus lorsque la force 
ext6rieure au lieu de d6pendre seulement de la position de l'616ment 
varie proportionnellement quand, x ,  y ,  ~ restant constants, le temps t 
change. Dans ee eas on aura pour (/) et *F des expressions de la forme 

¢ = 01 (1)~. q,'= 01 q"~, 

01 d6pendant de t soul, (P, et q~ de x , y  e t a .  L'6quation (I4),  pour 
le cas du fil homog.6ne, donne -dors 

-~,~ I(A' + A'")  q,~] - -  (A' + A'") ~1 + o" = o 

d'oh l 'on eonelut, colnme pr6e6demment 

0" 
0-~----- K, -- [(A' + ~ a  A"')qJ ' I]-- (A'  + A'")[q), + K] = oo 

La figure de repos apparent est alors la figure d'6quilibre d'un fil 
s011icit6 par la composante normale q~, et la composante tangentielle 
¢ 1 + K; quant h la vitesse de glissement, ells est 

o' - -  f KOldt. 
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'~. Le probl6me que nous venons de r6soudre est un cas particulier 
du suivant: ~ 

Chercher s'il existe u~, mouvement du fil pouvant se xeprdsenter par le 
glissement du fil le long d'une coarbe de forme invariable animde d'un mouve- 
ment de translation, et ddterminer ce mouvement du fil s'il existe. 

Darts cette hypoth6se, les eoordoundes d'un point du fil doivent s'ex- 
primer en fonction de a et t par des expressions de la forme 

x = $ + y = + 

et ~ 6rant des fonctions de t seul, f(a) et y(a)  des fonctions de a 
seul. Comme on a 

p '  = X S i l l  ~t - -  y (30S 

on voit que dans lc eas actuel on devra avoir 

d'oh 

p - = - - ~ e o s a - - r / s i n ~ + A +  0 

A 6tant une fonction de a seul, $,  7/, 8 des fonctions de t seul. Nous 
d6signerons par A' ,  A " , . . .  les d6rivdes de A par rapport  k a, et par 
~', ~', 0', ~", ~", •", . . .  les ddrivdes de $, 7/) 8 par rapport '~ t. La 
fornle de la courbe le long de laquelle glisse le fil est d6finie par la 
fonction A; car l '6quation intrins6que de cette courbe est 

p = p ' + p ' " = A ' + A ' " .  

Le mouvement  de translation de cette courbe "est connu quand on con- 
nait $ e t  72 en fonction de t; enfin la vitesse de glissement du fil le long 

1 I~OUTH, Advanced ~qgid Dynamics: On steady motion, p. 299. 
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de eette courbe est 
les projections de la 
g6ndrales 

0'. Cette derni6re propri6t6 r6sulte de ee que 
vitesse d'un point du fiI donn6es par les formules 

~p 
d~c ~p' sin e - -  ~- cos e, d!l ~1"' OP 

dt . . . . .  ~ -  c o s  ~ - -  ~ -  si n e 

on, aetuellement pour expressions, d'apr6s la forme particuli6re suppos6e 
pour p,  

dx ~, (~, d,j ~2' - -  O' sin e; d-t -- - -  cos a, d-[ = 

ces formules montrent que la vitesse d'un point du f i l e s t  la r6sultante 
d'une vitesse de translation ayant pour projections ~' et 72' et d'une vitesse 
de glissement - - ( ¢ '  dirig6e suivant la tangente. 

Les coordonn6es d 'un point de l a  courbe le long de laquelle glisse 
le fil son, alors 

x = } + A' s ine  + A" cose, y = r / ~  A' eose + A" s ine 

et l'on a 

s = p + p ' : = A + A " +  O, p = p ' + p ' " = A ' + A " ' .  

Comme le fil est en repos apparent par rapport  g des axes de direc- 
tions fixes men6s par le point ($, ~2), le mouvement  relatif du fil par 
rapport  g ees axes es~ du genre de e e u x  qu'a 6tudi6s M. L~AUTi et dont 
nous nous sommes oeeup6s dens le num6ro pr6e6dent. 

Si l'on suppose m constant, l '6quation du mouvement  devient  

£ [ 0 ;~ - -  (A' + a'")(q'" + -~" sin e - -  ~,, cos e)] 

+ (A' + A ' " ) ( ~ -  ~ " e o s a -  ~; ' s ine  + (~")-= o 

ou, en dgveloppant 

('7) (A" + A'v)(q" + ¢' sin e - -  ~" cos e) 

- - ( A ' +  A'") (,p 
~a 2~" cose - -  2~]"sina + 0") ----- o. 
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II faudrai t  v6rifier cette 6quation en y mettant  pour A une fonetion 

convenable de = et pour $ ,  ~ ,  8 des fonctions convenables de t. 
Si q) et q'" sont des fonetions rationnellea de x et y, on sera conduit 

a une 6quation de la forme (I2) que l'on trai tera comme noua l 'avons 

indiqu6 dana le bI ° 5. 
Nous allons trai ter  compl6tement un cas simple, h savoir le cas off 

¢P et ~" seraient fonctions du seul angle ~, comme il arriverait  par 

exemple si la seule force extdrieure 6tait la pesanteur. 
Ddsignons, comme plus haut,  par  p lc rayon de courbure A ' +  A'" 

e t  par p' sa ddriv6e A " +  A"  et posons 

A~ p ' q " - - p ( t P  a¢'] = ~ / ,  A~ - p ' s in~  + 2/~ cosa,  

A.~ =- - - p '  cose + 2/J s ine,  A~ ----- ~ / J  

T~ i ,  7 . . . .  I '  r/', T I¢" 
2 ~ ~" ~ 3 ~ 4 ~ • 

L'6quation (I 7) qu'il  s'agit de v6rifier est alors de la forint  

(I3) 

examinde en ddtail dans le N ° 5. Nous allons reprendrc successivement 

lea diverses hypoth6ses indiqu6es dans ce N ° 5. 
i ° ) T o u s l e s  T~ ne peuvent pas (~tre nuls, car le premier I'1 est I. 
2 °) Supposons qu'il  y a i t u n e  relation lin6aire homog6ne i~ coeffi- 

cients constants entre A~, A 2 , A s , A 4 

Alors on a 

klA 1 + k~A, 2 + k~A a + k4A 4 ~ o. 

t ~" ~" _ ~" 
_ _  - -  _ _  - - ,  

k~ k~ k~ k, 

On peut supposer k 1 6gal k l 'unit6 et on a pour ~", ~", 0" des valeurs 

constantes 

~" ~ k~, 72" = ks, 0" = k c 
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Quant h la figure de repos apparent par rapport aux axes mobiles de 
directions fixes men6s p a r  le point ($, r/), elle est donn6e par l'6quation 

diff6rentielle 

A i + k.2A ~ + k:,A~ + k4A 4 ----- o 

e'est h dire 

, o 'q" - - [ , (  O ~¢'~ " ' , - -  ~ / + 1,~ (p sin a + 2p cos a) + k~ (-- / , '  cos a + 2p sin a ) - -  k4/~ = o 

qui d6finit p e t  par suite A en fonction de a: la d6termination de p et 
A est ramen6e k des quadratures. 

Dans la solution que nous trouvons ainsi et qui est 6vidente a priori, 
les axes mobiles de directions fixes men6s par le point (~:, 7)sont  anim6s 
d'un mouvement de translation uniformdment accdlerd; la figure de repos 
apparent du fil p a r  rapport k ces axes  est la figure d'dquilibre que 
prendrait le fil si l'0n ajoutait, aux forces agissant rdellement q) et +', 
une force (force centrifuge) ayant pour projections sur les axes - - k :  et 
- - k  3 et une force tangentielle k~; la vitesse de glissement du fil O' 
varie proportionnellement au temps. Ce r6sultat s'applique imm6diate- 
ment au mouvement d'un fil homog6ne pesant d'ms un plan sur lequel 
il glisse sans frottement. 

Nous pouvons, par exemple, appliquer cette m6thode au probl6me 
trait6 par M. Rouwr~ dans l 'ouvrage  d6ja cit6 Advanced rigid Dynamics, 

page 300, § 525 Form of  an electric cable, probl6me qui peut s'6noncer 
ainsi: Un cable est d6pos6 sur le fond horizontal d'une mer par un 
bateau anita6 d'un mouvement rectiligne uniforme, la longueur du cable 
d6pos6 pendant un intervalle de temps quelconque 6tant 6gale k la 
quantit6 dont avance le bateau dans le m6me temps; trouver la forme 
du cable suppos6e permanente. 

D'apr6s l'hypoth6se, cette forme du cable est permanente par rapport 
h, un syst6me d'axes mobiles situ6s dans un plan vertical et entraln6s 
avec le mouvement du bateau. L'origine ($, ~/) de ces axes sera donc 
anim6e d'un mouvement rectiligne uniforme et en prenant un axe des x 
horizontal on aura 

~i = o, ~ = ct 
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c d&ignant  la vitesse du bateau. La vitesse de glisstment du fil le long 

de la courbe gdom&riqut  suivant h q u t l l e  il reste dispos6e 6rant 6gale h~ 
C~ Oil a 

~' --= c, 1~ ~ ct. 

Leg qua.ntit& r]", ~", 0" .~ont done mllles aetuel lement  ainsi qu e le~ ton- 

st antts  k~, k.~, k 4 t t  l',~quation d6fini~sant la figure p t rmanen t t  du fil est 

p ' ~ l " - - p  4 ~ - - ~ 7  / o. 

Supposon.q que la r6sistance de l 'eau sur un 616ment du cable soit dirigde 
en sens eontraire de la vitesse de cet 616ment et proportionnelle h, c t t te  

vitesst, et appelons /j' la pesanteur apparente du cable clans l ' tau:  Its 
composantes tangentielle et normale de la r6sistanee stront  de la forme 

- - # v  et ~ I m ,  ~' et u d&ignant  eomme prde6demment Its composantes 
tangtn t ie l l t  et normale de la vitesse d'un 616ment; puis Its tompo.~antts 

tangtnt i t l le  et normal t  de la pesqnttur  .q' seront 

On aura done 

~ q '  s ina,  ~ # '  co.~ a. 

q ) ~ - - - , q  s i n a - - / ~ v  :-=- - - . q  s ina + # a t  

car 

q: ---- - -  9' cos ~ - - / m  --= ~ .q' cos ~ + 1, at- 

ap 
v - -  ~ t ,  - -  

at at 

Comme actuel lement  

p = - -  ~: cos a - -  r] sin ~ + A  + 0 - - - - - - c t e o s a  + A + e l ,  

011 a 
ap ap '  
at - -  c c o s ,  a -1-- c ,  a t  - -  c s i n a  
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et  il v ient  
= - -  g'(sin a + e cos a - -  e), 

en posant  

---- - -  g ' ( c o s "  a - -  e s i n  a)" 

L'dquat ion  diff6rentiel le devien t  alors 

d'ofi 

t 
p__ = 2 s i n  a + 2 e  COS a ~ e 

p cOS a - -  e~sin a 

loop  = - : log( os - sln ) - -  e f  , cos a - -  e sin 

e 

P (cos a - -  e sin a)" ~/I + e'2+ e + =2_1 

25 

ce qui  est l ' 6qua t ion  in t r ins6que de la cou rbe .  

3 °) A c6t6 de la solut ion g6n6rale pr6c6dente qui  convient  que l les  

que soient  les expressions  donn6es de ¢ et ~F en fonct ion  de a,  il p e u t  

s'en presenter  d ' au t res  p o u r  des lois par t icul i6res  de forces. Nous  les 

t rouverons  en supposan t  qu ' i l  existe entre  les fonct ions  A 1 , As ,  A~, A 4 

deux  relations l in6aires homog6nes  dist inctes h coefficients constants  

k l A  1 + k2A ~ + k~A 3 + k4A  4 = o 

h i A  1 + h~A 2 + h3A 3 + h4A ~ = o. 

Nous  verrons,  dans l ' examen  du  eas suivant,  que k 1 et h I ne peuven t  pas 

6tre nuls  en m O n e  temps ;  on peu t  aussi s 'assurer  que  les d6 terminants  

k 1 h 2 - -  l h k 2, k 1 h 3 - -  h lk~ 

ne peuven t ,  pas 6tre nuls  en m~me temps,  ear  s'ils 6talent  nuls  on auraR,  

en 61iminant A~ entre  les deux  re la t ions  suppos6es,  

(klh 4 - -  hlk4) A 4 ~--- 0 
Acta mathematica. 12. Imprim6 le 24 septembre 1888. 4 
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d'ofl 

.A 4 = O~ 

puisque les deux relations suppos6es sont distinctes. Mais A 4 qui est 
6gal k - - p ,  ne peut pas ~tre nul, donc les deux d6terminants 

kll  q - -  hlk2, klh~ --- hlk3, 

ne peuvent pas 6tre nuls en m6me telnps. Supposons le premier de ees 
d6terminants diff6rent de z6ro et r&olvons les deux relations lin6aires 
par rapport  k A~ et A2: nous aurons 

(,8) A~ = C',A~ + C~A, 
A, = E1A.~ + E2A 4 

6'1 , C:,  E, , E 2 6tant des constantes. En remplagant A2,  A3,  A 4 par 
leurs valeurs, on 6erit la premi+re de ees relations (i8) 

p' sin ~, + ~ ,  cos ~, = C ' , ( - -  f,' cos ~ + ~t' sin ~) - -  CU, 

ou en posant 

on a 

q --  tg/~, % cos• ---- - -  c, 

z,, s~n (= + ~) + :p  cos (= + ~) - -  ,p  = o. 

Int6grons eette 6quation et d6signons par G une constante, nous ob- 
tiendrons 

G tg 
P sin '~ (a +/~) 

ce qui est l 'Squation intrins~que de la eourbe le long de laquelle glisse 
le ill. Cette valeur de p devra v6rifier la seeonde des 6quations (i8). 
En exprimant  ce fait, nous aurons une relation entre les composantes eP 
et q~'; de sorte que, eomme nous l'avons dSjk dit, le eas actuel ne peut 
se pr6senter que pour certaines lois sp6ciales de la force ext6rieure. 

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, la relation entre ~ et 
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~'~ remarquons que l 'on peut  toujours faire tom-her lea axes de fa(;on 

amener la constante fl '~ 6tre nulle:  alors 

c', = o ,  c'~ = - - ~  

(; tg P --  sin ~ a 

(t S) devient si l'on y remplaee A~, A 3, A 4 La seeonde des 6quations 

par leurs valeurs 

d'oh 

(~9) 

Telle est la relation qui devra lier lea composantes q~ et 

Lea relations (I8) donnent,  puisque C~ = o e t  C' 2 - -  

A~ = --cA~,  A, --= EIA 3 -t- E~A4, 

et en portant  dana la relation 

A,T~ + A,T~ + A~T~ + A,T, = o, 

De') = El(__ p, p 'q" - -p  q ) - - ~  cosa + 2p sin a) - -  E~p; 

p' 
l'on tire, en rempla~;ant ~- par la valeur  que l'on vient de t rouver  

;o' _ _  c - -  2 C O S a  

p sin a 

) - - v ~  q - 2 E ' s i n a - E  2 s i n a = o .  

//f, 

- -  - - C ,  

A~(E1T 1 + T ~ ) +  A,(E2T ~ - - c T :  + 7'4)= o. 

Mais, lea fonctions A 8 et A~ 6tant l in6airement ind6pendanles, cette rela- 
tion ne peut  avoir lieu que si l 'on a s imultan6ment  

E~T~ + T. = o ,  E, TI--cT~ + T , =  o 

c'est ~ dire, en rempla~ant 7'1, T.2, 7'3, T 4 par leurs valeura I, ~", ~"i 0" 

E~ + ~7" ~ o,  E 2 - -  c~" + O" = o ;  
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d'o~l l 'on tire enfin 

7 = n _ 

P.  Appel l .  

I E1 t2 .+. E'~t -4- E'~' 
2 

0 = c $ - - ~ E 2 t  2 + E~t + E'~' 

E', ,  E';I, E~,  E'( d6signant des constantes arbitraires. 
On volt que 7 est une fonction du second degr6 de t; quant  k $ 

on peut le choisir arbitrairement e n  fonction de t ,  O est alors d6termin6 
par la seconde des 6quations pr6c6dentes. 

Ainsi, en supposant les composantes ¢ et ?" lides par  la relation 
(x9), on aura un mouvement permanent du fil dans lequel le fil est 
constamment dispos6 suivant la courbe ~ ayant  pour 6quation intrins6que 

( G t g -  
P - -  s i n  ~ a 

et glisse avec une vitesse - - O '  le long de cette courbe suppos6e in- 
wtr iablement  li6e k des axes mobiles de directions fixes passant par le 
point ($, 7)" 

Cette solution pourrait  aussi dtre obtenue par la thdorie du mduve- 
ment relat i f  associ6e k la remarque de la page x9. 

Elle s'applique au cas important  oh la seule force donn6e est la 
pesanteur: en effet on a alors 

¢~ = - - 9 s i n a ,  ~'---- - - g c o s a ,  

de sorte que la relation (I9) est vdrifi6e si l'on fait 

Z 1 ~ g~ E ~  = O: 

on a de plus, d'aprbs les valeurs g6ndrales de $', 7 ,  0 

7 "  ---- - -  g ,  0 "  = c ~ " ,  

d'oll 

7] = 7o - - ~ ( t - -  to) '2, 8 = c$ + c't + c", 

1 Cct te  courbe  est  celle que nous avons ddjh t rouvde h la page I6 .  
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$ 6tant une fonction arbitraire de t. On peut donc dire que l'6quation 
du mouvement d'un fil homog6ne pesant dans un plan fixe 

~-~ I \ n  + - 5 i - / - -  (P' + \ n ~ - -  g 

~2 ' - '"~ P a) cos~)] + (p"4-~ j \v-V--gs in  ~ O  

adinet l'int6grale 

p = - - $ c o s a - - 7  2sin~A- A-i-  0 

c'est h. dire 

p = ~ ( c - - ~ o s ~ ) - -  ~0 ? g ( t - - t 0 )  ~ s i n ~ + A + c ' t + c "  

off $ est une fonction arbitraire de t ,  c ,  c', c" des constantcs arbitraires 
et A une fonction de a ddfinie par l'6quation 

( p -= A ' - { -  A ' "  _ __O tg ; 
s i n  '~ a 

ce qu'il est ais6 de v6rifier directement. 
4 °) Enfin, s'il existe trois relations lindaires homog6nes ~ coefficients 

constants entre A1, A~, A3, A~ ou deux relations lindaires homog6nes 
coefficients constants entre A2, A~, A 4 on en ddduira 

A, __ A.~ __ A, 
k 2 k~ k~ 

k 2 , k 3 , k  4 6tant des constantes, c'est k dire 

/ ; '  s i n  a -{- 2/;  c o s  a - -  p '  c o s  a + 2p s i n  a / ; .  

~O t 
d'ofl l'on tire par l'61imination de - une valeur constante pour a, ee qui 

P 
est impossible puisque, dans tous nos calculs, a est pris pour vari:~ble 
ind@endante. 

Cependant ce r6sultat sugg6re l'id6e que le fil peut aff'ecter la forme 
d'une ligne droite de direction fixe. On verra sans peine si un pareil 
mouvement est  possible en cherchant b~ v@ifier les 6quations primitives 
(I) en posant 

x--~ ~-4-scosa ,  Y ~ 7 " 4 - s s i n a  
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a 6tant une eonstante, s Fare de courbe et ~:, ~2 des fonctions de t; ce 
qui n'offre aucune difficult6. 

S. On rdsoudra de la mdme fa<;on d'autres problbmes analogues 
aux pr6c6dents. 

Cherchons, par exemple, en supposant que la force ext6rieure ne 
d6pende que de la position de l'616ment, si le mouvement du fil peut 
dtre repr6sent6 par un glissement le long d'une Courbe restant homo- 
th6tique d'elle-mdme par rapport b: l'origine. 

Pour que les deux droites 

x s i n a - - y c o s a  .= F ( a )  

x s in  ~ - -  y ~os ~ = / ~ ;  ( ~ )  

enveloppent des courbes homoth6tiques par rapport b~ l'origine, il faut 
et il suffit que l'on ait 

Fl(a  ) = kF(a)  

k 6rant le rapport d'homoth6tie. Nous avons 6crit !'6quation de la tan- 
gente au f i l  

x s i n a - - y c o s a  ~ p ' ;  

quand t varie, p' devra dtre multipli6 par un facteur ind6pendant de a; 
1 / sera donc de la forme 

p' = f ; ( t ) f ( a )  

et p de la forme 

p = - A O +  01 

A 6tant fonction de a ,  8 et 01 fonctions de t. Alors 

s = p + p" = (A + A")0 + 01 

p = p' + p"' = (A' -4- A'")O, 

x = O(A' sin a -{- A "  cos a) 

y ---- 0 ( - -  A '  cos a + A "  sin a); 
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et l '6quation du mouvement  devient, en faisant m constant 

A")o' O(A' A'O") ~{[(A + + 0',]'-- + A"')(q," + } 

O(A' + A'")(¢ + .~0" + 0;') --- o. 

Les quantit6s ~ et ~" sont suppos6es fonetions de x , y ,  e: 

= # ( x ,  y ,  e) = ¢[O(A'sine + A"eosa) ,  O(--A'eose + A"sina),e] 

q " =  ~;(x, y ,  e) = q"[0(A's ine  + A"eosa) ,  O(--A'eose + A" sin a) , e]. 

Telle sere l '6quation qu'il faudra v6rifier par une fonetion A de e 
et des fonetlons 0 et 01 de t. I1 pourra se faire qu'il n 'y ait d'autre 
solution que eelle qui consiste ~ supposer 0 constant: on retombe alors 
sur le p rob l6me  de M. L~Au'r~ (N ° 6). Un eas partieulier digne d'6tre 
signal6 est eelui oll ~ et q)'seraier# homog~nes en x et y; alors une eertaine 
puissance de O se mettrait  en faeteur devant (Pe t  ~', et l '6quation 
v6rifier rentrerait  dans le type (12). 

Nous nous bornerons h traiter le eas o.h il n 'y a pas de forces ex- 
t6rieures: ~ = ~ ' =  o. L'6quation peut alors s'6erire 

( 2 o )  20'2(A + A")(A' + A'") + (OO;' + 2O'O;)(A' + A"') 

+ O 0 " [ ( A ' +  A ' " ) ( A -  A " ) -  (A" + .4~v)~ '] ----o, 

relation du type (12) off on ferait n =  3 et 

T~ = O '~, T~ = OO; '+  20'0'1, T~ = O0" 

~z~ 1 = 2 ( A  -Jr- A " ) ( A '  .Jr_ At,t), .A 2 = A '  -Jr- A 't', 

.4~ = (.~, + .4,,,)(A - A " ) -  (.4" + .4'") A'. 

Les quantit6s / '1, T~, T~ ne peuvent  pas 6tre lin6airement ind6pendantes, 
ear A~, A 2, A~ devraient 6tre nulles ee qui entrainerait 

A' + A'" = o, 

et la valeur eorrespondante de A ne d6finiralt pas une eourbe mais 
un point. 
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De m6me les quantit~s A~, A 2 , A 3 ne peuvent pas ~tre lin6airement 
ind@endantes,  car T~, T2, T~ devraient 6tre nulles, ce qui entrainerait  

0' ~ O, 0 = const. 

et on retomberait  sur le problSme de M. LI~AUT]~ (N °° 6). 
Supposons que les quantit~s T~, T2, T~ soient li~es par une relation 

lin~aire k coefficients constants: 

~,o '~ + k,(O0'l' + 2O'O;) + k~O0"=o, 
alors on aurai t  

2(A + A")(A' + A'") _ A' -t- A'" (A' + A"')(A - -  A") . - -  (A" + A~V)A'. 
kl k 2 ks 

les deux premiers rapports fournissent une relation qui exige A ' +  A " ' - - o ,  

ou A -t- A " - -  k, e'est k dire aussi A '  -I- A ' " = o :  eette solution avee 
2k ,  

l 'hypoth6se qui lui a donn6 naissance, dolt done 4tre rejet6e. 
II ne reste donc plus qu'une mani6re de v6rifier l '6quation (2o), 

c'est de supposer que les quantit6s A~, A 2 , A 3 sont li6es par une relation 
lin6aire k coefficients constants 

( 2 i )  c ' .4 '")  2c1(A + w , ) ( a ,  + A,,,) + ,2(A + 

+ c:,[(A' + A"')( .4-  A") - -  (A" + .4")A'] = o;  

alors on aurait  

o" oo'/ + 2o'o', oo" ( ~ )  - = _ _  
('~l C~ C 3 

Comme c:~ n'est pas nul,  posons 

n o u s  a u r o n s  

e I C 

c a 2 

20' 0" 
- g - - c K = o ,  

d'oh, apr6s deux intdgrations bien faciles, 
c 

(~3) o =  k(t + to) ~-~, 
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en supposant c diff6rent de 2. Dans le cas particulier oh c : 2, on 

aurait 

(2 4) 0 = ke". 

Quant k la fonetion 0~, elle est donn6e par la relation 

007 + 20'0~ = aO0" 

dans laquelle on a pos6 

On en tire 
a(4' b 

o;- -  +--i + ~ '  

b 6tant une constante arbitraire, d'oh enfin 01 par une quadrature im- 
m6diate 

a f d t  

On d6terminera A k l'aide de l'6quation 

(25) c(A + A")(A' + A'") + a(A' + A'") 

+ (.~' + a ' " ) ( . 4 -  . 4 " ) -  (a" + .Xv)A ' - - o .  

En 6crivant Cette 6quation 

e(A + A")(A' + A'") + .(A' + A"') --[(A' + A"')A" + (A" + .a'v).a '] 

+ A A '  + AA'"  ~ o, 

on reeonnalt que l'on peut int6grer tous les termes et l'on obtient l'int6- 

grale premi6re 

(26) c(A + A") ~ + 2a(A + A") - -  2(A' + A '" )A '  + A 2 - -  A'~ + 2AA"  ---- f, 

f 6rant une constante arbitraire. La d6termination de A est donc ramen6e 
'~ l'int6gration d'une 6quation du troisi~me ordre et comme cette ~quation 
ne contient pas la variable ind6pendante, elle peut se ramener au second 

ordre. 
Acta mathemattea.  12. Imp~im6 le 24 sept~embre 1888. 5 
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Cas particulier. Supposons la constante a nulle. L'6quation diff6ren- 
tielle qui donne A se r6duit alors ~ l '6quation 

(27) c(A + A")(A' + A'") + (A' + A"')(A-- A " ) ~  (A" + A~V)A' = o 

homog6ne et du second degr6 h, coefficients constants. Si l 'on essaye 
de v6rifier eette 6quation par une fonetion de la forme 

off )t et z sont des eonstantes, on obtient pour d6terminer z l!6quation 

~.(~ + ~)~ + ~.(~ + ~.~)(~ - -  ~ 2 ) -  ; ( i  + x :) = o 

qui, apr& suppression du facteur z( i  + z 2) donne 

c(I  + x ~) + I - -  2x ~ = o. 

Ainsl en supposant 
2 z  ~ - -  I 

I + z  '~ 

l 'on a la solution A-----2e TM. 

et celle de 01 

Donc enfin 

La valeur (23) trouv6e pour 0 devient 

1--?z2 

O = k ( t  + to )  ~ ; 

4x~+  1 

f dt 3bk -~ o , = b  p - 4 ~ g , ( t + t o )  ~ 

l - - 2 z  2 4 z ' +  l 

p --  AO + O1 =/lex'~(t + to) :~ + ~(t + to) 

p e t  v d6signant des constantes arbitraires. 
Pour  voir quelle est la forme de 1~ courbe k l 'instant t, calculons 

les coordonn6es x et y par les formules 

x = ~v' sin ~ + p" cos a, y == - -  p '  cos a + p" sin a, 

nous auron8 
1 - - 2 z  ~ 

= ~x~°(t + to) ~ (siu ~ + ~ oos~) 
1--~x2  

v=~xe~°( t  +.to) " ( - - c o s ~  + ~.sin~), 
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ou, en coordonn6es polMres, en appelant  R le rayon vecteur et 0 l 'angle 

polaire et posant i_ = tg% 
x 

i--2z2 

d'ofl 

et enfin 

- - c o s a  + z s i n a  
---- = tg (a - -  ao), tg O sin a + z cos a 

6quation d 'une sTirale logarithmique. 

a = a o + 0  

1---2z'- 
R = l~x f~  + 7e~(°+°o)(t + to) '~ , 

En 6crivant 

l--~z z ] 
R =/~x~/t  + x'~e ~ e÷~°+-~-~og.+~o) , 

on volt que, quand t varie, cette spirale tourne autour  de l 'origine avec 
une vitesse angulaire to donn6e par la formule 

t o  - -  , - ~ ;  a (t + t o ) =  , - z~, , 3x ~ l o g  3 x .  " t + t  o" 

En m~me temps que cette spirale tourne, le fil glisse sur la spirale. 
La tension T e s t  donn6e par la formule 

(av or'% ~ '~ 2 "=  a~ + g /  - -  (p, + p,,,) ; 

en y remplagant  p par la valeur  trouv6e 

1--2z 2 4z2+ 1 

p = e - . e + e , = m ~ ( t + t o )  ~ + ~ ( t + t o )  ~ ,  
o n  a 

2"=  [(, + x~)e-o, + o ; ] ~ - - ~ ( ,  + x~)~,~eo,,, 

ou, en r6duisant g l'Mde de la re la t ion 

T = 

08"  - -  2(x + ~) 8,~, 
2 Z  ~ -  I 

(~ + ,~)' e~..O,~ (~ + x~)e~~O ' , ~i - -  2~ ~) + 2 . O~ + 0'~ ~. 
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Bemarque L Lorsque x est nul  c'est k dire c 6gal k -  I, l '6quation 

qui donne A admet  la solution 

et la valeur  trouv6e pour p devient 

1 
= (m + + to) . 

Le fil est al0rs dispos6 suivant un are de eerele de centre 0 et de rayon 

variable 

R = I~(t + to)½. 

Cette expression de p, pour le cas oh x = o, s'obtient faeilement eomme 

limite de celle qui a 6t6 trouv6e dans la supposition x > o. 

Remarque IL Pour  obtenir la solution que nous venons d'6tudier, 
nous avons pos6 

2~ ~ I X2 I + C 
c - -  - - - - ;  

eette solution n'est admissible que s i c  est eompris entre - - i  et 2; car 

s i c  6tait en dehors de ces limites x deviendrait  imaginaire ainsi que la 

valeur  2e "~ trouv6e pour A: les expressions trouv6es pour 8 et 81 con- 
viendraient  encore, car elles ne d6pendent que de z 2. 

i ~/~-]-: dans ce eas, Par  exemple, s i c  = -  2, la valeur  de x est -4-_ 

l '6quation (26) dans laquelle on pose 

A ~ + A '~ = u 

se transforme en la suivante 

u " + . = - - f  
qui donne imm6diatement  

u---- 2Gcosa  + 2 H s i n ~ - - f  

G e t  H d6signant des constantes. La fonction A est alors donn6e par 
l '6quation 

(28) A 2 + A '~ = 2 G c o s a  + 2 H s i n a - -  f; 
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d'ailleurs les valeurs de 0 et 01 deviennent, puisque 

37 

X2 ~ -  I - ,  C ~ - - - - - 2 ~  
4 

dr ~b log(t -4- to) 

d'ofl, pour p une valeur de la forme 

10 --- kA( t  -~ to)½ -4- h log(t -4- t0), 

A 6tant donn6e par l'dquation (28). Pour des d6terminations convenables 
de G,  H ,  f eette 6quation (28) admet une int6grale de la forme 

A ~ L cos a_ _1_ M sin _a 
2 2 

L et M d6signant des constantes. 
Les mdmes m6thodes permettraient de trouver les mouvements du 

fil qui consistent en un glissement du fil le long d'une courbe de forme 
invariable anim6e d'un mouvement de rotation autour d'un point fixc 
du plan. Mais nous ne nous arr~tons pas k cette question et nous passons 
k l'6tude des oscillations infiniment petites. 

III.  

Oscillations in f ln imen t  petites au tour  d'ttne posi t ion 
d'~q~tilibre stable. 

9. Supposons que l'on ait v6rifi6 les 6quations d'dquilibre (t 1) en 
y mettant pour p une fonction Pl de a e t  pour T une fonction T 1 du 
m~me angle: nous appellerons p, le rayon de courbure de la figure 
d'6quilibre exprim6 en fonction de a, et s I rarc de courbe exprim6 en 
fonction de a, de sorte que 

d81 . 
/(91 ~ ~ - ,  

enfin la densit6 m qui est une fonction donn6e de l'arc~ sera dans l'6qui- 
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libre une fonetion de a que nous d~signerons par m~. Si l ' o n  ~carte le 
fil tr~s peu de cette position d'~quilibre supposSe stable, et si l 'on im- 
prime ~ ses points des vitesses t%s peti tes ,  le mouvement  du fil con- 
sistera en de petites oscillations autour  de la figure d'5quilibre. Dans ce 
mouvement  qui est d~fini par les 4quations (7), P conserve une valeur  
voisine de Pl et T une valeur voisine de /'1, de sorte qu'on pourra poser 

+ T : T I +  W, 

z et B 7 6tant des fonctions de a et t qui, ainsi que leurs d6riv6es, con- 
servent des valeurs t%s petites pendant toute la du%e du mouvement. 
En subst i tuant  ces valeurs de p et T dans les 6quations du mouvement 
et ordonnant  suivant les puissances croissantes de z ,  W et de leurs dd- 
riv6es, oil aura  d'abord une patt ie principale qui sera nulle  en vertu 
des dquations d 'dqui l ibre ,  puis, en ndgligeant les termes d'un ordrc su- 
i)6rieur au premier par rapport  aux f0nctions e ,  W e t  "~ leurs ddriv~es, 
on aura dcux 6quations lin6aires dormant z et W en fonction de a e t  t. 
Si l 'on substituait  la valeur p = P l  - t -e  dans l '6quation (8), on aurait,  
par cet te  m6me m6thode, unc 6quation lin6aire du quatri6me ordrc don- 
nant z en fonction de a et t. 

Il sera facile de faire l 'application de cette m6thode au cas oh les 
forces • et ~" d6pendent seulement dc a. Mais, dans l 'hypoth6se actuelle, 
(¢) et ~" ne ddpendant que de a), on arrivera '~ des dquations plus com- 
modes en par tant  des 6quations du mouvement sous la forme (io). 
Affectons de l'indice x les valeurs des quantit6s ~ ,  s , p , m  darts la po- 
sition d'6quilibre, toutes ces quantit6s 5tant suppos6es exprim6es en fonc- 
tion de a; et d6signons par ~; ,  s~,p'~,m~ les d6riv6es de ces quantit6s 
par rapport  '£ la variable a dont elles d6pendent uniquement,  de sortc 
que s; ~-~Pl. Les 6quations d'6quilibre seront, d'aprbs (IO) 

(29) 

 ll-A  + - -  q ; + ¢ '  

Dans le mouvement  oscillatoire, les valeurs de ~ ,  s , p ,  m different peu 

de ~1,  s l ,  Px, ml, et l 'on peut poser 
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= ~ ,  + V, s = s ,  +o ' ,  p = p ,  + o", 

/ 

P~ 

eette derni6re formule rdsultant de ce que l 'on a 

on aura donc 

d m  I 

9T/p = ~/'~IPl "[- 9]~I d + O'B$; = 9nl[)  1 -Jl- (0"1~/'1)') 

(¢m~)' ddsignant la ddrivSe du produit am~ par rapport  k a; par con- 

s6quent 
1 

I - -  I . [  (O',~ttl)']--~ == I I (O'r/~,)' • 

~-fi? ~/~',/0'1 I -3 I- '/~?h/O, A ~/m,/% 2 (,/~,tox)~ 

En faisant les substitutions pr&6dentes dans les 6quations du mouvement  
(~o) et tenant compte des 8quations d'dquilibre (29), o n  obtient les deux 

~quation s suivantes 

(30) 
~a'z ~ a  '~ 

~-a~ ~ ~cz .m~ ~t  ~ ' 

= = 0  

dans lesquelles on a pos6 pour simplifier 

I ~'~ 
~,/m,~p~---- = R I '  ~11~, 1 ~ T ,  ¢ --~ ~(z--" 

Dans ees dquations R1, ~ ct % sont des fonctions eonnues de a: l'int6- 
gration de ces dquations donnera V et v on fonction de a et t .  Ayant  

r 
trouv6 r e n  fonction de a et t, on aura a = - -  et, par suite, la formMe 

8 -~--~ 8 1 - } -  f f  

donnera l'expression de l'arc du fil en fonetion de a et t, e'est b~ dire 
l%quation intrins~que d e  la courbe suivant laquelle est dispos6 le fil au 
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temps t. Les coordonn~es d 'un point du fil seront donn~es en e et t 
par les quadratures 

x =fd8  eose =fds ,  eose + + e 

y----fdssine = f a ~ ,  s ine  + f d ~  sine--~ y, + y/, 

x~ et y~ dtant les coordonn~es d'un point de la figure d'~quilibre ex- 
prim(~es en fonction de e, et ~ et ~ les differences tr+s petites qu'il y a 
entre les coordonn~es de la position qu'occupe k l ' instant t le point du 
fil oh la tangente fait avec l 'axe Ox un angle e et les coordonn~es de 
la position qu'occupe dens l 'dquilibre le point off la tangente fait avec 
l 'axe Ox le m~me angle. En faisant les quadratures qui donnent $ et Y2 

¢ = f d ¢ c o s e ,  ~ = f d C s i n  e 

il faudra ajouter aux seconds membres des fonctions arbitraires de t. 
Comme on a en g~n~ral 

s = p  "-F P", 
o n  a u r a  

s~ -t- a = p~ -I- P ' / +  ~ -b ~", a = ~ -I- ~", 

relation qui donnera e quand on connaltra ¢ en a et t. 

10. Exemple. 
santeur: alors 

Supposons que la seule force ext~rieure soit la pe- 

@ ----- - -  # sin a, q" ---- - -  g cos a 

q ' +  @ ----- o, @'-- @' ----- o. 

Les 4quations d'6quilibre donnent 
I 

21 = K, R, ~/m,~, --  G eo~ ~, 

K et G d~signant des constantes. Puis les ~quations ( 3 o ) d u  mouvement  
oscillatoire deviennent 

~V i ~ r  
2G coSa~a --  m, ~t ~ 
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• , t  . . 2 2 r' a) indiqu6c dans la prcmiSre Si l'on effectue la dlffercntmtmn Va,( cos '~ 

6quation et si l'on divise tous les termes par cos~t, on peut 6crirc cettc 
6quation 

KG'(v'"cos~a 3r" : : ~ + ~'V - -  s i n 2 a ~ 4  cos2a 2r') +~a,~ : o .  

Cette 6quation est imm6diaternent int6grable et dgtlne 

(31) Ka~(r"e°s '~--2r 's in2~+ 2r) + ~a 2 
2 

F(t) d~signant une fonetion arbitraire de t. 

en rempla(;ant i par sa va leur  G:p: eos2a, 
faq 

~V Gp~ cos a ~2r 

On a ainsi deux dquations dormant V e t  r. 

pour d6terlniner r l '6quation du second ordre 

La scconde 6quation s'~crit, 

L'61imination de --~V donne 
Oa 

(33) KG(r"eos~a-- 2r 's in 2e + 2r) - - p ,  cosa~/~ =- F ( t ) .  

Connaissant r, on a V par une quadrature. 
par ht relation 

La tension 7" est li6e k 

si l 'on appelle, comme plus haut,  i ' :  la tension dans l%quilibre et 
T 1 + W l a  tension pendant lcs oscillations, on aura  

' ~: -a t- V T, + W 21 T, 
~/m,?, + r' ~/~,?, 

I 
d'o¢b en d6veloppant et remplagant  ~/~n,?, par sa valeur Gcosa ,  

KG 2 
- -  COS 2(2, TP~ (34) V G cos a . W  

2 

6quation qui donnera IV~ 
A c t a  m a t h e m a t i e a .  12.  I m p r i m ~  l e  25 s e p t e m b r e  1888, 
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Dans l 'ouvrage intltul6: Advanced rigid Dynamics, b y  E. J. I(OUTH 
(London, Macmillan and Co., I884) la ques t ion  des oscillations planes 
d'un fil homog6ne pcsant autour d'une position d'dquilibre se trouve trait6e 
par une m6thode particuli6re, conduisant aux r6sultats suivants (loc. cir. 
p. 3 ! I). M. ]~OUTII prend pour va r i ab l e s  inddpendantes le temps t et 
l 'angle a que fair la tangente en un point /9 du fil avec l 'axe des coor- 
donn6es x dans la pos!tion d'dquilibre. Soit ~ l 'angle que fait la tangente 
au point P k l'inst'ant t avec la position qu'occupe cette tangente dans 
l'6quilibre, U la variation que subit la tension au point P quand on 
passe de l 'dquilibre au mouvement.  Les quantitds ~ et U sont des fonc- 
tions de a e t  t qui restent tr6s petites pendant  le mouvement.  M. I~OUTH 
donne pour d6terminer ces fonctions les deux 6quations 

(35) P' d~¢ 
cos a dt ~ 

d~ d (Uc_owsa ) 
g d - - - j =  - - -  

= d  ~ _~sa) 
2g ~a da~ ( U 

dont la secondc cst immddiatcment  int6grable ct donne 

d(Ucosa)  
(36) dcz w =: 2g~ -4- C, 

U d6signant unc fonction arbitrairc d c t .  l)ans ces 6quations w est une 
constante et p, d6signe le rayon de courbure de la position d'6quilibre 
exprim6 en fonction de a. 

Pour comparer ces dquations ~ celles que fournit la m6thode g6n6- 
rale darts le cas oll la seule force ext6rieurc cst la~pesantcur, cherchons 
comment les variables que nous avons appel6es r et V sont li6es '~ ~, 
et U. Dans nos 6quations l'arc s est une fonction de a et t 

s = s ,  + = sl( ) -I- t) 

en inerrant les variables en 6vidence. Dans l'6quilibrc la longueur de 
l'arc jusqu 'au point P e s t  

8 = 

puisque a est alors nul. Pendant ]e mouvement  l 'angle = que fait la. 
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tangente  au m~me point  P avec l 'axe Ox est a - [ - F ;  on a done aussi, 

k l ' instant  t 

d'oh, en ddve loppant  par  rappor t  aux  puissances de 9~ et ne conservant  

que les termes du premier  ordre 

s = s , ( a )  + p , p  + a (a ,  t). 

En 6galant cette expression de s k 18 prSc6dente, on a 

p ,~  + a ( a ,  t) = o, 

p,  .ralp , m , p ,  

Mats, dens 1~ position d%quilibre on 

I 

' IRlPl - -  G 2cOs ~et '  

done enfin ~ et : sont li6s par  la relation 

(37) 9~ ~ - -  G2v cos 2 a. 

De mSme en appe lan t  Tt ou T~(a)  la tension dens i%tat d 'Squil ibre en 

fonction de a, nous avons pos6 pour  le m o u v e m e n t  

T =  T, + W =  ~',(~)+ W(~, t); 

done, au point  P off la tangente  fait avec Ox un angle a + 9~, on a 

d T, 
T =  TI(~ + ~) + W(~ + ~ ,  t) = T,(~) + ~ ~ + W(~, ~). 

Cette va leur  de la tension est ce qne M. I:{OUTH a p p e l l e  T t + U; on a 

done 
dT, 

ou bien, comme 

K 
"Ti - -  G o o s e '  

----- _ _  G~v eos2 a ,  

U ---- - -  K G r  sin a -[- W. 
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Si l 'on mul t ip l ie  cette relat ion par G cos a en tenant, eompte  de la rela- 

tion (34) qui lie W .~ V, on a 

G U  cos a ---- - -  K G ~ r  sin a cos a + 
KG~r ' cos ' a + v  

O l l  

GUeosa-= V + - - - -  KG'  d-(r cos2 a) 
2 da 

et enfin, d ' apr& la relat ion (37), 

(3 8) G U cos a = V - -  K 
2 da 

Ces formuies  (37) et (38) donnen t  nos variables r et V en fonction des 

variables f et U de M. ROUT~I: elles pe rmet ten t  de passer de nos 6qua- 

tions g eelles de M. ROUTH OU inversement ,  comme on den assure ais& 

men t  en donnan t  aux eonstantes les valeurs  correspondantes 

I 
~ , " / 2  

W ~ - -  g = ~, , , .  
G ~ , 

Remarque .  Quoique  notre  variable a ne soit pag la m&ne que eelle 

que M. ROUTIt d~signe par  la m&ne lettre, les 6quations obtenues  avec 

leg deux systb.mes de variables sont identiques parce que ce sont des 

dquations approch:es. En effet appelons a l 'angle que fait la tangente  au 

fil en un point  P a v e e  Ox dans la position d ' fqui l ibre ,  e t a '  ce que 

devient  eet angle au t emps  t: on aura  

= ' = = + f .  

Dans les 6quations de M. RouT11 leg variables ind6pendantes  sont a et t, 

dang leg n6tres a' et t .  Si done F est une fonetion de a' et t on pourra  

l ' expr imer  en ~ et t en y rempla(;ant  ~' par  sa valeur  a + 9~ et l 'on 

• ~ura, si l'on d&igne par  la let tre a l e s  d&iv~es partielles d a n s l e  syst&ne 

de variable ~ ,  t et par  d le~ dSriv6es partielles dang le syst6me des va- 

riables a',  t 
aF d F (  aq~) aF d F  d F  a~o 
aa - -  da' I + ~ , at dt -'~ ~ " a~[" 

Mais si F est une fonetion qui reste tr6s petite pendant  toute  la durde 
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du mouvement ,  comme ies fonctions appel~es U, V, W , a ,  v i a ,  on aura  

en n6gligeant les termes du second ordre 

~F dF ~F dF 

Aussl, dans to~r~ ce comme si les variables a et a' 5taient les mdmes. 
qui suit, nous continuerons k dSsigner ces deux variables par  la m~me 

lettre a en les confondant l 'une avec l 'autre.  

1 1. Etude de l'dquatiou diffdrentielle. En faisant comme plus haut  

et ddsignant par f(t) une fonction arbitraire de t, on rambne l'Squation 

(33) k la forme dona te  par M. ROUTH 

(40) ~,z' 9' cos ~ ~t '~ = 

pt '6tant une fonction connue de a. 
Tout  d'abord, si ~ est une solution de cette 6quation pour une 

certaine d6termination de la fonction f(t), la fonction ~- est une solution 

df. 
de l '6quation obtenue en rempla(~ant f(t) par la ddriv~e ~ ,  de m~me 

h~ fonction f ~d t  est une solution de l '6quation obtenue en remplaqant 

f(t) p a r  l ' int6grale f f ( t )d t ,  ~ condition que la fonction a rb i t ra i re  de a 

qui figure dans l ' int6grale f vdt soit convenablement  d6termin6e. Si ~1 

et ¢: sont deux solutions correspondant  aux ddterminations f~(t) et f~(t) 
de la fonction arbitraire f(t),  la fonction 

sera une solution correspondant k la dStermination 21f ~ + 2~f~. de la 
fonction f ,  2j et 22 d~signant des constantes quelconques. La combinaison 
de ces deux propriStSs permet  de dSduire de chaque d5tcrmination de 

f(t) pour laquelle o n  connalt une solution de l%quation, une infinit~ 
d'autres d6tcrminations de cctte m~mc fonction avee des solutions corrcs- 

pondantes. 
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Cherchons si l 'dquation (4 ° ) p e u t  admettre  une int6grale de la forme 

9 = A O  

A ddsignant  une fonction de a e t  0 une fonction de t dont les d6riv6es 
respectives seront appel6es A ' ,  A" ,  0' ,  0". Nous aurons en substi tuant 

O(A" + 4A) P' A O " ~  f( t )  = o, g cos a 

6quation qui rentre dans la forme (I2). Suivant la mdthode employ6e 

au sujet des 6quations de cette forme dans le N ° 5, deux cas sont k 
distinguer 

I °) Supposons qu'il y ait une relation lin6aire k coefficients constants 
entre les fonetions de a 

A 
(4x) A " +  4 A ,  p, ~ ,  i, 

relation de la forme 

l'on devra avoir 

k,(A" + 4A) + k 2 p , -  
A 

g cos a "[- k 3 ==-O, 

o 0" f ( t ) .  
k, k,~ k. ' 

d'oh en ('cartant le cas de k 3 
examinerons k p.u-t, 

= o c'est k dire de f ( t )  = o, c a s q u e  nous 

f ( t )  --: ) ,eoszt + # s i n z t ,  0 - -  

oh z e s t  la qua ntit6 

_ _ k_, (), + 
k~ 

et 2 , /~ des constantes. Comme l'on peut, sans changer la solution fz = AO 
k, 

remplacer  A par A ~  et 0 par Ol:~ - -  - -  -=" on volt que, s i f ( t )  e s t d e l a  

forme ), cos xt + / ~  sin xt on aura unc solution en prenant  pour 0 la quail- 
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tit6 2 c o s x t +  lt s inxt  et pour A une int6grale de l '6quation lin6aire 

avec second membre  . . . . . . . . . .  

(42) A " +  4A + x: p' A = x .  g cos a 

On en conelut une int6grale de l 'dquation aux ddrivdes par/iellcs pour 

le cas plus g6ndral ou f ( t )  serait de la forme ~; 

f (  t) = ,X eos sin 

2~, #~,z,~ dtant des constantes. .Cette solution sera 

= E A, (2 ,  cos x, t  + / ~ ,  sin x,t) 
i = 1  

oh A~ cst une int6grale de l '6quation (42) dans laquel le  x poss6de la 
valeur  x~. 

2 °) Supposons qu'il y ait, entre les fonctions (4I), deux relations 

lin6aires homog/mes '~ coefficients constants 

p,A 
A"  + 4A  = k~, - -  k 2. g cos a 

Alors, en int6grant la premi6re on a 

4A ~ k~ + 2 cos 2a -4-/L sin : a  

4gk~ cos a 
(43) P' ~ k, + ), cos 2a +/~ sin 2a 

Ce eas ne peut  donc se pr6senter que si la densit6 du fil suit une loi 
d'apr6s laquelle l '6quation intrins6que de la figure d'6quilibre soit dc la 

forme (43); c'est ce qui arr ive par exemple si la figure d 'dquilibre est 

une cyclo'ide (2 = # ~- o). Les fonctions O, 0" et f ( t )  sont, dans l 'hypo- 
fh6se actuelle, li6es par la relation unique 

: ~ k , O - - k ~ O " - -  f ( t )  -= o 

qui donne imm6diatement  (~ quand on a ehoisi [(t), ear cette relation 

est, par rapport  b~ 0,  une 6quation diff6rentielle lin6aire '~ coefficients 
constants avec second membre.  



48 P. Appe]l. 

Cas partic~diers. Supposons que l a  figure d'~quilibre du fil soit 
sym4trique par rapport  ~ une verticale et que les deux points d'attache 
du fi! soient ~ la mOne hauteur:  ~ alors, si les conditions initiales sont 
symdtriques par rapport ~ cette m~me verticale, la sym~trie persistera 
pendant  toute la dur~e du mouvement.  Dans ce cas la fonction arbi- 
traire f ( t )  est nulle comme le montre M. ROUTH. En effet ~ est alors 
une fonction impaire de a, p~ une fonction pairc de a: ce qui exigc 
f ( t ) - - o .  L'~quation devient donc dans  ec cas 

(44) o'___f -t- 4f' P' v'~f - -  o. ~a ~ g cos a ~'~ 

Si l 'on pose, comme ci-dessus 
= AO 

A d@endant  de a soul et 0 dc t soul, on aura n~cessairement 

(45) A " +  A ( 4  ke' o 

0 "  ~ k O  .=-: o 

k dSsignant une constante arbitraire. Soit 

A = 

une int6grale impaire en a de l '6quation (45), l'~quation aux d6rivSes 
partielles (44) admettra l ' int6grale impaire en a 

" f f = (&(a,k)eost -t- (o(a ,k)sint~/~-k[;(k)dk 
ko k o 

avcc deux fonctions arbitraires fl et f~. 
Parmi les eas off l '~quation (45) se ramdne h des formes connues, 

les plus simp!es sont les suivants 
i) p~ ~ - a e o s a .  La figure d'~quilibre est une eyelo'~de; ce eas se 

trouve examinS, darts l 'ouvrage de M. ROUTH (loe. eit. p. 313). 

2) P__z, __= x~sn~a e o s ~ - I - h  cos a ,  z, 5tant le module de la fonetion cl- g 
l iptique sn a et k ayant la valeur - - n ( n  n t- I), n ddsignant un entier 
queleonque. L'eq uation (45) est alors une (~quation de L,M~ 

(46 ) A " = [ - - n ( n  -t- ~)7,~s"~a -[- kh- -4]A  



Sur le mouvement d'un fil dans an plan fixe. 

et 0 possgde la valeur 

4,0 

0 ---- ,~,, cos t # ,  (,,, + ~] + / , , ,  sin * ~/~ (,, + ~). 

Soit dapres  la m6thode de M. HERMITE f~(~X) u n e  solution de l'dquatio,i 
de LAm.~ (46); la fonction f~(--ct) sera uric autre solution et 

f , , (~, ) -  f,,(-- ~,) 

sera une solution impaire de l'dquation. Alors la serie 

¢ = E [),,, costv:,,(,,. + , ) +  f f .  si,,tv',,(,.,. + ¢ ] [ f , ( a )  - -  f , ( - -  ~)] 
~ 0  

ddfinit une fo~wtion impaire de a m~tisfaisant b~ l '6quation aux ddrivdes 
partielles: pour t = o cette fonetion et ~L d6rivde par rapport £ t se 
r6duisent aux valeurs 

n ~ o 9  

(~)0  = x ~,,,[f,,(~) - -  f , ( -  ~)], 

~J ~ qo 

o =,~oS,,~/"('~ + ,i[~,(~) -:,,(- ~)]. 

Comme, d apres les conditions initiales (P)0 et ~- 0 

fonction de a, on eonn:dtra les coefficients ),~ et if,, de ees d6veloppements 
et, par suite, l ' int6grale ~,. 

Soient 

', atlo 

ces fonctions seront impaires en a h, c'mse de lq symdtrle supposde. On 
est done ramen6 h e e  probl6me d ' ,maly~:  d#vetopper une fonc:ion imp:tire 

de a dom~6e e~h'e les b;miies - - % ,  + a o en s~rie de la forme 

x L, U;,(~) -- f,,(-- ~)] 

conve~:qente entre ces limiles. 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  1'2, I m p r l m t  ~ le  .'27 se i ) t cmbre  | 8 9 8 .  
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B + Csin(z + Dsin~a 
3 ° ) p~ ==- c o s a ~ - -  , B ,  C,  D 6tant des constantes; dans 

ee cas, l '6quation (45) prend la forme 

a, 4 -  b s i n a  + c s m  ¢z 

A" -k cos~ j. A ~ o, 

a ,  b,  c 6tant de nouvelles constantes; et eette dernidre dquation se rdduit 
faeilement h, cello de la s6rie hypergdom6trique de GAI:ss. En effet, en 

' 
f,~isant d at ord un ehangen,ent de fonetion et posant 

A = cos~a, t~,".(Z~ x,2 -+- 4)" Z, 

Z 6tent la nouvelle fonetion ineonnue, on pourra d6terminer le.q expo.~ant,~ 
), et # de fa¢on que, dan.~ l'6quation en Z, le coefficient de Z soit dgal 
h, cehfi de Z" multipli6 pqr une eonstante v; il suffira pour eela de v6- 
rifler les troi.~ 6quations 

/L 2 - -  2 - -=  v - -  a ,  /~  - -  2 2 / ~  - -=  - -  h ,  2 2  = - -  ~ - - -  e 

qui d6tcrminent ),,/~ et ,~. L'dlimination de u et # conduit, pour ealeuler 
2, ~ une 6quation du qu'ttridme degr6 qu'on abaisse au second degr6 en 
prenant pour inconnue ) 2 - - ) , .  Les constantes ,~, # et ~ 6tant ainsi d6- 
termindes, l '6quation qui donne Z prend la, forme 

Z" q- 2 / l - - ) ' s i n a z  ' -+- ~Z ~ o 
C O S  ¢~ 

et ~e r6duit h, l'6quation tie l't sdrie hypergdomdtrique ,~i l'on filit Io 
ehangement de variable, ind6pendante 

COS" "Jr- ~ I I .  




