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SUR UNE MI~THODE POUR 0BTENIR 

LE DI~VELOPPEMENT EN SI~RIE TRIGONOMI~TRIOUE 

DE OUELOUES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

P A R  

M. LEI CR 
PRAGUE-VINORRADY. 

Je vais dSvelopper une m6thode directe et tr~s simple pour obtcnir 

le d~vetoppement en s~rie tr igonomdtrique de h~ fonction 

oh 
,~0(~) ' 

crJ 

Ladite f onction admettant  la p6riode I e t  restant finie ~ l ' int6rieur de 
la bande ind6finie limit6e par les deux parall61es k l 'axe r6el men6es 

7" ~ • , • 
par les points re = __+ 2, pourra sexpmmer  par une serm de la forme 

oh l'on ~ pos6 
1 

0 

,tcta matl, ematica. I~ .  I m p r i m d  l e  ~7 s e p t e m b r e  1 8 8 ~ .  
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Je consMere d'abord 1 mtegrale 
1 

(~) 00(:~) .~ ;¢o(:,;)d~, 
• 0 

qui d6finit 6videmment uric fonction enti6re transcend'ante de la variable x. 
D'apr~s la formule 

,L(x + ,m + ,~:) = ( - -  I)"e - '~ ' ' '~ ""L(;~), 

dans laquelle m ,  n reprdsentent des nombres enticrs, nous aurons 

(3) O0(x W m W nr) = (-- ,)"e .... '<'x+":'O,,(::c). 

Or l ' int6grale au second membre de la formule (1) s'6vanouissant pour 
x =-:  o toutes les fois que n est diff6rent de z6ro, il r6sulte de l'6qua- 
riot, (3) que la fonction O0(z ) s"mnule en posant 

(m~O. ±1, ~:'2,... "~ 
.Tee ~ '~ ,  " -~  $ ~ ' ~  \ n = : i : l , + 2 , ± : : l , . . . ]  

de sorte qu'elle peut se me~tre sous la forme 

n,<~) a(x) ,  (4) ¢~° (x) -- si,, r,, 

off G(x) ddsignc une fonction entidre transcendante qui peut  se rdduirc, 
bien entendu, k une constante, et off nous avons pos6 comme il cst d'usagc 

ov 

l )6quation (4) combin6e avec la formulc (3) ct avec l '6quation connue 

,~,(x + ,, + , r ) -  ( - -  ,)"'÷"~ .... '<:~+"~)0,(,~:), 

nous donne la suivante 

(5) 

dont nous allons conclure que G ( x ) e s t  une constante. 
Supposons h cet effet que x se trouve repr6sent6 par un point quel- 

conque appartcnant  au parall~lo.qramu~e des p~riodes dont les smnmets out 
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pour affixes les quatre quantit6s + t + r ~ 2 - - ~ '  de sorte que la fonction ~91(x) 

ne s 'annule qu'au point x----o.  En supposant n > o ce point sera de 
mdme un zdro de la fonction t&(x), et on aura d'apr6s un th6or6me bien 
eonnu d e  M, D,umoux ' ,  la h)rmule 

(6) cP,(a~) = ),x g)," (x'), 

ol, I ,1< ,, et ol, x' appart ient  aussi au 1}arall61ogramme des p6riodes. 
Coll lnle Oll a 

1 

' t",-" ...... '< (* '  + '') cp;,( . ' )  = e 7 &t  
, !  '~o(") ' 

0 

il existe unc quantit6 finie M telle qu'on ait, pour toutcs les valeurs 
de x en question et pour toutes les valeurs de n diff6rentes dc z6ro, les 
deux in6galit6s 

1 

i~ < M ~ ,  

~" t O ,  " • dont on conclut, au moyen de la formule (6), 1 me=ahte suiVante 

(7) 

Or chaque quantit6 z, dont la partie imaginaire se trouve en dehors 
d'un certain in~erwdle fini ( ~  f l i . . . /9 i ) ,  pouvant sc mettre sous la forme 
x q - m - a  t- ~ir, o(~ n ~ o, on obtient des formules (5) et (7) l 'in6galit6 

(s) I I < :lzl sin =, I 

qui est satisfaite pour chaeune des dites valeurs de z. Ensuite, la fonc- 
tion &0(z) admettant  la p6riode I, on aura de m6me G ( z  'Jr- I ) =  G ( z ) ,  

et pa r  cons6quent on pourra expr imer  eette derni&e fonetion par une 
sdrie toujours convergente de la forme 

G ( z )  --= E A . ¢  ~'', ~ --~ e "~'' . 

i Ce thdorbme peut dtre iei remplacd par un scrnblable dit k M. MANS~0N, 
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Cela 6t, ant  l ' indgalit6 (8) se ddcon,pose en les deux  suivantes 

Z / f  ~'2n + 1 ~" 
. ~ , , ,  < 3 I  pour  ¢ < e --'~ 

i t  ~ - -  c, to 

A <211 pour  { ~ [ > e ' ,  

et celles-ci en t rah len t  les suivantes 

I~1-~1 < 311:1'"-' your I*1 <~-'~, 
e l ;  

I A . I <  :111:1 -'''+' po~,. I~1>~  ,~, 

qui ex igent  que l 'on air A,,--= o sauf  pour  ,n = o. II faut  donc que 

l 'on air G ( z ) =  A 0 ct l '6quat ion (4) deviend, 'a,  par  consdqucnt,  

(I) 

l 

~P°('r)-J ,L(,~) d~t- 
0 

l O,(z)  
tt t I 

puisqu 'on obt ient  sans peine 

x', I 

Ensui te  l '6quat ion (5) fitit voir que  

(II) 
l ,9, l ~r, ) 

~-- T - - ? ~ - .  . 

de sorte qu 'on aura enfin 

(III) 
, ~(".) L ( , c )  . . . . .  sin rr(.e + ',,r) 

fo rmule  dont  on conc lu t  la suivante,  aprds une t ransformat ion du second 

membre ,  

b",Oo(., + x) __ , ~  t- 4z' .]~q ..... sin rr(2mt + rex),  (III') ao(~)0,(z) sin .'rx 

les indices somn,atoires  6t 'mt m ---= i , 3 ,  5 ,  . , "  ; n ~ I , 2 , 3 ,  . . . .  En 



Ddveloppement on sdrie trigonomdtrique de quelques fonctlons elliptiques. 55 

ou en x + on obtient changeant, dans la formule (Ill), x en x }-2 

aprbs des transformations convenables d'autres formulcs analogues ~ (liP) 
et c'est de ces ddveloppements que M. HmCmTF, avait fir6 quelques for- 
mules intdressantes de la thdorie des fonctions elliptiques, a Je me borne 
,qculement ~ remarquer que la, formule (liP) conduit h, la suiv'mtc 

4 

F,'*; ,Z, (,,, + ~ )r  
.]'-a,~o(,,.),~,(z) . . . . . . . . . . .  .,x -~ 2 lg  (I + ~/7) + 4~/2~j,F(q')co.~2,,ur, 
! 
4 

off nou~ avon,~ pond, pour abrdger, 

z ~i  n:i 

¢(z )  - ' .  . . . . . . . . . .  (, __ Ze7)(~ __ z , , -¥ )  
0 

Ce r&ultat peut s'exprimer plus simplement par la formule 

(Iv)  

4 

j "~"<(* + '") ". ¢!~(~ q), 
~ , , ) ~ 7 a 7  5 a . ,  --=- 2 lg  , 

1 

off l'on a pos6 

OV, ) ,I,(,,, q) = (, + ~/~-) H + q'~e¥ t + q'e - T  
=i  ~',i 

= q'~e T I --- ~"e- 4 

' Ces formules se trouvent dans un mdmoire de M. LIPSCH1TZ (Bemerkunge~ iiber 
eb~e Gallung vielfacker Inlegrale; J o u r n a l  fu r  51a themat ik ,  t,. 101, p. 223) dont la 

seconde partie est consaerde aux r6sult,ats de M. HERMITE. 


