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SUR LES I~0UATIONS DIFFI~.RENTIELLES LINI'~AIRES 

A COEFFICIENTS ALGI~BRIOUES 

PAR 

C. GUICHARD 
it R E N N E S ,  

Soit: 

(I) 
d," a d n--  1 z 
dx" + R~ ,;~,,_-, -t- . . . .  + R~z --:- o 

une 6quat ion diffdrentiel le l indai re  et  homogdne,  oh leg R~ .~ont de~ fone- 

tions rat ionnel les  de deux  wMal) les  x , y  li6e.~ par  une gquat ion alg6twique:  

2 )  ~"  1 I x ,  y) = o. 

Soit x = a ,  y ----- b, un poin t  de ramif ica t ion d 'ordre  m de la eourbe  

(2). Supposon~ que  pour  x = a ,  y = b, Rl  , R2 , . . . ,  1t,, restent  finis. 

J e  vais ddmont re r  le thdordme suivant :  

Si  la variable x tourne m fois autour da poi~# a, les ~z inl4qrales de 

lYquation ( i )  repremwnt  lem" valeur i~fftiale. 

Je  d6montrerM ee th6ordme en snpposant  n =  4. On ver ra  facile.  

s eten(1 au eas general .  ,J eems l '6quat ion (I)  men t  que 1'~ d6monst ra t ion  " ' ' " " 

sou~ la forme suivante :  

(3) 
(X ~ (~)4 r i t z  tl3 z d,~Z 

, ~ ,  + (~; - -  ,,)~. 5 . - -  + (~ - ,) '~'~ d~, ~ " da? 

+ (x - -  a)I'~,. '~  

A, cta mathematiea. 12. Imprim4 1~ 4 octobre 1888. 
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En ver tu  de l 'hypoth6se faite sur  les coefficients, P 1 ,  P ~ ,  P:~, 1'4 con- 

t iennent  respec t ivement  en faeteur,  x - -  a,, (x - -  a) ~, (x - -  a) 3 , (x - -  a)4. 
Cela pos6, je rqm6ne les m portions t ie plan qui st raceordent  au 

point  a h la. forme dl6mentaire  par le changemen t  de var i ' tb le :  

X -  a .~- ~,n. 

L'dquat ion (3) se t ransforme alors en la suivante:  

(4) *_4 , l 'z  .:: ,l~z ~..~ d"z ~.dz 

Pour  c tdculer  les coefficients Q je r e m a r q u e  que l'on a: 

(5) @ _ , , )  ,1F , . d E  

E n  prenant p o u r  F ,~ueecssivement,  ~ ( x -  a )  d z  ~ ~ ~ ~ . . . o i l  [ l l l i ' , q . "  

.r - -  a )  d z  i ,. t lz  

hT~ - -  m, " ¢ ~ ' 

d'o~l : 

,l I ,lz I t d I ~ d z l  
( . r ~ - - . ) ~ l @ - - . )  - ~ I¢, 1 

( .~ ;_  a)~' r'z ! I-"-' ,/% , , . d z - I  
( , ,  - -  , )  ¢ ~ _ ] .  

.~ ° Je  dis que d u n e  manlere  gdn6rale  on a: 

( 6 )  (:r. ~ a) q'lqz i [~,, ,lq z 
d,~q - -  ,¢' L ¢ ~ + a,,, 

~q -1 d q - l  z ~'q-2 tlq--9" Z 
d-~:,_ c + a~,~¢ ~1#,,:~ + . . . ] .  

I1 suffit pour  cela de d6mont re r  q u e  si cette formule  est exacte pour  

une v a l e u r  de q, elle l 'est encore pour  la va leur  suivante.  
Appl iquons  I'L fo rmule  (5) attx deux  mernbres  de la relat ion (6). 

OI1 qllrft : 

2 i - ~  q" d~'t 2f- ( t 1 - -  i ) a q l ~ ~ _  ~ "4- . . . .  
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Cette derni6re formule 6t,'~blit i'exacfitude de la  i)ropridt6 6nonc6e. Elle 
do.he pour le calcul des coefficients a l e s  formules de rdcurrence: 

0~11t I , I  ~ (¢'1,t - -  (t11, - -  I ) g / ,  

Je n'insiste pus davantage sur ce ealcul, car il n'est pas ndcessaire 
pour arriver ~ notre bui de eonnaitre la valeur de ees coefficients. 

d q  g 
En portant les valeurs de ( . ~ -  a)~dT.V duns l'6quation (3) on aura: 

(~)l - "  a,x + ml'l, 

*4 - -  a,~ + %, mt'~ + m'V'~, 

O,, =-m~P~ • 

P1, P , ,  P a , / ' ,  deviennent des fonetions de $ qui eontiennent respective- 
ment en faeteur, ,,r'', g,,~, ~a,,,, ~:~,,,. 

Les fonetions Qt, Q~, Q~, Q4 sent des fonetions ho!omorphes de 
duns le voisinage de $ = o .  Nous poserons: 

i ~"J. (2,, = Z A , , ¢  . 
0 

Forlnons maintenant la fonction caract6ristique de l'6quation (4), 
qu%n obtient, eomme oil le suit, en" remplae, ant duns 16 premier membre 
de eette 6quation z par $". Nous obtenons: 

oh: 

e,F(,-) + ~,+,¢~(,.) + e,+~¢~(,-) + . . .  

F(,-) = , - 0 - -  ~)( , --  , ) ( , - -  3) + ~ > ( , - -  ~ )0 - -  ~) 

+ A~,.(,,--- ~) + A > +  ~ ,  

~,,(,-) = A~,-(,--- ~)(,.-- ~) + A~,-(,.-- ,) + A~,,. + A~. 

_I,~ ~,~.,,] ~,~. I,~o ,~,I .... A,~,~= D ~ ~f .. I,~.~ .,~,n~.,~,~ ~,~r~ni'oe. 
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Bemarque i. Les coefficients - 0 ,  41 A0 ~ , A03, Ao 4 on t  r e spee t i vemen t  pour  

va l eu r :  a41, a4~, a~, o;  ils nc d @ e n d e n t  pas des coefficients des fonc- 

t ions P.  I I e n  %su l t e  qu 'on  ne change  pas la va l eu r  de F ( r )  si l 'on 

suppose  que  clans l'(~quation (3) on  remplaee  P~, P2, P~, P4 respective- 

m e n t  par  x - - a ,  (x--a) ~, (x--a) 3, (x--a) ~. Dans  ees condi t ions,  l'¢;qua- 

t ion earactSr is t ique de (3) au ra i t  p o u r  raeines o ,  I , 2 , 3 .  Dans  l 'Squa- 

t ion t r ans fo rmSc  (4) les raeines de l '5quat ion caractSr is t ique  seront  alors  

o ,  m ,  2 m ,  3m. Ce sont  aussi les raeines  de F@). D'une  mani5re  g~- 

n(irale, l '~quat ion:  

(7) , .( , .--  , ) . . .  ( , . - - e  + ,) + ,~ , , . ( , . -  ~ ) . . .  ( , . - ~  + ~) 

+ ,~.,, ( , -  , ) . . .  ( , - - -~  + 3) + . . . .  o 

a d m e t  p o u r  racines:  

0 ~ ~ )11  2111 ~ , , . ~ ( t [  - - -  I ) l l t ~  

ce qui  donnera i t  une  n o u v e l l e  md thode  pour  ca lcu lc r  les coefl 'Ments a. 

Remarque 2. Les p o l y n 6 m e s  ~ ,  ~.,, . . . ,  ~ .... ~ sont i d e n t i q u e m e n t  

nuls .  En  effet les fonct ions  Q ne r e n f c r m e n t  pas de t e rmes  d o n t  le 

degrd  est 1 , 2 , . . . , m - - ~ .  

Remarque 3. Les p o l y n 6 m e s  ~ , , ,  #, , ,H, • . . ,  f~ .... l on t  p o u r  raeines 

e o t n l n u l l e S :  

En  ett'et si k~ est le coefficient de ~"'+' dans P ,  on a: 

~,.,+, = , , . .  z;,[,.(,,. - -  , ) ( , . - -  ~ ) +  ,:,,,.(,,.-- ,) + ~,,,.]. 

Remar(tue 4. On vol t  de marne:  

I e que  les p o l y n b m e s  f~,,,, f,,,,+~, . . . .  , f~ .... ~ ont  p o u r  racines com- 
Il lUllCS 

2 ° que  los po lyn6mes  

I i l U n e  

F3,,,, ,vs,,,+~, • • • ,  f.~ .... 1 ont  p o u r  racine com- 

O. 
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Cela pos6, cherchons '~ int6grer l '6quation (4) en prenant  pour z 

une s6rie de la forme: 

0 

On aura pour d6terminer c~ l '6quation: 

(8) ciI"(l.) .3g ci , • 1 ( i - -  I) -4- gi_2¢.2( i - -  2) --]- . . . -]- go,~i(o) -= o. 

Donnons-nous arbi t rairement  c 0. L'dquation (8) donne pour c~, c.,, .... , c .... 

la valeur  o. L'6quation qui ddtermine G,: 

,;,,,z,'(,,,) + . . . . .  I) + . . .  + = o  

se r6duit g une identit6. On pourra  prendre c,, a r b i t r a i r e m e n t .  On aura. 

ensuite o pour valeur de c m + ~ , . , . ,  c=,,,_~. Puis l '6quation qui d6termine 
%,,, se r6duit g une identit6; c.~,,, pourra ~tre pris arbitrairement.  Ensuite 

on t rouvera o pour les coefficients ¢~,,,+~,%~÷=,...,Ca,,,_~. On pourra  
prendre arbi t rairement  ca,,,. A partir  de 1'~ tes 6quations ne deviendront 

jamais identiques. Les coefficients Cam+~,. . . ,  C~ .... ~ seront encore nuls. 

Mais apr6s le terme %,,, il pourra y avoir des coefficients dont l 'indiee 
n'est pas divisible par m 

On d6montre clans la th6orie des 6quatiotls diff6rentielles que la 

s6rie obtenue est eonvergente et donne l ' int6grale g6n6rale. C'est une 

fonetion uniforlne de ~ et par suite de x ,  y pr6s du point, de ramification. 


