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OBER GEWISSE EBENE CONFIGURATIONEN 

VO:N 

J. DE V R I E S  
in K A M P E N  (Holhtnd). 

Eine ebene Figur, welche aus p Punkten und .q Geraden derqrt zu- 
sammengesetzt ist, dass jeder Punk t  mit r Geraden und jede Gerade mit  
7= Punkten incident ist, heisst bekanntlich eine Configuration; ich be- 
zeichne sic mit dem Symbol (p~,, ~]~.) falls 7" und z vcrschieden sind: frtr 
7" = z hat Herr  R~YE die Bezeichnung p~, eingef~hrt. 

Die Cf. 8 3 , % ,  Io 3 sind yon Herrn KAY'rolb: die Cf. i i~ yon Herrn 
MAIrrlNI3T'FI :~ eingehend untersucht worden, wi'd~rend Herr  SCHOI~FLIES 4 

die regelm~ssigen Cf. P3 einer Bet rachtung unterworfen hat. In der fol- 
genden Arbeit  sind die Eigenschaften yon einigen Cf. (P4,9::) abgeleitet 
und gewisse Cf. aufgestellt  worden, welche sich diesen ungezwungen an- 
schliessen. 

r 1. Die kleinsten Zahlen, far  w61che eine Cf. (P4,9:~) mOglich ist, 
sind p = 9 ,9 - - - - - I2 .  Werden aus einer (94, I2~) ein Punk t  und die 

i Ac ta  M a t h e m a t i c a ,  Bd. 1. Das yon mir benutzte Symbol sellliesst sich tier 

yon Herrn REYE vorgesehlagenen Bezeiehnung einer riiumliehen CE an. 
~ S i t z u n g s b e r i e h t e  d. W i e n e r  A k a d e i n i e ,  Bd. 84-, S. 915 und I291. 

3 Anna l i  di M a t e m a t i e a ,  Serie 1I, Bd. 15, S. 1. 

' G~itt ingev N a e h r i e h t e n  1887, S. 4 I o  und Ma th .  A n n a l e n  Bd. ~1, S. 43. 
~' Der grSsseve Theil jener Eigensehaften ist enthalten in einer Arbeit Over vlakke 

configuralies, welche in den Si tz .  Ber .  d. K f n :  Al~ad. d. Wiss .  in A m s t e r d a m  ver- 

5ffentlieht wuvde (Serie I I I ,  Bd. 5). 
A v t a  m a t h e m a t i c a .  12. I m p r i m $  le 4 octobre 18~8. 
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vier mit ihm ineidenten G eraden fortgelassen, so bilden die iabrigen 
Punkte und Geraden offenbar eine Cf. 8:,, welche, wie Herr M6mcs 1 
zuerst gezeigt hat, niemals reell sein kann. Die ebenfidls imagini~re Cf. 
(94, I2a) wird demnach yon zwei einander e in -und  umbeschriebenen 
Vierecken und ihren in einem Punkte zusammenlaufenden vier Dingo- 
nalen gebildet. 

2. Jeder Punkt einer Cf. (t24, ~6~) ist von drei Punkten getrennt; °" 
ich betrachte nun zungchst diejenigen (124, i6a) in denen jeder Punkt 
mit den yon ibm getrermten Punkten eine involutorische Gruppe bildet, 
und bezeichne mit 1234 , I'2'3'4', I"2"3"4" die drei Quadrupel, in welehe 
sieh die Cf.-punkte alsdann anordnen lassen. Es werde ferner die Be- 
zeichnung so gewghlt, dass die Cf.-geraden i ' i " ,  2'9", 3'3", 4'4" nach t 
zielen und die Geraden I'2", I'3", I '4" bezctglich die Punkte 2 , 3 ,  4 
entlmlten. DiG vollslgndige Untersuehung ergibt nun, dnss die Ver- 
theihmg der I2 Cf.-punkte i'~ber die 16 Cf.-geraden dutch jede der n,qch- 
stehenden Tafeln dargestellt werden kann. 

A° 

] ~ - I  I ' I "  V_~ 2 I ' 2 "  I X = :  31'3 '' X I I I _ ~  41'4 '' 

II~-: x2 '2" V l ~ 2 2 ' t "  X ~  32'4" X I V ~ 4 2 ' 3 "  

1 1 I ~  I3'3" 1"II -~- 23'4" X [  +. 33'1" XI '-~ 43'2" 

1 V ~  I4'4" V I I I ~ _  24'3" X I I ~  34'2" XVI-_-_: 44'I"  

11. 

" _ '"" X I I I  --+-- 4 I ' 4 "  . [ ~  I i ' t  V----  o I ' 2  '' I X - - 3 1  ,~ 

I I ~  12'2" V I ~  22'1" X == 32'4" X I V ~  42'3" 

o ~ '  " " "~' 2 "  " I I I ~  I3 '3"  V I I i ,  4 X I ~  oo X V - + 4 3 ' I  

IV--+--_ I4'4" V I I [ ~  24'3" X I I ~  34'1" X V I  ~ 44'_0". 

t G e s .  W e r k e ,  Bd. 1, S. 445 .  

" Her r  SCH6NFLmS nenn t  2 Punkte  (Gerade) get rennt,  wenn sle nieht mit  einer 

Cf.-geraden (einem 0['.-punkt,.) incident  sind. a. a. O. 
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C. 

I---- i i ' I "  V - -  21'2" I X - - 3 1 ' 3  '' X I I I .  4~'4" 

H---- 12'2" VI~-  22'3" X- -  32'4" XIV---  42'1" 

I I I .  13'3" VI I  = 23'4" X I =  33'i" X V =  43'2" 

IV---- I4'4" V I I I - -  24'I" X I I =  34'2" X V I .  44'3". 

D. 

I - -  I I ' I "  V .  21'2" I X - -  3t'3 '' X I I I = 4 I ' 4 "  

H .  12'2" V I . 2 2 ' 4 "  X=_32'I '' X I V ~  42'3" 

111-- 13'3" V I I - -  23'i"  X 1 . 3 3 ' 4 "  X V - -  43'2" 

IV=__ 14'4" V I I I - -  24'3" X I I .  34'2" XVI=~ 44'I". 
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3. Die Cf. A ist dadurch gekennzeichnet, dass je zwei getrennte 
Punkte Gegenecken in zwei yon Cf.-geraden gebildeten vollst'~ndigen 
Vierseiten sind. Die folgende Tabelle enthMt die i2 Geradenquadrupel, 
welche den verschiedenen Vierseiten angehSren. 

I 11 V V I  V V I I  X I I I  X V  

1 I I  I V  V I I  V I I I  V I  V I I I  X I V  X V I  

I I I I  I X  X I  V V I I I  I X  X I I  

H I V  X X I I  V I  V I I  X X I  

I I V  X I I I  X V I  I X  X X I I I  X I V  

I I  I H  X I V  X V  X I  X H  X V  XV1. 

In der Cf. B zeigen die Paare getrennter Punkte ungleiches Verhalten. 
W'~hrend z. B. i und 2 Gegenecken in zwei vollst'~ndigen Vierseiten 
sind, bilden die mit I u n d  3 incidenten Geraden ein Achtseit, dessert 
Seiten abwechselnd durch I und 3 laufen; ich bezeichne diese Figur 
~ls STEINERSChes Achtseit mit den Hauptecken i ,  3. Die von den Cf.- 

Acta mathemattca. 12. Imprim~ le 3 octobre 1888. 9 
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geraden gebildeten vollsti~ndigen Vierseite und STEI~Easchen Achtseite 
sind in der nachstehenden Tabelle enthalten. 

I I I  V VI 

II1 I V  VII  VIII  

IX X X I I I  X IV  

XI  X I I  X V  XVI  

Vierseite. 

I IX 

I X H I  

I 

I 

I 

I 

111 XI  11 X 

IV  XV  I I  X IV  

111 IX XI  V VII  

1V X I I I  X V I  V VIII  

111 X V X1V VI VIII  

IV  X H  X VI VII  

1I 111 X I V  X V  VI VII 

11 IV  X X H  VI VIII  

I I  I I I  X I  IX V VIII  

H IV  XVI  XIII  V VII 

V IX VIII XII  171 X 

V XIII  VII XV  VI XIV 

IV  XI1 ] 

I I I  XV  I 
XI I I  X V  

IX X11 

XI I  IX ] 

X V  XI I I  Achtseite. 

X XI  I 

X I V  XV1 

XVIxI XIxV [ 

VII XI  ] 

VIII XVI. 

Ein weiterer Unterschied zwischen A und B ergibt sich aus der Be- 
trachtung der Restfigur einer Cf..geraden, d .  h. der Figur, welche die 
yon einer bestimmten Cf.-geraden getrennten Geraden enthalt. 1 

In A besteht die Restfigur der I aus zwei Tripeln gegenseitig ge- 
trennter Geraden, n~mlich VII,  XII ,  XIV  und VIII, X ,  XV, welche 
mit den Punkten 22'2"33'3"44'4" eine Cf. (9~, 6~) bilden. Indem jedes 
Tripel s~mmtliche neun Punkte enthi~lt, konnen diese als Basis eines 

KANTOR~ a. a. 0 . ,  zweite Abh. 
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C3-Bfischels betrachtet werden. Die Restfiguren der i~brigen Cf.-geraden 
sind Cf. (92, 63)A von derselben Art. 

In B ksnnen die yon einer willkiirlichen Geraden getrennten Ge- 
raden nicht in zwei Tripel gegenseitig getrennter Geraden angeordnet 
werden. Die Cf. (92,63)B, welche z. B. die Punkte 22'2"33'3"44'4" 
mit den yon I getrennten Geraden VII, VIII, X, XI, XIV,  XVI  bilden, 
besteht aus zwei Dreiecken 33'4" und 44'3", deren Seitenpaare sich in 
drei nicht allineirten Punkten 22'2" schneiden. 

Die Untersuchung der yon den Tabellen C und D dargestellten Cf. 
ergibt, dass sie yon der Cf. B nicht verschieden sind. 

))Es gibt nur zwei Cf. (124 , I6~), deren Punkte drei Quadrupel 
bilden, in welchen jeder Punkt yon den fibrigen getrennt ist.)) 

Ausser den beiden hier auffretenden Cf. (92, 63) gibt es keine mehr; 
man zeigt diess am Einfaehsten, wenn man ausgeht yon der einzigen 
(62,43), dam vollstandigen Vierseite. 

4. Auf der C~, welehe durch die Ecken der beiden zur (I 24, I6:~)A 
geh~)rigen vollstfmdigen Vierseite I l I  V VI und I I I I I X I V X V  bestimmt ist, 
sind i 2 ,  V2', i"2", 1 4 , 2 ' 3 ' ,  2"3" sechs Paare correspondirender Punkte. 
Indem die correspondirenden Punkte V 3' aus I in die correspondirenden 
Punkte V'3" projicirt werden, bilden i und 3------(IX, XI) ebenfalls ein 
correspondirendes Paar. Ebenso ergibt sich, dass C 3 die Punkte 

4'---- (VII1, XVI) una 4" --~ (VI I ,  XlII) 

enth~lt, welche bezt'lglich mit 2' und 2" correspondirende Paare bilden. 
))Dutch jede (I24, I63)A lasst sieh eine zweizfigige C 3 legen, auf 

welcher die 3 Quadrupel getrennter Punkte 3 Punktquadrupel mit al- 
]ineirten Tangentialpunkten sind, die I6 Geraden somit eine gemeinschaft- 
liche Begleiterin haben.)) 

Dem vollsti~ndigen Vierseite I I I  V V I  und dem Dreieeke 35'3" der 
(I24, I63)B kann man eine C 3 umschreiben, auf welcher i 2 ,  i '2 ' ,  i "2"  
drei Paare eorrespondirender Punkte sin(l, deren Tangentialpunkten (I2), 
( I '2 ' ) ,  (~"2") in einer Geraden liegen. Weil eln correspondirendes Punkte- 
paar aus jedem Punkte der C 3 in ein zweites Paar projicirt wird, und. 
3 als Projection yon I' aus 3" und als Projection yon 2" aus 3' be- 
trachtet werden kann, enthalt C 3 auch den Punkt 4, weleher den Ge- 
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raden 3 " 2 ' ,  3'1" gemein ist, und daher mit 3 ein Paar bildet. Die 
gleiche Betrachtung lehrt, dass 4 '=(42" ,  3~") und 3 ' - - (4 t" ,  32"), 
4"- - (4I ' ,  32') und 3"--(42' ,  3 I') zwei correspondirende Paare sind. 
Die den letzten drei Paaren entsprechenden Tangentialpunkte (34),(3'4'), 
(3"4") sind die Gegenecken der Tangentialpunkte (~2), (~'2'), (I"2") in 
einem der C a eingeschriebenen vollstandigen Vierseite. 

))Jeder (i2~, I63)B kann man eine C 3 umschreiben, aufwelcher die 
I2 Punkte 6 correspondirende Paare desselben Systems bilden, deren 
zweite Tangentialpunkte allineirt sind.>) 

Sechs Punktquadrupel einer zweizagigen Ca, deren Tangentialpunkte 
die Ecken eines vollstandigen Vierseits sind, bilden eine Cf. (248,64~), 
welche die vier Cf. (12~, I6~)A enthalt, deren Geraden die Seiten des 
Vierseits als Begleiterinnen entsprechen. 

Es kann leicht gezeigt werden, dass jene Cf. acht Cf. (I24, I6~)B 
enthalt. 

5. In der folgenden Tafel werden die beiden (124, 16~) in Bezug 
auf einige ihrer Eigenschaften vcrglichen. 

A. 

I. Die Cf. wird gebildet von 
drei Punktquadrupeln einer zweizti- 
gigen C" ihre Geraden haben eine 
gemeinschaftliche Begleiterin. 

2. Die Cf. ist unzweideutig be- 
stimmt durch ein vollsti~ndiges Vier- 
seit und ein Dreieck, dessen Seiten 
mit drei allineirten Ecken des Vier, 
seits incident sind. 

3. Jeder Punkt ist als Ecke 
sechs vollsti~ndigen Vierseiten ge- 
mein. 

B° 

I. Die Cf. wird gebildet von 
sechs correspondirenden Paaren einer 
Ca; die sechs Tangentialpunkte sind 
Ecken eines vollsti~ndigen Vierseits, 
die Cf.-geraden haben somit eine ge- 
meinschaftliche zweite Begleiterin. 

2 .  Die Cf. ist bestimmt durch 
ein vollst~ndiges V'ierseit und ein 
Dreieck, dessen Seiten mit drei nicht 
allineirten Ecken incident sind. 

3. Jeder Punkt ist Ecke zweicr 
vollstandiger Vierseite und Haupt- 
ecke zweier STEI~ERscher Achtseite. 
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4. Jede Gerade ist drei voll- 
standigen Vierseiten gemeinschaftlich. 

5. Die Cf. enthMt zwotf voll- 
st~ndige Vierseite. 

6. Die Restfigur jeder Cf.-ge- 
raden ist eine (%, 6~)A. 

7. Greift man 6 Gerade her- 
aus, welche einer (%, 63)A angeh(i- 
ren, so sind dis i;lbrigen 3 Cf.-punkte 
allineirt. 

8. Die Cf. enthMt aeht Qua- 
drupel gegenseitig getrennter Gera- 
den; jede Gerade ist zwei Quadrupeln 
gemeinschaftlich. 
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4. Jede Gerade gehsrt einem 
vollsti~ndigen Vierseite und sechs 
STEINERschen Achtseiten an. 

5. Die Cf. enthalt vier voll- 
standige Vierseite und zw01f STEI- 
~ERsche Achtseite. 

6. Die Restfigur jeder C£-ge- 
raden ist eine (92,6~)B. 

7. Entfernt man 6 Gerade, wcl- 
ehe einer (92,6~)A angehoren, so 
sind die fibrigen 3 Cf.-punkte Ecken 
eines yon Cf.-geraden gebildeten 
Dreiecks. 

8 .  Die Cf. enthMt keine Qua- 
drupel gegcnseitig getrennter Gera- 
den. 

6. Wird aus einer (i 24, I6~)A ein Quadrupel gegenseitig getrennter 
Geraden fortgelassen, dann bilden die fibrigen zw(~lf Geraden mit den 
zwslf Cf.-punkten eine regelmassige I23. Die Entfernung der Geraden 
IV, VI, IX, XV ergibt zum Beispiel die durch das nachfolgende Schema 
dargestellte Cf. 

I I r I "  

I 2 ~ 2 "  

i 3' 3" 

2 I '  2 ~' 

2 3' 4" 

2 4' 3" 

3 2' 4" 

3 3' I" 

3 4' 2" 

4 i '  4" 

4 2' 3" 

4 4' i"  

Jeder Punkt dieser i2 a kommt in 3 Cf..dreiecken vor; die Cf. be- 
steht somit entweder aus einem sich selbst ein- und umbeschriebenen Po- 
lygone oder aus einem Cyklus von Polygonen, deren jedes dem folgenden, 
deren letztes dem ersten eingeschrieben ist. 1 Die nghere Betrachtung der 
obigen Tabelle lehrt, dass letzteres hier der Fall ist; die Cf. wird ge- 
bildet yon den beiden Sechseeken 11'4"34'3" und I"42'2"23'  , welche ein- 

' 8CH6~FLmS, Mat h. A ~ n.  a. a. 0., ~ 4. 
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ander so eingeschrieben sind, dass je zwei auf einander folgende Ecken 
jedes yon ihnen auf zwei einander folgenden Seiten des anderen liegen. 

Die Restfigur jedes Punktes dieser iz~ besteht aus einem Tripel und 
einem Paare gegenseitig getrennter Punkte, enth~lt also 6 Cf.-gerade; 
die Restfigur jeder Geraden kann betrachtet werden als ein Sechsseit, aus 
welchem eine Seite entfernt ist. 

7. Bei weiterer Betrachtung der Cf. (I24, I6~)A ergibt sich eine 
Cf. (I54 , 2o~), deren Eigenschaften ich bier einschalten werde. Ihre 
Punkte bezeichne ich dutch die Combinationen ik, ihre Geraden dutch 
die Combinationen ikl der Zahlen I , 2 , 3 , 4 ,  5 , 6; cs sind alsdann die 
Punkte ik,  kl, li der Geraden ikl incident. Die Existenz einer solchen Cf. 
ergibt sich auf folgende Weise. Werden dieGeraden I 2 3 , I 2 4 , I 2 5 , I 2 6  
nebst den ihnen incidenten Punkten I 3 , 2 3 , . . .  willki]rlich angenommen, 
dann sind die 6 Schnittpunkte der Geradenpaare Iik, 2i]~ die Ecken eines 
vollst~ndigen Vierseits, dessen Seitcn die Perspectivit~tsaxen der 4 Paare 
von Dreieckcn bilden, fi~r welche der Punkt i2 das gemeinschaftliche 
Perspectivitatszentrum ist. 

))Zwei einem Vierstrahle cingeschriebene vollst~tndige Viereckc bc- 
stimmen eine ( I54 ,2%),  in welcher die Restfigur jedes Punktes ein voll- 
standiges Vierseit ist.)) 

Die Gerade I23 ist mit den Geradcn I2 i ,  23i , 3 I i , ( i =  4 , 5 , 5 )  
verbunden, 1 die Gerade 455 mit den Geraden 45~, 56k, 64k, (k = I, 2,3); 
die 2o Geraden der Cf. bilden somit Io Paare ))associirter~)Geraden: 
jede Gerade eines solchen Paares stellt mit den neun mit ihr verbunde- 
nen Geraden die l{estfigur der zweiten Gcraden dar. 

))Die betrachtete (I5~, 2o~) kann auf zehn Arten aus zwei Tripelr. 
vollstandiger Vierseite zusammengesetzt werden; die Vierseite jedes Tripels 
haben drei allineirte Ecken gemein, die i~brigen neun Ecken geh0ren 
beiden Tripeln an.)) 

Die Cf. ist durch eines dieser Tripcl vollstandig bestimmt. Werden 
n'~mlich die Geraden I23 , I2i ,  23i, 3Ii ,  (i -= 4 , 5  , 6) willkfirlich an- 
genommen, dann ist I23 die gemeinschaftliche Perspectivit~tsaxe der drei 

' Zwei Gerade heissen verbunden, wean sie sich in einem Cf.-puukt schneiden. 
(SCHONFLIES, a. B,. O.) 
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von den obrigen neun Geraden gebildeten Dreiecke. Bezeichnet man ihre 
Perspectivitatszentren durch 45,  5 6 , 6 4 ,  dann ist I2 das Perspeetivit~ts- 
zentrum der Dreiecke (14, I5 ,  I6) und (24 ,25 ,26) ,  wesshalb die Punkte 
45 ,  55 , 64 als Sehnitte homologer Seiten allineirt sind. 

8. In der Cf. (I2~, I6:¢)A bestimmt somit die Gerade I mit 
den mit ihr verbundenen Geraden H V V I ,  I I I I X X I ,  I V X I I I X V I  eine 
(I54 , 2o~) der betrachtcten Art, welche ausser diesen Io Cf.-geraden 9 
Cf.-diagonalen enthMt; die 2o ste Gerade ist mit drei Schnittpunkten von je 
drei Cf.-diagonalen incident. Werden diese neuen Punkte mit 6', 8 , 7" 
bezeichnet, dann ergibt sich for die (I5~ , 208) nachstehende Tafel. 

I I p I tt 

I 2 '  2 "  

I 3' 3" 

I 4' 4" 

2 I '  2 "  

3 1 , 3  '' 

4 i '  4't 

2 2 ~ I '~ 

3 3' I" 

4 4' i"  

8 6' 7" 

8 3 4 

8 3' 4' 

8 3 " 4 "  

6' 2 3 

6' 2' 3' 

6' 2" 3" 

7" 2 4 

7" 2' 4' 

7" 2" 4" 

Die zehn Geraden der zweiten Vertikalreihe bilden mit der Restfigur (92,6~)A 
der Geraden I I ' I "  in Bezug auf die (i2~, I6~)A eine zweite Cf. dieser 
Art, welche dutch die folgende Tabelle dargestellt wird. 

8 6 ,  7,, 

8 4  3 

8 4 '  3' 

8 4 " 3 "  

2 6 ' 3  

2 4  7" 

2 4 '  3" 

2 4 "  3' 

2 , 6 ,  3 , 

2' 4 3" 

2' 4' 7" 

2' 4" 3 

2 , , 6 , 3 , ,  

2" 4 3' 

2" 4' 3 

2" 4" 7" 
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Auf der zweiztigigen C~, welche dieser Cf. umschrieben werden kann, 
sind offenbar 822'2% 6'44'4", 7"33'3" drei Punktquadrupel. 

))Die sechszehn in einer ( i24 ,  I6a)A enthaltenen (92,63)A bestim- 
men ebensoviele neue Cf. (I24,  I68)A , deren jede yon der urspriing- 
lichen Cf. 6 Gerade und 9 Diagonalen absorbirt; die seehszehnte Gerade 
dec neuen CIr. ist derjenigen Geraden der alten Cf. in einer ( I54,  2%) 
associirt, far  welche die betreffende (%,  6a)A die Restfigur bildet.)) 

9. Die vollsti~ndige Untersuchung der Cf. ( I 2 4 ,  I6a)A in Bezug 
auf ihre si~mmtlichen Restfiguren ergibt, dass die 18 Diagonalen der Cf. 
zu dreien nach I2 Punkten zielen, welche mit I6 Geraden incident sind, 
und mit diesen eine neue (I2~, i6a)A darstellen, die ich als die ))asso- 
ciirte)) Cf. bezeichne. 

Nachstehende Tabelle enthMt die Resultate dieser Untersuchung und 
die Bezeichnung der Sehnittpunkte. 

I 2 

I 2 

3 4 

3 4 

2 3 

2 3 

i 4 

i 4 

i 3 

i 3 

2 4 

2 4 

Geradentrlpel. 

3' 4' l" 2" 

I' 2' 3" 4" 

I '  2' I"  2" 

3' 4' 3" 4" 

I ' 4' I" 4" 

2' 3' 2" 3" 

2' 3' I" 4" 

i '  4' 2" 3" 

I '  3' 2" 4" 

2' 4' 1" 3" 

2' 4' 2 " 4 "  

I' 3' i" 3" 

Sehnltt. 
punkte. 

5 

6 

7 

8 

5' 

6' 

7' 

8' 

.5" 

6" 

7" 

8,, 
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Geradenpaare, welche in einer (I54 , 2o3) associirt sind: 

I I '  I "  

I 2 '  2" 

I 3 ' 3 "  

I 4' 4" 

2 I '  2 '~ 

2 2' I 't 

2 3 '  4 "  

2 4 '  3"  

3 I ' 3 "  

3 2 ' 4 "  

3 3 '  I" 

3 4 '  2" 

4 I '  4"  

4 2' 3" 

4 3' 2" 

4 4' ~" 

8 6 ,  7,, 

8 5 '  8" 

7 5 '  7" 

7 6 , 8  ', 

8 7 ,  6', 

8 8 ' 5 "  

7 8 ,  6,' 

7 7 ' 5 "  

5 7 ' 7 "  

5 8 '  8" 

6 8 , 7 , '  

6 7 , 8 , '  

5 6 , 6 , ,  

5 5 '  5" 

6 5 , 6 ' ,  

6 6 '  5" 
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I I '  I "  

I 2 t 2 ~' 

I 3' 3" 

i 4' 4" 2, 4, 7,, 

3 ' 4 ' 8  
Acta mathematlva. 1~. Imprim~ le 8 octobre 1888, 

Beispiel. 

i' 2' 7 

i '  3' 8" 

i '  4! 5 ' 

2' 3' 6' 

I'r 2" 7 

I "  3" 8"  

I" 4" 5' 

2" 3" 6 '  

2" 4" 7" 

3" 4" 8 

8 6 , 7 ' ,  

8 5 ' 8 "  

7 5 ' 7 "  
7 6 ' 8  ''. 

10 

Aus dieser Ubersicht erhellt, dass die associirten von vier durch einen 
Cf..punkt laufenden Geraden der einen Cf. in der associirten Cf. ein voll- 
standiges Vierseit bilden, welches zugleich die Restfigur jenes Punktes in 
einer (I5, , 203) ist, der ausser jenen 8 Geraden noch i2 Diagonalen der 
ersten (124 , i63) angehsren. 
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Die Diagonale 12 des vollst~ndigen Vierseits 121'2'1"2" wird yon den 
Diagonalen I'2', 1"2" beziehungsweise in 6 ,  5 geschnitten: I , 2 , 5  , 6 

sind daher harmonische Punkte. 
))Die Punkte zweier associirter (I24, i63) trennen sich harmonisch 

auf den acbtzehn ihnen gemeinschaftlichen Diag0nalen.)) 

10 .  Die achtzehn yon den 2 4 Punkten der beiden Cf. ( i24,  I68) 
gebildeten harmonischen Gruppen sind in der nachstehenden Tafel ent- 
halten. 

i 2 5  6 

3 4 7  8 

i 3 5 " 6 "  

2 4 7 " 8 "  

1 4 7 ' 8 '  

2 3 5 '  6' 

I' 2' 6 7 

3 ' 4 ' 5  8 

~' 3' 5" 8" 

2, 4, 6,, 7,, 

I ' 4 '  5' 8' 

2 ' 3 ' 6 '  7' 

I" 2" 5 7 

3 " 4 " 6  8 

I" 3" 6" 8" 

2,, 4,, 5,, 7,, 

I " 4 " 5 '  7' 

2" 3" 6' 8' 

))Die Punkte zweier associirter (I24, 16s) bilden mit ihren 18 ge- 
meinschaftlichen Diagonalen eine Cf. (243 , 184), in welcher je vier Punkte 
einer Geraden eine harmonische Gruppe darstellen.)) 

Diese ~harmonische)) Cf. ist aus 2 Tripeln vollsti~ndiger Vierecke 
derart zusammengesetzt, dass je 2 dieser Figuren, welche nicht demselben 
Tripel angehSren, eine gemeinschaftliche Nebenecke haben. Den 9 Neben- 
ecken entsprechend lassen sich die Cf.-geraden demnach in 9 Paare asso- 
ciirter Geraden anordnen. 

Aus der Tabelle ist welter ersichtlich, dass die 8 Geraden, mit welchen 
eine Cf.-gerade verbunden ist, auch die ihr associirte Gerade in Cf.-punkten 
schneiden, w~hrend die /ibrigen 8 eine aus 2 Quadrupeln gegenseitig ge- 
trennter Geraden gebildetc (I6~, 84) darstellen, deren Punkte somit die 
Basis eines C4-Bt~schels sind. Jedes associirte Geradenpaar kommt also in 
2 Sextupeln gegenseitig getrennter Geraden vor; die Entfernung eines 
solchen Sextupels liefert eine Cf. (24~, t24). 

11. Jedes der in der zweiten Tabelle des § 9 aufgezahlten Geraden- 
paare enthMt ein Sextupel gegenseitig getrennter Punkte der harmonischen 
Cf.; die Ausscheidung eines solchen Sextupels liefert offenbar eine Cf. i8~. 
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Werden beispielsweise aus der Tabelle des § 10 die Punkte IVI"86'7" 
fortgelassen, so ergibt sich die Cf. 

2 5  6 

3 4  7 

3 5 " 6 "  

2 4 8" 

4 7 ' 8 '  

2 3  5' 

2 ' 6  7 

3 ' 4 '  5 

3 ' 5 " 8 "  

2' 4' 6" 

4 ' 5 '  8' 

2' 3' 7' 

2 " 5  7 

3 " 4 " 6  

3 " 6 " 8 "  

2" 4" 5" 

4 " 5 ' 7 '  

2" 3" 8 ' ,  

welche noch 6 Sextupel getrennter Punkte enthalt, entsprechend den 6 
associirten Geradenpaaren der beiden (9: , 6a), welche in den beiden asso- 
ciirten (I24, i68) die Restfiguren der Geraden I i ' I "  und 86'7" sind. 

))Die 183 besteht aus zwei Tripeln yon Dreiecken (234 , 2i3'4 ', 2"3"4" 
und 567,5 '7 '8 ' ,  5"6"8") in s01cher Lage, dass jede Seite und ihre Ge- 
genecke eines dem ersten Tripel entnommenen Dreiecks einer Ecke und 
deren Gegenseite eines Dreiecks des zweiten Tripels incident sin&)) 

Werden den Geraden der 18 a die 3 associirten Geradenpaare 

2 3' 4" 

3 4' 2" 

4 2i 3" 

7 8 '  6" 

6 7 ' 8 "  

5 5 ' 5 "  

zugesellt, so verschwinden 3 getrennte Punktsextupel und es entsteht 
eine Cf. ( I8 , ,  24a), welche in Bezug auf ihre Punkte, nicht mit Rfick- 
sicht auf ihre Geraden, regehnassig ist, indem jeder Cf.-punkt in 7 Cf.- 
dreiecken vorkommt. (Beispielsweise gehsrt der Punkt 2 den Dreiecken 
234 , 23'5, 23'8", 24"6 , 24"5', 255', 268" an.) 

Die letzten 3 Punktsextupel werden aufgehoben durch Hinzutreten 
der t~brigen Geraden der obengenannten Restfiguren, aIso der Geraden- 
paare 

2 4' 3" 

3 2' 4" 

4 3' 2" 

7 7 ' 5 "  

5 8 , 8 , ,  

6 5 ' 6 " ;  
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in der nunmehr entstandenen Cf. (18, ,  303) , welche in Bezug auf jeden 
ihrer Punkte gleichartig zusammengesetzt ist, erscheint jeder Punkt als 
Ecke von 15 Cf.-dreiecken. (Fiar 2 kommen z. B. zu den oben er- 
wahnten noch die Dreiecke 23'4', 23"4", 24'.5, 24'5', 23"6,  23"8" , 258" , 
25'6.) 

12.  Einer bekannten Eigenschaft der C 3 zufolge bilden die Neben- 
ecken des Punktquadrupels 12 34 mit dem Tangentialpunkte des Quadrupels 
ein neues Punktquadrupel. ~ Demnach gehsren die 3 Tangentialpunkte 
und die 9 Nebenecken einer (I2~, 168)A einer Cf. der n~,mlichen Art an. 
Indem diese bIebenecken auch als Nebenecken der Quadrupel der asso- 
clirten Cf. auftreten, sind sie die Schnittpunkte der Curven 3 t"' Ordnung, 
welche den beiden Cf. umbeschrieben werden ksnnen, wahrend sie mit 
den Tangentialpunkten der associirten Cf. wiederum eine ( I 2 , ,  I6z)A 
bilden. 

Mit H~alfe der nachstehenden Bezeiehnung: 

( I256 ,  3478)-~ 9 

(135"6" , 247"8" )~  Io 

(r47'8 '  , 235'6' ) = I z 

( I ' 2 '67 ,  3'4'58) ~ 9' 

( I '3 '5"8" , 2'4'6"7" ) =-- Io' 

(I '4 '5 '8 ' ,  2'3'6'7') ~ 1 I' 

(1"2"57 , 3"4"68)~- 9" 

(~"3"6"8", 2"4"5"7" ) ~ Io" 

(1"4"5'7' ,  2"3"6'8') ~- t I" 

ergibt sich, dass die 9 Nebenecken mit den Geraden 

9 t o '  I I "  

IO I I '  9 "  

I I 9 '  I O "  

9 I I ~ I O "  

I 0  9 '  I I "  

I I 'IO' 9" 

DuR~ov,~ die ebenen Curven dritter Or&rang, § 388. 
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incident sind, mit denen sie die Restfigur (%,  6a) bilden, welche den 
beiden von den Tangentialpunkten der beiden associirten Cf. bestimmten 
Cf. (I24, I6a) gemeinschaftlich ist. 

13.  Werden aus der in § 11 betrachteten Cf. I8 a die sechs gegen- 
seitig getrennten Punkte 23'4"78'6" fortgelassen, so bleibt eine (123, I8~), 
deren Gerade zu zweien nach den 9 Nebenecken zielen. Ftigt man diese 
9 Punkte sammt drei gegenseitig getrcnnten Geraden der obigen (9= , 6a) 
hinzu, so entsteht folgende Cf. 2Ia: 

5 6 9 

3 4 9 

3 5" ~o 

4 8" IO 

4 7' i1 

3 5' I I  

9 I0 '  I I"  

2' 6 9' 

4' 5 9' 
5" 8" I O' 

2' 4' IO' 

4 '  5 ' I I '  

2' 7' i I' 

IO I I' 9" 

2" 5 9" 

3" 6 9" 

3" 8" Io" 

2" 5" I0"  

5' 7' I I "  

2" 3" I I"  

I I 9' I 0"  

In dieser aus je sechs Punkten der beiden associirten (124, I6a) und 
ihren gemeinschaftlichen Nebenecken und Diagonalen ncbst drei mit Neben- 
ecken incidenten Geraden zusummengesetzten Cf. kommt jede Nebenecke in 
keinem Cf..dreiecke, jeder der i~brigen Punkte in zwei Cf.-dreiecken vor. 
(Der Punkt 3 findet sich z. B. in den Dreiecken 3 4 I O , 3 4 I I . )  

Eine yon dieser Cf. durchaus verschiedene 2I a ergibt sich, wenn 
aus der harmonischen Cf. die Punkte einer (124, I6a) fortgelassen, da- 
gegen die Nebenecken sammt drei getrennten Geraden der zugehorigen 
(% , 6a) hinzugefiigt werden. 
Tabelle zusammengestellt. 

I 2 9 

3 4 9 
I 3 ~o 

2 4 Io 

i 4 i i  

2 3 II  

9 1o' I 1" 

Ihre Geraden sind in dcr nachfolgenden 

I '  2' 9' 

3'  4' 9' 
I' 3' io '  

2' 4' I0 '  

I '  4' I I '  

2' 3' i I' 

I0  I I' 9" 

I" 2" 9" 

3 " 4 "  9" 
i" 3" I 0 n 

2" 4" 10" 

I" 4" I I" 

2" 3" I I" 

I I 9' I0", 
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Die Punkte dieser 2 13 sind Eeken in 9 oder 4 Cf.-dreiecken je nachdem 
sie Cf.-punkt oder Nebeneeke der (I2~, I63) sind. 

Indem die iabrigen drei Geraden der von den Nebeneeken gebildeten 
(92,63) von jedem Quadrupel getrennter Geraden der (I24, I63) getrennt 
sind, gibt das Hinzutreten dieser sieben Geraden zur obigen 2I~ eine 
neue Cf., namlieh eine (2I~, 283). Die bezi~gliehe Tabelle enthalt ausser 
den im vorhergehenden Schema aufgefi~hrten Geraden noeh beispielsweise: 

9 I I '  I0" 

I 0  9' I I" 

I I I 0 '  9" 

I I '  1" 

2 3' 4" 

3 4' 2" 
4 2' 3" 

Wie leicht ersichtlich, ist die Anzahl der Cf.-dreiecke, in denen ein Cf.- 
punkt vorkommt, in dieser Cf. die n~mliche wie in der 2i~ aus welcher 
sie abgeleitet worden. 

14.  In § 8 wurde gezeigt, wie jeder Geraden der ( I : , ,  x6s)A eine 
Cf. derselben Art zugeordnet ist, welcher die 9 Punk.te ihrer Restfigur 
und die 3 Punkte der associirten Geraden angehsrcn. Um ffir diese zu- 
geordnete Cf. die associirte Cf. aufzustellen, frihre ich far ihre Diagonal- 
schnittpunkte (vgl. § 9) nachstehende Bezeichnung ein. 

8 2 

8 2 
2'  2"  

2 '  2 'r 

2 2 '  

2 2 '  

2 "  

8 2"  

8 2 '  

8 2 '  

2 2"  

2 2"  

Sehnitt- 
Diagonalentripel. punkte. 

' 4" 
6' 4 
6' 4 
4 ' 4 "  

7" 3 

3' 3" 
7"3 
3' 3" 

(4'4") 
(3'3") 

I 

' 4 "  

4 4' 
4 4' 
6 ,4 , ,  
6 ' 4 '  
4 4" 
4 4" 
6' 4 ' 

7" 3" (22') 
3 3' I" 
7" 3" (44') 
3 3' (33') 
3 3" (33") 
7" 3' (44") 

3 3" ~' 
7" 3' (22") 
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Im Anschluss an § 9 stellt die folgende Tafel alsdann die Geraden der 
associirten (I24,  I63) dar. 

I I" t' 

' (33')(33") 

x (44')(44") 

(2':,,) I" (::") 

(2'2-)(33')(44") 

(3'3") (33") 
(3'3")(22')(44") 

(3'3")(33') 
(3'3")(44')(22") 

(4'4") I"  (44") 

(4'4")(22')(33") 

(4'4")(33')(22") 

(4'4")(44') I '  

Mit Rt~eksicht auf den Umstand, dass die Punkte I ,  2 ,  8 die Ne- 
benecken des vollstgndigen Vierecks 3'4'3"4" sind, erhellt, dass die Punkte 
(3'3"), (4'4") als Schulttpunk/e von zwei Gegenseiten mit einer Diagonale 
dutch die Punktepaare 3'3", 4'4" von I harmonisch getrennt werden. 

>>Die assoclirte ( i24,  I6a) der einer Geraden der urspr~nglichen 
(i 24 , I6a) zugeordneten Cf. enthi~lt dig Punkte jener Geraden sammt den 
neun Punkten, von welchen sit durch die Punkte der urspriingliehen Cf. 
auf den mit ihr verbundenen Geraden harmonisch getrennt ist.)) 

1 5. Indem die Punkte 3', Y' ausser mit 4', 4" aueh mit dell Paaren 
2'2", I ' l "  ein dem obigen entsprechendes vollstltndiges Viereck bilden, 
mt~ssen noch zwei der 28 analoge Gerade nach dem Punkt (3'3") zielen; 
Es sind dies die Geraden .38" und 4 6', yon denen die zweite schon in 
der ersten Tabelle des vorigen Paragraphen auftrat. 

DiG Gerade 28 enthMt ausser den Punkten (3'3"), (4'4") offenbar 
noch zwei der Punkte, welche auf den Geraden der der ursprfing- 
lichen (I24,  I63) associirten Cf. deren Punkte yon den fibrigen beiden auf 
der betreffenden Cf.-geraden belegenen Cf.-punkten harmonisch trennen. 
Diess ergibt sich aus der Betrachtung des vollsti~ndigen Vierecks 5'6'7"8", 
far  welches 2 , 8 ,  7 die Nebenecken sind; die Diagonale 28 schneidet 
ni~mlich auf den Gegenseiten 5'7", 6'8" die von 7 harmonisch getrennten 
Punkte (5'7"), (6'8") aus. 

)~Die Punkte h, welche die Punkte zweier assoeiirter (I2~, I6a) auf 
deren Geraden zu harmonischen Gruppen erggnzen, bilden mit den Ge- 
raden, welche ausser den gemeinsehaftlichen Cf.-diagonalen dig Punkte 
der einen (I24, I63) mit denen der anderen Cf. verbinden, eine Cf. 
(96n, 724).)~ 
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Beachtet man, dass die harmonisehe Cf. (24s , I84) dreipunktige und 
zweipunktige Cf.-diagonalen besitzt, namlich dig 32 Geraden der beiden 
associirten Cf. und die 72 oben erwahnten Verbindungslinien, so kann 
das letzte Ergebniss auch in dieser Form ausgedri~ckt werden: 

))Die zweipunktigen Diagonalen der harmonischen Cf. begegnen den 
dreipunktigen in 96 Punkten welche mit den Cf.-diagonalen der ersten 
Art eine (96~, 724) darstellen. Dabei werden auf jeder zweipunktigen 
Diagonale zwei, auf jeder dreipunktigen drei harmonisehe Gruppen ge- 
bildet, indem jede Cf.-gerade in jedem auf ihr belegenen Cf.-punkte 
durch je zwei dreipunktige Diagonalen yon je einer zweipunktigen har- 
monisch getrennt wird.)) 

16.  Indem die Punkte (22'), (22") durch die Punktepaare 2, 2' 
und 2, 2" yon den Punkten i", i '  harmonisch getrennt sind, ist die in 
der letzten Tabelle des § 14 vorkommende Gerade I(22')(22")harmo- 
nisch conjugirt zu I I" I '  in Bezug auf x2"2' und I2, d. h. sie trennt in 
einem der (I24, I63) angehorigen vollstandigen Vierseite eine Seite har- 
monisch yon einer zweiten Seite und einer Nebenseite. Jeder Punkt der 
(i24, i6.~) ist somit zwolf derartigen Geraden incident. 

Die in der namliehen Tabelle enthaltene Gerade (2'2")(33')(44") 
schneidet die drei getrennten Geraden I2'2", I"33', ~'44" in  Punkten, 
welche zu I , I", I' in Bezug auf die anderen Punkte jeder Geraden har- 
monisch conjugirt sind. Jede aus Geraden der (~ 24,I6~) gebildete (92,63) 
gibt also 6 Geraden H dieser Art: im Ganzen sind somit 96 Geraden H 
in jeder (I24, i6.~) vorhanden, welche zu sechsen mit den 48 Punkten h 
incident sind. Letzteres erhellt aus dem Umstande, dass z. B. die Gerade 
~2'2" yon 6 Geradenpaaren der (I24, 163) getrennt ist, entspreehend den 
beiden Quadrupeln gegenseitig getrennter Cf.-geraden, in welchen sie 
vorkommt. 

))In jeder (i2~, I63) bilden die Punkte h mit den Geraden H e i n e  
(486 , 96~), welcher die i6 Geraden der (~2,, i6~) als dreipunktige Cf.- 
diagonalen angeh0ren; yon den zweipunktigen Diagonalen zielen je I2 
nach den i2 Punkten der (I2~, I63) , w'~hrend ausserdem deren 72 zugleich 
Diagonalen der harmonischen Cf. sind.)) 

Well jene x 2 × i2 zweipunktige Diagonalen offenbar zu sechsen mit 
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den Punkten h incident sind, entsteht eine Cf. (6o~2 , 24o3), wenn sie mit 
den Punkten der (124, I6~) der (48G, 96~) hinzugeffigt werden. 

Indem jene 72 Geraden auch je zwei Punkte h der associirten Cf. 
enthalten, sind sie als Cf.-diagonalen den beiden (48G, 963) gemeinschaft- 
lich, welche, in Bezug auf die beiden associirten (124, I6~) gebildet werden 
konnen: sie stellen eben die in § 15 gefundene (953,724) dar. 

Werden die 16 Geraden der (I24, I6:~) als Cf.-gerade in Betracht 
gezogen, so ergibt sich schliesslich aus den 48 Punkten h e i n e  Cf. 
(487, I I2~), welche der (124 , 163) eingeschrieben ist. 

Acta mathematica. 12. Impr im6 le 11 octobre 1888. 11 


