
SUR L ' E Q U A T I O N  DU SIXIEIYlE D E G R E  

PAR 

F. B R I O S C H I  
M I L A N .  

1. L e s  i n  v a r i a n t s  d ' u n e  f o r m e  b i n a i r e  d u  s i x i ~ m e  deffr6. 

I. Les expressions des invariants d 'une forme binaire du sixi~me 

ordre, en fonction de ses coefficients, sont connues depuis longtemps par 
les t ravaux  de CLEBSCH, GORDA~, CAYLEY, SALMON. ~ Ces invariants sont 

cinq et des degr~s 2 ,  4 , 6 ,  l o ,  15. 

Soit: 

x , x ;  + , q- u~x~ 

la forme du sixi6me ordre, et: 

I 
k -----2 (uu)4 ---- koXi + 44x~x.~ + . . .  + k,x'~ 

un de ses covariants biquadratiques;  on a: 

ko = U o U 4 -  4ulu~ + 3u'~, 

6k. 2 -~ UoU 6 - -  9u~u 4 + 8u~, 

2 k  I = U0Z~ ~ - - 3 ~ 1 U 4  "2 I- 2U~U3~ 

2k3 = uxu 6 - - 3 % u ~  + 2u~u4, 

U 2 k~ --  u2~ Q - -  4u3u ~ + 3 ~. 

i CLEBSCIt et GOre)AN, Sulla rappresentazione tipiea deUe ]orme binarie, A n n a l i  
di M a t e m a t i e a ,  Serie 2 a, Tomo I% 1867. - - C A Y L E Y ~  Memoirs upon Qua~tics . -  
SALMon, Lessons introductory to the modern higher Algebra. 

Aeta math*matiea. 12. Imprim6 le 11 ootobre 1888. 
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Les invariants des degrds 

a ~ -  U0U 6 

F .  Br iosch i .  

2 , 4 , 6 ,  sont: 

- - 6 u ~ %  + I 5%% - Iou], 

.% --= kok~ - -  4klk3 q- 3k~, 

ga ----- kok2k 4 "4- 2k lk~k  ~ - -  1,:~k4 ~ kok] - -  k~. 

Les expressions des deux autres invariants se d6duisent de celles des trois 
covariants quadratiques: 

I = ( u k ) , ,  m = ( lk)~,  n = ( m k ) .  

et l 'on a: l ' invariant du Io ~e degr6: 

I I 

et l ' invariant gauche du I 5  me degr6: 

l o m o n o 

e = l I m I n 1 

Le carr6 de ce dernier invariant est une fonction rationnelle, enti6re, des 
autres, et en posant: 

2 
P = ~ [3 (g -~ 492g.~) - -  2a(g~ -t- 2ag3)], 

2 
q = ~ [ 3 a ( g - -  2 o g ~ g ~ ) - - S ( 4 g ~  "4- e7g~)], 

on trouve: 

e 2 =  - -  3 1 3 ( g - -  2og~g3)P 2 + 2(g~ n t- 2ag3)pq -I- 493q~]. 

Enfin si l'on pose: 

u ( x l ,  x , )  = Uo(~l  - -  ~ o X ~ ) ( ~ ,  - -  ~ l x ~ ) . . .  (x ,  - -  ~x~), 

l ' invariant o~, ou discriminant: 

'~ = u~('o - -  "x)'~('o - -  ~%)~-..  (0'~ - -  "o)~ 
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s 'exprime en fonction des invariants a ,  g~, ga, g de la mani6re suivante: 1 

= 3~.4a[32a'(54.& + 5a. a G -  4 aa) --5~(8ay~ q- 48&ya + 3g)], 

et en cons6quenee on peut substituer ~ k g. 
2. Par la transformation lin6aire: 

on obtient: 

&ant:  

et 

Soit: 

~ ( < ,  ~,,.) = u($~, $,), 

u G  , ~ )  = ~ ( ~  - -  ~ o ~ , ) ( ~  - -  ~ , ~ )  . . . ( ¢  - -  ~ & ) ,  

I I /L  6 ~ _  

uo(5o)(51 )(52)(53)(54), ~r @5) 

rs )  = O) r - - ( I )  s • 

et calculons les in'variants des degr6s 2 , 4 ,  6 de cette nouvelle forint 
du sixi6me ordre, que j ' indique par a ,  r~, r~" Je supposerai Pl =- o, cc 
qui n'6te rien k la g6n6ralit6 de ce qui suit. On a ainsi" 

et, comme donne la th6orie des invariants, 

l:a = a, ~:~g~ = r~, / '~& = r~, 

A 6tant le discriminant de la forme U(~I, ~). 

I 0 2 6 4  

I ~ 2 
38 . 4~ [ I 61~ ~ -{- 16p~ q -  6 4p~p ~ ~ 8Op~l) 4 - -  2op~l)~ l h  - -  4P.d)aP~ ~ 1 ) ~ P ~ ] ,  

/ ~o(~ = A ,  

Anna l i  di M a t e m a t i c a ,  Serie 2"~ Tomo I% I I  discriminanle delle j o r m e  bi- 

narie del sesto ordine. 
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2. R e c h e r e h e s  a n e i e n n e s  s u r  e e r t a i n e s  ~ q u a t i o n s  d u  s i x @ m e  d e g r &  

I. J ' a i  ddjk fair connaitre  ~ les t r avaux  de deux g6om6tres i ta l iens ;  

MALFATTI et RUF~INI, relatifs k l!6quation du 5 m~ degr6, et Ie lien entre 

ces anciennes recherches et celles dues k JACOBI, CAYLEY et d 'autres  
g6oln6tres anglais. ~ 

Je  vais rappeler  en peu  de mots commen t  on arrive k l '6quation 

du sixi6me degr6 que j 'ai  nomm6e  rdsolvante de MALFATTI. Consid6rons 
l '6quat ion du  5 ~ degr6: 

$~ + I°-P2~ ~ + I°P3~ 2 + 5P4~ + & == o 

dont  les racines sont 70,7~ , • . ' ,  7~" En posant  avec MALFATTI: 

7o = m + p + q + n, 71 = e r a +  ¢2p + esq + ¢%, 

dans lesquelles i + 2¢ + 2¢ * ----- ~/~-, On t rouve  que le p rodu i t  p = mnpq 

est une fonction des racines 7 0 , 7 1 , " ' ,  74 n 'ayant  que six valeurs;  en 
effet elle est cyclique, invariable  pour  les substi tut ions:  

(r) (;)(:) 
2 r  ~ r ~ r 

et les six valeurs  sont correspondantes  aux  substi tut ions:  

~" ~, • 

En posant:  

Sulla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto grado, Annali  di Ma- 
tematiea,  Serie I a, Tomo 5 ° , I864. 

JAcom~ Observatio de aequatione sexti gradus, ad quam aequationes quinti gradus 
revocari possunt, Journa l  de (Jrelle, T. 13. 

(~AYLEY, Phi losophieal  Transaetions~ T. ISI. 
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la r6solvante de MALFATTI est la suivante: 

[w ~ + 4 .5 .3Lf lw + 4L5.3 '~.r] '  + 3~[w + 5 .6a]& = o, 

dans laquelle: 

5 ~ 
= ~_3 ~ [~pl  - - ,  Spgp~ + ~ ~p~p~ - -  3p~p0], 

= 3 I p~p~p~ + 9PuP~P~ + 4P~P~P~) 2 7P~P~ ~ i 

et a ,  A o n t  les valeurs sup6rieures. 
Or les valeurs de fl, ~- peuvent s'exprimer en fonctions des invariants 

a ,  7"~, ~-~ de la mani6re suivante: 

fl---- 4a~- -  3.5LT~; F = 5 6 a ~ - - 4 . 3 ~ . S L a ~ - ~ - - - 3 L S L L ~ ;  

et par cons6quent la r6solvante de MASFATT~ peut ~tre consid6r6e comme 
une transform6e d'une 6quation sp6eiale du 6 ~ degr6, transform6e dont 
les coefficients sont des invariants de la m4me dquation. 

2. La valeur fondamentale (;)  qu'on obtient en formant le produit 

p = mnpq  donne pour w 0 la valeur: 

w o ---- -- :op~ -- 3¢, 
6tant: 

+ ~(~4 + ~0~,) + ~(~,~ + ~0~3); 
ou si l'on pose: 

r,~2 = (~-- ~)(~0-- ~,)(~-- ~)(~-- ~0), ~ = (7,-- ~)(~0-- ~)(~-- ~.~)(~.~- ~0), 

on 9~: 

et l'on ddduit au moyen des substitutions: 

2r)~ , ~r)3 + ~ , ~r)~ + ' 
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et les subst i tut ions:  

donnent :  

F. Brioschi. 

?, ?, 
((2r)a + 2) ' ((2r)S + 3) 

6rant: 

r~' = (,~0- ,~,)(,~- ~ ) ( ~ -  ~ ) ( ~ -  ,~1), 

T41 = (~0 - -  ~3) (7]1-  Y]2)(~2-- ~4)(714 - -  ~1), 

3. Comme j 'ai d6montr6 autrefois, si dans l '6quation sup6rieure de 
MAI, FATTI on pose 

w +  5 . 6 . a - - - - - - - 3 ' ~  ~, 

on obt ient  la t ransform6e:  

1 

26 + 3oa2 ' + 6o(5 a2 + ,8)22 -Jr A~), q- 4o(25 a~ -t- I 5 a f l - -  27-) = o, 

ou les r6solvantes de JACOBI et de M. CAYLEV. 

. Consdquenees des rdsultats exposds dans le ehapltre prdeddent. 

I. Soit, comme dans le chapi t re  i r, ( rs )= to, ~ w~, et consid6rons 
les dix fonctions suivantes des racines 

c~ ---:- (o2)(24)(4o)(t 3)(35)(51), 

c~2 = (oi)(I4)(4o)(23)(35)(52),  

c~8----- (o3)(34)(4o)(~ 2)(25)(5~), 

e~ ---- (o2)(25)(5o)(i  3)(34)(4~), 

Co 4, = (o3)(35)(5o)(~2)(24)(4I),  

~-0 0 ~ (-01 ~ • . . ) ¢ 0  b :  

c~ = (o i ) ( i  3)(3o)(24)(45)(.52), 

c~4 = (o2)(23)(3o)(I4)(4.5)(5 I), 

c~ = (oi)(I2)(2o)(34)(45)(53),  

c~8 = (o i ) ( i  5)(5o)(23)(34)(42) ,  

c~ = (o4)(45)(5o)(i2)(23)(3i) .  



S u r  l ' 4qua t ion  du  s ix ibme  degr~.  

Ent re  ces fonctions on a l e s  relations connues:  

c)8 + ci~ = c~ 

c~ + c0~ = c~ 

Co ~, + c~ = c~ 

~ -- 4~ = c~ 

et en eons4quence 

binomes,  et l 'on p o s e :  

on au ra :  

si l 'on indique 
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4 - -  C~ 4 + C40 - -  C12 

4 C ~ _ _  C~ 4 

- -  c 4 - -  c~  + c~,, 

- -  C48 = C041 - -  C 4 ,  

par  @ un que lconque  de ces derniers  

4 ~ C142 ~ C8 ~ 4 C n C 1 ~ 5 4 = C 2 ~ C34 C4 

I 

4 I c~ = ~ (~  + e~), 

4 I 
Col = ~  (~  + c~), 

~ ---  C 1 - - C  2 @ C a 

6tant:  

~1 = C1 -1- O~ - - C  a - - C  4 

Soit: 

4 I 
c1~ = ~ (~1 - -  6) ,  

4 I 
C0.3 = ~ ( ~ 2  - -  Gq~), 

4 I 

- - -  C4 ~ 5 3  ~ ~1 - -  C2 ~ C3 -4-  C4 ° 

c 4 + q~c 3 -4- q~c ~ + qac -4- q4 = o 

l 'dquat ion dont  les racines sont c 1 , c~,  c a , c 4 ;  la re la t ion connue:  

2 '2 2 2 ~2 2 
C23 C14 ~--  (~5 CO ~ C12 C34 

donne  pour  @2 la va leur :  

2. On a vu au ehapi t re  I r que les racines 7]o , 7 A , . . .  

aux  racines t O o , t O 1 , . . ,  par  la re la t ion:  

I 

~" = (r5); 
Acta mathematiea. 12. I m p r i m 6  le 10 oc tobre  1888. 

sont lides 

12 
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on en d~duit tr~s facilement qu'entre une quelconque des fonctions T~, et 
la correspondante c,4.s on a celle-ci: 

Cs = u'0~"c,',; 

en consequence, si l 'on pose, par exemple: 

y o  = u ~ o [ : c ,  - -  c ,  - -  c~ - -  c 3 ] ,  

on aura: 

et en g~n~ral 

w0 = #'2yo 

w,. ----- #12y,.. 

Indiquons rnaintenant par b,  c des quantit~s analogues aux /~, 7" du 
chapitre precedent, c'est b~ dire: 

b = 4 a ~ - - 3 . 5 ~ . g ~ ,  c =  56a3--4.32.52.  ag2--3"~.53.g 3, 

o n  a u r a :  

et de la r6solvante de MAZrATTI on d6duira la suivante: 

(A) [y'~ + 4. 5. 3~.by + 4~. 5. 38. c]* + 3~[Y + 5. 6 .a]# = o, 

ou l 'autre: 

1 
(B) z' -1- 3oaz' q-- 6o(5 a2 + b)z 2 Jr- 3~z + 4o(25 a'~ + I 5 a b -  2c) --. o, 

z 6rant li~e k y par la relation: 

Y +  5 . 6 a = - - - - 3  z2. 

On arrive ainsi ~ ee r~sultat remarquable,  que les quatre invariants:  

b, c, 3, a3 

de la forme U(Xl, x~) du sixi~me ordre peuvent s 'exprimer en fonetion 
des dix quant.it~s c,.,. 

On peut  observer: que ehaeun de ees quatre invariants est iden- 
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t iquement (~gal g z6ro si la forme u a un facteur triple; et que leurs 

valeurs en fonction de c~, c : ,  c~, c~ sont les suivants: 

b = 
3~.4.5 - -  (q~ - -  3q~ q -  3 ~/q,,), o = ( q .  - -  

C --- 
I 

2 ~. 3*. 5 [ 4 q ~ -  ISq~q2 -Jr- 27qa q- I 8 q ~ ] ,  

[4q~q4-- I2q~q4 "k 3q~ -F 2 4 q 4 ~ / ~ -  4 q l q . ~ / ~ ] "  
2 8 . 3 . 5  

4. T r a n s f o r m a t i o n  de l 'dquation gdndrale dn  sixiOme degr& 
8a f o r m e  normale .  

I. J 'ai  montr6 il y a quelques ann6es ~ de quelle maniSre on 

pent transformer une 5quation g6n&ale du sixiSme degr6 au double point 
de rue  d 'annuler  un ou plusieurs des coefficients de la transform6e et de 

rendre les autres des invariants de l '~quation donnSe. = 

8oient, comme au chapitre I r, u(x~, x~) une forme du sixi&ne ordre, 
I 

k =~(uu)¢ un de ses covariants biquadratiques,  3 son diseriminant;  si 

des deux formes du cinqui&ne ordre: 

1 1 

= t% + x2k3 ~ -~o ,  ~ = t % - - x l k 3 ~ =  o, 

dans lesquellcs: 
I du  I d u  

u l  - -  6 d~, ' u :  = ~ dx~ ' 

on 61imine lc rapport  Xl:X2, Oil obtient l '6quation: 

3 

t ~ + u~2t 4 + %43t 2 + u~o~t + %6o"~ = o, 

?/~12 ' •14 ' ~A~1,5 ' gtl6 6tant des fonctions rationnelles, entiSres des invariants 
de la forme u des degr6s I 2 ,  I 4 ,  I 5 ,  I6. 

A n n a l i  d i  M a ~ e m a t i c a ,  Serie 2% T. I I ,  Sulle relazioni esistenti f ra  cova- 

rianti ed invarianti di una stessa forma binaria. 
Pour  ]a th6orie gdndrale de ces transformations on peut consulter l ' important  M6- 

moire de M. HERMITE: Sur l'dquation du 5 me degrd~ pag. I I e t  suivantes. 
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d e  

nouvelle 6quation corr6spondantes aux racines tOo, tO l , . . . ,  tO~ 
tion u ( x ) =  o. On volt tout de suite que, 6 t an t :  

6k (o~,.) 1 

on aura: 
3 ~ 

t,. 52. 6 ' " • u( ,o . )  [5U'(tO~)~'"'(tO")- 3'U"=(tO,.)]. 

&vant  de d6terminer la valeur de ces coefficients, il est opportun 
d6montrer une propri6t6 remarquable des racines to, t 1 , . . . ,  t~ de la 

de l'6qua- 

Consid6rons la racine to, en posant: 

on a: 

I I 
m r  -~- ~ - -  OJo oJ,. (or)' 

u,,(O~o ) 5 4 u , ( , o o ) u , , , ( O j o  ) _ _  3u , ,~ (o~° )  
~,'(~o---S = : Z r m , , ,  ~'"(~o) = - -  1 2 Z ,  m L ,  

et en cons6quence: 

5 u ' ( % ) u " ' ( , O o ) -  3u"~(%) = 6u,(too)[~,mrm,_ 2Zm~.] 
~'( ,,,o ) 

On aura ainsi: 

5'.to = u'(o,o)[X,, , .~,--  ~ x ~ ] o ~  

OU: 

5:.t0 = ,#[¢, + ¢2 + ¢. + ?, + ?°], 

ayant indiqu6 par Ca, ~b2 , " .  les expressions suivantes: 

I 
~ba --.: (io)[(o3)(o4)(x 2)(~ 5) + (o2)(o5)(~ 3)(~4)1, 

~b, --(Io)[(o4)(o5)(23)(2I ) + (o3)(oi)(24)(25)], 

I 
~ = (3o)[(°5)(°I)(34)(32) + (o4)(o2)(35)(3I)], 

I 
~b 4 --(4o)[(Ol)(O2)(45)(43) Jr (o5)(o3)(4I)(42)], 

I 
,&. - - (5o)[(o2)(o3)(5~)(54)+ (o~)(o4)(52)(53)], 
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qui se d6duisent l'une de l'autre par la substitution cyclique (I2345) .  
• , 4 donn6es au chapitre En se rappelant les valeurs des dix quantltes c,, 

pr6c6dent, on trouve que Cx, ¢ ~ , . . .  peuvent aussi s'exprimer comme 
il suit: 

4 4 4 c , ~ + c ~  __ c ~ - - C o  

~1 = (01) (25) (34) ,  ~ (02)( i  3 ) (45) ,  

Mais on 
expressions: 

1 
est 6galc bo I I c - - 3  ~. 

1 

~ .  G 

¢~. ¢~ 

d'autre part, des relat ions 
d6duit que: 

O1 Co3 U12 U23 

2̀ 2̀ fi 2 C2 C4 C14Cj̀ 2 

2 2̀ 2 ~2 
C4 Co C~4Co3 

fl 2 2 
C'~ d 5 623C14 

4 4 
C14 ---- GOt 

p~ - -  (o4)(i2)(35), P~ = - - -  

ct.~ + ct 
¢3 = ( 0 3 ) ( i 5 ) ( 2 4 ) '  

ch + " { 12 

(05)(I4)(23-  " 

d6montre tr6s facilement, et c'est connu, que chacune des cinq 

(ol)(25)(34)c ] c~ c01 2̀ c34 '~ , 

(o2)(i3)(45) ~̀2 ~ ~ ~̀2 UO1 GO 3 Ul`2 U`23 , 

C14C12, 

( o 4 ) ( I 2 ) ( 3 5 ) e i  Co ~ ,̀ 2 ,., C84 Co~, 

.̀ 2 fi 2 ( o 5 ) ( , 4 ) ( 2 3 ) c  ~ c~ c22~c,4 

O n  a u r a  e n  c o n s 6 q u e n c e :  

1 
- .`2 2 '2 '2 4 .4 3 '~. ¢ ,  = - - c o  c2 Co, C3~[c23 + c~ ], 
1 

t ~ "  ¢ 2  = C2 '̀ 2 '̀ 2 ".`2 rr,4 .4 
OlGO3U12U23LC`2 ~ Co ]7 

] 
- o .̀ 2 .̀ 2 '2 4 4 

3 2 "  ¢ 3  = C~ C 4 C14C12[C03 - ~  C~ ]7 

2̀ C 4 C~ 2̀ ,2 4 ,4 = c~Co3 [ c .  ~ Col], 

"2 "2 2 2̀ 4 = - -  Co co c2~c,4 [~34 + G] ;  

connues entre les carr6s des fonetions c . ,  on 

4 
Co,(~4 + 4 3 ) -  °`2"`2"`2 G ,  U 5 U 2 G0l 

4 C2 (541 __~ Ct`2 ) ~._ ,̀ 2 '2,2 _`2 - -  C5C2C01 U34 

C4 ('..4 ~`2 _`2 _`2 34\¢;, - - C ~ ) - -  2̀ . C34 (';5 U,) CO1 

= c ~ ( G  c ~ ) +  ~̀2 ~̀2 -`2 .`2 U 5 U`2 CO1 C34 ; 



94 F. Briosehi. 

done en observant qu'on a: 

"--c ' ,  " ' ~ c ~ " ' - - 4 ,  c~  o,  - -c~3 - - c . ,  + Co + Co~ + ~ - - .  c,, + Co, = 

on arrive ~ ee r~sultat: que les raeines to, t l , . . ,  sont exprimables en 

fonction des quantit6s %'4. On a pour to: 

5 2. to = c~ [c4c~ ,  - -  c~c~, - -  c t2c~,  - -  c041c44] - -  c4[c44c~4 + C~a c43] 

4 4 2 .-~ C2 [C01 C3,t C 4 C 4 -1 - -  08 12J" 

Au moyen des relations 6tablies dans le chapi t re  pr6c6dent entre les dix 
4 , peuvent  quantit6s % on arrive ~ d6montrer  que les racines t o t i ~ . . .  

se repr6senter comme il suit: 

52. to = bl + al ,  5 ,a. ta = b I - -  a I , 

5~.t2 = b~ + a 2, 52. tl _ _ b 2 ~ a 2 ,  

52. t4 ___ b~ + as,  52. ts = b 3 - - a s ,  
dans lesquelles: 

gl  r~-- ClC,(C s + C4 ) - - C ] C 4 ( C  ' -t-- C 2 ) -  (C, "-~ C~)(C 3 -1-- C4)(~ , Jf- 2(X, ¢ ~ 9  

a~ = c,~(c,  + c2) - -  c,c,(c, + c~) - -  ¢, + c~)(c, + c~)% + ~% ¢~, 

as =- c,c,(c2 + c s ) -  c.,c,(c, + c , ) -  (c, + c,)¢~ + c,),,s + ~-% iT,, 

suivantes: 

54al ---- [o2][I 5][34] + [o2][I 4][35] + [o4][ ,  3][25] + [o5][ ,  3][24], 

(~) 5 4 % =  [o i ] [25] [34]  + [ O l ] [ 2 4 ] [ 3 5 ] - - [ ° 4 ] [  1 5 ] [ 2 3 ] - - [ ° 5 ] [ I 4 ] [ 2 3 ] ,  

54a 3-= - - [ o 3 ] [ I  4][25] - -  [o3][ 15][24] + [o4][I 2][35] + [o5][I 2][34], 

27bl = - -  [oI][23][45] ,  27b2 = - -  [o3][I 2][45], 27bs = [o2][~ 3][45], 

et: 
b, = ( C a -  c ~ ) ( c s - - c , ) e ,  b~ = (c, - -  c 3 ) ¢ , - - c 2 ) e ,  

b 3 = (C 1 - -  C4)(C 2 - - C 3 ) t ~  

et en eons6quenee b, + b 2 + b~ ---- o, eomme eela devait  6tre. 
Mais, ee qui est remarquable  pour le but  que nous avons en rue ,  

ees quantit6s a l ,  b l , . . ,  sont des fonetions des quinze diff6renees deux 

deux des raeines Y0, Y,, • • • ,  Y~" A l'aide des relations d6montr6es pr6- 
e6demment  on transforme en effet les expressions sup6rieures dans les 



dans lesquelles 

et l'on a pos6 u o = I .  
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Its] y, 

2. En vertu d'un th6or~me connu de la th6orie des formes, les coeffi- 

cients de la transform~e en t seront, en cons6quence des valeurs sup& 

rieures de a 1 , b 1 , . . . ,  non seulement des invariants ou des fonctions d'in- 
variants de la forme u ( x l ,  x2) , comme nous l 'avons d6montr6, mais aussi 

des invariants, ou des fonctions des invariants de l '6quation (A) en y. 
La d6termination de la valcur  de ces coefficients se r6duit  alors k la calcu- 

lation de quelques coefficients num6riques. I1 est 6vident que le coefficient 

u~  est 6gal ~ l ' invariant  du second degr6 de l '6quation (A), sauf un 
coefficient num6rique;  que u ~ 3  est 6gal ~ un invarlant  du quatri~me 

6gal ~t la racine carr6e du discriminant, u ~ 3  2 6gal k un in- degr6; u~5 o 
variant  du " "' de ' SlXlellle gre. 

Soient, pour l '6quation (A), l ,  m ,  n ses invariants des degr~,s 2 , 4 , 6  
analogues aux invariants a ,  b ,  c de la forme u; et so i tp  le discriminant. 

En posant: 

I 3~.5~.t , 
v ~  2 

on trouve quc l '6quation en t ou en v est la suivante: 

1 
(C) v c' .3f_ 3olv  4 Jv 6 o ( 5 / 2  -J- ~") v:  Jv p~v  -J- 4 o ( 2 5 l  3 -~- I511~$ ~ 2~t) = o,  

et ~ cette 6quation je donne la d6nomination de forme normale de l'6qua- 

tion du " "' degr6. S1XlCIlle 

Cette 6quation fi, la m6me forme que l '6quation (B) en z, par con- 

s6quent si l 'on pose: 

, 7 +  5 . 6 . 1 =  - -  3 v~, 

elle se transforme dans la suivante: 

(D) [~r~+ 4 .5 .3~ .m~r  + 4~.5.3'~.n]~ + 3 ~ [ ¢ +  5 . 6 . / ] p  = o. 

La d6termination des valeurs de l , m  , ~ ,  on fonction des invariants 
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a ,  b ,  c ,  ~ de la forme u ( x l ,  x2) , ne pr6sente ainsi aucune difficultd, et 
l 'on t rouve:  

l ----- 2 .5 .43 .  3s[3 ad -Jr- 5 b3 n u c2], 

5 l~ -4- m---- 52.4G. 3~s [ ( i i a  ~ -  2b)d -1- 4a(5 ba -Jr- c ~) 

"k ISb:(5ab - c)]d, 

25/3. -t-" I 5 / m  - -  2n  = - -  2 . 5 3 .  48. 32r[4(Sa 3 + 12ab  ~ c ) d  

-1- ' 2 ( a  ~ -  4b)(5 b'~ -t- c2) - 4 .3" .ab: (5  a b - c )  n t- 3~'.b'Jd ', 

ayant  pos6: 
! 

3 8. 4 ~ 

Enfin p½ nous Favons d6montr6 6gal, sauf un coefficient num6rique, k 
B 

u15~; or la forme u ( x l ,  x2) ne peut avoir d'autre invariant  du quinzi6me 
degr6 que l ' invariant  gauche qu'on a indiqu6 par e dans le chapitre I r, 
e t  o n  t r o u v e :  

1 8 
i O~ = - -  44. 5 lO. 324. e ~ .  

La forme normale des 6quations du sixi6me degr6 est par cons6quent 
compl6tement calculde. 

Cette 6quation normale est, comme on a vu, le r6sultat de l'61imi- 
nation du rapport  z , :x~  de deux 6quations du cinqui6me degr6 ~----o,  
¢-----o. I1 est 6vident que de ces deux 6quations on pourrai t  aussi 
d6duire la valeur de x I :x  2 en fonction rationnelle de t, c'est k dire que 
la recherche des valeurs de too, t o 1 , . . ,  ou la r6solution de l '6quation 
g6n6rale du sixi6me degr6 u ( x )  ----o d6pend ent i6rement  de la r6solution 
de l '6quation en t. 

3 .  La forme de l '6quation sup6rieure en a montre tout  de suite, 
si on se rappelle l '6quation (A), de quelle mani6re les racines a0, a l , ' "  
sont form6es avec les Yo, Y , ,  . . . .  En indiquant  par h,., les dix fonc- 
tions qu'on obtient en substi tuant  dans les % les racines Y o , Y l , . "  
aux racines % ,  t o 1 , . . . ,  on arrive tr6s facilement k c e  r6sultat: 
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~o = :h~ - -  ho ~ - -  h h  - -  G ,  

~,  = 2h~ - -  h~, - -  G - -  h~ = h o ~ + h h  + h ~  - -  , h ~ ,  

~ ,  = 2 h ~  - -  h h  - -  h~ - -  h,~ = h h  + G + z4 - -  2h~, 

a,, = 2h~4 - -  114 4 t 4 4 4 _ _  4 . "5  ~ h0 - -  h12 : h34 + h.2 -1- h01 2h5, 

o0 = 2z4 - -  G - -  h ~  - -  h~, 

et  de ees r e l a t i o n s  on  d 6 d u i t  les  s u i v a n t e s :  

97 

h 4  _ i i 
3 (0"1 '-J[- 0"2 -'['- ~T4)' h~$ = - - ~  (0"1 '-['- 0'* 2 + 0'0) , 

I ~4 _ _  I 

14 - 3 (~0 + ~ + ~ ) ,  ~ 3 (~0 + ~ + ~,) ,  

I I 

I I 

]~41 __ I I 
3 ( ~  + ~' + ~D, /4 = - - - 3  (~' + ~' + ~D. 

Ces relations nous seront utiles dans le chapitre qui suit. 

5. R d s o h t t i o n  t le  l ' d q u a t i o l l  t h t  s i x i b m e  d e g r ~ .  

I. Soient 

U 1 
d qf(z,,~) 

deux intdgrales hyperelliptiques 
tol~ , to14 ; w~l , o)2~ , to~ I , o)24 les p6rio(le~ normales primitives. 

]Ors --= O ) l r O ) 2 s  - -  O ) 2 r ( O l s  ~ - - P s r ~  

Acta mathematiea.  17,. Imprim6 le 12 octobre 1888. 

Fz,~(z f l z ,  - -  z, dz~) 

de premi6re esp6ce; et soient ~o~, w ~ ,  

En posant : 

13 
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on a, c o m m e  il est connu:  1 

et si: 

V 1 
I I 

= ~ 1  (~1A~10)22 - -  "2(. /)12),  V, = ~ 1  ( U I ( D 2 1 -  U ] O ) I 1 ) ,  

les nouvel les  p6riodes seront:  

p o u r  v x : I , O~ TI 1 = - -  ~ T12 - -  P.  P .  

~13 --~14 
)) V2: O~ I~ T21 ~ p l t  ~ T22 

et  en eons6quence  v~ ----- TI2* 
Soit: 

Ors(Vt , V2 , 2"11 , 7"12 , 7"22) 

une des d ix  fonct ions th6ta  paires;  et  Ors la m6me  fonct ion dans l aque l le  

on a suppos6 v, ~ v 2 = o. 

On sait qu 'en ind iquan t  p a r  p la quant i t6 :  

( 2 ~rl) ~ 

2~tg 

le p rodu i t  ~ 4 p ~9,., est une  fonct ion des raeines de l '6quat ion f ( z  I z~) = o,  

fonct ion qu 'on  obt ient  en subs t i tuan t  ces racines dans l 'expression c,4., aux  

racines wo, o ~ 1 , . . ,  de l%quat ion u ( x l ,  x ~ ) ~ - o .  

Si en cons6quence on pose: 

2 , - 2 0 ,  4 , _ _  O~ ], ~1 ~ ~0 L o - -  ~912 - -  ~934 

~,  = p ~[~,~I~ - -  , ~  - -  o~ - -  Oo' ], 

2 4 4 4 ~ = ,o [ ~ o ~ , - - , ~ o  - - o o '  - -  o,~], 

2r2~94 ~.~ = P L ,~ --a.--ot --,9o~i], 

2 4 
~o = p [ ~ , ~  - -  ,~ ,  - -  ~ -  o~ ], 

i J ' a i  adoptd la notat ion due au Pro[  r KLEIN. Voir  dans les M a t h .  A n n a l e n ~  

Bd. 271 giber hyperelliptische Sigmafunctionen. 
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l '~quation du sixiSme degr~ dont les racines sont f'0, f i , ' " ,  f , ,  aura 
la mSme forme que les ~quations (A) ou (D) , et l 'on aura:  

[Ca q_ 4 . 5 . 3 a . B ~  -t- 4 ~. 5 .3a.C]  ~ q- 35[¢ q- 5 . 6 . A ] D  -= o, 

dans laquelle A ,  B ,  C,  D sont pour la forme f ( z l ,  z=) les m~mes in- 
variants qu'~taient a ,  b,  c ,  ~ pour la forme u ( x t ,  x=). 

D~terminons maintenant  la valeur de ces invariants A ,  B ,  C,  D par 
les ~quations: 

A = l, B = m, C =. n, D = p ,  

on aura comme cons4quence: 

e'est h, dire les racines de l'Squation (D) en a, laquelle est une trans- 
formSe de l'Squation gSn6rale du sixiSme degrd u ( x l ,  x.,.)-= o, s'expri- 
ment  par des fonetions thSta dans lesquelles la valeur des p4riodes est 
dStermin6e par les relations supdrieures entre les invariants. 

Mais g cause des 4quations (E) on voit que, 5tant a,. = f'r, on aura 
aussi: 

h 4  ~ 4 • = p ,~ , ,+ ,  

et en eons6quenee on peut ddterminer la valeur des raeines v0, Vl , . . .  
de l '6quation (C) en fonetions explicites des fonctions th~ta. 

2. Pour atteindre ce r&ulta t  il faut se rappeler les valeurs (1) de 
al ,  b i ; c q ,  b 2 ; a a , b  a. On salt que chacune des quinze expressions: 

(v,, - w)(v, . ,  - -  v+,)(v,,~- v,~) 

dont se cornposent ces valeurs sont des fonetions des h,+ et l'on a, par 
exemple, 

(Vo - -  y , ) ( v ,  - -  y.+)(y~ - -  yo) = <h~h~+h'~,~+~J< 
Hh 
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On trouve ainsi pour vo, v~, . . ,  lea valeurs suivantes: 

2fla 

P 

2Ha 
t9 - -  v :  = ' - -  x[a, a  o + ,%3ao + ao - -  : , % a o  

2I-I3 

P 

2I-[3 4 4 4, 4 4 4 1 2 ? ( 2 '2 
- - $ 0  V'5 = --14 "qJ" "03"~4 " 2  "(it - -  79.51190::102 -Jt- /92 '~14 "JI- 0q14~903 - -  2~3~'14003/92 ] ,  

2I-I~ 
4 ~ 4 ~94r~94 ~ ~94 ~4 4 ,2 ~ ~ ~ - - v l  t%4'~2 ~ol ~ t  2 ~ o t  "4- ot ~4 "4- - -  

P 

2 I-Ir~ 
- - V 3  = ~123~4 ~01 6L 4 ~01 + 01 '23 -Jf- 23 4 ~ 2 ~ b ~ 2 3 ~ 4  ~01]" 

P 

En r6sumant: la m6thode que j 'ai suivie pour la r6solution des 6quations 
du sixi6me ordre se compose de quatre recherches diff6rentes. 1 °. Etant 
donn6e une 6quation quelconque du sixi6me degr6 U(Xl, x2)----o on peut 
au moyen de certaines fonctions d e  ses racines, fonctions que j 'ai in- 

diqu6es par c,.~4, d6terminer des quantitds k six valeurs Y0, Y,, • • • , Y~, 
et les coefficients de l'6quation dont les racines sont ces quantit6s ont la 
propri6t6 d'gtre des invariants de la forme u(xl, x2). 2 °. J'ai d6montr6 
que d'autre part  l '6quation u(xl ,  x 2 ) =  o peut ~tre directement trans- 
form6e dans une autre (forme normale (C)) qui a la m~me propri6t6 
quant  aux coefficients et la m~me forme que la pr6c6dente, Les racines 
de l '6quation donn6e u(x,, x2) ---- o sont des fonctions rationnelles des 
racines de cette derni6re. 3 °. Mais lea racines de cette derni6re sont 
des fonctiona des Y0, Y ~ , ' "  d'une forme sp6ciale qui rend possible d'ex- 
primer la valeur de cea m(!mes racinea en fonction" de certaines quantitds 
h 4. compos6es avec les Y0, Y l , . ' '  de la m~me mani6re que les c,4, le sont 
avec les racines de l'6quation donn6e. 4 °. Enfin, de la th6orie des fonc- 
tions th6ta hyperelliptiques k deux variables on d6duit qu'avec lea dix 
fonctions paires ~9~(o, o) on peut former des quantitds k six valeurs, et 
que 1%quation qui a pour racinea ces quantit6s est de la mgme forme 
que les 6quations pr6c6dentes, et ses coefficients sont des invariants de 
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la forme du sixi~me ordre f(z~, z.2) qui appartient aux int6grales nor- 
males hyperelliptiques. Ces invariants peuvent donc dtre d6termin6s de 
mani6re que cette derni6re 6quation vienne h coincider avec la trans- 
form6e de l'6quation donn6e. 

3. J'ai d6duit l'6quation (A) en y de la r6solvante de MALFATTI, 
mais je dois ajouter que cette 6quation, ou plus pr~cisdment la corres- 
pondante pour les fonctions 0,.~(o, o), se trouve dans un m6moire re- 
marquable de M. le D ~ MASCHKE, et que la calculation directe des in- 
variants de la forme f(zi, z2) par les fonctions 0,.~(o, o) est due k M. le 
D r BOLZA. 1 Peu de temps apr6s la publication de ces m6moires, par la 
connaissance que j'avais depuis quelques ann6es de la transform6e en v 
de l'6quation g6n6rale du sixi6me degr6 j e  me suis apergu que de cette 
coincidence de forme on pourrait ddduire la r6solution des 6quations du 
sixi6me degrd; et j'ai communiqu6 ce r6sultat k mon savant ami M. le 
Proff KLEIN. Quelques jours aprds M. MASCHKE nl'a envoy6 une com- 
munication pour l'Acad6mie des Lincei dana laquclle il 6tait arriv6 au 
mOne rdsultat par une transformation de TscIm¢NAUS.: 

Je dois remercier M. MIT'rAG-LEFFLER qui, m'ayant ddtermin6 ~ com- 
poser ee petit m6moire, m'a donn6 l'occasion de rcndre plus claire et 
plus complete la m6thode que j'ai suivie. 

Milan, Aofit i888. 

i MASCHKE, Uber die qualernigre, endliche~ lb~eare S'abstilulionsgruppe der Bor- 

chardt'schen Moduln. - -  BOLZA~ Darstellung der rationalen ganzen Invarianlen der Binar- 

form sechslen Grades dutch die Nullwertl, e der zugeh6rigen ~-Funclione~, Math .  Anna-  

len, Bd. 30. 
2 R e n d i c o n t i  de l la  R. a ccademia  dei Lincei~ Seduta del 4 marzo I888, La 

risoluzione della e~uazione del sesto grado, Estratto di una lettera del D ~ MASCHKE al 

Socio BmOSCHI; Osservazioni sulla precede~de comunicazione del Socio BmoscHI. 


