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BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER MEHRFACH LINEAR

VERKNUPFTEN FUNCTIONEN
VON

KARL HEUN

in MUNCHEN.

Die folgenden Zeilen enthalten Zusitze sowie eine Berichtigung zu
meinen Untersuchungen in Bd. 11, pag. 97—118 dieser Zeitschrift. Die
Hauptfrage, welche hier erledigt wird, ist diese: »Wann sind p + 1 p-fach
linear verkniipfte Functionen gleichgruppig?» Herr PoiNcarg hat sich eine
nahe verwandte Frage in dem Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes,
Acta Mathematica, Bd. 5, gestellt und fir p= 2 ausfihrlich erortert.
Nur handelt es sich dort um Functionen derselben Familic, wihrend ich
Functionen derselben Ar¢ (genre) betrachte. Eine wesentliche Bedeutung
hat dieser Unterschied nicht, da es sehr leicht ist von dem einen Falle
auf den andern uberzugehen. Was mich die Functionen derselben Art
bevorzugen liess, war der Umstand, dass diese unmittelbar zu den Be-
ziehungen fithren, welche als eine Erweiterung der Gauss’schen relationes
inter functiones contiguas anzusehen sind. Gerade von hier aus erdffnen
sich neue Gebiete far die specielle Functionentheorie. Man denke nur an
die Art, wie Gauss die Theorie der I Function aus eciner bestimmten re-
latio inter functiones contiguas hervorgehen lisst.

1. Die erzeugenden Substitutionen der p-fach linedr verkntpften
Functionen mit ¢ + 1 Verzweigungspunkten besitzen (cf. Acta Mathe-
matica, Bd. 11, pag. 116)

(p* — 1)(i — 1) independente Coefficienten.

dcta mathematica. 12. TImprimé le 12 octobre 1888,
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Zu der entsprechenden Gruppe gehdren unendlich viele Differentialglei-
chungen, die sich zun#ichst durch die Zahl der »individuellen» Parameter
unterscheiden. Die Differentialgleichung, fur welche diese Zahl gleich %
ist, besitzt, abgesehen von den Verzweigungspunkten, welche wir jetat als
vorgegeben betrachten,

(0— 1+ 1)+ 0= D|3pli— ) — 1|+

independente Parameter. Die letstere Zahl wird gleich (p* — 1) — 1),
wenn

b= —firi—1—n)
angenommen wird. Hieraus folgt

Theorem I. Einem Systeme von ¢ erzeugenden lineiren Sub-
stitutionen p** Ordnung entspricht eine Differentialgleichung der-
selben Ordnung, welche i 4 1 beliebige Verzweigungspunkte und
ebensoviele »individuelle» als »characteristische» Parameter besitzt.

Nach dem Ansatz, welchen ich in N° 5 der erwahnten Abhandlung
mxttrethellt habe, kann man ein System mit einer beliebigen Anzahl be-
hebt,qer vindividueller» Parameter auf ein bestimmies gleichsgruppiges Haupt-
system reduciren. Die aus Gleichung (9) [Bd. 11, pag. 112] fliessenden
Relationen sind hinreichend zur Bestimmung der Coefficienten in der Re-
ductionsgleichung und der »characteristischen» Parameter des Hauptsy-
stems. Man kan jedoch denselben Ansatz benutzen um ein System (2)
mit & »individuellen» Parametern auf ein gleichgruppiges Hauptsystem
(y) mit beliebigen »characteristischen» Parametern zu reduciren. Alsdann
werden aber die % »individuellen» Parameter infolge der Gleichung (9) 1. c.

(p—1) ép(z— 1) — 1{ Bedingungen

unterworfen. Sie sind also vollstindig bestimmt, wenn & gleich der Zahl
der »characteristischen» Parameter wird. Dass die Bestimmungsgleichungen
im Allgemeinen von einander unabhiingig sind, folgt aus Theorem I. —
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Dem System (y) ordne man nun p +4 1 unter einander verschiedene aber
mit (y) gleichgruppige Functionen 29, 2%, ..., #” mit je

(p— )] pG—1)—1][=p]

»individuellen» Parametern zu und bestimme die Coefficienten nach dem
erwiahnten Ansatze. Hierauf eliminire man aus den p + 1 Beductions-
gleichungen die Function (y) und ihre Derivirten. Dann entsteht eine
Relation von der Form

(2) Hy(2). 2" + H(2).2" + ... + H,(2).2” = o,

worin die H bekannte ganze rationale Functionen bedeuten. Dass unter
den (2) in der vorstehenden Gleichung auch (y) einmal vorkommen kann,
ist selbstverstandlich. Dies fuhrt zu

Theorem II. Zwischen p 4+ 1 p-fach linedr verkniipften Func-
tionen konnen nur dann Bezichungen' bestehen, welche den Gauss'-
schen relationes inter functiones contiguas analog sind, wenn wenigstens
p derselben ebensoviele, dem Werthe nach nicht willkiirliche, »in-
dividuelle» als »characteristische» Parameter besitzen.

Ich bemerke hierzu noch, dass man zur wirklichen Aufstellung dieser
Relationen am bequemsten von der Gleichung (IT) [Acta Mathematica,
Bd. 11, pag. 105| ausgeht und dann analog wie in N° 5 1. c. verfihrt.
Wegen eines ausgefithrten Beispiels vergl. man meine Beilrdge zur
Theorie der Lami’schen Functionen [Math. Annalen, Bd. 32]. In diesem
Falle ist p=2,i= 3 und p = 1.

2. Ein System (z) mit den »individuellen» Parametern z,, 7,,..., 7
und dem Indicesschema

By y Mgy « ooy RBrggn

a1 9 Pog 5 o o oy Mgy

............

”

pl 3 np?’ AR npi+l

' Ausnahmefille konnen nur dann eintreten, wenn die Verzweigungsindices bestimam-

ten Bedingungen geniigen.
Acta mathematica. 12, Imprimé le 11 octobre 1888. 14
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soll auf ein gleichgruppiges Hauptsystem (y), fur welches D = — m
ist, reducirt werden. Zugleich sollen aber auch die Coefficienten in der
Differentialgleichung

drz _, dzP1
(x———rl)(x-—72)...(x—fk)¢”(l—w+ Gp_l.sl)p ld—mpjl—l—...—l—Go.Z:O
vollstandig bestimmt werden.

Der Ansatz in N° 4 [l c. pag. 109—111] giebt

pim + k 4+ 1) + ép(p + 1)(i — 1) Gleichungen,

welche erfullt sein mussen, weil (y) und (2) gleichgruppig sein sollen.
Meine Behauptung (I. c., pag. 111), dass von diesen Gleichungen

(p—1) é(l’ — 1)(i — 1) — 1| Gleichungen

eine Folge der tbrigen seien, ist eine unrichtige. Sie sind vielmehr »m
Allgemeineny d. h. wenn nicht specielle Relationen fur die Verzweigungs-
indices bestehen, alle von einander unabhingig. Hier von tiberzeugt man
sich durch die folgenden Betrachtungen.

Als vorgegebene Grossen bei der Uberfuhrung von (2) auf (y) wollen
wir zunichst ansehen

erstens die Verzweigungsindices der Functionen (y) und (2),

zweitens die k »individuellen» Parameter in (2).
Alsdann sind als Unbekannte zu betrachten

erstens die p »characteristischeny Parameter in (y)

aweitens p(k + 1) -|——;p(p + 1)(¢ — 1) Coefficienten in den Func-

tionen G,, Gy, ..., G,_;

drittens p(m + 1) ———; p(p — 1)(i — 1) — 1 Constanten in der Reduc-

tionsgleichung. ‘
Man erkennt, dass zur Bestimmung dieser Unbekannten die durch den

Ansatz in N° 4 gelieferten p(m + %k 4 1) + ép(p + 1)(¢— 1) Gleichungen

geniigen, wenn dieselben von einander unabhdngig sind. Der Ansatz in
N° 5 1. c. liefert aber ebenfalls das Resultat, dass die »characteristischeny
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Parameter in (y) bestimmt sind, wenn die yindividuellen» Parameter von
(2) beliebig vorgegeben sind. Ein Widerspruch in den Ergebnissen beider
Reductionsmethoden ist unmoglich, denn sie folgen beide aus dem Princip
der Irreductibilitat der Differentialgleichungen fur (y) und (2). Folglich
sind in der That die ohigen Gleichungen von einander unabhangig.

Wir wollen nun als Dafen ansehen

erstens die p »characteristischen» Parameter in (y)

zweitens k — p »individuelley Parameter in (2)

drittens die Zahl D = — m,
und als Unbekannte

erstens p(k + 1) + ép(p + 1)(i — 1) Coefficienten in den Functionen
G,,G,...,G

p—1
zweitens p vindividuelle» Parameter in (z)

drittens p(m + 1) + —;p(p + 1)@ — 1) — 1 Constanten in der Reduc-

tionsgleichung.

Der Ansatz in N° 4 1. c. liefert wiederum die hinreichende Zahl von Be-
stimmungsgleichungen fur die Unbekannten.

Hiernach muss der Satz auf pag. 112 1. c. durch die folgenden er-
setzt werden.

Theorem III. Ein mehrfach lineir verkniipftes Functionensystem
lasst sich stets auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen »characteristi-
scheny Paramectern reduciren, doch werden hierbel ebensoviele »in-
dividuelley Parameter des zu reducirenden Systems dem Werthe nach
bestimmt, als das Hauptsystem »characteristische» Parameter besitat.

Theorem IV. Ein p-fach linedr verknupftes Functionensystem
mit einer beliebigen Anzahl beliebiger »individueller» Parameter lasst
sich immer durch ein Hauptsystem und p — 1 successive Derivirte
derselben linear und rational ausdritcken. Die »characteristischeny
Parameter des Hauptsystems sind durch ein gewisses System simul-
taner algebraischer Gleichungen bestimmt.

Nachdem die Coefficienten in der Differentialgleichung fur (2) voll-
staindig bestimmt sind, konnte man fragen, welche derselben man als
characteristische Parameter ansehen soll. Es ist jedoch nicht nothwen-
dig diese naturgeméass unbestimmte Frage durch eine willkiirliche Fest-
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setzung zu entscheiden. Da man nemlich immer eine Gleichung von der
Form

dr—ly

dgp—1

d
s=P.y+ P.g.F+ .+ B

aufstellen kann, so ist (#) durch seine »individuellen» Parameter, die Zahl
D und die »characteristischeny Parameter von (y) determinirt. Es er-
scheint mir daher am einfachsten entweder gar nicht von »characteristi-
schen» Parametern des Systems (2) zu sprechen oder, wenn man es thut,
diejenigen des Hauptsystems (y) zu verstehen.

3. In Rucksicht auf verwandte Untersuchungen anderer Mathema-
tiker, welche die von mir als »individuelle Parameter» bezeichneten Grossen
einfach »ausserwesentlich singulare Punkte» nennen, sehe ich mich ver-
anlasst meine abweichende Terminologie zu begrinden. Zunachst fuhrt,
wie schon RiEMANN gezeigt hat, die natiirliche Entwicklung der Theorie
der mchrfach lineir verkntipften Functionen unmittelbar auf die Differen-
tialgleichung [Acta Mathematica, Bd. 11, pag. 105]

dar dr—1
Gy[k)-¢* T+ G "t o + Gos = 0.

Fir p = 2 hat man also

. d ds

G2[k]¢ W—l— Gl .¢.d—w+ GO'Z = O.
Durch eine bekannte Substitution lasst sich diese Gleichung durch die
einfachere

5 d* d = . ,
Glk].9. 25+ 6, % 4+ Gt =0

ersetzen. Diese Form resultirt nun allerdings aus der von Herrn Fucas ge-
wiahlten wenn % Verzweigungspunkte in ausserwesentlich singulare Punkte
degeneriren. Nimmt man jedoch p = 3 dann ist diese Uberfahrung nicht
mehr moglich, so lange die Gleichung G,[k] = o nur lineire Factoren
besitzt.

Es ist auch bemerkenswerth, dass man bei dem von mir eingeschla-
genen Weg gar nicht auf die Theorie der logarithmischen Integrale zu
recurriren braucht, wenn man nur annimmt, dass die Fundamentalglei-
chung fiir (#) ungleiche Wurzeln hat.

Frankfurt a/M. 26. Mai 1888.




