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~UR UNE GENI~RALISATION DE LA THI~0RIE DES FONCTIONS 

D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE 

I ~ Memoire  

P A R  

VITO VOLTERRA 
P I S E .  

Introduct ion.  

La representation des fonctions de trois variables ind~pendantes par 
les fonctions des points d'uJ~ espace ~ trois dimensions est d'un usage tr~s 
%pandu parmi les analystes. Mais les points ne sont pas les seuls ~l~- 
merits g~ometriques de l'espace. I1 y a aussi los lignes et les surfaces 
et l'on peut, de la m6me fa~on, faire correspondre k chaque point ou 

chaque ligne ou ~ chaque surface les valeurs d'une variable. On 
obtient de la sorte des fonctions des points et aussi ce qu'on peut appeler 
des fonctions des lignes e t  des fo~ctions des surfaces d e  l'espace. On n'a 
appliqu6 jusqu'ici l'analyse qu'aux fonctions des points, mais il est bien 
int~ressant aussi d'5tudier les fonctions des lignes et les fonctions des 
surfaces. Ces fonctions se p%sentent dans plusieurs questions de physique. 
Par exemple l'dnergie d'un courant qui parcourt un fil m4tallique qui 
peut se dSplacer et se d5former dans un champ magnStique, est une 
fonction d'une ligne. Elles peuvent se rattacher aussi k des questions 
analytiques, p a r  exemple on en t rouve  une application en g~n6ralisant 
la th~orie des fonctions envisag~e du point de rue de DIRICHLET10U en 

1 Voir uoe Note que j'ai publide: R e n d i e o n t i  d e l l a  R e a l e  A e c a d e m i a  de i  
L i n e e i ,  Vol. 3. C'est en poursuivant ee but que j'ai ~,td amend aux iddes qui forment 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  12. Imprim~ le 19 f~vrier 1889. 3 0  
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c h e r c h a n t  k ~ t end re  a u x  in t~gra les  d o u b l e s  la th~or i e  JACOB~-H_~M]LTO~ 

su r  le c a l c u l  des va r i a t i ons .  A p r e s e n t  je  m e  b o r n e  h m o n t r e r  l ' u s a g e  

q u ' o n  p e u t  en fa i re  dans  la  th~or ie  des f o n c t i o n s  des v a r i a b l e s  imag ina i r e s .  

la base de ee m4moire. Je me permets done d'exposer en peu de roots le point de ddpart 

de rues recherehes sur la gdndralisation de la thdorie des fonctions. D'apr~s la ddfin~tion 
de DIRICI4LET, on dit qu'une variable est fonction d'une autre variable, si ~ chaque valeur 

de cette quantitd, entre des limites donn4es, correspond une valeur de la prem!~re quan- 
titS. On est amend bien naturellement h cette d~finition, qui est inddpendante de tout 

rapport analyt.ique entre les variables, en eonsiddrant des phdnom~nes off il y a deux 

quantitds qui changent simultandment de telle faQon quc les valeurs de l'une dgpendent 

de eelles de l'autre. 
En se pla~ant i~ un tel point de rue on est conduit aisdment ~ gdndraliser l'idde 

de reaction parce que dans plusieurs questions de physique et d'analyse ou trouve des 

qua~ltilds qui ddpe~ldent de toules les valeurs  d 'une fonc t ion  ordi~taire ou de p lus ieurs  fonc- 
t ions ordil taires tout ~ fair arbitraires. Par exemple la tcmpgrature dans un point d'une 
lame, qui est chauff4e au herd, ddpend de toutes los valeurs de la tempgrature au herd 

de la lame. Les fonctions des lignes offrent un autre exemple d'une telle d~pendance. 
Il est bien clair que~ lorsque on parle d'une quantitd qui ddpend de routes les valeurs 

d'une ou de plusieuvs variables~ on entend quelque chose de bien diff~vent d'une fonction 

de fonetion. 
J 'ai t~chg d'~tudier la d~pcadance dent je viens de parler. En gdn~ral on ne sait 

pas si~ en partant de la fonction, on peut parvenir, par des proc~dds analytiques, ~ la 
quantitd qui en d~pend. Pourtant~ sons certaines conditions, qui sent tout ~t fair semblables 

aux conditions ndcessaires pour le ddveloppement en sdrie de TAYLOR, on peat parvenir 
g~ndraliser cctte s~rie au cas que nous eonsidgrons. Par exemple~ bornons-nous au eas 

le plus simple~ e'est ~ dire d'une quantitd y qui d~pend de toutes les valeurs d"unc reac- 

tion f(x) ,  dgfinie pour les valeurs de x comprises entre les limites a ,  b. Sous certaines 

conditions on peut donner pour y l'expression analytique 

b b 

el II l l  

b b b 

' f f f  + f(#,)r(t,)f(t ,)o,(t , ,  t , ,  t )at, dt, at= + . . .  

a ii (l 

0~ Yo est une consiante et los fonctions O~(t~ , #~ , , . . , tn) sont des fonctions sym~triques 

des variables t t ,  t~, . . . ,  tn. 
La s~rie qu'on vient d'~erire n'est autre chose que la g~ndralisation de la s~rie 

de TAYLOR. 
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Dans la th6orie des fonctions d'une variable imaginaire, on suppose, 
en quelque sorte, que les valeurs des variables imaginaires sont  6tendues 
sur une surface, avec la condition que les rapports diff6rentiels des va- 
riables ne d6pendent que des points de la surface. C'est ainsi qu'on 
peut exprimCr la condition de monog6ndit6 6t~blie par CAUCHY et que 
la th6orie des variables imaginaires peut se rattacher ~ l'6tude des pa: 
rarh6tres diff6rentiels et ~ l'6tude des 616ments caractdristiques. 

Est-ce qu'on peut gdn6raliser cette th6orie en se rapportant ~ un 
espace ~, trois dimensions? Voil~ le probl6me que je me suis propos6. 

On peut r6soudre la question, mais pour l'aborder il faut recourir 
ce que je viens d'appeler les fonctions d'une ligne. En effet on ob- 

tient la g6n6ralisation en faisant correspondre b~ chaque ligne fermde de 
l'espace les valeurs de deux variables imaginaires lides entre elles par 
une condition diff6rentielle tout ~ fait semblable £ la condition de mo- 
nog6n6it6 de la th6orie ordinaire. 

Dans le m6moire qui va suivre je me suis born6 ~ 6tendre la th6orie 
aux espaces ~ trois dimensions, mais on peut aller plus loin dans la gd- 
n6ralisation. L~ th6orie des hyperespaces est depuis longtemps connue 
et beaucoup de math6maticiens sont ~ pr6sent familiarisds avec les roots 
emprunt6s ~ la g6om6trie des espaces b~ ~ dimensions qui peuvent re- 
pr6senter d'une mani6re claire et frappante des propri6t6s analytiques. 
Cette consid6ration m'a pouss6 b~ aborder m~me la tb6orie g6n6rale pour 
les hyperespaces dans un m6moire que je publierai plus tard. En se 
posant b~ uu tel point de rue, les fonctions des lignes ne suffisent pas. 
II faut recourir b~ une notion moins simple, c'est £ dire aux fonctions 
des hyperespaces. 

A quelle thdorie connue va se rattacher la g6n6ralisation dont je 
viens de parler? 

I1 est bien ais6 de montrer qu'elle se rattache ~ la th6orie des fonc- 
tions de plusieurs variables imaginaires. I1 y a presque une ann6e 
M. PoI~cAl~fi a publi6 clans ce journal un tr6s beau m6moire sur la g6- 
n6ralisation du th6or6me de CAUCHY pour les fonctions de deux variables 
imaginaires. Je vais montrer comment le  remarquable th6or6me de 
M. PoI~cAr& fait ressortir, tout de suite, une liaison entre la th6orie que 
je me propose d'exposer et la th6orie des fonctions de deux variables 
imaginaires. 
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Soit donn6e une fonction de la variable z ~ x + ~/-- x y continue 
et uniforme dans une aire limit6e par un seul contour. On d6duit du 
th6or4me de CAucItY que l'int6grale d 'une  telle fonction prise entre des 
limites imaginaires d6pend des limites seulement. On obtient donc, par 
l'int6gration d'une fonction des points du plan complexe, ane nouvelle 
fonction des points. Est-ce la m~me chose pour les im6grales doubles? 

M. PoI~cAa~, en g6n6ralisant le th6orbme de CAUeHY, ~ d6montr6 
que l'int6grale d'une fonction uniforme de deux variables imaginaires 
prise sur une surface ferm6e est nulle, si l'on peut d6former et r6duire 
la surface ~ un point sans rencontrer de singularit6s. On peut d6duire 
de 1~ que, si la surface d'int6gration n'est pas ferm~e, l'int6grale d6pend 
des lignes qui forment le contour de la surface. Done on volt que 
l'int6gration des fonctions de deux variables conduit aux fonctions des 
lignes. L e s  fonctions des lignes que j'ai 6tudi6es, correspondent h, tous 
les cas qui se pr6sentent dans les int~grales doubles prises de la ma- 
nitre indiqu6e par M. POISCAR~. Puisque ces fonctions des lignes d6- 
pendent seulement du bord de la surface d'int6gration, j'ai donn6 leur 
expression analytique par des dldments qui ddpendent seulement du bord, 
c'est ~ dire j'ai montr6 qu'elles peuvent s'exprimer par des intdgrales 
simples ~tendues d la ligne qui forme le bord. 

Il est bien ais6 de voir que la g6n6ralisation de la th~orie des 
int6grales ab61iennes aux int~grales doubles, est une question li~e aux 
prineipes fondamentaux que je vais exposer dans ce qui suit. 

J'ai consacr6 le I ~ chapitre du M6moire h la thelorie des fonctions 
des lignes. Le 2 ~ chapitre est partag6 en cinq articles. Dans le I ~ 
article, apr~s avoir 6tabli la g6n6ralisation de la condition de monog6ndit6 
pour les fonctions des lignes, je trouve une relation diff6rentielle analogue 

A _---o. Dans le 3 ~ et 6 ~ article, en 6tudiant cette relation j'essaie 
une th6orie des propri6t6s caract6ristiques des fonctions des lignes. Enfin 

"le 5 ~ article contient la th6orie des op6rations diff6rentielles. 
Dans ce m6moire je n'ai pas abord6 le cas d'un espaee ferm6 d'une 

connexion multiple ni la g6ndralisation du th6or~me d'AB~L qui en suit. 
Je remplirai cette lacune dans un autre me'moire. 
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C h a p i t r e  I .  

Les  fonc t ions  des lignes. 

Article 1 er. 

I. Nous commencerons par quelques 6tudes g6n6rales sur les fonc- 
tions des lignes dans un espace h trois dimensions. Je me bornerai 
consid6rer des lignes fermdcs qui n'ont pas de noeuds. Je feral l'hypo- 
th6se que les coordonn6es x ,  y ,  z des points de chaque ligne soient des 
fonctions continues de l'are s de l a  courbe. 

A chaque ligne L parcourue dans une direction donn6e, correspondra 
la valeur d'une variable ¢, On doit supposer qu'en g6neral en changeant 
la direction de la ligne, m~me Sans la d6placcr, la valeur correspondante 
de la variable (P change aussi. Je d6signerai cette correspondance par 
le symbole 

¢ = 0t! L]I" 

On va trouver des variables q'" dont les valeurs ne d6pendent pas seule- 
ment des lignes L ,  mais aussi de la position d'un point variable A 
pris sur la ligne. On d6signera une telle fonction par 

qJ'= ¢'l[n, A] I. 

Si la position du point est d~finie par la longueur s de l'are compris 
entre le point  variable et un point fix6 sur L,  on @rira aussi 

q)'= qJ'l[L, s]l. 

2. Comment peut-on 6tendre aux fonctions des lignes les d6finitions 
de continuit6 et de d6rivation? 

C'est en poursuivant ce but, que je vais d6finir le domaine d'une ligne. 
Une ligne ferm6e, enchainde ~ L,  en se d6plaTant le long de L 

jusqu'~ revenir dans sa premi6re position, d6erit une surface tubulaire. 
Le volume S compris dans u n e  telle surface est ce que j'appelle un do- 
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maine de L .  Toute ligne, comme L,  qui parcourt le tube S dans le 
sens longitudinal est une ligne lo,gitudinale de S. ~ Je dirai q u e  ¢liL]l 
est continue si, quelque petite que soit la quantit6 e, on peut toujours 
d4terminer un domaine S de 15, tel que, pour route ligne longitudinale 
L' de S, on ait 

rood J C J [ L ' ] I -  ¢IILllJ < 

Pout: ce qui va suivre la condition de continuitd, telle qu'on vient de la 
poser, n'est pas suffisante. Soient a~, a2, a~ les aires comprises entre les 
projections des deux courbes sur les plans eoordonn~s, ~-----~/#~ + a~ + #~. 
I1 faut supposer que le rapport 

I ¢l[r:]ll 

ne surpasse jamais une limite finie M. 
Lorsque on a affaire '~ une fonction O[IL,sl i ,  il y aura ~ con- 

sid~rer la continuit~ par rapport '~ la variable s, c'est {~ dire en laissant 
fixe la courbe L e t  supposant que le point A se ddplace. Mais il faudra 
examiner aussi la condition de continuit~ lorsque on clmngc A et L {~ 
la lois. Si A est un point situ5 k l'int@ieur d'un champ I '  h trois di- 
mensions, nous appellerons T u n  domaine de A. Nous dirons qu'il y a 
continuitd, si, quelque petite que soit ~, on peut toujours d6Aerminer un 
domaine S de L e t  un domaine S' de A, tels que, pour route ligne 
longitudinale L' de S e t  pour chaque point A' de L' situ~ k l'intSrieur 
de S' on ait 

rood J  OJ[L', + r ] J -  OI[L , A]!I < 

3. Passons maintenant k la d~rivation. Faisons passer par chaque 
point d'un arc 1 ~ - A B  de L un segment de longucur Ax, parallSle h, 
l'axe x. Le lieu des extr~mit~s de ces segments est un arc CD. Soit 

(p -}- 

i Voil~ ce que j~entends par une ligne fermge qui parcourt  le tube S dans le sens 

longitudinal.  Soit ~ une section traasversale du tube. Ddpla!}ons a de sorte qu~elle vienne 

engendrer ]e tube S ,  et supposons que dans le m~me temps un point A ,  pris dans l~airc 

o,  se ddplaee jusqu~, revenir dans sa position initiale. Nous dirons que ]a ligne d~crite 

par 21 est une ligne qui parcourt  le tube dans le sens longitudinal. 



Sat une ggngralisation de la th6orie des fonetions d'une variable imaginaire. 239 

la valeur de la fonction qui correspond k ]a l igne qu'on d6duit de Z 
en remplagant  l'arc A B  par la ligne ACDB fortune des droites AC, BD 
et de l'arc CD. Supposons que ~Jx et 1 tendent  vera z6ro en laissant A 
fixe et que 

z/xO 
J .l 

tende vera une limite X. On appellera une telle l imite la ddrivde de 
par rapport d x. Nous supposerons que cette limite ne d6pende pas 

du c6t6 de B par rapport  k A ni de la mani6re dont Ax et l tendent 
vers z6ro. Nous ferons encore l 'hypoth6se que, quelque petite que soit 
r], on peut d6terminer une quantit~ w, telle que pour toute ligne L e t  
pour tout point A l'on ait 

,/x d) 
X I < r] 

I 

mod 
Jx. l 

pour toutes lea valeura de /Ix et de l comprises entre - - w  ct w. En 
un mot nous supposerons que le rapport  (I) tend vers la limite X avec 

uniformitd. 
Il eat clair que la l imite X d6pendra en g6n~ral de la ligne L e t  

du point A. Nous la d~signerons par 

/ 4),l[L,sll. 

On trouvera de m.~me lea d~riv~es de (P par rapport  k y e t  par rapport  
{~ z qu'on d(~signera par 

(P;I[L, s]l, (P'i[L, s]l. 

Nous supposons lea trois dSriv~es continues. 
4. Soit ~:(s) une fonction continue. D~pla(;ons chaque point d 'une 

ligne L parall61ement k l 'axe x d'une quantit6 

= 

On trouvera une ligne L'. Nous allons chercher 

lim (P[[L']I- 4)l[L]t 
e=O $ 
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Partageons la ligne L en 2n parties h~,k z , h  2 , k  2 , . . . , h . , k , ~  de sorte 
que tout intervalle h~ ~ a~b~ soit compris entre les intervalles k~_~, k~. 
Posons 

~t 

1 

Soit s~ la longueur de l'arc compris entre les points a~a~ compt6 
dans la direction (a~a~+~... a,). Par chaque point de 1'arc h~ conduisons 
un segment de longueur ¢~(s~) parall61e ~ 1'axe x. On trouvera un arc 
h~ -= a~b~. Remplagons les arcs h~ (i = z , 2 , . . . , p )  par les lignes for- 
m6es des droites a~a;, b~b~ et de l'arc h~. On aura une ligne Lp. I1 
est clair qu'on peut 6crire 

n 

~l [Ln] l -  ~1[ L]I = ,Z{~I[L~]I- I[L~-~]I} 

oh £ 0 signifie L. 
Mats 

~0 
II suffit de prendre ¢ < ~ ,  h~ < to, N 6tant le maximum de $(s), pour 

que 

On aura aussi 

mod 7]p < 7]. 

o : l [ z ~ _ , ,  sp]l = ¢:I[L, s,!l + 7; 

et, en prenant to suffisamment petit, en vertu de la continuit6 de la dd- 
• t rlvee, on aura 

mod r/'p < 7" 

Par la condition qu'on a pos6e apr6s la continuit6 de ~ (§ 2) on peut 
6crire 

rood I ¢I[L']I - ¢/[Lnlll < M(~N + ~h,D,) 
1 

en d6signant par Dp l'oscillation de la fonction ~(s) dans l 'intervalle hp. 
On en d6duit 

l i ra  ¢ I [ L ' ] I - -  ~I[L]I = f~(s)¢'l[n, s]lds. 
¢ = 0  $ L 
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De m~me:si on donne k chaque point de L un d6placement 

241 

parall61ement h, l'axe y, en passant de la courbe L k la courbe L" on 
trouvera 

lim ~°[[/"]l- ¢I[L][ f ' s]lds. .~:o , - V ( s ) ¢ ' l [ L  ' 
L 

Enfin, en supposant que par des d6placements &-----¢~'(s) parall61es k 
l'axe z on obtient la courbe L"', nous pouvons 6crire 

lim q)l[/ /"]l-  ¢)I[L]] = . f ¢ ( s ) ¢ ' l [ L  , s]lds. 
• ~ 0  ~ Z 

5. Supposons maintenant que les ddplacements des points de L 
aient pour composantes dans les directions des trois axes 

et qu'on trouve d'une telle fagon une courbe L Iv. On peut d6montrer 
bien ais6ment que 

l i m  ¢][L'V]l - -  ¢ t [L]I  f (o ,  , , ,  
• = 0  ¢ L 

Le r6sultat que nous venons de trouver peut s'6noncer aussi de la ma- 
ni6re suivante. 

Soit 

(A) 

la quantitg 

,~, = f ( ~ - , ~  + ~;o'y + ¢',~)d~, 
.L 

~ - { ¢ t [ z ~ v ] l -  ¢l[L]l} 

est un infiniment petit d'ordre supdrieur it ¢. 

C'est pourquoi on appelera ~¢ la variation de 4~. 
6. Nous allons chercher maintenant ~ quelles conditions doivent 

t t satisfaire les trois ddriv6es ~'x, ~v, ~ .  
Aeta mathematica. 12. I m p r i m 6  l e  27 f d v r i e r  1889,  3 1  
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Si par le ddplacement infiniment petit des points de la ligne L cette 

ligne ne change pas, on  aura 3 4 ) =  o. 

ds " "' ds 

on aura  donc, pour une valeur arbitraire de 2 

En posant 

~z ~ 2 ~ d s ,  

o = @'x ~ + ~ ~ + = a,~) ,~ds. 

/ ,  

On tirera de lk 

, dz ~p, ~ = 
~d~ + 0')~ + o, 

c'est k dire, s i t  est la tangente de £ ,  

~¢ ---~ cos tx  dx dy = d-~' /~ --= eosty ---- ~ ,  

! t ¢'a  + ¢,~/~ + O~r = o.  

on aura 

dz 
y---- c o s t z = ~ ,  

I,'5galit6 qu'on vient de trouver n'est pas la seule condition h laquelle 
les trois d6riv6es doivent satisfaire, mais c'est la seule dont nous nous 

servirons dans le cours du m6moire. I1 est bien int6ressant de d6ter- 

miner  d'autres propri6t6s 'des d6rivdes par exemple celles qu'on trouve 

en introduisant les d6rivdes d 'ordre sup6rieur. 1 

( 3 )  

I .  

Article 2. 

L'dgalit6 (2) de l 'article Ier permet  de poser les 6quations 

/ <' '1,;. = r B  ~ t i C ,  

. ¢ ;  = r . 4 ,  

1 Voir la Note eitde et l'autre: Sopra le funzio~d dipendenti da Linee. Rendi- 
eonti della R. Aecademia dei Lineei,  Vol. 3. 
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Les inconnues A ,  B ,  C ne sont pas d6termin6es par los 6galit6s (3). Si 
Ax, B1, G x v6rifient ces 6quations, les solutions g6n6rales sont 

A =  A~ +]ca,  B =  B 1 + kfl, C =  C' 1 + k F ,  

k 6tant une quantit6 arbitraire. 
D'apr6s les 6galit6s (3) on pourra remplacer (A) par 

(A') ~¢) = / [ A ( f l 3 z  - -  r@) + B(r~x - -  adz) + (J(~@ - -  fl3x)]ds. 
L 

2. Par le d6plaeement (3x,  3y ,  3z) l'arc ds ddcrit un parall61o- 
gramme infiniment petit. 

Supposons qu'un point en parcoure le p6rim6tre de sorte qu'il se 
d6place sur ds clans la direction positive. Soit da l'aire du parall61o- 
gramme. Si l'on conduit la normale n au parall61ogramme en prenant 
pour direction positive celle d'un observateur qui volt le point mobile 
se d6placer dans le sens des aiguil les d'une montre, on aura 

(fl#z - -  r @ ) d s  = cos n x .  d¢,  

( r 3 x - -  a#z)ds = c o s n y . d ¢ ,  

(a~y - -  ~ z )  ds = cos  nz .  d e .  

Examinons maintenant la bande infiniment petite ~ d6crite de la ligne 
L par le d6placement, n e n  sera la normale et de la diff6rentielle de 
l'aire. On aura donc 

(4) -=f(A cos ,x  + B cos  y + C cos,z)d . 

3. Soient L 1 e t  L 2 deux courbes. Si on d6place L 1 jusqu'k ce 
qu'elle vienne coincider avec L2, m~me cn direction, L1 ddcrira une 
surface X. J'appelle cette opdration mener une surfitce par L 1 et L:.  

En suivant L 1 dans son mouvement, on peut dSterminer pour tout 
point de la surface J,' des: valeurs pour A ,  B ,  C. On peut supposer 
que le d6placement total soit r6sultant de d6placements infiniment petits. 
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Appl iquant  ~ chaque d6placement infiniment petit  la formule (4), on 
trouvera 

(5) ¢I[L~]I ¢I[L,]I = f ( A c o s n x  + Bcosny  -4- Ccosnz)d2'. 

Article 3. 

I. I1 faut  maintenant  distinguer deux cas qui se pr6sentent dans 
l '6tude des fonctions des lignes. Soient L 1 et L~ deux lignes qui ont 
u n  arc l commun. Si on doit parcourir  1 en directions contraires en 
supposant qu'il appartienne aux deux l ignes,  on pourra retrancher 1 et 
obtenir une courbe L 8 dont la direction mdme sera d6tertnin6e. On 6crira 

L~ = L 1 + L 2. 

Le premier cas se pr6sentera si l '6galit6 

(6) ¢l[L~]l = ¢liL~]l + (PILL2]! 

est toujours r6alis6e. J 'appelle dans un tel cas ~ une fonction du I °r degrd. 
Le deuxi~Ine cas se pr6sentera si l '6galit6 (6) n'est pas toujours v& 

rifi6e. Nous allons borner nos recherches aux fonctions du I e~ degr(~. 
Supposons que deux lignes Z~ et L 2 se coupent dans un point M. 
Soient ds~,ds~ les 616ments lin6aires des deux lignes en M. Posons 

q)'xl[L1, M]I  = X1,  

¢'xl[L2, M]] = X2, 

cos  (ds~ , ~) = ~,,  

cos  (d s~ ,  x)  = ~2, 

¢;I[L,, M]J = Y,, 

¢'~][L2, M]I = Y2, 

cos (ds, , y) = fl , ,  

cos (ds~,  y) = fl~, 

¢:I[L1, M] I = Z1, 

¢:l[L~, M]t = Z~, 

cos  (ds  1 , z) = r , ,  

cos  (ds  2 , z) = r2.  

On donne ~ tout  point de l 'arc d81 u n  d6placement ds~. Nous nous pro- 
posons de chercher quelle est la variation de ¢.  Si on appelle cet te  
variation 312 ~ ,  on aura 
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De m~me la variation de ¢ correspondante au d6placement ds~ 
de l'arc ds 2 sera donn6e par 

(~,, 4)= (X=a, + Y,t~, + Z,~r,)ds, ds, . 

Je nomme 2 le contour du parall61ogramme dont les e6t6s sont ds~ 
Si ~ est du I °~ degr6, on aura 

- -  e I2 'P  = a21 (I) --" ~ l i a ] l  
d'oh 

(7) 

Mais on peut 6crire 

x ,  = r ,B,  - - A q ,  

X , = ~ ' = B , - - A C '  =, 

O = X I ~  2 + ~PrlA "7[-- Z1T 2 -]-- G ( ~ I  "-~ ]~r2fl 1 + Z 2 r  1 • 

~/~1 = ~ l q  - -  [*l ' i l  , 

Par suite l '6galite (7) pourra s'6crire 

(8)  O = (.A 1 
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des points 

et ds~. 

Zl  = iliA1 - -  0:l B1, 

- -  A : ) ( k r ~  - -  A t , )  + (B1 - -  B~)(r,~: - -  r ,~,)  

+ (c'1 - -  G ) ( ~ d :  - -  ~:fl,) 

A , = & = p ,  B = = B x = q ,  G = G = r .  

L'6galit6 (8') appliqu6e aux couples de lignes (Ly, L~), (L., L.) ,  (L., Ly) 
donne 

.Ay.-~ A~, B.- - -Bx ,  Cx= U,. 
Nous posons 

¢ ' I [ L . ,  M ] I  = - -  B . ,  

(P'xl[Ly, M]i  --- - -  (4 ,  

O,;t[L~, ~]i = - - A z .  

O,,I[Lx,M]I G, 

¢:I[L,, M]I = Av, 

(b'i[L~, M]i = B~, 

d'ofi 

(8') (A 1 - -  A2) cosnx q- (B 1 - -  B:) cosny nu ((~ - -  G)  cosnz ----- o, 

n 6taut la normale aux lignes L1, L~ en M.  
2. Cela pos6, prenons trois lignes L , ,  L v, L. qui se coupent en M,  

dont les tangentes en M sont parall61es aux axes coordonn6es. On aura 
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Soit L une ligne arbitraire qui passe par M.  Supposons %alis6es les 
6galit6s (3) et pogons 

cos (L ,  x) = a, cos (L ,  y) = fl, c o s ( L ,  z) = r. 

En appliquant  l'6galit6 (8') aux couples de lignes (L,  L~), ( L ,  Ly), (L ,  L~), 
il est bien clair qu'on trouve 

( B - -  q)r - -  ( c - - r ) f l  = o,  

( c - - , - ) ~  - -  ( a  - -  p )r  = o,  

(A - -  p)[~--  (B - -  q)a = o, 

d'ofl 

(B') ~I[L~]] = f ( p  eosnx + q eosny + r eosnz)dZ.  
¢ 

p =  A + ka, q - -  B + kfl, r = C +  ky. 

Nous pouvons done remplaeer A ,  B ,  6' par p ,  q ,  r dang les 6quations 
(3). On en d6duit le th6or;mm: 

Soit ~1) une fonction du I e" degrd des lignes, on peut ddterminer pour 
tout point M de l'espace trois quantitds p ,  q ,  r telles que les conditions 

~;I[L,  M][ ----- qr - -  rfl, 

o,',lCL, M)f = , ' a -  pr ,  

~ ; [ [ z ,  M]I = p / ~ - -  q~ 

soient remplies pour route ligne qui passe par M .  

3. Par  deux lignes L~, L~, menons une surface 2'. On tire de 
l'~galit6 (5) 

(B) q)l[ 5~][ ~ (PI[ i~]l = . f ( P  cosnx + q cosny + r eosnz)dZ. 

Si L~ en d6croissant ind6finiment tend vers un point, on aura 

lira ¢I[L,]] = o, 

d'ofi 
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Dans un tel cas  L 2 est le contour  de la surface ~. ' .  P o u r  ddterminer  

la direction positive de n par  r appor t  g L~ imaginons,  comme  on fait 

en 61ectrodynamique,  L~ personnifi6 par  une poup6e qui regarde  la surface. 

n ira de la droite g la gauche. Supposons de nouveau  que la surface 

Z en d6croissant tende vers un point  M.  On aura 

li,n ¢ [L,]I X ----- p cos n x  A- q cos nil -4- r cos nz, 

en prenan t  les valeurs p ,  q,  r qui correspondent  au poin t  M.  On appel lera  

lira 4)l[L~]---~ la d&ivde de q~ par  rapport  ~ ~' et on la repr6sentera par  

d(/) I1 est 6vident que le signe dont  la d6riv6e est affect6e n 'est  d6- 
dX" 

terrain6 que lorsque on connalt  la direct ion positive de la normale  ~ la 

surface ~'. Prenons  la d6riv6e de ~ par  rappor t  g une surface Z nor- 

male  g l 'axe x en M ;  on aura  

d4) 
dX - -  p" 

De m6me si ,~', et  X 2 sont des surfaces normales  aux  axes y e t  z, on 

a u r a  
dq) dd) 
d2'~ - -  q'  dX 2 - -  r .  

C'est pourquo i  on peut  d6signer p ,  q ,  r par  

dq) d4) d(/) 
d(g , z) ' d(z , z) ' d(z  , y) ' 

et on peu t  les appeler  les ddrivdes de (I~ p a r  rapport  aux p lans  coordonn& 

4. A quelles conditions doivent  satisfaire les trois d&ivdes p ,  q , r ?  

Conduisons une surface a l imit6e par  un contour  L .  On aura  

,l, tiLtl = f (p cosnx + q corny + ,- cos ,)a  

Si  l 'on  fair d iminuer  L jusqu 'g  dcvcnir  un  point, o- devient  une surface 
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ferm~e. D'ailleurs ¢PI[LI[ tend vers z~ro. On aura done, si a est une 
surface ferrule 

(p cos nx -I- q cos ny -{- r cos nz)da ~- o. 
er 

Soit S le volume limit5 par a, on aura par une transformation bien 
eonnue, 

(p cos nx -I- q cos ny -I- r cos nz)de ---- +_ ~ -I- ~y -{- N /  
t ]  f f  

et en consdquence 

(c) ~-P + ~3 ~" ~ ~y +~-- - -  o. 

Rdciproquement il est bien clair que si l 'on suppose l'~galit~ (C)r4ulis4e 
par p , q ,  r ,  on peut trouver, dans route portion de l'espace limit4e par 
un seul contour oh p ,  q ,  r n 'ont pas de singularit~s, une fonction de Ier 
degr~ dont p ,  q , r  sont les d~riv~es prises par rapport  aux plans coor- 
donndes. 

Par les symboles introduits dans cet article on peut donc ~crire 

(C') ~z d (y, z) -{- ~y d (z, ~) -}- ~z d (z, y) = o. 

Article 4. 

I. Proposons-nous la question de la transformation des d6riv6es 

d~ d~ d~ 
d (y , z ) '  d (z ,~) '  d(z~y) 

par le changement des coordonn~es. 
Supposons que, par les ~quations 

x = x ( $ ,  7 ,  $), y = y ( ~ ,  ~;, ~'), z = z ( ~ ,  7 ,  ¢) 

on ~tablisse une correspondance continue et univoque entre deux espaces 
l imit ,s  ou illimit~s. A chaque ligne L du premier espace ( x , y ,  z) 
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correspond une ligne A dans l 'autre (~, r/, ~'). Par  suite k une fonction 
~l[L]! de x~" degr6 dana l'eapace (.v, y ,  z) correspond une fonction 
(P][A]I de ~e~ degr6 dana l 'autre ($, r/,  ~). Il faut cherchcr les relations 
qui ont lieu entre 

dq) d~  d e  
P = d (,,t, z)' q ~ (z, ~)' r d (~, y) 

e t  
d4) d4) d4) 

A cet effet prenona 
pondante X dans l 'autre eapace qui sera limitde par A. Individualison,~ 
les points de la surface par  deux param6trea u ,  v. On aura  

Posons 

une surface S limit6e par L et la surface correa- 

¢![L]I =f[p cos (nx)-[-q coa(ny)H--rcos(nz)]dS. 
,.g 

Oz Oz 

Ox Ox 

Ou ~ Ov 

d(~, u) 
d ('.,, v) 

~,~6 Om 

Ott ~ Ov 

Oy Og 

d(y  , z) O~t ' ~v 

d(u , v) ~z ~z 
d (z, ~) 
dO~, v) 

On trouvera 

Soit 

• i[L][ = . f l  
S 

d(~, z) d(z,  ,) d (x ,  y)ldudv" - - -  + + ,,)] 

d(y : z) d(z ,_x) d(,,, y) 
a(,;, ~) ' 

d(y, z) d(z, ~) d(z, y) 
P = Pd(~,-----~-) + q - d ~ ,  ~) "4- r d ( ~ ,  rj) 

i Dans  ce m~moire  nous r ep rdsen te rons  tou jours  le d d t e r m i n a n t  fone t ione l  des va- 

d(~,, ¢, . . . . .  ~.) 
r iables  ~ , ,  ~ ,  . . . . .  ~n pa r  r a p p o r t  "~ m I , x.~ . . . .  , ~n pa r  d (ml~  m~ . . . .  , x~,) ' 

Aeta mathcmatica. 1. °. Imp~rim~ le 28 f6vrler 1889. 3~ 
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L'6quation (B') peut s'6erire 

Mais on a 

~![L][ =/{go d(q: ¢) 
d(u, v) 

S 

- - -  da dr .  

01[z]1 = 'P[[~*li; 

p a r  s u i t e ,  si  ~ e s t  n o r m a l e  g .,¥, o n  a u r a  

/{~ cos(~) + z cos(~) + ,o cos (~¢)},~z, ¢I[A][ =.,, 

A'ofi 
d O  . ( tO d O  

ta = d(V, ¢), Z d(¢, ~)' P d(¢, 7;) 

Voilk done les relations qu'on cherehait:  

dO dO d ( y , z )  dO d ( z , ~ )  dO d ( z , y )  
d(7, ¢) --  d(y, z) d(7, ~) + d(z, x) d(7, ;) + d(~, v) d(7, ¢)' 

J dO dO d ( y , z )  dO d ( z , ~ )  dO d ( z , y )  
(D) d (~. ~) - -  el (y ,  z) d (~, $--) + d ~ .  x) ~l-~-, -~ "~- d (x,  y) d (~, $ ) '  

dO dO d ( y , z )  dO d ( z , x )  dO d ( x , y )  
d($ ,  7) - -  d ( y ,  z) d ($ ,  7) -4- d(z , z) d ($ ,  7) + d ( z ,  y) d($ ,  7)" 

o n  a 

I .  

I1 sera 

Artic le  5. 

On sait qu'en posant 

dO dO dO 
2) - -  d(y , z) ' q - -  d(z , ".) ' r - -  d(x  , y) , 

done 

a p aq ar a~+~ +-~= o. 

possible de trouver deux ibnetions 2, ft par les conditions 

d(y , z) P '  d(z , ~) q '  d(x , y) (9)" ~ ---~ r .  
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A cet effet il suffit d ' employer  la m6thode donn6e par  J x c o m  dans la 

th6orie du  multiplicateur, On prend  # de sorte que 

et p u i s  

p ~ + q ~ +  r ~ = o ,  

2 ~ f ~ ( p d y - - q d x )  + F(/~), 

j \ ~ z /  

F 6rant une fonction arbitraire.  (Voir JACOBI, Vorlesungen i~ber Dynamik, 
G e s a m m e l t e  W e r k e ,  Supp lemen tband ,  page 78). Si on prend  des 

variables $ ,  ~2, ~" au l ieu de x ,  y ,  z,  on t rouvera  

d(,t,l_~ ) d(;t , /~)d(y  , z) d ( ) , ,  / ~ ) d ( z ,  x) 
d(,;. ~ ) -  -d-~ ~ 7),~(~.¢) + d(~, .) d(~ ,¢) + - -  

d (2, ,~) d(. .  U) 

De mdme  

d(~, ,/~,) de) d(),, tO d~  

On en d6dui t  que les relations entre 2 , #  et les d6riv6es de ~ ne 

changent  pas par  un changemen~ de variables. 

2. Sur une surface a preuons les coordonn6es curvi l ignes u ,  v. 

Soit ds 2 = Edu 2 "4" 2Fdudv -4- Gd'v ~ le carr6 de l '616ment lin6aire. On 

a l l r a  

dq~ ~ d(), ,1~) 
d~ - -  p cos nx + q cos ny + r cos nz =: ~/EG --  1¢ TM d(u .  v)" 

de) 
I1 est 6vident  que sur une surface oh 2----const.  on a ~ - =  o. 

3. Posons 

~"~ ~/L --- b, ,t ~/~ c ,  ) , ~ - =  a ,  , iV ~z == 

013 a u r a  
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S0it L l e  contour d'une surface a, on peut ecrire 

(l~i[L][ = / ( p  cos nx + q cos ny + ,," cos:nz)da, 
ff 

d'oh, par le th6or6me de S'rOKES 

/ ,  L 

Chapitre  II.  

Lia i son  d'isoffdndit~. 

Article ICL 

x. Pour g6n6raliser la th6orie ordinaire des fonctions monog6nes aux 
espaces ~ trois dimensions, supposons que nous ayons deux variables ima- 
ginaires qui soient des fonctions de Ier d6gr6 des lignes de l'espace. Nous 
allons 6tablir une condition tout ~ fait semblable ~ la condition de mono- 
!/dnditd. A cet effet soient F et ~ les valeurs des deux fonctions corres- 
pondantes i~ une ligne L. D6formons un arc A B  de L et d6signons par 
AF et A tP les variations de /¢' et de tp. Si en diminuant ind6finiment la 

,W 
d6formation et la distance entre B et le point fixe A, le rapport ,/~ 

tend vers une limite qui d6pend seulement du point A, on dira que les 
deux variables ont une liaison d'isogdnditd, ou qu'elles sont isog~nes. 

I1 est bien clair que si q) et ~" ont une liaison d'isog6n6it6 avec 
F ,  ~ et ¢" sont isog6nes. 

2 .  II faut chercher maintenant les propri6t6s qu'on peut d6duire 
de la d6finition qu'on a pos6e. 

Les relations qu'on va trouver sont tout £ fait semblables ~ celles 
qu'on a dans le cas de deux variables imaginaires li6es par la condition 
ordinaire de monog6n6it6. On trouvera m~me une relation diff6rentielle 
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qui est analogue k l'6quation diff6rentielle A~ ~-o .  Je vais rappeler en 
peu de roots la m6thode qu'on peut suivre clans le cas ordinaire, pour 
trouver ees relations, pour en montrer ranalogie avcc la marehe que 
je suivrai dans le cas des fonctions des lignes. 

Soient f et ~ deux variables imaginaires fonctions des points d'une 
surface. On supposera les points de cette surface rapport6s b~ des coor- 
donn6es curvilignes u et v. D6composons f et ~ dans leurs parties r6elles 
et imaginaires. On aura 

Posons 
f =  t~ + itS, ~ = ~, + i%. 

. . . .  ql ; - -  ~-- P~,  - -  ----- q'~, 

Ou ----- w l  ' Ov "~- Z 1 ;  Ou ~--~ w~ ,  Ov - - X ~ "  

En prenant 'les d6riv6es de f et de ~ dans une direction queleonquc s 
on aura 

~ f  __ ~tt ~v 
~5-  (P, + ip~) ~ + (q, + iq~)~, 

~; - (co, + ~ , , 2 ) ~  + (z ,  + ~ z 2 ) ~ .  

Si maintenant ~ est une function monog6ne de f ,  le rapport 

~ 0f 
i~s ~s 

O g  . OV 

i )~v (p, + @, )~  + (q, + °% 

doit gtre ind6pendant de la direction s. On en d6duit 

go, + i ~ ,  - - Y ~  + i z* .  

p ,  + ip ,  ¢, + ~ql 

On tire de  1~ par des calculs bien simples 

[ ~% __= (p'~ + l,~)z, --  @,q, + p,q,)¢o, 
( ~') • p,q,  - p,q, 

i Z2 (q~ + q~)~" (P'q' + P,q,)z, 
P*ql - -  P, q2 
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En posant pour abr~ger 

[p~ q - p ~ - =  E , , ,  P ,q ,  q-P.2q.~ = E,.~, 

(a') I v ,q ,  - p,q  = D ,  

q'~ + q~ -- E ~ ,  

on aura 

(A;) 

De' m~me on trouve 

(A;) 

D 

l E,,&, ~ E,,Z, 
X = = ~  D ! 

[ gol = E,,&, - -  E,,Z. , 
D 

Z1 = __ E,,Z,  ~ E,,SJ, 
D 

Les quantit~s &,~,~, satisfont k la condition 

c'est pourquoi on aura 

a&, aZ, 
av a u  == O ; 

(s') ] 1  "]  a " E , , ~ ,  ~ E , , ,Z  , _{_ a - E , , z ,  - -  E,,<o, == O ,  
a - u L  D ' a o  D . 

c'est £ dire 

a~,, a < ]  E,,  E, ,  a E,., a,~ E, ,  av + __a a,, 

( C ' )  az--~ .. D _ av  [ D --~ O. 

i 

Cette dquation est la condition AW, = o. De m~me on trouve 

E : ~  ~F__._~.~ _ ~C,,-]  E , ,  - -  E , :  a au E,, av _a ~ a ~  
~ _ D _ + a,, k D O~ 

c'est k dire AW2 = o. 

I1 est bien facile de d6montrer que, si ~1 cst une fonction qui satisfait 
g l '6quation (C*), on p~ut toujours cl6terminer une fonction ~ ,  telle que 
9~1 -I-i9~ soit une fonction monog6ne de f~ q-if~. 
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Les coefficients EI~, E ~  ~, E ~  sont en g6ndral des fonctions de u et 
v, mais il est toujours possible, par un changement des coordonn~es u,  v, 
de rendre ees coefficients constants. En particulier on peut ramener 

l'6quation (C*) ~ la forme v'Z----2' + - - o .  

3. Passons maintenant aux calculs analogues pour les deux variables 
imaginaires F et $ qui ont une liaison d'isog6n6it6. 

A eet effet d6composons F et @ dans leurs parties r6elles et imagi- 
naires. On ~ura 

09 = (/), + i(])2, F = F ,  
Posons 

dF~ dF,  dF,  
d(~¢. z) - -  P "  d ( ~ . . )  q "  d ( . .  y) r , ,  

dI~ elF, dF ,  
d(y  , z) ~ p~' d (z , z) = q~' d (z , y) ~;.2, 

d ~, d ¢~, d d)~ 
d(y  , z) ~" tTh' d ( z ,  x) = X~, d(x  , y) - -  p ' '  

d(y  , z) ~- &~' d(z , x) = Z=, d(x  , y) --- p=" 

Pour r6aliser la condition de monogdn6it6, il faut que le rapport 

d¢~ d F  (@ + itS,) cos nz  + (Z, + iZ,~) cos ~/y + (p, + ~o~) cos ~sz 
d--a : d-a ~ (p~ + ip,2) cos nx + (qt + i%) cos ny + O't + ir 2) c o s n z  

soit mdepend nt de la direction n. C'est pourquoi il faut poser 

p,  + ip. 2 q~ + iq~ r I + ir,~ 

d'oh 

(i) 
q1(°1 - -  q~% --'-- P1Z1 - -  P2Z2, 

r iz1 ~ r2z~ = qlP~ ~ q.2P~, 

PIP1 ~ P,P2 = r l ( ~ l  - -  r~d)~, 

q2g°l + q,~% -----P~Z, + PiXy,  

r~x1 + r l z2  --= q~Pl + qlP~, 

P.~P, + PlP~ ~ r, f i ' l  + q ~%" 



256 Vito  Volterra .  

4. En r6solvant ces 6quations par rappar t  k 5,,~, Z~, P~, on trouve 

9 

5,.~ = !~ ' - ' -~-~/ '+)/ '  ( v , q ,  + ~ , , q . , ) a ,  = _ (P~, + l '])P, - -  ( p , r ,  + p , r , ) & , _  

(q~, + q~)P, -  (q,",', + %%)7., ---_ (~", + qi)~o,--(q,~, + q,P,)Z, 
Z~ --- % %  _ _  q , %  p.~q, __  q,~p, 

('; + +.~)a, - -  0",p~ + +',p,),o, _ _ ( v l  + "~ - . . . . . . . .  . . . . . .  "-'}7..,../, (';,.~., + !,,.%),o, 
r s p  , - -  r , l ,  , q,r~ ~ r t q ,  

Posons pour abr6ger 

(3) 

f ,  {- p~ --- E , , ,  q~ + q] ---- E~, ,  r] + r] = E,3, 

q,r, + q~r: ----- E2. ~ = E3,, riP, + +'2P, -----E:, ---- E l ~  , 

Ptq~ + P2q~ = E1~ ----- E2~, 

q2rl - -  q,~'2 = D,, r~p, - -  r ,p ~ ---- D 2, P:q, ~ P l q 2  ~ D.~, 

Oil a u r a  

(4) 

E, ,  D, + E ,  2 D~ + 

E , ,  D, + E~ 2 D, + 

Es, D, + E3,D~ + 

E,  ~D~ ----- O, 

E ~ D  3 = o, 

E~ D ----o 

D' E . E . .  ~ , ,  

(4') D~ = E : , E , , -  El,,  (4") 

D~ ----- E, ,  E~  - -  E~,, 

D~ D 3 ~ E, ~ E, 3 

D~D, = Eg3E2, 

D i D ,  ---- E ~ , E ~  

- -  E , , E ~ ,  

- -  E . E . . , ,  

- -  E z , E I , .  

Substituons les valeurs (3) dans les formules (2), on trouvera 

~ .--=_ E,,Z, -- E,,~, , E,,p, --E,.~a, 

; ( ,  ---_ E , e ,  , - .  E,.,Z_, _--= ~ E , d , ,  - -  E , , z ,  
D, D~ ' 

P~ = D, D, 
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En employan¢ les 6quations (4) on pourra 6crire 

(A1) 

[ ~o~ ----- E~:p~ - -  E~sZ~ E~.45~ - -  E~,p,  E ~ Z t  - -  E ,~5 h 
D~ D~ D~ 

E 2 ~ p ~  - -  E , , ~ Z  ~ _ E~.~[o ,  - -  E ~ p ~  _ _  E , ~ , Z ~  - -  E , ~ & ~  

D~ D~ D~ 

E~p~  - -  E ~ Z  ~ --- E.~.~&, --- E~p~ __ __ E.~Z ~ - -  E~&~ 
D~ D~ D~ 

On a de mgme 

(A~) 
Z 1  ------ 

1o I ----- 

E,.~Z ~ - -  E~p~  __ E~p~ - -  E ~  __ E ~ &  2 - -  E ~ Z ,  
D~ D~ D: 

E~sZ~ - -  E ~ p :  = _  E + n o ,  - -  E , 3 ~ o  " _ _  - -  E~2~o,  ~ - -  E , , Z ~  

D~ D: D~ 

E~.~Z~ - -  E ~ p ~  = E~lp. 2 - -  E3 .~  % __ E ~ + .  - -  E~,Z~ 

,D 1 D~ D 3 

On ddduit des 6galit6s (A~) 

&l D1 ---- E1 ~ Z2 - -  E1 ~ P~ 

z I D ,  ~ -E~lp2 - -  E23~2, 

p l D a  ~--. E.3:~o 2 ~ E81Z2 ,  

d'ofi 
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(B,) 

De mgme on a 

D 1 (~o I + D2)fl -q- D,~p1 - ~  o .  

(B=) D 15~ A-D2X2 -4- D:~p~ ----- o. 

5. On a d6montr6 (voir Chap. I, article 3) que les quantit6s 5h,Zl,pl, 
5~, Z~, P: doivent remplir les conditions 

~T + ~ + ~T = o, ~T + ~T + ~T 
Aela  mathemattea.  12. I m p r i m d  le 20 mars 1889. 33 
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on aura donc d'apr6s (A1) 

a (Ei,p,--E,.~Z,) ._[ a - - -  a - - E 3 , ~ o , )  = (5) ~ , D, ~) (E'~e°'D E"P' ) -}- ~z (E3'Z' D3 O. 

Par les ~galit& (A1) on volt que cette 6quation peut s'&:rire d'autres 
fa~ons dquivalentes. De mdme les quantit~s &:, Z~, P~ doivent satisfaire 

une 6quation analogue k l'6quation (5). 
L'dquation (5) peut s'dcrire, par les symboles du premier chapitre, 

rid), E~.~ de), E,, E,, 
a E , ,d (~ ,y )  . d(-;.7~) a d@,-;) d(z,  y) 

(C) a-* D, -+" ay D, 

"+" g ,, D~ = 0  

et eD 2 remplira la mdme condition. On peut donc &mneer la proposition: 

Si • et F ont une liaison d'isogdnditd, en ddcomposant ¢ en ses 
parties r~elle et imaginaire, on trouve deux fonctions qui remplissent les 
m~mes conditions. Ces conditions sont les suivantes 

dq ~ de" d~" 
(D) D, d (y, z) + D~ d (z, ,--------~ + D~ d (~, :'I--) - -  o, 

,3 d(y,  z) E,~, d(x,y)  a "- d(~, .~) E,~ d(~, ~) + ~ D~ (c) D, 

R~ciproquement: 

iEs d~' dqZ t 
- - - - 0 .  

Si ~" est une fonction r&lle des liqnes qui ~'emplit les conditions (D), 
(C) on peut ddterminer une fonction r~elle P des lones , telle que ~l"+ iP 
et F soient isog~nes. 
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En effet, en vertu de l'6galit6 (C) on pourra poser 
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d P  
d (y ,  z) 

d P  
d(z  , x) 

d P  
d (~, y) 

d q~" d q r 
E ~  iz(.., ~) I;,, d(~. ~) 

D 1 

d q~ d qJ" 
E~-d(y  , z) E~, d ( z  , y) 

D 2 

d qJ d q r 
E~, d ( z ,  ~) E ~ d ( y , z )  

D~ 

On tire de lh., en vertu de l'6quation (D), 

d q r d P  

d ( y , z )  d ( y  , z )  

d ~F d P  d q: d P  
d ( z ,  ~) d(z , x) __ d ( z  , y) d(x, y). 

ql + iq2 r, 4- ir~ 

par cons6quent le rapport 

d(y, ~) 

~ (:I, ,) 

dA dA dA 
- -  cos ~x -[- ~ cos ny "{- d - - ( x ,  y) cos ~z 

d F  d F  d F  
cos n'x -~ ~ cos n~t -]- --cl (x , y) COS nz 

est ind6pendant de la direction n ,  A 6tant 6gal h ~ F +  i P .  
C. Q. F. D. 

On volt donc que la th6orie que nous venons d'exposer est li6e 
celle des 6quations (D) et (C), de m6me que la th6orie ordinaire se 
r~pportc ~ celle d e  l'6quation A =-o.  

6. Soit maintenant ~1 une fonction des lignes du I °r degr6 telle 
que la condition (D) soit r6alis6e. 

Supposons qu'on ne saehe pas si elle remplit la condition (C). 
Quelles sent les formules des paragraphes pr6c6dents qu'on pourra tou. 
jours conserver? Posons 

d ¢1 d 4)~ d ¢l 
d(y  , z) -~ ~°1' c~(z , g~--'~) = J~l' d(gg , y----~ = Pl" 

I1 est bien clair que routes les formules des §§ 3 et 4 peuvent 6tre conserv6es. 
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I1 faut remarquer seulement qu'on ne saura pas si les quantitds 6~, Z~, P~ 
qui se trouvent dans ces formules sont les ddrivdes d'une fbnction des lignes 

prises par rapport aux plans coordonndes. Si, au contraire la condition 
(C) est remplie, alors seulement ]a condition de l'int~grabilit(~ 

+ + -= o 

sera remplie aussi, et par suite 5):, Z2, P~ seront les d6rivdes d'une fonc- 
tion (P~ telle que (/)1 "71- i(/)2 et F aient une liaison d'isog6n6it6. :Nous 
allons employer cette remarque dans les articles suivants. 

A r t i c l e  2 .  

I. Dans la th6orie des fonctions d'une variable imaginaire il y a deux 
param6tres diff~rentiels du premier ordre qui jouent un rble bien important. 

Si on se rapporte aux notations du § 2, article I ~, les deux para- 
m6tres sont les suivants 

A1 q~" = D '  ' 

A 1 q"o  - ~  
D ~ 

I,es propriSt~s de ces paramStres sont bien connues. En supposant, commc 
dans le § 2, article x er, que ~D 1 "~-i~2 soit uric fonction monog~ne dc 

+ if , on  a 
A I ~  1 ~ h l~P 2. 

I1 est aussi bien connu que le probl~me suivant du calcul des variations: 
d~terminer la fonction qJ', dont les valeurs sont connues au contour du 

champ a, en sorte que I - - - - ~ f D A ,  qJ'dudv soit minimum, 
2 

conduit k r~quation 
A ~ ' =  o 
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lorsquc le probl6me peut se r6soudre par une fonction ~" finie dont les 
, • r , ~  derlvee~ secondes sont int6grables. 

2. Nous allons examiner deux param&rcs diff6rentiels qui dans 
notre thdoric jouent le rble des param6tres diff~rentiels du I °~ ordre dans 
la thdorie ordinaire. A cet effet supposons que les deux fonctions 
r6elles eP~, (P'~ remplissent lea conditions 

d (/)1 d ¢, d ¢>~ 
(6) D~ d~ , z )  k D~ d~:7~) -}- Da d@T}) -- o, 

d ¢', d ¢ ;  d ¢; 
(6') D1 d~,:z) + D~ d~:7~) + 1):~ d~:-y) =-: o. 

P o  s o n  s 

d d) 1 d 4)1 d 4) 1 
d ( y ,  z) - -  g q '  d ( z ,  z)  - -  Z I ,  d ( z ,  ~.¢) - -  & '  

d e ;  _, d¢'1 , dq¥, 
d ( y  , z) t ° l  ' d(z  , ~) = X l '  d ( z ,  ?i) t0'1" 

En vertu de ce qu'on vient de dire g la fin de l'article pr6cddent, on pourra 
6crire routes lea formules des §§ 3 et 4 et.mgme celles qu'on obtient 
de ces formules en posant un suffixe aux lettres & I , Z I , P 1 ,  &2,Z2,P=" 
Posons 

! t 

T Z ' a , P ' . ,  . 

Nous aurons par lea formules (A , )  

(E')  H = I {D1E~3o)lw1 "+" D=EaIz~Z1 + ~a~I=P*Pu D, D~ D a 

DID, D3 iD1E~aw2co2 + D2Ealz~z~ + DaEI2p~p~}. 

On tire de 1~ 

z , , p ,  p,.,'., = . 

, = , _ ;  = . ,  Z~, . 
=1)-, z , ,p ,  ,o,,z, 
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P a r  s u i t e  on  t r o u v e  

DIZ1 -t- (E")  j r / - =  2_D_)J[D_II)~EH( P,Z,) + D'~I~'-'(w'P"nLWlp,)-t-D3E~(Z,W,-[-Z,W~)} 

' ( D ~ E ~ ( P ~ . Z =  + P:X'~) + D : E = = ( w : P : + t ° = P : ) + D = E , ~ ( Z ° . W :  +ZCJ=)~'- 2 D~ D,,. D~ 

E.,,,p,p, - -  E~:+(p,z, + Z,P,) + E:,a7.,Z', E:~&,~o,-,- E~,(to,p~ + p,~o,) + E,,~I/)' , 
D'~ I) '~ 

__ E,,Z,Z~ --  E,,(Z,<;h + &,Z~) + E, ,~ ,& ~ _ E,~p,~p.~ - -  E~(p.~ Z + Z'~P ) + E~sZ~Z ~" 
Di D~ 

D~ D~ 

= (q,P~ - -  nZi)(q,P, - -  r,Z,) + (q.~/'; - -  r.~Z;)(q~,o, - -  r~Z,) 
D~ 

_ _  ( n ~ ' ,  - -  ~ , , f " , ) ( ~ ' , , ~  - -  2 , ' , P , )  + (~' , , ; ' i  - -  i o , ~ g , ) ( , ' , ~ ,  - -  ~ % p , )  

D.~ 

_ ( ~ , z ; - -  q,~, ' , ) (p ,z ,  - -  q,~' , )  + (J,..,z', - q./~',)(p.~z, - -  q~-~o,) 
D~ 

__ (q,P; - -  ",Z;)(q,P,~ - -  ",Z~) + (q,,p; - ~,,z;)(+~p.., - -  ,',z~) 
D~ 

D:i 

D~ 

E n  e m p l o y a n t  les  s y m b o l e s  i n t r o d u i t s  d a n s  le I °~ c h a p i t r c  on  p o u r r a  

6c r i re  

-H(I) 1 (l) 1' 

E ~ 2 d ( x , y ) d ( x , y  ) E ' ~ \ d ~ y ) d - ~ . - x )  + g~- - z )d (vc , y ) /  + S 3 d ( z , z ) d ( z , x )  
D~ 

etc.  



, 

trouvera 

(F) 
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Posons maintenant ~P'~ ~ ¢~ et remplagons H par 0~.  On 

z,,i>, = ~ i,,,~,, = ~ ~,,,z, I 
I ~ o  

D 1D,, D,~ " 

I {DIE,,z, fll .~ D~E,,pl(O, ..~ D~Ea~(o,Z, } 
D1 Di Da 

DiDiD= {D1EliZ~fli  -{-" DiE2,~oI5~2 Jr" D.~3,~o)2~lj 

- -  E 2 ~ t o l -  

D'i 

- -  2 • . E it Eititp.,. ~ 2 Eita,oitz~ -4- a~Z~ __ 
D~ 

D ~ Dg it 

D~ D~ it 

= (q,p, - - r , z , )  ~ + (~,,o, - -~ . , z , )  ~ = (r,~, - - p , p , ) '  + (r,~o, - -p , , o , ) '  
D~ O~ 

_ (P,z, - - q , ~ , ) ~  + (Pitz, - -  q ~ , ) ~  _ (q,p~ - -  ~,z~) ~ + (q~P~ - - r ~ z , )  ~ 
D~ D~ 

D~ D '~ 

I1 est ~vident, par les derni&res formules, que 0,~, est une quantit~ 
positive. 

A l'aide des symboles du premier chapitre on peut 6crire 

- / ~, ~' ~, ~'P, F (-.~'--~' 
0<~,, = ~ : , [ ~ ) )  - -  2E~, d ~ :  ~)d-(7-,-~) + " t d ( z ,  z ) }  = etc. 

D7 

4. I1 faut d6montrer maintenant que H et 0 ne changent pas par 
un changement de variables. Soient x ,  y ,  z les nouvelles variables. 
D6signons les quantit6s relatives aux nouvelles variables par les m~mes 
lettres qui d&ignent les quantit6s analogues qui ont rapport aux va- 
riables x ,  y ,  z, en placant un trait horizontal au dessus de chaque lettre. 
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Des formules trouv6es dans le ~ '  chapitre, article 4, on d6duira par un 
calcul tr6s simple 

De mgme en posant 

on trouvera 

d(z  , y , z) ( am ay az) 
g(~ : ~ :  z) D : - ~ + D ~ W D a - ~  ' 

d(~ 7 ~ , -~) D, ~ + I), -~ + D~ , 

~ O)2p 1 W~Z1 - - Z s w l ,  

- -  d(z  , y , z) ( ax ay az) 
M~ = d (~-, ~ ; -~) M, ~ + M~ ~ + M~ ~ , 

d(x y ,  z) az ay 

d ( ~ , y , z ) (  a~ ay a,) 

&=d(~,-7~) 4a~+3~+a~" 

..... M ~ ay az 
~ =  ~ , =  la~ + M,~ + M~-~ i , _  If, 

-- ax ay az D~ D, n~ ~-~ + D, ~ + D., - -  

az ay + g3 az 

ax ay az D 1 D1 1)1 ~ +  D.~+ D,a?~ 
C. Q. F. D. 

Par  suite, en vertu des relations (E') on aura 



Sur une ggndralisation de la thdorie des fonctions d'une variable imaginaire. 265 

5. Si ¢~1 et ~/~ remplissent la condition (C) on peut d6terminer 
0~, 0', de mani6re que O1 -b i4~,  ~'~ q- i qg~, F aient une liaison d'iso- 

g6n6it6. On a, lorsque ce cas se pr6sente, 

Article  3. 

I. On tire des formules (7) 

- -  - - -  d ( z ,  y ,  z ) ( D f l x  A- D f l y  "b D f l z ) .  

Cette 6galit6 d6montre que si l '6quation 

(9) DldX --1- D J y  -]- D3dz = 0 

est int6grable, cette propri6t6 se maint ient  apr6s le changement des 
variables. 

Nous nous proposons d 'examiner dans cet article le cas gdndral. 
Nous examinerons dans l 'article suivant le cas qui se pr6sente si l'6qua- 
tion (9) est int6grable. 

2. Supposons r6alis6es les conditions (6) et (6') du ~ paragraphe 
de 1'article pr6c6dent. Posons les 6quations diff6rentielles 

E ~ '  q- E ~  ~ ~ 
~Z 
- - -  D 1 ~ + D~ ~¢--~'~ = kz~ , 

~ ~f~. = kpl , - -  - -  D~ ~ + D 1 ~,I 

k 6tant une fonction que nous laisserons ind6termin~e. I1 est bien clair 
(volt form. (4) et (B1)) que la troisi~me 6quation est une eons6quence 
des deux premi6res. Bornons-nous ~ examiner une portion T de l'espace 
o11, si k ,  &l ,Z1, Pl, sont des fonctions monodromes finies et continues, 

Acta mathematica. 12. I m p r i m $  le 20 mars 1889. ~4  
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m~me les int6grales 9~ et ~, des 6quations (io) jouissent de ces propri- 
6t6s. On d6duit des formules (io), par les formules (A~), (4), (4") 

(~o') 

El' ~ ag= ag, ag, ~---{- El=~-y -'{- Elaaz 

a~, ag~ ag~ 
E,, ~,~ + E=, ~ + E,, az 

-1 , ~ Z  

a~, a~, ~ kZ ~' 
- -  ~ Da ~ - -  + D 1 az-- 

ag' ag' = kp~. 

3. Si on remplace les variables x , y ,  z par 
suppose 

d(~, y,  z) 
k(~, .~, ~) = k(~, ~, z) d(~ 7 ~. ~)' 

x , y , z  et que l'on 

on trouve que les fonctions 9~ et F~ sont li6es aux quantit6s &~, X~, P~, 
&~,2q, P~, par des 6quations analogues aux 6quations (IO), (io'). 

4. A quelles conditions doivent satisfaire 7~ et ff~? Posons 

v(~,,, ~ ) . - ~  E,~ + ~  + .E~ + O~ 

W 

+ ~  ~ E ~ I ~ + ~ + E ~ : ~ + D ~ - - - -  
! 

t 

Eliminant &~ , Z~, P~ 

aG~ ~ D.~ 

a~ az 11 

entre les 6quations (io) on trouve 

(G) r '(~l, ~,) -- o. 

R~ciproquement, si la condition (G) est v~rifi~e, les quantit6s (bl, Z I ,  fll 
remplissent les conditions du I °r paragraphe de l'article pr6c~dent. 

5. Supposons maintenant que les ~quations (i o), (IO') soient v6- 
rifi6es par les fonctions F'I, F~ en rempla(;ant g droite 5Jl,Z~,pl,5~,Z.~,p. 2 
par 5~, Z'I, P; ,  5J~, Z~,/4.  En employant  les formules (E') on trouve 
par un calcul tr& simple 
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,ira6 a¢;. a¢; \ /ad~, a¢, a¢, \1 
= ,'~[ka. G + 7,,?z= + ~7-P,) + \a .  ' + a~-z, + ~*P')I" 
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Evaluons fkHclS en supposant que le 
S 

compris dans la r6gion T. Nous aurons 

champ S de l'int6gration soit 

f kHdS , i\a~ ';'; + 5)-~z ~ + ~-p; + \a. ,o, + 57z~ + ~ ,v/I 
S 

21 

Appliquons aux derni6res int6grales le proc6d6 de l'int6gration par parties. 
Supposant que S soit limit6 par la surface a et que n soit la normale 

k a dirig6e au dehors de S, on aura 

f kItd8 
21 

/ I  ' - - - - -  f~(G eosnx + Z; cosny + p.~ eosnz) + f~-a7 d~ 
($ 

8' 

6 

+ + 
21 
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Cette formule peut  s'6crire 

Vito Volterra. 

(I) f kHdS 
,S 

f l ( '  E ' E~:,U,-- F,_,,p', cos¢~y E~,~p, --- ~:~Z, cos nx + 
=- f2 D~ D l 

6 

+ E~,Z, -~ l~c< cos nz + f~ ~ da 
a 

. . . .  E~,o)) E,,~p,- E, C, + 

S 

4- ~z \ D, / 

o- 

+ E~,Z , - -  E . ~ ,  , d @, I do- 
D:, ' cosnz) + ~,--d~-~l 

5' 

+ ~ ( E''z' =L''<~']Ids'~ I I  

La  formule qu'on vient de trouver est tout ~ fair analogue ~ la formule de 

Green. 

Prenons ~1~1 = ¢;. On trouvera H = 0 et 

f k ds 
S i I  d°'l -~- ~((°~ c ° s n x ~  x~ c°s nY'qt- fli c ° s n z ) ~  fa -da- dey 

cr 

S 

6. Cherchons ce que deviennent les formules qu'on vient de trouver, 
lorsque les fonctions (Pl et (P; remplissent 1s condition (C). On aur~ 
lorsque ce cas se pr6sente 
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5;2 - -  d ( y ,  z)'  Z~ = d ( z ,  ~)' P~ - -  d @ ,  y); 
de; d¢~; dO'0 

(b'~ = d ( y  ,z) '  Z~ - -  d ( z  , . ) '  P~ : ~ ) ;  

(,2) 
~ + ~.-7 + ~ = ° ,  

aa,; az; a ' ~°__# ~ O. (12') ~ + d + a ~  

Par suite 

(r) = F'~ dg~,, f k t t dS  = ¢~ ~ + f~ d~ ~ + F', dm 
G 

'( d¢~ dO,~da (K') f kodS = f ,  + F ,  / • 
8 

G 

Nous allons donner tout de suite une application de la derni&re formule 
en d6montrant le th6or6me suivant: 

Supposons que (P ~ (P, + i(b.2 et F soient isogbnes et que ~ soit 
sans singularitds en S. 8i on connait les valeurs de (Pl-~ i(D2 .pour les 
tignes de la surface a~ cette fonction est ddterminde pour toutes les lignes 

du champ S. 

En effet soient ~' et (b" deux fonctions qui remplissent les conditions 
pos6es pour q). Posons 

On aura 

# - -  ~" = ,p'" - ¢;" + i~;". 

da da 

C'est po,urquoi (form. (K')) 

f kO~,,,,dS ----- o.  
8 

k est arbitraire, par suite, on peut supposer qu'il soit positif~ 0 est 
toujours positif. 
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d'oh 

I1 faut donc qu'on ait 

Oq)~,,, : 0 7 

~P'(' = o .  
C. Q. F. D. 

7. Supposons que ¢1 v6rifie l'6galit6 (0)7 on aura l%quation (~2) 
et par suite en 61iminant 5,~, Zs, P5 entre les dquations (lO') on trouve 
que les fonctions 91,95 doivent vdrifier les 6quations diff6rentielles 

(G) r(9, ,  92) = o, (G') ~ , ' ( ~ , -  91 )=  o. 

I~6ciproquement si 9~, 95 remplisscnt les conditions (G), (G')les quantitds 
&l, Z~, Pl, (°5, Zs, P5 obtenues par les dquations (Io), (~o') satisfont aux 
6quations 

a~-- +~,~ + aS-- = o, a~ + ~  + a ; - =  o. 

Cela pos6 nous allons d&nontrer que les 6quations (G), (G') d@endent 
d'un probl6me du calcul des variations. 

On obtiendra ais&nent par ce qui pr6cb.de l'expression de H et de 
0 par les fonctions f l ,  95,9 '1,9J" Nous d&ignons ces expressions par 
H(9~, 92,9'1,9~), 0(91,92). Laissons les fonctions 9~, 9.2,9; ,  9~ tout 
k fait arbitraires. On pourra ~crire 

(~(91 --1- ¢ l '  92 + ¢•) = (~(91' 92) + 2H(91 7 92,  ¢17 ¢2) "71- (~(¢1, ¢2) 

et par suite 

~j'~o(9~ + ¢, ,  95 + ¢5)ds 

= ~ j 'kO(9 , ,  95)dS -F fkH(91,9, ,  ¢,, ¢5) dS q-~ fkO(¢l, ¢5) dS' 
S S S 

Supposons maintenant 
la limite de S. Par le 
6crire 

¢'1 = 0 , ¢5 = 0 sur  la  surface a qui fo rme  
proe6d6 de l'int6gration par parties, on peut 

(i3) fkI-l(¢,, 9~, P,, ¢,)ds=--f[¢~l"(9~, 9~) + ¢~['(9~, --~1)] dS 
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d'oh 
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I 
(14) ~ fko(fl + ¢ 1 '  92 + ¢2) d x  

S 

--f-'~ ko(9~, 9,)ds+ ~'fko(¢~,¢2)~s--f[¢lr(9,~ ~ , ~ 2 ) +  ¢ ~ r ( 9 ,  , - -  ~ , ) ] d S .  

Soit k une quantit~ toujours affect6e du m~me signe. Proposons-nous le 
probl+me: 

Etant  donn~es les valeurs de 9a et ~2 sur la surface ~, ddterminer ces 

fonctions de sorte que l'intdgrale 

1 =  I f1~0(91 92)~1s 2 8 

soit maximum ou minimum. 

Pour r6soudre eette question, employons la formule (I4). 
prendre 

F ( 9 1 , 9 ~ )  = o,  I ' ( 9 2  , - - ~ , )  ~ o 

I1 faudra  

et I sera max imum si k est n6gatif, minimum, si k est positif. 
8. Si ]es fonctions 91 et 92 sont assujetties aux 6quations (G), (G') 

et qu'on en donne les valeurs sur e, est-ce que les fonctions ¢1, ¢2 
seront d6termindes? I1 est bien ais6 de d6montrer qu'elles seront d6- 
termin6es pour routes les lignes ferm6es qui peuvent  se r6duire k un 
point par d6formation continue, sans sortir de la r6gion S. Mais si le 
champ S n'est pas simplement connexe, il y a aussi des groupes de 
lignes ferm6es qui ne peuvent p a s s e  rdduire k un point sans sortir de 
la r6gion S .  Les valeurs des fonctions ¢1 et ¢2 pour les lignes de ces 
groupes renferment une constante arbitraire. Pour ddmontrer cette pro- 
position il surf'it de prouver que les conditions donndes suffisent pour 
ddterminer  (51 , Z1 , P l ,  &~, Z~, P2" En effet supposons que les conditions 
6noncdes soient remplies par l e s  fonctions 9'1 et 9'2, de m~me que par 
les fonctions 9't' et 9'(. En posant 9'1 ~ 9 ; ' =  f '( ' ,  9'~ ~ ~'2'--= ~'2", on 

. . . . . . .  . . . .  - -  ~ o  et sur la surface ~,  91 92 = o .  ,~u,,a ~ (91 ,92  ) =  o ,  1 (r2, 9;") ' " =  ' "  
En employant  la formule (13) oh l'on dolt supposer 
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on trouve donc 

et par suite 

Vito Volterra. 

f k Otis = o 

0 = o .  
C. Q. F. D. 

Article 4. 

I. Examinons maintenant le cas qui se pr6sente lorsque l '6quation 
(9) est int6grable. ~ On pourra poser 

D~dx "4- D~dy -t-" D3dz = 2d#. 

I1 est ais6 de d6montrer  que dans ce cas on peut satisfaire aux 6qua- 
tions (Io) en prenant ~ = o ,  k =--2. En effet ces 6quations deviennent 

d(/~, ¢,) d(f,, ¢,) ,Z(/~, ¢,) 
(zS) ,~(~j, ~) = 5't' a(~, ~) = Z~, d(~,  y) = Pt. 

Mais on a 

c'est b~ dire 

DI~) 1 -4-D2Zt "4- D~Pl = o, 

3x 
-----o; 

on peut donc (voir chapitre I, article 5) satisfaire aux 6quations (x5). 
On voit ais6ment que # et ~ ne changent pas en changeant les variables 
x , y , z .  De m6me on peut prendre f,; o et l 'on peut 6crire 

1 C'est dans ce cas seulement qu'on pourra rendre constants les coefficients 

EI~ , E ~  . . . .  , E3~ , D 1 , D~, D~ par un ehangemcnb des variables. (Volt § I~ article 3.) 
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2. Qu'est-ce que deviennent les 6quations (I~), (I), (K) de l'article 
pr&ddent? On trouve 

(,6) II=~lO. s';+~.--s+ z~+~G -p~ ---~1~, ~+o~z~ +~T/~'~ , 

(L) . f  ~ H~s 
.8 

(M) 

Si 
on  

(L') 

(M') 

Y 

az / 

a f cos sy + p~ cos nz) d~-- f; \ ~  + ~ + d8. 
5' 

f~ ods 

o 
S 

la condition (C) est r&lisfe, lorsque nous remplagons ~" par ¢~ et ~0~ 

(r e7 

f d (/),~ de f 20 ,  dS  = f ~ G J  " 
3 

a 

3. Dans le cas qui se pr6sente si ¢1 remplit 
aussi  d'autres formules que nous allons trouver. 
En effet si l'on a 

la condition (C), il 

Acta mathematica. 12. Imprim6 le 1 avril 1889.  8 5  
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on pout 
On 

Vito Volterra. 

satisfaire aux 6quations (IO), (IO') en prenant ~: : o ,  k = 2 .  

E, ,  ~ -t'- E,= ~-y -~- El  a az d (y,  z) - -  ¢~' 

par suite 

, ( ~ , _ ,  ~ ,  , ~ ,  ,) 

d'oh 

f d 4)', W') f ~H,~,,~,dS = ~, ~ do, 
a 

f de), (M") f a o , j s  = ~, ~ d ~ .  
¢r 

Voilk une application de la derni&e formule. 

Si la fonction ~F, sans singularitds dans le champ T, remplit les con. 
ditions 

d qr d q e d qr 
D1 d(y, z-------) + D2 d(z------~x-) + Da d(~, y) --  o, 

dqP E I dqr E~ E~, 
E,~ d ( x ,  y) ~ d(--7~) a d~-,-z) d(x ,  y) 

D, " nt- ay n~ 

a 

d ¢; d q r ] 

D3 ~ O, 

et que l'on connaisse les valeurs de ~" pour les lignes de a, la fonction ~P" 
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est ddterminde pour toute ligne du champ S (compris dans T) en supposant 

que 2 soit toujours affect~ du mdme signe en S .  

En effet si ~" et q{ r6alisent ces conditions, posons ~ 1 -  g e , =  0~. 
On pourra appl iquer  la formule  (M"). Mais sur la surface a on a 

par suite on aura 

d'oh 

On tire de lg: 

d ¢1 d---j----o; 

f,~ods = o, 

0 = o, O~ = o, qJ" ---- qq. 

O . Q . F . D .  

Si ~ ) =  ~)1 -'[-i~)2 et F ont une liaison d'isogdnditd il suffit de con- 
naitre les valeurs de ¢~ ou de O~ sur la surface limite de S, pour que 0 
soit ddtermind en S.  

4. On d 6 d u i t  ais6ment la formule 

(N) 

par suite on 

8a,,+a,,,---- 8+, + 2Ha,,, ~,, + 0~,,; 

' f ' f ao+ ds + f aH~,,+,dS + ~ f ,~e,,,dS 

= ~ fao,,ds~ + ~ fao~,ds +of~;(,a, cos ~,x + z,  eos .v  + p, cos nz)d~ 

--  ~; \a~ + ~ + a~e~ds./ 
8 

Si oil prend sur la surface a, F ' , ~ o ,  o n  ~ sur a, 0 1 +  0'~ = 01, st 
la formule  pr6c6dente devient  

2 
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On en d6duit: 

Vito Volterra. 

Pour que . f  XO, dZ soit maximum ou minimum lorsque les valeurs de 
S 

(P~ sont donn~es pour les liqnes de la surface 6, il faut que 

I dip, E~ diP, 

(I 7) ~;g "~- ~ "[" ~z --- 3x D, 

I d iPl diP, diP, diP' I E3, E~, ] 
3 E2~d(y,z) E~'d(-~.y) ~ d(z ,x)  d~-,z) 

q~x gtant une fonction qui r~alise la condition (6). 
R~eiproquement supposons vSrifiSe les conditions (6), (x7), et quc ¢1 

soit une fonction qui n'a pas de singularitSs dans le champ T. 
En appl iquant  la formule (N) on aura 

f f  

Pour quc l'on ait  sur la surface a 

il iaut  et il suffit quc 
dip', 

- -  O .  da 

On aur~ done lorsque cette condition est rdalis6e 

• f ,to¢,,+,~,,,dS 

On en d~duit: 

II suffit que la condition (i 7) soit remplie et qae ([)1 n'ait pas de sin- 
gularitds dans le champ T,  pour que l'intdgrale 

f ~ 0¢~, dS 

soit un maximum ou un minimum entre toutes les intdgrales .f20,HtS, q; 
S 

dtant une fonction qui vdrifie la condition (6) et qui est dgale it (P~ sur ~. 
On aura un maximum si 2 est ndgatif et un minimum si ~ est positif. 
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5. Supposons que ~, + i¢~ et 
c'est g dire que 

D'apr6s les 6quations (IO') de l 'artiele 

2 ~z sy 

~ ~ D 1 ~9~ _ E~I (~ 8) D~ ~T ~ ~ -  

~'f~ D a'A - -  .E 1~ s~'~ D~ Sy 2 a~- - -  

(I 8') D1 S¢] .D 3 S~p~ = E~ 1 S¢.~ 

D2 s~ __ D1 s~  s~; 
~T aT = E~I 

Los fonctions ~ et 9~ doivent satisfaire 
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F aient une liaison (1 ~ogene~e 

( I9 )  

pr6e6dent on aura 

~ + ~ , ~  ~ '  

+ E22 y + E2~-~-, 

~ +  E~T, 
t J 

+ 1~+  EI~, 

2¢; 2¢; 
SZ 

~¢; s¢; 
+ E~2~-y + E~T-.  

l '6quation diff@entielle 

s !  ~ ~ s~ ~ ~'~1 

s (E31  s~  s,p s, z + + 

Soit 1~'-----F~ + iF2;  les quanti t& 

dF, dF, 
Pl = d(y ,  z)' ql - -  d(z, ~)' 

dF~ 
q2 ---- d(z , @ ' 

dF~ 
P2 = d(y, z) ' 

. 

jouissent des propri6t6s suivantes 

Sp, Sq, 8r, 
sT + ~,j + sT = o, 

Dip  I "t- D:q I + D s r  , = o, 

dF,  
rl - -  el(x, y) ' 

r2 - -  d(x  , y) 

I Sl:~ ~ + S~ Sr~ 
sT ~Tj + sT = o, 

D i p  2 + D2q 2 + Dp"  2 ---- o. 
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On peut  done d~terminer  d e u x  fonctions f~, f~', telles que  

par  suite 

~(~, f~) d(t~, f~) d(/~, f,) 
d ( y ,  z) - -  2)1' d ( z  , x) - -  q l ,  d ( x ,  y)  - -  r l '  

d (/~, 5) ~ (/~, f;) d (/~, f;). 
d ( y  , z) - -  p ~ '  d ( z  , x) - -  q'~' d ( x  , y)  - -  r~; 

d ( ~  , y ,  z) ' 

D1 d (f~, f'~, l~) vr~ D~ d (f~, f~, [~) ~/~ D3 d (f~, f'~,/~) ~[~ 
----- d(x,  y ,  z) ~x' -~-- - -  d (z ,  y ,  z) ~y' ---- d(x,  y ,  z) ~z" 

En  changeant  les var iables  x ,  y ,  z et en p renan t  ~ = f~, ~ = f2', z----#,  
on t rouve  

Eli = I ,  E - - 2 ,  = I, . ~ 7 3 3  = O ;  

D-1 =o, ~. = o ,  
Les 6quat ions (I8),  ( I8 ' )  dev iendront  

d'ofi 

E~3 ~-- o, E31.---- o, E,2 ---- o;  

t 

af~ ' 

(20) ¢~ + i~; = G(5 + if;, z). 

Employons  la fo rmule  (E) du  I °~ chapitre.  

On au ra  

F~IIL]] = f ( P l  cosnx + q~ cosny + r~ cosnz)d~ = --ff¢11~, 
a L 

a L 

¢, I[L][ = f ( ~ ,  cos,x + Z, cos.y + p~ co~.4d~ = - - f ¢ : d / , ,  
a L 

(P= I[L]I =f (~ ,2  cos~x + z~ cosnv + p~ cos~z)d~ = - - f ¢ ; d / ~ ,  
o L 

L 6tant  le con tour  de #. On en d6dui t  

FI[L]] = - - f  (f~ + if;)@, 
Z L 
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Rdciproquement si FI[L]I et ¢[[L]] sont donn6es par les formules (2z), 
l'5galit6 (20) ~tant satisfaite, elles ont une liaison d'isog6ndit6. 

7. Proposons-nous la question: quelles conditions doivent dtre remlJlies 
pour qu'on puisse poser dans les 6quations ( z o) de l'article prdcMent ~ ----o 
en prenant ~ arbitrairement? 

On peut d6montrer aisSment, par des conside',rations bien simples, 
que la condition de l ' intdgrabilitd de l 'dquation (9) eat n@essaire. En 
effet, soit 

o n  a l l r ~  

0 ~---~ ~z 
D~ ~211 3 

et par suite 

d'ofl 

D: @ D~ a D, ~ D~ V D~ a D 1 
3y k "~z k - -  o, 3z k ax k ~ o, ax k @y k ~ o. 

C. Q. F. D. 

Article 5. 

I. Nous allons maintenant  examiner  les op6rations de d6rivation 
et d'int6gration sur les fbnctions des lignes qui ont une liaison d'iso- 
g6n6it6. C'est par 1~ qu'on va voir comment ces recherches se rattachent 

celles de M. PolxcAR~. A cet effet il faut introduire des fonctions des 
points de l'espace lides aux fonetions des lignes. Remarquons que la 
d6finition des fonctions des variables imaginaires peut  se donner de la 
faGon suivante: soient ,2 et ¢ deux variables imaginaires fonctions des 

points d'un plan; l 'une sera fonction de l'autre, si 

az @ kay a(-- ~) o. 
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G6n6ralisons cette d6finition pour l'espace. 
et f une fonction des points de l'espace. 
liaison d'isog6n6it6 si 

Soit F une fonetion des lignes 
On dira que F et f o n t  une 

dF vf dF Vf ~lF vf 
(22) d(y, ~ ) ~  k a(~ ,~) ~:~ + ~(~,, .v)~ ~ - 0 .  

On d6signera toujours par des lettres majuscules les fonctions des lignes 
et par des lettres minuscules les fonctions des points. 

2. Cela pos6, il est bien ais6 de d6montrer les propositions suivantes: 
I °) Si  entre f et F ,  et entre .F et (1) il y a une  liaison d'isogdn(;itg, 

f et ~ ont aussi  une liaison d'isogdnditd. 

2 ° ) Si  l'on a des fonctions f~ (i ~ i ,  2 , . . . ,  n) qui ont une liaison 

d'isogdn~.it( ~, avec F ,  il faut  que 

a ( f , .  f~ , f.) (23) a ( ~ , v , z )  - -  o. .,,.,,o~,~ ...... ) 

Lorsque on aura des fonetions f~ qui remplissent les conditions (23) 
on dira qu'elles ont une liaison d'isogSn6it6 entre elles. 

3. Supposons que les fonctions ~ (i ~ i ,  2,  . . . ,  n) soient isogb~nes 
et que f ait une liaison d'isog6n6it6 avec ~ ,  on aura 

g ~ . z )  ~x + d ~  :-z)@y + d(v¢, y)~z --- O. 

On pourra done (voir chap. I, art. 5) d6terminer des fonctions V~, telles 
que 

d q)~ d ( f ,  9~) d ¢, d ( f ,  ~o~) 
(24) d(y , z) - -  d(y , z) ' d ( z ,  $) -~- d ( z ,  o¢) ' 

d (l)~ __ d ( f ,  ~ )  
a ( z ,  y) d ( z ,  y) 

et il y aura  une liaison d'isog6n6~it5 entre ~ et cP~. 
R6ciproquement soient ~ (i ~- I , 2 , . . . ,  n) des fonctions ayant  une 

liaison d'isog6n6it6. Posons 

o n  a l l r a  

d (~,, ~,) _ ~,, d (~,, ¢~) d (~,, ~,) 
d(y  , z) ~' d(z , oe) - -  Zi, s, d ( x ,  y) - -  Pi,s, 

~ + ~ - ~ - +  '---~= o. 
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Par  suite on pour ra  d6terminer des fonctions ~P,,~ telles qu'elles satis- 

fassent aux conditions 

d¢),,, . dd),,~ d¢),,, --___ 
d ( y  , ~) - -  o.,:.,, d ( z ,  ~) - -  Z~, d (~  , y )  P'.~" 

I1 est bien clair que les fonctions (P~,~ ont entre elles et avec ~, une 

liaison d'isog6n6it6. 
4- Lorsque on a les 6galit6s (24) on appellera la fonction eP, conjugude 

f et ~,, et r6ciproquement  les fonctions f et ~, conjugu4es k ¢~. 
Si L est une ligne darts un champ oh f et ~ sont des fonctions 

monodromes, on aura  

¢,I[L]] = f 
L 

Supposons fix~e la di rect ion positive de la normale  n ~ une surface e; 

on aura 

da ~ &*'~ cos nX n t- X~,~ cos ny -I- p,,~ cos nz.  

Prenons sur ~ des coordonn6es curvilignes, telles que les directions u ,  v ,  n 

soient disposdes comme les directions x , y ,  z .  S i  le cart6 de l'616ment 
lin6aire est d s ~  E d u  2 ~ 2 F d u d v  ~ Gdv ~, on aura 

(25) dO,,s I 
89~s 89~ 

5. Cela pos6 on peut  examiner  les op6rations de d@ivation et d'int6- 
gration. Supposons que ¢ et F soient isog6nes. Posons 

on a u r a  

dF dF dF  
d(y , z) = p '  d(z , •) q '  d@ , y) r ,  

d e  d e  d~0 
d ( y ,  z) 5~, d ( z ,  x) Z ,  d ( x ,  y) l°; 

A c t a  m a t h e m a t l c a ,  12. I m p r i m ~  le 8 av r i l  1889. 

_ Z _ P  
p ~ r 

36 
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a 6tant une surface arbitraire. Nous d6signerons le rapport qu'on vient 

de trouver et qui ne d6pend pas de la direction do-par le symbole d_¢ 
dF 

et nous l'appellerons la d~riv@ de 4) par rapport it F.  Cette d6riv6e est 
une fonction des points de l ' espace .  On peut d6montrer que la ddriv@ 

de ¢ _~ar rap_port d F et les fonctions F et ¢ ont une liaison d'isoydnditd. 
En effet posons 

dO 
d F - -  ~ 

on aura 

= ~  ~ ,  q~ =~-~--~, 

par suite 

6. Supposons que f et F aient une liaison d'isog6n6it6. Soit a 
une surface. Lorsque on a 6tabli la direction de la normale n, le signe 

dF 
de ~ est d6termin6. La quantit6 

f f~j da 
ff 

est done tout ~ fait dSfinie. Nous la ddsignerons par le symbole 

ffdF. 
~r 

Si on change la direction positive de la normale, le signe dont est affectSe 
l'intSgrale change aussi. Si la surface n'est pas fermSe nous conserverons 
entre la direction de la normale et lcs directions des contours la relation 
5tablie au Ier chapitre. Dans ce cas, par consSquent, la direction des 
contours donne le signe de l'intSgrale. 

Si, au contraire, ~r est une surface fermSe formant la limite d'un 
champ S dans lequel ni f ni F n'ont de singularit6s, nous aurons 
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f /'dF = f /" { av ~v ,~' \ d (y ,  z) cos nx + d(z, ,~) cos ny + d@, y) 
ff  

= f ~d(~.z)+~ya( , . . )+~.d( . ,~ l ) l  
S 

~f dF ~f dF ~/" dF ] 

On a done le th6or&ne exprim6 par la formule  

(26) f = o. 
o- 

- - c o s  nz)d6 

Si le champ S n'est [)as limit6 par une seule surface, mais p a r  !es sur- 

faces o'~ ( i - -  I , . . . ,  n), on aura  

(.6') Z f / u F =  o. 
a ~  

Le thdor&ne exprimd par les formules (26),  (26') est une g6n&alisation du 
thdorOme de Cauehy. 

7. Supposons que les fonetions f,~ (i~-~ I , 2 , . . . ,  n) aient une 

liaison d'isog6n6it6. On pourra  6erire 

f f cl (])i, s / ~  I = f,.dtP~,~ = ~ , . - - u ~ d a =  ~,. 

a f f  t 

6 

~9~i a9% 
da dv, 

~v ~ ~v 

u ,  v 6rant des coordonn6es curvilignes dont les directions par rapport  g 

eelle de la normale n sont dispos6es eomme on a 6tabli au § 4. En 

posant 

~¢~ du = d ~ ,  du ~ @.~, ~u ~u 

on aura 

~_2 dv = @i,  ~v 

# 

~v dv : o f . ,  

d ~ i  , d ~ .  . 
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Si a est une surface ferrule qui renfcrme un champ S oh il n 'y a pas 
de singularit6s des fonctions ~ ,  on aura 

(:8) f ~r 
e y  

d¢,, , d ~  

o~i 
- -  O .  

Voild une nouvelle expression du thgor~me de Cauehy gdndralisd. 
8. Retranchons par des surfaces ferm6es los parties du champ off 

les fonctions f et F o n t  des singularit6s. Par  des sections lindaires on 
restitue au champ la connection supcrficielle simple. Cela pos6; il est 
clair que toute surface ferm6e sera la limite d'un champ off f ct F 
n 'ont  pas de singulsrit6s. Soient L 0 ct L: deux ligncs ferrules dont la 
direction cst connue. Appelons - - - L  o unc ligne qui coincide avec L o 
mais qui est prise dans la direction contraire dc L o. Supposons quc, 
dans l'espace sectionnd, on puisse mcner une surface p a r - - L  0 ct L~. 
(Volt chap. I, art. 2, § 3.) 

Prenons la direction de la normale n i~ a par rapport  aux directions 
des lignes - - L  o et L:  de la mani+rc qu'on l 'a 6tabli (volt chap. I, art. 
3, § 3). L'int6grale 

(29) f f dF  

sera d6termin6e. I1 est ais6 de d6montrer que la valeur de l'int~grale 
(29) ne d@end pas de la surface 03 mais d@end seulement des lignes L o 
et L:. En effet si l 'on m&ne par - - L  o et Z 1 une surface al qui ne 
coincide pas avec a, les surfaces a et a~ formeront une ou plusieurs 
surfaces ferm6es. Par  suite 

j ' f d / ~ '  ~ o, 
a+a~ 

fl'oh r&ul te  la propri6t6 ~nonc6e. C'est pourfluoi l ' int6grale (29) peut 
dtre d6sign6e par 

Z1 

(30) f 
I.,o 
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En changeant la direction de la normale n on change aussi le signe de 
l 'int6grale. Par suite 

/q /'0 

/ I F  = - - f i E .  
Lo LL 

Supposons qu'on rend la eourbe L o fixe, en laissant L~ variable;  l'int6- 
grale (3o) deviendra une fonetion de la ligne L~. On pourra done 6erire 

LI 

f / t /F= <DI[LII I. 
Zo 

rP et /;' ont une liaison d'isogfin6it6 et on aura 

d e  
dF--  f" 

Cela d6montre que la dirivation et de l'intgyration, telles qu'on vient de 
les d6finir, sont deux opgrations inverses. 

De m6me si les fonetions F~ ont une liaison d'isog6n6it6, on aura 

]~1 

f d G , d~,. 
= ¢'i[C1 

/+0 

q~l[L,]l aura une liaison d'isog6n6it6 avec les fonctions ~ .  et 
Soient f et F deux fonctions conjugu6es k la fonction F ,  on pourra  

6crire 
/'1 

P t [ L 1 ] I -  FI[L°]I---- Of, " 
Lo 

Nous avons achev6 le m6moire en montrant  dans le dernier article 
que, lorsqu'on a un syst6me de  fonctions de lignes qui ont une liaison 
d'isog6n6it6, on obtient par le proc6d6 de la d6rivation des fonctions de 
points f~ (i = i , 2 , . . . ,  n) qui sont li6es par les relations 

d (f~, f,,, f,) 
0o" 
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C'est pour cela que les variables f~, f , ,  f~ doivent ~tres li6es par des 
relations 

(P) f , , / ; )  = o.  

I{6ciproquemcnt si on a des variables li6cs par des relations (P), il est 
bien ais6 de voir qu'il y a entre elles une liaison d'isog6n6it6. Voilis 
le point par oh ces recherches se rattachcnt is celles de M. POI~CAR~. 
Le th6or6me que nous avons 6nonc6 au § 7, de l'article 5 est 6quivalent au 
th6or6me donn6 par M. PoI~CAI~ darts le m6moire sur les r6sidus des 
int6grales doubles. 

On volt m~me ais6ment comment les fonctions des lights peuvent 
se rattacher '~ une g6n6ralisation des int6gralcs ab61iennes. Mais je crois 
qu'avant d'aborder une telle question il cst utile, pour n'dtre pas oblig6 
de traiter des cas particuliers, d'6tendre aux hyperespaces los consid6ra- 
tions que je viens d'exposer. Ce n'est pas 1~ une g6n6ralisation oh il 
n'y aurait qu'un pas k faire pour atteindre le but. On trouve au con- 
traire quelques difficult6s. En premier lieu, dans un espace is n di- 
mensions on dolt consid6rer des fonctions des espaces is I ,  2 , . . . ,  n - - I  
diinensions. En second lieu, tandis que les syst6mes d'6quations (9) (chap. 
I, art. 5) peuvent toujours s'int6grer, les syst6mes analogues qu'on trouve 
lorsqu'on 6tend 19 question aux hyperespaces n'ont pas toujours des int6- 
grales communes. Pour traiter la question dans le cas g6n6ral, il faut 
recourir is la th6orie des int6grales communes aux syst6mes d'dquations 
diff6rentielles aux ddriv6es partielles. II faut que certaines conditions 
soient remplies, afin que les fonctions du ~°~ degr6 des hyperespaces puis- 
sent s'obtenir par l'int6gration des fonctions des points, tandis que pour 
les fonctions des lignes dans l'espace les formules du § 8 sont toujours 
v6rifi6es. On volt donc que, dans le cas des hyperespaces, on dolt trouver 
des cat6gories de fonctions qui ne se prdsentent pas dans le cas des espaces 
ordinaires. 


