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SUR UNE CLASSE D'i~CIUATIONS LINI~AIRES 

AUX DERIV]~ES PARTIELLES DU SECOND 0RDRE 

l, Xl~ 

EMILE PICARD 
k P & R I S .  

Je m'occupe dans ce travail des 6quations lin6aires aux d&ivdes 
partieIles du second ordre, obtenues en exprimant que la variation pre- 
mi&e de l'int6grale double 

f f  , 
est 6gale k z6ro, en ddsignant par f une forme quadratique en V,--aV et 

ax 

a___V les coefficients dtant des fonetions queleonques de x et y, La classe ay ' 

d'dquations ainsi obtenue jouit  de diverses propri6t6s remarquables; j%non- 
cerai seulement iei que l'on pent toujours par un changement de variables 
et de fonetion, la transformer en une 6quation de la forme 

a"u a'~u y)u  o. a ,~ + av.~-- + f ( x  , = 

C'est pourquoi je reprends dans le second ehapitre l'6tude de eette 
6quation, en me proposant partieuli6rement la d6termination d'une int& 
grale au moyen de ses valeurs le long d'une courbe ferm6e. J'ai 
beaucoup e,n.prunt6 dans cette seconde partie k un m6moire du plus grand 
int6r~t que M. ScHwArtz a publi6 en I885 sur l'6quation pr6c6dente, g 
l'oecasio,l du jubil6 de M. WEIERST~ASS. 1 

Ueber eiu die Flachen kleinste~t Flacheninhalts belreffe~des Problem der Variations- 
rechnung, Festschrift zum Jubelgeburtstage des Herrn WEIEl~STRA88. A c t a  Soc. So. 
Fennicm~ T. I~. Helsingfors I88~. 
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1. Soit V une fonction des deux variables ind6pendantes x et y, 

~ v  ~v 
posons V 1 - - - ~ ,  V~----vy 

et soit f(V, V1, V~) la forme ql~adratique en V, V 1 at V 2 

A V  ~ + A'V~ + A"V~ + :BV,  V~ + :B'VV.2 + : B " V V ,  

oll les A e t  B repr6sentent des fonctions de x et y.  
Jc consid6re l 'int6grale double 

fir(v, v,, v,)axdy 

~tendue k une certaine aire. L%quation, exprlmant  que la variation pre, 
mitre  de cette int~grale est nulle, s'obtient imm~diatement;  elle peut s'~erire 

~ g  ~x - -  ~-~J ~-- O, 

' | equation lin~aire aux d& ou, en ddve|oppant,  nous obtenons pour V " " 
riv~es partie!les du second ordre; 

0 ---- .~t 'o'V " 2BO'V A,,9'V (OA' ~B~oV CB ~A" I~v 
W, + ~.-~-~ + ~y, + ,,V. + ~ / ~ + V. + ~y : ~ 

(OB" OB' ) 
+ --~.-t ~y A V 

Ceci posS, prenons une ~quation lin~aire aux d~riv~es part ielles 

O~V , ~ V  ~2V I~V ~V .a o--j + 2o ~-~. + c ~,.f, + ~ V, + e ~ + f V  --. o. 

Peut-on identifier eette derni~re dquation k la pr~e~dente; on devrait avoir 

A' ---- 2a, B ~ 2b, A" := 2c, 

~A' VB 0B OA" ~B" ~B' A ----- if .  
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On volt que les einq premi6res 6quations ne sont pas, en gdndral, 
compatibles. On a en ei~et 

La fonction 2 dolt satisfaire simultan6ment b, ces deux 6quations qui 
peuvent s'6crire 

log ), b ~ log ,~ _ d ~a ~b 
a ~ x  -+" ~y - -  ~z ~y ' 

log 2 ~ log 2 @b ~,: 
b - T ; - ,  + c ~y = e 2, ~u 

De ces deux 6quations on tire -~1°")" et Vlo S ,  d'ofl par cons6quent 

on d6duit une ~quation de condition qu'il  est facile d'6crire. 
Cette ~qua, tion est une relation enti6re entre a ,  b , c ,  d , e  et leurs 

d6riv6es partielles jusqu'au second ordre. Soit: 

(,) F ( a ,  b ,  c ,  . . . )  = o, 

F dtant un polyn6me. Celui.ci sera ndcessairement un invariant de l'dqua- 
tion, correspondant k un changement  de variables et de fonction 

x '  = y ) ,  

y,  = y) ,  

v ,  = v .  z ( x  , y), 

~ ,  ¢ et Z 6tant des fonctions quelconques de x et y, car la propri6t6 
qui nous occupe subsiste manifestement quand on a effectu6 ces change- 
ments dans l'6quation. 

Q u a n d  la condition (i)  est remplie, 2 st trouve ddtermin6 ~ un 
facteur constant pr6s, et par suite A',  B et A"; mais il n'en est pas de 
mdme des autres coefficients, qui sont seulement lids par la relation: 

~B" ~B' 
+ ~ = ~ -  A = ,~f. y 

II y aura done alors une infinit6 de formes quadratiques 

f(v, v,, 
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pouvant servir k engendrer l'6quation diff6rentielle lin6aire; cette in- 
d6termination nous sera, dans un moment, extr~mement utile. 

2. Aux 6quations rentrant dans la categoric pr4c6dente peuvent 
s'Stendre dans une certaine mesure des r6sultats classiques dans ]a thSorie 
de l'~quation du potentiel. 

Je consid~re une certaine r~gion du plan /~, ~ contour simple, et 
telle que, (x, y) occupant une position quel(:onque k son int6rieur, la 
forme quadratique 

f(v, v,, 

soit ddfinie; soit alors dans R u n e  aire A limit~e par une courbe C. I1 
est tout d'abord imm~diat qu'il existe unc seule fonction V(x ,  y) uni- 
forme et continue dans A ainsi que ses d4riv~es partielles, et prenant 
sur le contour C' une succession donn~e de valeurs. Pour le montrer 
bien nettement nous n'avons qu'~ consid4rer l'int~grale 

f f  f(V, V~ , V2)dxdy 

qui aura un signe connu, soit le signe plus, si la forme est positive. Or 
supposons qu'il existe une fonction V, uniforme et continue dans A, et 
prenant sur le contour C la valeur z~ro. L'intdgrale 

(E) f f  ( A W  "k- A'V~ "k- A"V~ "b 2BV~ V 2 -k- 2B'VV2 -[- 2B"VV~)dxdy 

peut s'~crire, en tenant compte de ce que V e s t  nul sur le contour 

f f  { .,~'V .~ ~*V ., ,~V ~ V +  /~B ~A"~ ~V 

SB' A) V} dxdy. 

L'intSgrale (E) sera par suite nulle, ce qui exige puisque la forme cst 
ddfinie, que V soit identiquement nulle k l'intSrieur de A. 

Ce premier point (~tabli, on d~montrera qu'il existe une fonction 1% 
continue ainsi que ses ddrivges dans A,  satisfaisant it l'g¢uation dif[grentielle 
et prenant sur le contour une succession donnde de valeurs. I1 n'y a qu'~ 
r~p6ter le raisonnement classique qui se fait dans la th~orie du principe 
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de DIalCt~LET, et, bien entendu, les critiques trouvent ici leur place rela- 
tivement b~ rinsuffisance de ee genre de d6monstration, qui n'en rend pas 
moins d'ailleurs au moins tr6s vraisemblable le th6or6me b~ 6tablir. 
Nous passons donc, pour le moment, sur ce point qui fera tout k l'heure 
l'objet d'un examen approfondu (Chap. II). 

3. Nous avons dit que, lorsqu'une 6quation lin6aire satisfaisait 
la condition F =  o, la forme quadratique correspondant k l'6quation 
diffdrentielle restait arbitraire clans une certaine mesure. 

On petit la pr6ciser compl6tement en posant, par exemple, B"-----B'----o. 
On a alors A = -  2f, et on aura la forme: 

f(V, V,, V~)= ,~[--fV' + aV~ + cVg + 2bEVy]. 

est une fonction essentiellement positive (c'est une exponentielle). Les 
conditions pour que la forme soit d6finie, s'exprimeront par les in6galitds 

b : - - a e < o ,  b ~ - - a e < o ,  

a > O, o u  a < O~ 

f <  o, f >  o. 

En g6n6ral, on devra chercher ~ tirer parti de l'ind6termination des 
coefficients de la forme quadratique. Prenons, par exemple, l'6quation 

~ V  ~~V 
~ ~ + ~ + f(x , y ) v  = o, 

elle appartient ~ la classe qui nous occupe. I1 suffira de prendre: 

et on aura 

A' = I~ B = o~ A "  ~ I~ 

OB" OB' 
~; -t- K f - -  A = f. 

D'apr~s ce qui prdcdde, clans route r~gion du plan ou f(x,  y)est n6gative, 
on peut affirmer la d6termination d'une int6grale, au moyen de sa valeur 
donnde sur le contour. D'une mani~re g6n6rale, la forme 

AV ~ + V~ + V] + 2B'VE + 2B"VV~ 
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sera d6finie, s i  on: a: 
A > B '~ + B ''~, 

en remplagant A par sa valeur, on frouve: 

~B" ~B' B, ~ B,,~" ~ + ~ - - f >  + 

Done les r6gions du plan, qui nous int6ressent, sont eelles o~ on pourra 

trouver deux fonctions B'  et B"  de x et y, uniformes et continues, et v&if iant  

cette dernidre in~ali t~.  

Prenons le cas tr6s particulier oh f se r6duit ~ la constante positive 
+ m 2. Cherchons si on peut trouver des r6gions du plan oh cette d6- 
termination soit possible. Soit B ' =  o, il nous reste: 

~B" 
m ~ > B ''~. 

Cherchons une fonction B" de x telle que 

dB" 
B ''~ = m~, 

dz 

m~ 6rant une constante sup6rieure ~ m ~, mais en diff6rant aussi peu qu'on 
voudra. On aura 

B" = m, tg (mix + C), 

C 6tant une arbitraire. 
Donc dans un intervalle cornpris entre deux parall61es h l'axe des 

y,  dont la distance est moindre que 7r m~' on pourra certainement ddter- 

miner B'  et B" de mani6re h satisfaire aux conditions indiqu6es. 
Puisque m 1 diff6re aussi peu qu'on veut de m ,  on peut dire que pour 

toute aire comprise dans une bande parall61e b~ l'axe des y, de largeur 

moindre que ~ ,  on se trouvera dans les conditions voulues pour l'applica- 

tion du th6or6me. On conclut de 1~ imm6diatement, par une simple 
transformation de coordonn6es rectangulaires qui change l'6quation en 
etle-mgme, que la m~me remarque subsistera, quelle que soit I'orientation 
d'une bande, £ ['int6rieur de laq, ueHe soit situ6 le contour, pourvu que la  

T/" . 

largeur de cette bande soit moindre que -- 
9 n  
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4. Revenons maintenant au cas g6n6ral d'une 6quation lin6aire 

~:V ~ V  3~V , @V ~V a ~  + ~ b ~  + c~/ + d ~  + e~ + fv  = o, 

en sapposant seulement remplie la condition ddsign6e par T' = o. 
J'envisage d'abord l'6quation 

~ ' v  . , ~ ' v  , v ~ v  d V V  v v  

qui ne diff~re de la premifire que par la suppression du terme fV; elle 
- 1 )  ,' U " appartient ~ la mdme classe a eq atmns, puisque 1;' ne d6pend pas de f. 

L'6quation (2) pourra se d6duire de la consid6ration de l'int6grale 
double 

(s) 

car l'6quation 
~B" ~B' 

sera v6rifi6e iei, puisque f = o, par A = B"= B'= o. 
Or effectuons sur x et y un changement de variables 

x = f (x ,  y), 

v = z ( x ,  Y), 

tel que l'expression A'(~V) 'Tx + 2 B ~ y  +~V~V A,,(~V'~'\~y/ prenne la forme 

I1 faudra que les deux fonetions x et y de X et Y satisfassent aux 
deux 6quations 

A,(~.~' 2 B ~  A , , ( ~ '  A,(~,~ ' _  ~ . ~  A , , ( ~ '  k ~ ]  - -  ~ Y ~  + \ ~ £ }  ---- - \ ~ x /  2 t~ 5 2 5 R  + - \ g 2 /  , 

~-Y~ + ~Y~i B [ ~  + ~ @ )  = o. 
Acta mathemattea, 12. I m p r t m ~  le 30 avr i l  1889, 42 
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Or ces 6quations ne sont autres que celles que l'on obtient, quand 
on effectue le changement de variables x et y dana la forme quadratique 
de diff'drentielles 

A"d:c ~ 2Bdxdy + A'dy ~ 

et qu'on 6crit que la nouvelle forme se r6duit 

.M[dX ~ + dye] 

I1 r6sulte de cette remarque que pour trouver deux fonetions x et y de 
X et Y satisfaisant aux conditions indiqudes, il suffira d'int6grer une 
dquat,ion diff6rentielle ordinaire du premier ordre. 

Ainsi avee lea variables X et Y l 'int6grale (3) prend la forme plus 
simple 

et par suite l '6quation aux d6riv6es partielles 

8'V ,8 'V  a'V dSV + 8V e =o 
, 8 y  '~ 

va devenir 
8~V a~V 

I~1 ~ + th 8.~/--w~ -t . . . .  

ou en posant #1 -----#~ 

~,u~ 8V 8u~ 8V 
8x ax -4- 8.q' '--89' ~--- 0 

8'V a~V a/~aV 8/,8V 

Tel est un premier type des 6qu,ttions aux ddriv6es partielles qui 
nous oceupent. Nous ne prendrons pas eependant l'Squation pr6c6dente 
eomme type normal de eea 6quationa. 

Si on pose 

V--E 
l '5quation prdcddente d6vient: 

+ - - =  + FV,  = o, oh F =  
~,~'~ 8~ ~ 

Te l le  est la forme h laquelle peut se ramener l '6quation (2), et l'6qua- 
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tion (~) se trouvera par cons6quent ramen6e k la m6tfie forme. Nous 
pouvons done 6noncer le th6or~me suivant: 

Toute gquation lindaire aux ddriv~es partielles de la classe consid~rde 
peat, par un changement convenable de variables et de fouction, dtre ramende 

d la forme: 
~ V  @~V 
vx" + ~y--i- Jr f(x , y)V ----- o .  

II. 

5. Les applications fares  p%c~demment sur l%quation 

~ ,  + ~ + f(:~, y)u = o 

acqui~rcnt done un int6r~t particulier. Nous avons vu que si, dans une 
certaine rSgion du plan, on peut trouver deux fonctions continues B' et 
B" telles que 

aB" OB' B, ~ B,,~ + ~ - - f >  + , 

on pourra faire usage des consid6rations ddvelopp~es dans les deux pre- 
miers paragraphes. Nous avons dit qu¢, pour une aire comprise dans 
cette %gion, une int~grale de l '~quation est d~termin6e par ses valcurs 
sur lc contour. C'est l~ un point fondamental  que nous devons mainte- 
nant reprendre, car la d6monstration indiqu(~e manque de rigueur et, de 
plus, ne donne aucune indication sur le moyen d'obtenir effectivement 
cet te  intSgrale. Nous nous restreignons, dans cette 5rude, au cas oh la 
fonction f ( x , y )  a un signe invariabie dans la %gion consid~r~e; lu 
question se p%sente d'ailleurs d 'une maniSre trSs diff~rente suivant que 
la fonction f est positive ou n6gative dans la %gion ~,tudi~e. Nous allons 
examiner successivement ces deux cas. 

6. L'~quation 

~--~ ~ ~y--~ , , 
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dans une r6gion'du plan off p ( x ,  y) est positive, a fait l'objet d'un m6- 
moire extrdmement remarquable de M. SCHWARZ, publid en 5885 k l'occa- 
sion du jubil6 de M. W~IERSTRASS. Je vais rappeler les r6sultats essen- 
tiels obtenus par l'6minent g6omStre de Gottingen. 

= - - ,  on part de ce point bien connu Posant, pour abr6ger Au V-~ + ~y~ 

qu'on peut trouver une fonction u de x et y ,  continue dans un certain 
contour, s'annulant le long de ce contour et v6rifiant l'6quation 

A u  + V ( x ,  V) = o. 

Cette fonetion u est donn6e par l'int6grale double 6tendue au contour 

if/  u =-S~ .F($,  y]) G($ ,  ~2, x ,  y)d$dr] 

off G($, 7 ,  x ,  y) d6signe la fonction de GREEN relative au contour et au 
point ($, 7)" Ceei pos6, soit donn6e arbitrairement une succession con- 
tinue de valeurs le long du contour. D6signons par u o la fonction sa- 
tisfaisant ~ l'6quation 

AU o ~ 0 

et prenant le long du contour les valeurs donn6es. 
On forme ensuite une suite ind6finie 

~ 1  ~ U 2 ~  " • • ~ ~A~n IP • " .  

satisfaisant respectiw ~ent aux 6quations 

A u ,  + lou o ~ o ,  

A u  2 + pu~ --~ o, 

AU.  + p u .  ~ = o, 

toutes ces fonctions s'annulant le long du contour; elles se trouvent ainsi 
de proche en proche compl~tement d6termin6es et sont donn~es par des 
int6grales d6finies. 
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M. SCHWAI~Z considdre alors la sdrie 
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( S )  U ~--- U 0 + U 1 " -~  U 2 + . . . -~-  U n -4-  " " " 

et cherche si on peut obtenir ainsi la solution de l '6quation diff6rentielle 

Au  + p u  = o 

prenant  s u r  le contour les valeurs donn6es. 

Pour  rdpondre h cette question, M. SCrtWARZ introduit  une grandeur  

qui joue un r61e essentiel. Formons, en par tant  de v 0 = I sur le contour, 
la succession 

V l  , V 2  , • . . , V n  , • . . 

analogue aux u; posons alors 

= f f  pvov,,dxdy, 

l ' int6grale double 6tant 6tendue an contour et envisageons la suite 

rL  , W 1 , . . . ,  

W~ tend vers une limite finie c. M. SCHWARZ 6tablit que le rapport  ~ 

Dans le cas off c est infdrieur ~ l'unitd, on peut  dtre certain que la sdrie 
(S) converge, et r6sout le prob16me propos6. 

Quand c = I, il existe une int6grale de l '6quation prenant  la valeur  
z6ro sur le contour et ne s 'annulant  pas ident iquement  ~ l ' int6rieur. 

Tels sont les r6sultats si int6ressants dus ~ M. SCHWARZ. Je consid~re 

maintenant  un contour situ6 dans une r6gion du plan, off non seulement  
T ( x , y )  est positive, mais oh de plus on peut  t rouver  des fonctions con- 
tinues B' et B" de x et y, telles que 

VB" ~B' 
~z + @ 10 > B'2 + B" ~ 

Je dis que pour ce contour, on aura n@essairement 

C<I. 

Pour  le voir, remarquons d 'abord q u e W ,  peut  s'6crire 

W .  = f f  pv~v._~dxdy , 
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k 6tant  un ent ier  compms entre  z6ro et n,  et on a aussi 

- d d  \ a~ a~ + v u / 

formules dont on trouvera la d6monstration, d'ailleurs imm6diate, 
le m6moire de M. ScnwA~z. Nous avons donc 

W~,, = f f  pv~ &dy, 

et par suite 

dans 

W~,_, - -  W,~,, = J J L ~ , G /  + --Pv'~" 

Faisons enfin une derni6re t ransformat ion .  La fonetion v. s ' annu lan t  sur 

le con tour  nous avons:  

-Av.. + + zB'v.-~. + zB"v . - -  dxdy 

o11 
c~B" 8B' 

A -= a~ + ~ I p ;  

or, dans la seconde int6grale, la forme qui figure sous le signe d'int6gra- 
tion eat d6finie. Noua en eoneluons done que: 

rE, ,_, - -  ~ .  > o; 

la limite de 14~,, 147:._~ ' c'est g dire c, ne peut done dtre plus grande que l'unitd. 

Elle ne peut d'ailleura ~tre ici 6gale k l'unit6, ear nous aurions une in- 
t6grale de l'6quation, uniforme et eontinue, s'annulant le long du contour, 
ee qui eat impossible dans la %gion conaid6r6e du plan. Le thdor6me 
est done 6tabli. 
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7. II a 5t6 essentiellement suppos6 dans ce qui pr6c6de, que l~ 
fonction p(x,y) 6tait positive dans la r6gion du plan ou sont situ6s les 
contours 6tudi6s. M. SCHWArtZ ne consid6re pas dans son m6moire le cas 
oh p(x, y) est n6gatif; nous allons ici nous occuper de ce cas. Dans 
toute r6gion du plan oh p(x, y) est n6gative, la d6monstration donn6e 
par la variation de l'int6grale 

peut trouver sa place. II est done w'aisemblable qu'une int6gr'fle se trouve 
d6termin6e par ses valeurs sur le contour; c'est ce point que nous allons 
6tablir d'une manigre rigoureuse, en mdme temps que nous donnerons le 
moyen d'obtenir cette int6grale. 

Consid6rons tout d'abord l'6quation 

~ ~ ~.~ 
+ - -  + ] p l ' u  = o,  8y~ 

I Pl d6signant la valeur absolue de p. 
Si le contour est suffisamment petit, conform6ment k la th6orie du 

paragraphe pr6c6dent, on pourra int6grer l'6quation par une s6rie 

Uo + u~ + . . .  + u .  + . . .  

pour des valeurs donn6es sur le contour, et la s6rie des valeurs absolues 
est convergente. I1 en r6sulte que 

~/'0 ~ Ul  2f_ U, 2 _ _  Uu .~_ . . . 

repr6sentera l'int6grale de l'6quation: 

~-~ + ~y.~-- + p u  = o 

pour les mSmes valeurs donn6es sur le contour, puisque ici I P] ~ -  P" 
Ceci suppose essentiellement que le contour soit assez petit pour 

satisfaire aux conditions du paragraphe pr6c4dent. 
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Avant  d'aller plus loin, raisons quelques remarques importantes. 
Soit d 'abord pour un contour C d'ailleurs quelconque dans la r6gion oh 
p e s t  n6gatif, une fonction u vdrifiant l '6quation 

et prenant sur C des valeurs positives ou nulles': Je dis qu'elle ne  peut 
prendre des valeurs n6gatives ~ l ' int6rieur de C. En effet la courbe 

l ' intdgrale de l 'dquation 

s6parant la rdgion de l 'aire oh u est n6gative de celle oh u 
est positive, serait une certaine courbe ferm6e F (qui peut 
avoir des parties communes avec C). Sur F, ]a fonction u 
serait nulle, elle devrait doric (~tre nulle ~ l'int6ricur. I1 ne 
peut  donc y avoir de valem's n6gatives pour u. Soit alors u 0 

A U  0 ~ O 

prenant  sur le contour C les m6mes valeurs que u; on aura: 

(u - -  Uo) + p u  = o 

et comme u est positif, on en conclut que: 

U - - U  0 < O~ 

car u - - u 0 ,  qui s 'annule sur le contour, sera donn6e par une int6grale 
dont tous les 616ments sont n6gatifs. Ainsi pour tout point h l ' int6rieur 
u est moindre que u 0. 

Supposons maintenant  le contour C partag6 en deux 
A parties AaB et BflA, et d6signons par v une int6grale de ~ ~ l '6quation qui prenne sur la premi6re partie la valeur 

a z6ro, et sur la seconde la valeur + I. Soit v 0 l 'int6grale 
de l '6quation Av 0 ----o, satisfaisant aux m~mes conditions 
aux limites; on aura d'apr6s ce qui pr6c6de v < v 0. Or, 

d'apr6s une remarque faite par M. ScHwxRz, la valeur de v 0 sur une 
ligne L joignant  le point A au point B (non tangent e h C), sera moindre 
que q, en ddsignant par q un nombre plus petit que un. Nous avons 
doric sur L , v < q .  
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Soit enfin, pour terminer ces remarques, u une int6grale de l'6qua- 
tion prenant sur A a B  la valeur z6ro, et sur AflB des valeurs positives 
ou n6gatives de module  max imum g, la fonction 

satisfait ~ l '6quation et est nulle sur la premi6re partie du contour et 
positive sur l 'autre;  elle est donc positive sur A L B .  Or on a: 

gv -~ u ~ gq + u -t- g ( v - -  q); 

or v ---q est n6gatif; donc gq 4- u dolt ~tre positif. On montre de m~me 
en consid~rant g v - - u  que gq ~ u est positif. _Par suite ]u]  est moindre 

que gq, On volt donc que le lemme fondamental  dont a fait usage 
M. SeHWARZ dans ces belles recherches sur l%quation Au  ~ o, s'~tend 
l'~quation qui nous occupe. 

8. Nous n'avons jusqu'ici pu tralter que le cas off le contour 5tait 
suffisamment petit  pour que nous soyons assur~ de la convergence des 
s~ries empl()y~es. Nous allons montrer  maintenant  que, dans une rSgion 
du plan off p ( x ,  y) est n~gatif, on peut, pour une aire quelconque, ob- 
tenir l ' intSgrale de l '~quation 

prenant une succession de valeurs donn~es sur le contour. 
On peut en effet partager une telle aire en plusieurs autres plus 

petites pour lesquelles on sache, d'apr~s ce qui pr6c~de, rSsoudre le pro- 
blSme; de plus on peut s'arranger de maniSre que ces aires empiStent 
les unes sur les autres. Si donc, sachant r4soudre le probl~me pour 
deux aires ayant une pattie commune, on sait le r~soudre pour l'aire 
limitde par le p4riia~tre ext4rieur des contours, nous uurons une solu- 
tion complSte du probl~me proposal. Or on volt d e  suite que le procddd 

alternd employ4 avec tant de succ~s par M. SenwA1¢z pour l '~quation 

i U  ---~ O~ 
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peut dtre employ6 pour l '6quation 

Au  + p u  = o. 

C'est ce qui r6sulte des remarques que n0us avons d6velopp6es au para- 
graphe pr6cddent, et il n'y aurait qu'~ r6produire 
maintenant  textuel lement  la belle m6thode de M. 
SCHWARZ. 1 Si donc, par exemple, on a r6solu le 

a probl~me pour les contours C et C' on saura le 
rdsoudre pour  l 'aire limitde par AaBfl. I1 devient 
manifeste alors, en allant de proche en proche, que 

nous pourrons int6grer l '6quation 

A u  -t- pu ~ o 

pour un contour quelconque, situ6 dans une r6gion du plan off p ( x ,  y) 
est n6gatif, en nous donnant  arbitrairement les valeurs de u sur ce contour. 

Paris, le 4 novembre I888. 

On trouvera exposdes d'une mani~re trhs complete les recherches de M. SCHWARZ 

dans le troisi~me chapitre de ]a th~se de M. JULES RmMANN sur le principe de DmlCH- 

LET, soutenue rdcemment devant la facultd des sciences de Paris. 


