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fiBER EINE BESONDERE ART 

DER KETTENBRUCH-ENTWICKLUNG REELLER GROSSEN 

VON 

A. t t U R W I T Z  
in K 6 N I G S B E R G  t. Pr. 

Bezeichnet  x o i rgend eine reel le  Grosse und  setzt man  

I I I 
(I) X o ~ a o - - ,  x 1 ~ a, ~ - -  , . . . , x n ~ a ~ - - - -  , . . ,  

ZI ~2 ~Tn+l 

wo die ganze Zahl  a,  i m m e r  so b e s t i m m t  ist, dass die Differenz & ~ a. 

i und  -{-i fMlt, so erhMt man  ftir x o die Ket- zwischen die Grenzcn 2 

t e n b r u c h - E n t w i c k l u n g  

l 
( 2 )  X 0 ----- a o  - - - -  I 

a I - - - -  

In  der  vor l iegenden  Arbe i t  babe  ich diese A r t  von Ke t t enbruch-En t .  

w ick lung  in e ingehender  Weise untersucht .  Ich  ha t te  diese U n t e r s u c h u n g  

schon abgeschlossen, als ich auf  eine in den G s t t i n g e r  N a c h r i c h t e n  

aus dem J a h r e  I873  erschienene Note ~ yon H e r r n  MINNIGERODE auf- 

me rksam wurde .  H e r r  MINI~IGERODE zeigt, dass die E n t w i c k l u n g  (2) im- 

m e r  periodisch wird,  wenn x o e iner  ganzzahl igen quadra t i schen  Gle ichung  

genClgt, sowie dass diese periodische E n t w i c k l u n g  zur  vol ls tandigen Auf-  

l~3sung der  Pel l ' schen Gle ichung dienen kann.  Diese Resul ta te  e rgeben 

giber eine neue Methode, die ~ell'sche Gleichung aufzul6sen. 
Acta mathematiea. 12. I m p r i m 4  le 11 juin 1889. 
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sich auch im Verlaufe der vorliegenden Untersuchung; sic bezeichnen 
indessen bier nut  einzelne Glieder in der Kette yon Satzen, deren Ge- 
sammtheit die Theorie jener Kettenbruch-Entwicklung ausmacht. Dass 
die Entwieklung (2) for quadratische Irrationalitaten periodisch wird, 
folgt tibrigens auch unmittelbar aus den Satzen, welche ich im I I t°n 
Bande dieser Zeitschrift iiber die Entwicklung cornplexer Grsssen in Ket- 
tenbrtiche bewiesen babe. 

Bei jeder besonderen Art von Kettenbruch-Entwicklung ist das Gesetz, 
nach welchem die Naherungsbrfiche fortschreiten, von fundamentaler Be- 
deutung. Es handelt sich namentlich darum, zu untersuchen ob  und in 
welcher Weise die Nenner der Naherungsbrfiche wachsen, sowie festzu- 
stellen wie stark die entwickelte Grosse durch die IqMmrungsbrt~che an- 
gen'~hert wird. Es ist nun merkwiirdig, dass diese Untersuchung mit 
Nothwendigkeit darauf ffihrt, neben der urspriinglichen noch eine zweite 
Art yon Kettenbruch-Entwicklung in Betracht zu ziehen. Dieser Umstand 
ist bislang wohl deshalb nirgends hervorgehoben worden, well in den 
bisher ausfiihrlich untersuchten Fallen die zweite Entwicklungs-Art mit 
der ursprtinglichen identisch ist. In dem vorliegenden Falle werden da- 
gegen, wie man sehen wird, beide Arten g'~nzlich von einander verschieden. 

1. Beze tehnungen .  

Im Folgenden werde ich die Kettenbruch,Entwicklung einer Grosse 
xo, welche aus den Gleichungen 

I I I 

(3) xo = a o . - - - - ,  Xl  : ~'1 - - -  ' ° " " ' X n  = a n - -  ~I ~2 Xn + 1 
° ° ° 

hervorgeht, abk~rzeml durch 

(4) 

bezeichnen. Den n t"È Naherungsbruch dieser Entwicklung nenne ich 

P--"~--- ( a o , a l , . . . , a . ) ,  
q. 
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und denke mir den Zahler und Nenner dieses Bruches durch die be- 
kannten l~ecursionsformeln 

(6) p ,  = a , p , , _ ~  - -  p , _ . . ,  

mit Ht~lfe der Anfangswerthe 

q .  ~ a . q . _ l  ~ q . _ ~ ,  

p_~ --= O, P-1 ~ I; q-4 ----- O, qo --~ I 

berechnet. Zwischen den eingefflhrten Grsssen bestehen die Identit~ten: 

(7) p . _ ~ q .  - -  q . _ ~ p .  ~ 1 ,  

(S) Xo --- 
~)n ~n  + l - -  ,lOn__ l 

° 
qna~n+l  - -  q n - 1  

Ich bemerke fcrner, dass ich die reellen Zahlen (und nur yon solchen 
wird in der Folge die Rede sein) in der t~blichen Weise durch die Punkte 
einer unbegrenzten Geraden repriisentire. Diese Gerade betrachte ich als 
in sich geschlossen, entsprechend dem Umstande, dass die beiden Werthe 
+ co und ---cxv a l s  nicht verschieden gelten sollen. Durchl~uft ein 
Punkt die Gerade yon - - o o  bis -}-cxv, so bewegt er sich in derjenigen 
Richtung, welche ich als die ))positive)) bezeichnen will. Die Gesammt- 
heit der Werthe, die ein Punkt nach und nach repriisentirt, welcher sich 
in positivem Sinne von el bis b bewegt, bilden das Intervall a . . .  b. 
Soll die obere oder untere Grenze tines Intervalles nicht zu demselben 
gerechnet werden, so deute ich dieses dadureh an, dass ieh die betreffende 
Grenze in Klammern setze. Hiernach wird z. B. eine Grosse $ in das 

( 2 )  I I Intervall i . . .  fallen, wenn - - - ~  ~ < -  und in das Intervall 
2 2 ~  2 

2 . . .  ( - -  2), wenn entweder $ >  2 oder $ < ~ 2 ist. Um auszudri~cken, 
dass eine Gri3sse $ in tin bestimmtes Intervall a . . .  b fMlt, werde ieh 
reich bisweilen der symbolisehen Gleiehung 

(9) ¢,= a . . . b  

bedienen. Ieh stelle hier einige Regeln zusammen, naeh welchen man 
Acta mathernat'lea. 1'2. Imprtm6 le 21 juin 1889. 47 
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mit solchen symbolischen Gleichungen rechnen kann. Mit der Gleichung 
(9) bestehen immer gleichzeitig die folgenden Gleichungen: 

k = a + k . . . b  + k, 

w o k  positiv oder negativ sein kann. 

kS = k a . . .  kb, ( i i )  

wenn k positivist.  

- - S =  ~ b . . . - - a .  

I I I 

(13) - - ~  = - - ~ t  '"  " - - b "  

Allgemein besteht der Satz: 
Bezeichnen a ,  fl ,  r ,  3 irgend welche Grsssen, so 

Gleichung 
a~+ fl__ aa + f l  ab + fl 
r$ + 3 ra + 3 ' ' ' r b  + 3' 

oder die Gleichung 

re + 3 rb + 3 " ' ' ; r a  + 3' 

je nachdem a3~flT" positiv oder negativ ist. 
Ferner ist es gestattet aus den beiden Gleichungen 

folgt aus (9) die 

{ S : = a  . . . b  
(I4) x ' =  a' b' 

• • * 

die Folgerung 

(,s) ~ + S ' = a + a ' . . . b + b '  

zu ziehen: I.) wenn a < b  und a'<b', 2 . ) w e n n a < b , a ' > b ' , a + a ' > b + b '  
und 3.) wenn a > b , a ' < b ' , a +  a ' > b +  b' ist. Falls ine ine rde rGle i -  
chungen (9) und (I4) die eine oder 'mdere Grenze mit einer Klammer 
verseben ist, so muss auch in jeder abgeleiteten Gleichung die ent- 
sprechende Grenze in Klqmmern gesetzt, werdcn. 
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§ '2. D i e  T h e i l n e n n e r  d e r  K e t t e n b r a c h - l ~ n t w i v k l u n f f .  

? • Die Kettenbruch-Entwlcklung,  welche ich untersuchen will, entsteht 
fiir eine beliebige Grssse Xo, wenn man die Gleichungskette ( 3 ) n a c h  
folgender Massgabe bildet. Man markire auf  der Geraden, deren Punkte  

3 + 5 und die reellen Zalflen reprasentiren, die Punkte  __+ 2 ' --+ 2 ' -- ~ ' " "" 

theile dadurch die ganze unendliche Gerade in unendlich viele Interval le  ~ 

( : )  a - - - 2 . . ,  a q- , (a : - - ~ . . .  -}- axv). 

Dann soll in der Gleichungskette (3) ft'lr a. immer diejenige ganze Zahl 
genommen werden, welche in demselben Intervalle wie x,~ liegt. 

Fig. I 

Diese Zahlen a~, a~, a~, . . . ,  welche die Thei lnenner  der Kettenbruch- 
Entwicklung bilden, unterliegen gewissen allgemeiuen Gesetzenl welche ich 
zuni~chst aufstellen will. Aus der Gleichung 

folgt 

~ i  - -  6 t i  - -  2 "  " " 

• I 

Xi+ 1 - -  - -  2 . . .  ( - -  2). 
x i - -  a i 

Siehe Figur I. Um die Anschaulichkeit der Figur zu erh5hen, ist fiber jedes 
dcr in Betraeht kommenden Intervalle ein nach oben geriehteter Halbkreis besehrieben. 
Die in der Figur ebenfalls gezeiehneten, naeh unten geriehtete n Halbkreise sollen in gleleher 
Weise eine spater zu betraehtende Intervall-Eintheilung ansehaulieh maehen. 
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Daher kSnnen die Theilnenner a , ,  %,  % , . . . ,  nut  Zahlen aus der Reihe 

+_2,_+_ 3 , ± 4 , . . .  

Wenn ferner einer dieser Theilnenner, etwa a,, den Werth 2 erhMt, sein. 
so ist 

also 

und 

Z~ ~ 2 . . .  2 --{- , 

I 
x ; ÷ ,  - - o o . . .  ( - -  2 ) .  

Xi - -  a i  

Es kann daher, wenn a, = 2 ist, der folgende Theilnenner a~+, nut  der 
Reihe 

- - 2 , - - 3 ~ . . .  

entnommen sein. Ebenso ergiebt sich: wenn a~ = -  2 ist, so ist der  
auf a, folgende Theilnenner a,+~ nothwendig eine Zahl der Reihe 

+ 2 , + 3 ,  . . . .  

Hiermit  sind nun alle Gesetze, welehe fflr die Thei lnenner  gelten, er- 
sch~pft, wie aus folgendem Satze hervorgeht:  

Es sei 

(, 6) Xo = (bo, ~,, ~ , . .  , ~,,, u,,+,), 

wo b o , bl , b~ , . . . ,  b, ganze Zahlen, Y,,+1 eine reelle Grdsse bezeichnen. Dann 
stellt die Gleichung (i6) die hier betrachtete Kettenbruch-Entwicklung der 
GrSsse x o vor, wenn folgende Bedingungen erfiiUt sin& 

i.) Die Zahlen b,, b 2 , . . . ,  bn sind absolut genommen grO'sser als 1. 
2.) Ist eine der Zahlen bl, b ~ , . . ,  etwa b, gleich 2 bez. gleich - - 2 ,  

so ist die folgende b,+~ eine negative bez. positive Zahl. 

3.) Die Grdssen y,,+, und b,, - - ~  geh6ren dem Intervalle 2.. .(---2) an. 
~.1 n + 1 
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§ '2. D i e  T h e i l n e n n e r  d e r  K e t t e n b r a c h - l ~ n t w i v k l u n f f .  

° 

Die Kettenbruch-Entwlcklung,  welche ich untersuchen will, entsteht 
fiir eine beliebige Grssse Xo, wenn man die Gleichungskette ( 3 ) n a c h  
folgender Massgabe bildet. Man markire auf  der Geraden, deren Punkte  

3 + 5 und die reellen Zalflen reprasentiren, die Punkte  __+ 2 ' --+ 2 ' -- ~ ' " "" 

theile dadurch die ganze unendliche Gerade in unendlich viele Interval le  ~ 

; (.+:) , ( ,  = _  . . .  + 

Dann soll in der Gleichungskette (3) ft'lr a. immer diejenige ganze Zahl 
genommen werden, welche in demselben Intervalle wie x,~ liegt. 

Fig. I. 

Diese Zahlen a~, a~, a~, . . . ,  welche die Thei lnenner  der Kettenbruch- 
Entwicklung bilden, unterliegen gewissen allgemeiuen Gesetzenl welche ich 
zuni~chst aufstellen will. Aus der Gleichung 

folgt 

~ i  - -  6 t i  - -  2 "  " " 

I 
Xi+ 1 - -  - -  2 . . .  ( - -  2). 

x i - -  a i 

Siehe Figur I. Um die Anschaulichkeit der Figur zu erh5hen, ist fiber jedes 
dcr in Betraeht kommenden Intervalle ein nach oben geriehteter Halbkreis besehrieben. 
Die in der Figur ebenfalls gezeiehneten, naeh unten geriehtete n Halbkreise sollen in gleleher 
Weise eine spater zu betraehtende Intervall-Eintheilung ansehaulieh maehen. 
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oder die E n t w i c k l u n g  

(~,) ~-"= (ao, ~,, ~ , , . . . ,  ¢,_~ + , ,  ~), q, 

j e  nachdem a, yon 2 eerschieden oder 91eich ~ 2 ist. 

Endlieh folgt aus der Entwieklung 

x o = (a o, a l ,  a 2~ . . . ~  a , , ,  x , ,+ l  ) 

die andere 

- - X o  = ( ~ a o , - - a l ,  ~ - - a 2 ,  . . . ,  ~ a , ,  - - x , , + l ) ,  

mit einziger Ausnahme des Falles, wo x,,+~ = 2 ist. In diesem Falle 
lautet  die Entwieklung yon - -Xo:  

- -Xo-~  ( - - , o ,  - - , , , - - ~ , , . . . , - - ~ , ,  + I ,  ~). 

(23) 

geh6ren. 

(~4) 

folgt 

§ 3. D i e  N e n n e r  d e r  N a h e r u n g s b r i t c h e .  

Ieh betrachte nun die Nenner 

(22) qo-= i, q, = a ~ ,  %, % , . . .  

der Naherungsbrt~che, welehe zu der Entwicklung einer beliebigen Grt~sse 

x o -----(a o , a  m , a ~ , . , . )  

Aus der Gleichung 

q,, = a . q . _  1 - -  q.__.~, 

]q.[ >=la,~q.-~l--lq,-~l >= 2]q._~l-lq,_~l.  

wo I q . I ,  l a . q . - ~ l ' " ,  wie ~blich, die absoluten Betrage yon q,,, a . q . _ , ,  ... 

bedeuten. Wenn nun ]q._~ I > I q,,-, ], so wird auch, der vorhergehenden 
Ungleiehung zufolge, I q,, I > [q.--, I sein. Da aber offenbar I q~ ] > I q0 I, 
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so folgt nach und nach I q ~ l >  l e, I, I q~l > I q , [ , . ,  u n d  al lgemein 
]q . ]  > [q._, [ .  Es liegt also der Quotient 

( 2 5 )  Q)n = q n - - 1  
q, 

bestandig zwischen - - I  und -4- i.  
Man denke sich nun far  x 0 alle msgl ichen reellen Grsssen genommen,  

und fi;lr jeden einzelnen Werth  yon x 0 die Reihe der Quotienten ~ ,  ~ ,  
~ , . . ,  gebildet. Al le  diese Quotienten werden dutch  Punkte  des Inter- 

vall 's - -  I . . .  -I- I repri~sentirt, und man erhMt also in diesem Intervalle,  
den unendlich vielen Werthen yon ~ entsprechend, unendlich viele Punkte .  
Es ist nun  eine fiat unsere Theorie fundamentale  Frage, welches die untere 

und welches die obere Grenze dieser unendlichen M e n g e v o n  Punkten  ist. 

Bezeichnen wir den reciproken Werth  von £3, mit 

(26) Q. q" 

so finden wir, verm0ge der Gleichung (24) 

I I I 

(27) Q~ = a l ,  Q ~ - ~ a  2 Q , Q.~-~a 3 e , . . . ,  Q , = a n  e , - x ' " "  

woraus fi~r Q,, die Ket tenbruch-Entwicklung 

(2s) Q, = (a , ,  a,,_ 1,a, ,_o,  . . . ,  al) 

folgt. Betrachten wir  nun zunaehst nur  solche Werthe  yon x o, ftir 

welche "keiner der Thei lnenner  a x, a s, .. , gleich 2 oder - -  2 wird. Es 

ist dann 

Q = a x = 3  ~ , ,  " " "  , . .3~ 1 

I I I 
- - - -  . . , - - - - - -  

Q~ = a~ Q, = 3 3 - - 3  __ 3 ~ 

I I I 

Q:~ - -  a3 Q2 - -  3 [ " " " 3 I 

3 3 3 3 

u. s . f .  Die Zahlen 3 , ( 3 ,  3 ) , ( 3 , 3 , 3 ) , . . .  bilden nun eine Reihe be- 
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sti~ndig abnehmender  Grsssen, deren untere  Grenze 

t enbruch  
(3 ,  3 ,  3 , 3 , . . . )  

ist. Bezeichnen wir  mi t  

der  unendl iche  Ket- 

( 2 9 )  r ---- 3 - -  ~/_5 _____ o ,  3 8 2 . . .  
2 

die kleinere Wurze l  der  Gle ichung  

I 
r +  r 3, 

so ist _I der  Wer th  des unendl iehen  Ket tenbruehs .  Die untere  und obere 
r 

Grenze der  be t raehte ten  Wer the  Q. sind algo rl bez. + $,  und folglieh 

I 
die Grenzen von ~ ,  = ~--~ bez. - - r  und  + r .  Bet raehten wir nun  aueh 

den Fall ,  wo in der E n t w i e k l u n g  yon x 0 die Wer the  2 u n d -  2 als 

Thei lnenner  auftreten.  Ist a.+~ der erste Thei lnenner ,  weleher  gleieh 2 

oder - - 2  ist, so wird i{ 
Q.+I - -  a,+l Q.---- 

also a f o r t i o r i  

und  

oder 

2 - - r . . .  2 -3v r 

- - 2 - - r . . . - - 2  7t-r 

Q . + , =  + 2 - - r . . . - - 2 + r  

I 
__---- N --  G + ,  i + r . . .  I - -  r ,  

d8 t - -  --  x - -  r ist. Die in diesem Falle s tat t f indenden Grenzen - -  i + r 
2 - - r  

und  t - - r  erweisen sich nun  als die a l lgemein  richtigen,  wie aus dem 

folgenden Satze hervorgeht :  

Entwickelt  man  irgend eine Grdsse x o in den Ketlenbruch 

X o ~ (a o , a  1, a ~ , . . . , a . , . . . ) ,  

und bezeichnet 2 .  den reciproken Werth  von 

Q . -  q" - ( a . , a . _ , , . . . ,  al), 
q .  - - I  
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so liegt ~ .  stets zwischen - - - r  u n d  i -  r ,  wenn a.  von ~ 2 verschieden 

ist, und  zwischen ~ I -}- r u n d  r ,  wenn  a.  yon 2 verschieden ist. 

D.~ nach den Gle ichungen (27) 

Qn+1 ~ a,+l - -  ~ .  

ist, da fe rner  ffir e inen posit iven W e r t h  yon a.+~ de r  The i lnenne r  a.  n ieh t  

gleich 2, ft~r einen nega t iven  W e r t h  von a.+~ nicht  g l e i c h -  2 sein kann,  

so lasst sich unser  Satz auch  so aussprechen:  

Der  W e r t h  yon 

= . . ,  . . . ,  . , )  

liegt im In terva l le  a . + ~ -  r . . .  a.+l -+- i - - r ,  wenn  an+a posit iv  ist, u n d  im 

IntervaUe a . + a -  i + r . . .  a.+a + r ,  wenn  a.+ ! negat iv  ist. 

Nehmen  wir  an unser  S~tz gelte ft ir  den Index  n ~ i ,  so fo lgt  aus 

der  zweiten F o r m  des Satzes 

Q,, == a,  . - - r  . .  . a, -I- I - - r ,  ft~r a . = 2 , 3 , . . . ,  

und  

Q . = a , - - I  - } - r . . . a . + r ,  ft~r a . = ~ 2 , ~ 3 ,  . . . .  

Q , :  3 - - r . . . - - 2  + r ,  

wenn a.  von 2 verschieden ist, und  

Q ~  2 - - r . . .  3 -I-r~ 

wenn a. yon  ~ 2 versehieden ist. Im ersten Fa l le  e rg ieb t  s ich 

im zweiten Fa l le  

I 
~ .  Q. I + r . . . r ,  

i 

Acta mathemattca.  12. I m p r i m 6  le 25 ju in  1889, 

r . . . I - - r .  

48 

Die versehiedenen In terv~l le  fflr a ,  ~ 2 , 3 , . . .  re ihen sich an e inander ,  

ebenso die In te rva l l e  fo r  a. ~ - - 2 , N 3 ,  . . . .  I n d e m  m a n  dieses be- 

achte t  e rkenn t  man,  dass 
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Unser~ Satz gilt daher fflr den Index n, wenn er filr den Index n - -  r 
'fls gi]ltig vorausgesetzt wird. Nun ist der Satz aber fi]r n ~ 1, w0 
Q~ ~ a~ ist, offenbar richtig, und also gilt er allgemein fi:lr jeden Werth 
v o n  ~ .  

Da Qn- -  q" in allen F~llen dem Intervalle  2 - - r . . . ~  2 q - r  

+,'~ 
angehSrt, a lso dem absoluten Betrage nach grOsser als 2 -  r - - ~  

ist, so ergiebt sieh das Corollar: 
))Die absoluten Betrrlge der Nenner q0, q~, q 2 , ' - ,  der NrLherungs- 

briiche wachsen sthrker als die Glieder einer geometrischen Reihe mit 

+ ~/5 .)~ dem Exponenten 2 

§ 4. D ie  Ke t t enbrueh-JEn twivk lung  zwei tev  Ar t .  

I)er im vorigen Paragraphen bewiesene Satz ffihrt dazu, neben der 
bisher betrachteten Art  von Kettenbruch-Entwlcklung noch eine zweite 
einzufi'ahren. Man theile ni~mlich die unendliche Gerade durch die Punkte a 

_+ (, r), + (2 - -~- ) ,  +_ ( 3 - - , ' ) , . . .  

in die Intervalle 

. . . 5  ( - -  3 + , . ) . . . - -  ~ + , - ,  ( - -  ~ + ~ - ) . . . - - ,  +~- ,  ( - - ,  + r ) . . .  (, - - , . ) ,  

, - - r . . . ( ~ - - ~ - ) ,  2 - - r . . . ( 3  --~') ,  . . . .  

Ist nun x 0 eine beliebige Grssse, so bilde man die Gleiehungskette 

I I I 
- - - -  X l  ~ I l l  - - - -  ~ • • • ~ X n  ~ ~ n - - - -  (3 ° ) XO a o ~ ,  ~ Xn+l 

wo allgemein an diejenige ganze Zahl bezeiehnet, welehe in demselben 
Interv'dle wie x,, liegt. Um die hierdureh definirte neue Art  der Ketten- 
brueh-Entwickhmg yon der fri]heren bequem unterseheiden zu k0nnen, 
will ich sic als die zweile Art, dagegen die frohere als die erste Art be- 

Siehe Figur I. 
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zeichnen. Der Satz des lctztcn Paragraphen lgsst sich dann offenbar so 
aussprechen: 

Entwickelt man eine Grdsse x o in einen Kettenbruch erster Art  

(3 I) Xo = (¢to~ al~ a 2 ~ . . . ~  a n ~ . .  ,)~ 

und bezeichnen q,_~, q~ die Nenner zweier aufeinander folgender Ndherungs- 

brache dieses Kettenbruches, so ist vermO'ge der Gleichung 

q" - -  ( a , , ,  a , _ l ,  . . . ,  a 2  , a , )  (32) q,,_, 

der Bruch q~ in einen Kettenbruch zweiter Art  entwickelt. 
~rt--1 

Die beiden Arten yon Kettenbruch-Entwicklungen stehen in eineln 
Verhgltniss dee Reciprocit~t zu einander. Dieses sprieht sich darin aus, 
dass de r  vorstchende Satz im Wesentlichen richtig b]eibt, wenn man die 
Worte ))erster Art)) und ))zweiter Art~ mit einander vertauscht. 

In dee That: die in der Gleichungskette (30) auftretenden Grossen 
befriedigen die Bedingung 

I 
X , - - a  i - -  - -  ( - -  1 + r ) . . .  ( I -  r ) ,  

a3/+l 

also 

x,+l = ( : -  r ) . . . ( - -  2 + r). (i=0~ 1~ 2,...) 

Folglich sind die Zahlen a~+~ (i = o ,  i ,  2 , . . . )  sammtlich der Reihe 

+ 2 , - - 2 ,  + 3 , - - 3 , . . .  

entnommen. Ist ferner an_ 1 positiv, so ist 

also 

Xn_ 1 ~ a n _  1 ~--- 
I 

Xn 
- - , ' . . .  ( i - - , ' ) ,  

x ~ - -  3 -  r . . . ( - -  2 + r), 

folglich kann a~ nicht  gleich 2 werden. Ebenso ergiebt sich, dass auf 
eine negative Zahl a,_x nicht der Werth a . - ~  ~ 2 folgen kann. 

In Hinblick auf § 2 ergiebt sich hieraus, dass der Kettenbruch (32) 
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yon der  ersten Art ist, wcnn (3I) die Entwicklung zweiter Art yon x 0 
vorstellt. Nur der Fall, in welchem a 1 = -  2 ist, bildet eine Ausnahme; 

in diesem Falle wird nAmlich die Entwickhmg erster Art yon q" nicht 
~n--1 

dutch (32), sondern durch die Gleichnng 

q" - ( a ° ,  a . ± ~ ,  . . . ,  a~ + I , 2) 

gegeben sein. Diese Uberlegungen lassen sich auch in folgenden Satz 
zusammenfassen, welcher dem Satze des vorigen Paragraphen an die Seite 
zu stellen ist: 

W e n n  x o = (ao , al , a~ , . . . ,  a. , . . . )  ein Ket tenbruch zweiter A r t  ist, 

so liegt 

Q. = q" = ( a . ,  a . _ l ,  . . . ,  a,) 

I I 
- - - . . . a . +  2 ,  wenn a, yon 2 u n d - - 2  ver- I.)  im Interval le  a, 2 

schieden ist, 

2.) im ln terval le  a . . . .  a. + i ,  wenn a, = 2 ist, 

i 
3.) im [ntervalle a , - - - 2 . . ,  a . ,  wenn a,  = -  2 ist. 

I I 
Dabei  kSnnen die Inlerval lgrenzen a . - - ~ ,  a. +-~ nur  fiir n = 2, die 

Grenze a. nur  far  n = I erreicht werden. 

Zur Beurtheilung, ob ein vorgelegter Kettenbruch ein solcher yon 
der zweiten Art ist, kann folgender Satz dienen, welchen wit indessen in 
der Folge nicht verwenden werden und deshalb nur beilaufig anftlhren: 

))Es sei 
x o = (b o , b , ,  b ~ , . . . ,  b , ,  y,,+~), 

wo b o , b l ,  • . . ,  b, ganze Zahlen, Y.+I eine reelle Grssse bezeichnen. Dann 
stellt diese Gleichung stets die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art yon 
x 0 vor, wenn folgende Bedingungen erflillt sind: 

I.) Die Zahlen bl, b 2 , . . . ,  b. sind absolut genommen gr0sser als i. 



U b e r  eine besondere  A r t  der  K e t t e n b r u c h - E n t w i e k l u n g  ree l ler  Gr~ssen.  381  

2.) Wenn eine der Zahlen bo, b~, b ~ , . . . ,  etwa b~, positiv bez. ne- 
gativ ist, so ist die folgende b~+l von 2 bez. - - 2  verschieden. 

3.) Die Gr~sse y , + l  liegt im Interv'dle (3 m r ) . . .  ( ~  2 + r), wenn 
b, > o und im Intervalle (2 m r ) . . .  ( ~  3 + r), wenn b, < o ist.~ 

§ 5. Convergenz der betraehteten liettenbrt~vhe. 

Der Grad der Convergenz eines Kettenbruches 

(33) x o = (a 0, a l , . . . , a n , . . . )  

wird durch die Grt~sse der I)ifferenz x 0 __-P2 gemessen. 
qn 

chungen (7) und (8 ) i s t  

(34) x. 

wobei wieder 

pn __ " [ 

qn 

Q. __ qn 

Nach den Glei- 

gesetzt ist. Aus den Gleichungen (27) folgt 

I 

( 3 5 )  z , ,+ ,  - Q.  - -  ( x . + ,  - -  a . + l )  + Q,,~1. 

Wenn nun der Kettenbruch (33) von der ersten Art  ist, so unterscheiden 
wir folgende FMle: 

I.) Die Zahl a,+l ist von 4- 2 verschieden. Nach § 3 haben wir dann 

Ferner ist 

also, durch Addition, 

X n +  1 - -  _ _  

Q,,+1 = (3 - - r ) . . .  ( - -  3 + r). 

i 

X n + l  - -  ( t n + l  ~ - - -  2 " " " ' 

I 5 r). 
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5.) Es ist a.÷~ : 2. Alsdann kommt:  

¢~,,+, - -  (2 - -  , ' ) . . .  (3 - -  "'), 

o . .  

Xn + 1 ~n 

3.) Es ist a . + l -  

und also 

- - -  2; in diesem Falle hat  man 

Q,,+, = ( - -  3 + r ) . . .  ( - -  5 + ,-), 
1 

X n + l ~ a n + l  = ~ . . .  (0)~ 

' ( +,1. X,,+~ (~,, - -  

I in allen FMlen im Intervallc Wie man sieht liegt x.+~ Q,, 

( 2 - - r ) . . . ( - - 5  -st-r) und ist also absolut genommen gr~sser als 5 -  r. 
Zu demselben Resultate gelangt man, wenn der Kettenbrueh (33) 

v o n d e r  zweiten Art ist. Denn, wenn a.+a einen positiven Werth  hat, 
so ist nach dem letzten Satze des § 4 

ferner ist 

also 

Qn+l  ~ ( 5 ) . . .  C~,~; 

X n + l -  (~'n+l - -  r . . .  ( I  - -  r ) ,  

I 
Xn+l Q n - - -  ( 5 -  r ) . . .  ~--~.~ 

Wenn zweitens a.+l einen negativen Werth hat, so ist 

Xn+ 1 
also 

I 
X,,+ t (2,, - 

I n  beiden FMlen ist also x.+a 

q , , + , -  + . . . ( - -  ~), 

(~n÷l = ( - -  I + r ) . . .  r, 

~ . . .  ( . -  5 + ,-). 

I 
absolut genmnmen grSsser als 2 - - r .  

Aus den vorstehenden Betraehtungen ergiebt sieh unmittelbar der Satz: 
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Entwickelt man die GrO'sse x o in einen Kettenbruch ersler oder zweiter Art:  

und setzt man 
x o ~ ( a o , a t , a : , . . . , a = , . . . )  

(36) x o , ,~ , 
q~ q~ 2q,, 

so sind die Gr6'ssen 6~ sCimmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als I. 

Hieraus folgt  beil~ufig, dass die beiden En twick lungen  einer jeden 

Grssse x o convergent  sind, und dass beidc abbrechen,  wenn x o eine ra- 

t ionale Zahl ist. 

§ 6. J lqu iva len te  Gr6ssen.  

Zwei Gr6ssen x und x' heissen ~iquiva!ent, wenn eine Gle ichung der  

Fo rm 

(37)  x '  - ~-z - -  3 

stattfindet,  wo a ,  f l ,  t ' ,  3 ganze Zahlen bezeichnen, welche d e r B e d i n g u n g  

(38) Z r -  ~ = ' 

geniigen. Entwieke l t  m a n  zwei Grossen x und x' naeh i rgend einem 

Gesetze in die Ket tenbroehe  

I x = (ao, a , , . . . ,  a . ,  x~+,), 
(39) 

/ x ' =  (ao, ~ , . . . ,  a ' ,  x:~+,), 
! t wo die The i lnenner  a0, • . . ,  a , ,  a0, • • •, am ganzzahlige Wer the  haben,  

so sind x und x' itquivalent, wenn for  i rgend e inen W e r t h  von n und 

i rgend einen Wer th  von m 

(40) x,+, = xL~, 

wird. Ich will nun  un te r suehen ,  ob u m g e k e h r t  aus der Aquiva lenz  

zweier Grossen x und x' die G le i chung  (4 o) gefolger t  werden kann,  wenn 

die En twiek lungen  (39) beide yon der  ersten Ar t  sind. Da der  Fal l  wo 

X und  x'. rat ional  sind sich unmi t t e l ba r  in be jahendem Sinne erledigt,  so 
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setze ich voraus, d'ass x und x' bei dieser Untersuchung irrationale Werthe 
besitzen. 

Zwlschen den irrationalen Grsssen x und z' bestehe also die Glei- 
chung (37). Wir entwickeln x in den Kettenbruch erster Ar t  

(4  I) x ---- (ao ,  a l  , . . . ,  a m ,  X n ÷ , ) ,  

dessen Einrichtung die Gleichung 

p n ' g n + l  ~ p n - - 1  
Z J % 

i4 2) q~z.+l - -  q.-, 

ergiebt. Durch Elimination yon x zwischen (37) und (42) kommt: 

( 4 3 )  x'  = p~n+l - -  p' q~, ,+l  ~ q'  ' 

wobei zur Abkt~rzung 

(44) { p ---- ap ,~ -  19q., 
q ---- TP~ - -  °~q' ,  

p'=~pn-,--flq~-i, 
q' FP.-1 " - - -  ~ o ' q n _ _ l  

gesetzt ist. 

(45) 

Wenn sich hierbei 
eventuell die andere 

Ich entwickle nun P- in einen Kettenbruch erster Art 
q 

e = (bo, b , ,  . . . ,  b ,_ l ,  b,.). 
q 

b~ = 2 ergiebt, so will ich ft~r diese Entwicklung 

e =  (bo, b,, . . . ,b , .  , - - ~  , - - : )  
q 

substituiren, und zwar dann, wenn in der Entwicklung yon 

(4 6 ) x~+,-- (.,,~,, .n+~, . . . ) =  (.~+,, x,,+~) 

die Zahl G+I positiv ist. Diese MSglichkeit denke ich in die Gleichung 
(45) aufgenommen, so class in derselben b, sowohl gleich 2 als gleich 

2 werden kann. Ferner ersetze ich eventuell a , / ~ ,  7", 3 durch - - a ,  
~_..fl, ~ T ,  ~ 3, wodurch zugleich nach (44) - - P  und :-- q an die Stelle 
yon p und q treten, und zwar nach der Massgabe, dass der letzte N'i- 
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herungsbruch des 
+ q erhalten soll. 

(47) 

385 

Kettenbruches (45) den Z'~hler + p und den Nenner 
Dies vorausgeschickt, sei nun 

~ ,  = (bo,  b , ,  . . . ,  b~_,) q 

der vorletzte N'~herungsbruch des Kettenbruches (45), so ist 

p " q -  q"p = I. 

Da nun aus den Gleichungen (44) auch 

P ' q  - -  q 'P  = ( f i r  - -  a (~ (p , , _ , q , ,  - -  q~_~p~) = I 

folgt, so muss sein 

(48) q " =  q'  + lq ,  p " - - - - p '  + t p ,  

wo t eine ganze Zahl bedeutet.  Diese ganze Zahl kann aber von einem 

bestimmten n ab nur  einen der 

zu beweisen, bemerke ieh, dass 

q" _--= ~.p,,__~ - -  3q,__~ 

q TPn - -  3q,, 

ferner der Gleichung (36) zufolge 

und daher endlieh 

q '  

q 

ist. 

Werthe  o ,  I , - -  I haben. Um dieses 

von 

q,,-1 + r 

qn qn (rpn -- 3q~,)' 

q , m ,  = ¢ ~ z  - -  6 ~ ( ~  - -  r ) ,  

q , - l +  ~ 
q~ q n ( r *  - -  ~)  - -  rOn(~ - -  r)  qn 

Der m i t ¢ , ,  bezeiehnete Brueh wird offenbar mit  waehsenden Wer then  

n unendlieh klein und besitzt das Vorzeiehen yon ~ Se l .nun  ~-x --  3' 
erstens a,+l positiv. D~nn sind an und b, yon 2 verschieden. 

stehen in Hinblick auf  den Satz des § 3 die Gleichungen: 

- - - - ( - - ,  +~.)...(r), 

q' ---~ qn-1 

q qn 
Acta mathemattca. 12. lmprim~ le ~7 juin 1889. 

e ~ =  ( - - r - - ¢ , ) . . . ( i - - r - - ~ . ) ,  

Daher  be- 

49 
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und  fo lg l ich  
t p  

! 

~ ~_____ q . m_~_ ( _ _  i _ _ ~ n ) .  , ,  ( I  - - -  5n) .  q q 

W e n n  zwei tens  a.+a nega t iv  ist, so sind 

D a h e r  ist: 

qt  

q 

u n d  fo lg l ich  

a, und  b,. von - - 2  verschieden.  

qt! 
- =  ( - , . ) . . . ( ~  - - ~ ) ,  
q 

qn --1 m 
q,~ 

q~l q, 

t =  = i - , - -  ~ , , ) . . .  (~ - ~,).  q q 

Die ganze Zahl  t l iegt  also stets zwischen ~ I - - ¢ , ,  und  x - - z , , .  W e n n  

r und  also aueh  e, p o s i t i v i s t ,  so k a n n  t nu r  gleich o oder  dahe r  ~-x - -  3 

t sein, wenn  dagegen  r nega t iv  ist, so ha t  t e inen de r  W e r t h e  
~-z--3 

o und  I. 

Aus  den  G l e i e h u n g e n  (43) und  (48) fo lg t  n u n  

(50) x' --~ p @,+1 + t) - -  p" q(z,+~ + t) - -  q " =  (b0, b , ,  . . . ,  b,., x,,+, + t), 

wobei  nach (46) 

(.5,) x,,+, + t = (a.+, + t ,  a .+ , ,  . . . )  = (a.+, + t ,  ~,,+~) 

ist. T r a g e n  wi t  den W e r t h  yon x,,+, + t  aus (5 I) in (50) ein, so er- 

ha l t en  w i t  

x' = (bo, b, ,  - . . ,  b , ,  a.+, + t ,  x.+:), 

w a h r e n d  die E n t w i c k l u n g  erster  A r t  yon x l au te t :  

(53) x --= (a0, a l ,  . . . ,  a , + , ,  x.+~). 

Die G l e i e h u n g  (52) wi rd  aber  ebenfa l l s  die E n t w i e k l u n g  erster  A r t  yon 

x' dars te l len ,  wenn  n ieh t  e iner  von fo lgenden  vier  Fal len  e int r i t t :  

I . )  an+ 1 ------ 2 ,  t = - -  I ; 2 . )  (~n+l  = 3 ,  C/n+2 > O• t = - -  I ;  

3") a , + ~ - -  2, t =  I ;  4.) a,+1----- - -  3, a , , + ~ < o ,  t =  I. 
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r positiv. Dann sind nur  die beiden ersten Falle moglich,  Sei nun r z _ _ 3  

weil t n icht  gleich I sein kann. Da nun auf  a~+~ = 2 ein negativer  

Theilnenner a~+~, welcher  also jedenfalls yon 2 und 3 verschieden ist, 
folgen wird, so dfirfen wir den Fall  I.) ausschliessen. Aber  auch dcr 

Fall  2.) kann ausgeschlossen werden, wenn wit  annehmen,  dass nicht yon 

einem bestimmten Werthe von n a b  best~ndig a,, =- 3 ist. Ebenso ergiebt 

r n e g a t i v i s t ,  dass die Falle 3.) und 4.), welche dann die sich, falls rz ~- 3 

einzig moglichen sind, ausgeschlossen werden konnen, wenn wir annehmen, 

dass nicht  yon einem best immten Werthe  yon n ab bestandig a~ = - - 3  
ist. Unter diesen Voraussetzungen wird also (52) die Entwicklung erster 
Ar t  yon x' darstellen, sobald n e i n e  gewisse Grenze fibersteigt. Da nun 

ferner die El iminat ion yon x,,+: zwischen den beiden Gleichungen (52), 

(53) zu der ursprfinglichen Gleichung x ' - - a z - - ~  zuri~ckfi~hren muss, so 
rx --  3 

kSnnen wir folgenden Satz aussprechen: 

Zwischen den beiden Grdssen x und x' bestehe die Gleichung 

(54) x' - -  (zx -- ?'x-- 3 '  

so dass x und x' dquivalent sin& Es  seien ferner 

I X ~- (%, a I , . . .  ~ a s ,  x~+l), 

/ ( ' ' ' )  
X p = a t0  , a l  , . . . ~ ( I ra  , X m + l  , 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster Ar t  jener Gr6ssen, und es werde vor- 

ausgesetzt, dqss die Theilnenner ao, a l , . . ,  nicht yon einem bestimmten ab 

bis ins Unendliche bestdindig .qleich 3 oder besti~ndig gleich - -  3 sin& Dann 
= x' ist, und dass die kann man n und m stets so wdihlen, dass x~+~ m+l 

Gleichung ( 5 4 ) d u r c h  Elimination yon x,+l zwischen den beiden Gleichungen 

(55) entsteht. 

Wenn die in diesem Satze gemachte  Voraussetzung fiber die Theil- 

nenner  as nicht zutrifft, so ist x entweder zu r = ( o , - - 3 , - - 3 , . . . )  
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oder zu ~ r = (o , 3 , 3 , . . . )  i~quivalent. Diese beide Zahlen sind auch 
einander  aquivalent ,  wie aus der Gleichung 

- - - ~ ' +  I 
r _ _  

ersichtlich ist. Ist u m g e k e h r t  x zu r aquivalent ,  so sind die Thei lnenner  

an von einem bes t immten  ab best•ndig gleich 3 o d e r -  3. Denn andern- 

falls kSnnten wir unseren Satz auf  x und  x '==  r anwenden und wfirdcn 

zu dem Wide r sp ruch  gelangen,  dass in der  En tw ick lung  yon r die Theil- 

nenner  nicht  besti~ndig gleich 3 sein k0nnten.  Hieraus geht  nun  Fol- 

gendes hervor:  

Die iiber die Theilnenner a, im vorigen Satze eingefi~hrte Voraussetzung 

ist gleichbedeutend damit, dass x nicht zu r - -  3 -  ~/~ (iquivalent sein soll. 
2 

Die zu r diquivalenten Gr6ssen zerfallen in zwei Classen. Die Gr6ssen 
der einen Classe haben eine Entwicklung erster Art, bei welcher schliesslich 
die Theilnenner yon einem beslimmten ab bestdindig gleich - -  3 sind, wdhrend 
bei der zweiten Classe die Theilnenner schliesslich bestdndig gleich -4- 3 werden. 

Im  Folgenden wird sich ein Cri ter ium daf~ir crgeben, ob eine zu r 

i~quivalente Gr6sse in die eine oder die andere Classe gehort.  Ich bc- 

merke  noch, dass die in diesem Pa rag raphen  bewiesenen Si~tzc wort l ich 

r icht ig  bleiben, wenn an Stelle der Ke t t enbruch-Entwick lung  erster Ar t  

t iberall  die zweite Ar t  gesetzt wird. 

§ 7. Zahlenl~aare.  

Es seien x o und Y0 zwei yon einander  verschiedene irrat ionale Grossen. 

Man setze nun  
I 

X o - - -  a ° - -  _ 
x I 

(56) 
I 

Yo = ao - - - - ,  Y, 
I 

wo die ganze Za, hl a o so bes t immt  ist, dass x o - - a  o zwischen und  
2 
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I 
+ ~ liegt. Das auf  diese Weise erhal tene Zahlenpaar (x~, y~) nenne ich 

dem Paare (x0,Y0) nach rechts benachbart .  ~ Umgekehr t  heisse (Xo,Yo)dem 
Paare (x, ,  y~) nach links benachbart .  Die Grossen (Xl, yl) sind offenbar 
wieder irrational und yon einander verschieden; sie sind ferner in ein- 

deut iger  Weise (lurch xo,y o bestimmt. Ich fi~hre nun noch einen neuen Be- 
griff, den des reducirten Zahlenpaares ein. Es werde ni~mlich jedes Zahlen- 

paar (x,  y) du tch  den Punk t  einer Ebene mit  den rechtwinkligen Coor- 
dinaten x ,  y dargestellt .  In dieser Ebene grenze ich durch die Geraden 

X ----- 2 ,  Z ---- - -  2, y ~ r ,  y = - -  r ,  y --= - -  I + r ,  y --  I - -  r ,  

zwei unendliche Streifen ab, welche ich als im Unendlichen zusammen- 

Fig. 2. 

Y_~2: 

(- 5 ÷'r, -]" ) J ~--1~ 

hangend und also als ein einziges Gebiet R bildend ansehe. In Figur 2. 
ist das Gebiet R durch Schraffirung kenntl ich gemacht.  Ein Zahlenpaar 
(x,  y), welches durch einen Pankt des Gebietes R repr(isentirt wird, heisse 
))reducirt)). Dabei bemerke ich, dass yon der Begrenzung des Gcbietes R 
einzig und allein die beiden Punkte  

x - -  3 - - r ,  y =  r und x - ~ - - 3 - 4 -  r ,  y----- ~ r  

zu dem Gebiete gerechnet werden sollen. 

Die Bezeichnung lehnt sich an eine in der Theorie der quadratischen Formen 

tibliehe an. 
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Ieh bi lde nun, von i rgend e i n e m  Paa re  (Xo, Yo)ausgehend,  die ge ihe  

yon  Paa ren :  

(57) ( '~0 '  f rO) '  ( X l '  f f l ) '  (X2 '  if2) ' "" " '  (Xn+ t '  ffnq-1) , " " ' ,  

von denen jedes  dem vorhergehenden  nach rechts  b e n a c h b a r t  ist, und will  

untersuchen,  warm in der  Reihe  (57) ein reduci r tes  P a a r  v o r k o m m t .  Zu 

dem Ende bemcrke  ich, dass naeh der  Bi ldungsweise  des reehten Nach- 

bars  die Gle ichungen bestehen:  

I X o ~ ( a  o ,  a l  , • . . , a n ,  X n + l ) ,  
(58) 

/ y0 = . , ,  . . . , . n ,  y,,+,), 

von welchen  die erste die K e t t e n b r u c h - E n t w i c k l u n g  erster  Ar t  der  Grosse 

x 0 darstel l t .  A u s  der  zweiten dieser Gle ichungen  folgt :  

~ n y n + l  - -  l )n--1  

q , , y n + l  ~ q , - 1  

und  hieraus  du rch  AuflSsung nach Yn+l: 

q~--J g .  - -  p , , - 1  _ _  q . - - I  
Y n +  1 : q,, yo - -  p~ q,, 

I 

q n ( q n  yo  - -  p , )  ' 

oder,  in Rticksicht  a u f  (36): 

q . - - I  I _ _  ~n- - I  

( 5 9 )  Yn+, - -  qn q~n(yo - -  Xo) + On(t - -  r)  qn Cn, 

wo ~,, mi t  wachsenden  Wer then  von n unend l i ch  klein wi rd  und  das 

Vorzeichen yon Y0 - - X o  besitzt.  Es sind nun einige FMle zu unterscheiden:  

I . )  Es sei Y o -  Xo > o und die K e t t e n b r u c h - E n t w i c k l u n g  erster  Ar t  

von x 0 endige nicht mi t  der  Per iode  ( - - 3 , - - 3 , . . . ) .  Dann ist z , ,  po- 

sitiv und wir  k0nnen n bel iebig  gross und so w'~hlen, dass a,, weder  gleich 

- -  2 noch gleich - -  3 wird. F a r  diesen W e r t h  yon  n ist dann en tweder  

xn+l ---- 2 . . .  o,9, also C/n+ 1 = 2 , 3 ,  • • • ,  an = 3 ,  + 4 ,  • • • ,  

oder  

Xn+l = - -  ~ • • • - -  2, also a n +  1 = - -  2,  --- 3 ,  • • •, a~, -~- 2 , 3 ,  +__ 4 ,  . . . .  
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Im ersten Falle ist n a c h §  3: 

391 

q" = 3 r . . .  - -  4 + r,  fo lg l ich  if,+1 ~ I 
%--I 4 -- r 

Im zweiten Falle kommt:  

Sn • ' • r ~ Sn" 

I 
q" - - 2 - - r . . . ~ 4 + r ,  fo lg l ich  y, ,+~--  . % . . .  I ~ r - - z , .  

q,-a 4 - -  r 

Nun bildet (x,+l,  y,+~) ein redueirtes Paar,  wenn n so gross gew/ihlt 

wird, dass die it~r Y,+1 gefundenen Intervalle ganz in den Interval len 

- - i - [ - r . . .  r resp. - - r . . .  i - - ¢  enthal ten sind. Dieses ist abet  
offenbar m~glieh. 

II.) Es sei Yo - - x 0  < o und die Ket tenbrueh-Entwieklung erster A r t  
yon x o endige nieht mit der  Periode (3 ,  3 , . . . ) .  Da dieser Fal l  sofort 
auf  den vorigen zur~ekgefflhrt  werden kann, indem man statt der R e i h e  

(57) die andere 

(-- --*J,) (--  - -  , , ' ' ' ,  X ~ + l ,  Y , , + 1 ) , ' ' .  

betraehtet, so ergiebt sich aueh ft~r diesen Fall  das Resultat ,  dass in der 

t~eihe (57) stets reducirte Paare vorkommen.  Man hat hierbei zu be- 
achten, dass das Paar  (x, y) reducir t  ist, wenn ( ~  x , ~ y ) e i n  reducirtes 

Paar  bilden, dass ferner (x,  y) ,  (x', y') benachbarte Paare sind, wenn dies 

far  ( - -  x ,  - -  y) ,  ( - -  x', - -  y') gilt. 

IlL) Es bleiben noch die Fhlle zu untersuchen, in welchen Yo ~ x0 > o 
und die Entwicklung yon x o mit der Periode ( - -  3 , - -  3 , . . . )  endigt, 

resp. Yo - -  Xo ~ o und die Entwicklung  yon x o mit der Periode ( 3 , 3  , . . . )  
endigt. Ieh betrachte zuerst den speciellen Fall, wo x o ~ (3 ,3 , . . - )  ~ 3 ~ r 
ist; lasse es dagegen unbest immt ob Y o -  Xo positiv oder negat iv is t .  Aus 
den Formeln des § I geht  hervor, dass fflr den Ket tenbruch 

(60) 

(lie Gleichungen 

(6,) p,,_, =q,, ,  

sowie 

Xo = ( 3 , 3 , 3 , . . . ) = 3 - - r  

q~ ---~ 3q~-I - -q , , -~ ,  (qo -~ J , ql --=- 3 etc.) 

62) Xn+l ~ 3 - - r  ~ Xo, (n=o,l,~,...) 
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gelten. Nun ist 
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q . - ,  Yo - -  p . - ,  ( q . _ ,  - - -  r q . ) y o  - - - ( q n  - -  ~'q.+ ,)  . 

q~ yo --  p.  q,, yo - -  t~ 

und den Gleichungen (6I)  zufolge: 

q n - -  "~tn+l = qn - -  r ( 3 q n -  qn--1) =z: r ( q n _ l  _ _  rq/n ) = r n ( q o  _ _  r q l )  = _ _  r n+~, 

Daher ergiebt  sich 

(63) _ _ q . n + 1  Yo - ~ r  
Y n + l  ~ r ~ - -  q~ p .  " 

Yo 
q~ 

Aus dieser Gleiehung sehliessen wir zunaehst, well r <  i ist, dass y . + l - - r  

mit wuehsenden Wer then  von n unendlieh klein wird. Da nun i'erner 

lim P ~  x0 = 3 - - r  ist, so wird yon einem besthnmten Wer the  yon n % 
ab y, ,+~ ~ r positiv, wenn 

Y0 ----- ( r ) . . .  (3 - - r ) ,  

dagegen negativ oder Null ,  wenn 

Y0 = (3 - -  r) .. . r .  

Nur im letzteren Fa l l e  wird (x,,+1 , Y , + O  yon elnem gewissen Werthe  yon 
n ab redueir t  sein. I m  ersteren Falle dagegen wird sieh der Punkt  

( x , + ~ ,  Y ~ + O  mit waehsenden Wer then  yon n freilieh immer mehr  dem 
Punkte  ( 3 - - r ,  r) annghern, ohne ihn jedoeh zu erreiehen oder in das 
Gebiet R einzutreten. 

Wenn nun xo nieht gleieh 3 - - r  ist, aber eine Entwieklung besitzt, 
welehe ,,tit dee Periode (3 ,  3 , . . . )  endigt, so wird in der Reihe (57) 
for einen gewissen Wer th  yon m doeh x,,+~ ~ - - - 3 -  r sein. Dann ist 

p , ,  x,,, ~ 1 - -  pro-1  p , ,  y.,, + 1 - - -  pro-1  

X°  ft,,~x,,,+l - -  q ..... l ' Yo q , ,~Y, ,~ l  - -  q . . . .  1 ' 

und (lie Reihe (57) setzt sieh von dem Paare (x,,~+,, y,~+,) gerade so fort, 
als wenn man von diesem Paare ausgehen wt~rde. Nun ist a ber die 
Gleiehung 

v,,,,, = ( , 9 . . .  (3 - - , 9  
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dann und nur dann erfiillt, wenn 
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oder also, wenn 

Yo \q. ,r  - -  q~_~/ " " " \ ~ ( 3  - -  r) - -  q~_~/' 

yo = ( % ) . . .  (Xo) 

ist, wo xo die zu xo conjugirte algebraische Zahl bedeutet. E$ ergiebt 
sich daher der folgende Satz: 

Endig t  die Kettenbruch-Entwicklung erster A r t  yon xo mit  der Periode 

( 3 , 3 , . . . ) ,  so sind die in der Reihe 

( ~ o ,  y o ) ,  (~ ,  , y , ) ,  ( ~ ,  y ~ ) ,  . . . 

auflretenden Paare @n, Y.) yon einem bestimmten Werthe yon n ab sammt- 

lich reducirt oder sammtlich nicht reducirt, j e  nachdem 

oder 

yo = (Xo)  . . . X'o, 

~o = ( X o )  . . . .  ( X o )  

ist. Dabei bedeutet x'o die zweite Wurze l  der ganzzahligen quadratischen 

Gleichung, welcher x o geniigt. 

Wir kSnnen dlesem Satze noch dle Bemerkung hinzufi~gen, dass noth- 
wendig xo > Xo ist. Denn nach der unter I.) angestellten Untersuchung 
mi~ssen die Werthe von Yo, welche grSsser als x o sind, sich s~mmtlich in 
dem Intervalle (xo) . . .  xo befinden, was nur in dem Falle xo > xo mSg- 
lich ist. 

Wenn yon einem bestimmten Werthe yon n a b  die Theilnenner a. 
in der Entwicklung yon x o sammtlich gleich - -  3 sind, so leiten wir aus 
der Reihe 

(Xo, yo), (~,, y,), . . .  
die andere 

( - - x o , - - y o ) ,  ( - -x ,  , - - y , ) , . . .  

ab, auf welche offenbar der vorhergehende Satz Anwendung finder. 
Acta mathematica.  10. Imprim~ le 3 juillet 1880. 50 
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Da n u n  aus der  Gle ichung  

Yo --=- - -  x o  • . • - - -  x o ,  

die andere  
t 

Yo ~ Xo. • • xo 

und  u m g e k e h r t  die ers tere  aus der  le tz teren folgt,  so erg iebt  sich ohne 
W. ei teres:  

Endigt die Kettenbruch-Entwick~ung erster Art von x o mit der Periode 

( - -  3 ,  ---~ 3 ,  . . . ) ,  so sind die in der Reihe 

V o )  , , , , . . .  

auflretenden Paare (x, ,y , )  yon einem bestimmten Wertke yon n ab sdmmt- 
lich reducirt oder sammtlich nicht reducirt, ]e nachdem 

oder 
V o  = . . 

Vo = 

ist. Dabei bedeutet x~ die zweite ]Vurzel der ganzzakligen quadratischen 
Gleichung, welcher x o geni~gt. 

Zugle ich  ist no thwe nd i g  xo < Xo, da nach der  dem vorigen Satze 

h inzugef t ig ten  B e m e r k u n g  - -  Xo > m Xo sein muss. Beilaufig folgt  hier- 

aus  ein Cr i t e r ium daftir,  ob e i n e  zu r '~quivalente Zahl  x o cine Ket ten-  

b r u c h - E n t w i c k l u n g  liefert ,  we lche  mi t  de r  Per iode ( 3 , 3 , . . . )  oder  mi t  

de r  Pe r iode  ( - - 3 , - - - 3 , . . . )  endigt,  h n  ers teren  Fal le  muss naml ich  

X o - - x o  > o, im letzteren Fal le  x o -  xo < o sein. 

Setzen wlr  x o - - - -  
¢-zr  - -  kf~ t 

Fr - -  3 ' so  ist Xo = - -  

r 

X O ~ X  o :--= 

I 

~4 

I 
. . . .  3 

und  daher  

I 

)-~ _ _  3 i - 3  + d "~ , 

so dass u n s e r  Cr i t e r ium sich in fo lgender  Weise aussprechen lasst: 
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Die zu r dquivalente Gr6sse 

(].r - - -  1~ 

~'r - -  3 

hat eine Entwicklung erster Art, welche mit der Periode 

( - - 3 , - - 3 , . . . )  ode," ( 3 , 3 , . . . )  

endigt, je nachdem 
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eine positive oder eine negative Zahl ist. 

Kehren  wir  n u n  zu der  Be t rach tung  der  Reihe (57)zur i i ck ,  so bleibt  

n u r  noch Folgendes  zu bemerken .  W e n n  die E n t w i c k l u n g  erster Ar t  yon 

x o weder  mi t  der  Per iode  ( 3 , 3 , . . . )  noch mi t  der  Pe r iode  ( - - - 3 , - - 3 , . . . )  
endigt ,  oder, was dasselbe besagt, wenn  x o nicht  zu r i~quivalent ist, so 
f inden die un te r  I.) und II.) angeste l l ten  Be t rach tungen  Anwendung .  Es 

gil t  daher  der  Satz: 

Ist die Gr6sse x o nicht der Zahl r - ~  3 -  x/____~ Ciquivalent, so sind die in 2 
der Reihe 

(Xo, fro), (Xl, Yl),  (x2, Y2), " • 

auftretenden Paare (&,  y.) yon einem bestimmten Werthe yon n ab s(immt- 
lich reducirt. 

§ 8. R e i h e n  r e d u c i r t e r  Z a h l e n p a a r e .  

W e n n  das Paa r  (Xo,Yo) reduc i r t  ist, so ist sein rechter  Nachba r  
(x l ,  yl) ebenfal ls  reducir t .  Denn  sei in den Gle ichungen  

(64) 

I 

x o ---- a o - - _  
O 1 

Yo ~--- ao - - -  Y~ 

(Xo, Yo) ein reducir tes  Paar .  Dann  sind n u r  fo lgende Fiille msg l ich :  

I.) x o - - - - 3 ~ r ,  Yo = r ,  folgl ich x 1 = 3 - - r ,  Yl = r '  
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2.) Xo = ~ 3 + r ,  Yo = - -  r ,  f o lg l i ch  x~ = ~ 3 + r ,  fix - -  

3.) x o ----- 2 . . .  ~ ,  x~ :-- 2 . . .  cxg, fo lg l i ch  

- -  - -  r .  

- ' - -  ( o ) . . . ( ~ ) .  a o - - 3 , 4 , . . . ,  yo = ( - - i - 4 - r ) . . . ( r )  u n d  y, ao--.?/o 

4.) x o ------- 00  . . . - -  2, x, = 2 . . .  0,% fo lg l i ch  

~o = - -  : , - -  3 , . . . ,  yo = ( - - r ) . . . ( ,  - - ~ )  

I 

u n d  y, - -  a 0 - -  Yo - -  ( - - I  -I- r ) . . .  (o), 

5") x o ----- 2 . . .  c~ , x I = - -  cxv . . .  - -  2, fo lg l i eh  

a o = 2 9 3  ~ ' " ~  
I 

y o = ( ~ I + r ) . . . ( r )  u n d  Y~--a,,--yo - -  - ( o ) . . . ( ~ - - r ) ,  

6.) x o = - -  c~ . . . - -  2 ,  x~ =- - -  cx~ . . . - -  2, f o lg l i ch  

ao = ~ 3 ,  ~ 4 ,  . . . ,  ' - ( - -  r). . . (o). V o = ( - - r ) . . . ( l - - r )  , n d  V , - - , o _ ~  

In  a l l en  F a l l e n  ist  a l so  ( x l , y l )  w i e d e r  ein r e d u c i r t e s  P a a r .  H i e r a u s  

fo lg t ,  dass  d ie  im  le tz ten  P a r a g r a p h e n  b e t r a c h t e t e n  R e i h e n  

( x o ,  ~ o ) ,  ( ~ , ,  v , ) ,  ( ~ ,  y , ) ,  . .  • 

t a u t e r  r e d u e i r t e  P a a r e  e n t h a l t e n ,  w e n n  das  A u s g a n g s p a a r  (Xo, Yo) ein r edu -  

c i r tes  is t  u n d  a l l g e m e i n e r ,  dass  in d e r  R e i h e  die  P a a r e  (x.,y.), (xn+l,y.+l),... 
bis  in's U n e n d l i c h e  r e d u c i r t  f ind,  f a l l s  (x,,, y.) ein r e d u c i r t e s  P a a r  ist. 

W e n n  m a n  d ie  zwei te  G l e i c h u n g  (64) in d ie  F o r m  setzt  

I I 

- - =  a o - -  

u n d  a n n i m m t  (xo, Yo) u n d  also a u e h  (x l ,  y l )  sei r e d u e i r t ,  so e r k e n n t  m a n ,  
I 

dass  a o d ie  e rs te  7~ahl ist, w e l e h e  bei  d e r  E n t w i e k l u n g  y o n  - -  in  e inen  Ke t -  
Yl 

t e n b r u e h  z w e i t e r  A r t  aufgr i t t .  D a h e r  ist  das  P a a r  (x o , Y0) vo l l s t~nd ig  be-  

s t i m m t ,  w e n n  (Xl,  y~) g e g e b e n  ist, o d e r  in W o r t e n :  J e d e s  r e d u e i r ~  P a a r  

bes i tz t  e inen  v o l l s t g n d ig  b e s t i m m t e n  l inken  N a e h b a r n ,  w e l e h e r  ebenfa l l s  
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ein rcducirtes Paar ist. Die Ergebnisse dieser Betrachtungen k0nnen wir 
folgendermassen aussprechen: 

Jedes reducirte Paar  ist Glied einer unbegrenzt nach rechts und  nach 

links fortsetzbaren Reihe yon reducirten Paaren,  yon welchen jedes dem vor- 

hergehenden nach rechts benachbart ist. Die ganze Reihe yon Paaren ldsst sich 

in eindeutiger Weise aus irgend einem Paare  der Reihe erzeugen~ und  wenn 

(65) (Xo,  yo) , (x~ , y , )  , ( ~ ,  u ~ ) ,  . . . ,  (x,+~ , u . + , ) ,  . .  . 

au f  einander folgende Glieder der Reihe sind, so stellen die Gleichungen 

Xo ~- (ao , al ~ . . . , a. , x~+l) 

(66) 
y n + l  - -  ( in  ~ a n - - I  ~ " " " ~ ao , 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster bez. zweiter A r t  yon x o bez. ~ dar. 
yn+l 

§ 9. O u a d r a t i s c h e  E o r m e n .  
Bezeichnet 

(67) au ~ + 2buv + cv ~ 

eine quadratische Form der posltiven Determinante 

(68) D =  b ~ - ac, 

so nenne ieh die Wurzeln 

--b--~/D 
(69) 

der Gleichung 

--b +4-~ 

a + 2 b x  T c x  ~ = o 

die erste bez. zweite Wurzel der Form, wobei ~/~ den positiven Werth 
der Quadratwurzel bedeutet. Zwei Formen sind bekanntlich dann und 
nut dann ttquivalent, wenn sie dieselbe Determinante besitzen und wenn 
zugleich ihre ersten Wurzeln ~quivalente Grsssen sind. Die in den vor- 
hergehenden Paragraphen aufgestellten Begriffe ~bertragen sich sofort auf 
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quadratische Formen; ni~mlich: eine quadratische Form heisst ))reducirt)), 
wenn ihre Wurzeln (Xo, Yo) ein reducirtes Paar bilden, und: zwei Formen 
derselben Determinante heissen ))benachbart)), wenn ihre Wurzelpaare be- 
nachbart sind. Solche benachbarte Formen sind offenbar hqulvalent. 

Es seien nun a ,  b, c ganze Zahlen und D ~ b ~ ac kein voll- 
sti~ndiges Quadrat. Bilden wir dann yon dem Paare (Xo, Y0) ausgehend 
die Reihe der benachbarten Paare: 

(*o ,  y o ) ,  ( ~ , ,  y ~ ) ,  • . . ,  (Xn+, ,  y . + , ) ,  . .  • ,  

so wird (Xn~_l, Yn-{-1) von einem bestimmten n a b  reducirt sein. Dies gilt 
nach den Si~tzen des § 7 allgemein, selbst in dem Falle wo x o zu r 
~quivalent ist, weil dann Yo die zweite Wurzel der ganzzahligen quadra- 
tischen Gleichung ist, welcher x o gentigt. Es folgt also: 

Jede quadratische Form (67) ist einer reducirten aquivalent. Entwickelt 

man namlich die erste Wurzel der Form in einen Kettenbruch erster Art  

x o ----- (a o , a  x , . . . , a . , x n + l ) ,  

so wird von einem bestimmten Werthe yon n a b ,  die Gr6sse xn+1 stets erste 

Wurzel einer reducirten Form sein, und die Form (67) wird durch die 

Substitution 
u ---- p~u' - - p , _ l v ' ,  v ~ q.u' - -  q,,_~v' 

in diese reducirte Form abergehen. 

Betraehten wir nun die reducirten Formen einer gegebenen Deter- 
minante D, so zeigt sich zun'~chst, dass nur eine endliche Anzahl solcher 

Formen existirt. Nach der Definition hat man n'~mlich f(lr die Wurzeln 
xo, Yo einer reducirten Form entweder 

x o = 2 . . . cx~  ] oder x o = - - c x ~ . . . ~ 2  ] 

yo = - ~ + r . . . r  I Yo = - - r . . .  ~ - - r l '  

und hicraus 

C "~= x0 - - f r O  ~ 2 ~ r . . . - - -  2 ~ r~  

2 4 - ~  i i 
- - - - - - ~  2 ~ r , . ,  ~ 2 -q-  r 
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Daher liegen die ganzen Zahlen a und c in dem Intervall 
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- -  ~ j ~ ( ,  - -  ~ ) . . .  + 2 4 ~ ( ~  - -  r), 

and kt~nnen also, ebenso wie b ~-+__ ~/D + ac nur eine endliche Anzahl 
yon Werthen besitzen. Hieraus folgt unmittelbar, class es nur endlich 
viele reducirte Formen der Determinante D giebt. Bilden wir yon dem 
Wurzelpaar (xo,Yo) einer reducirten Form f ausgehend die Reihe der 
nach rechts benachbarten Paare 

(x0 ,  y 0 ) ,  (~1 ,  y , ) ,  . . . ,  ( x . + , ,  ~ / .+ , ) ,  • • • ,  

so ist jedes Glied dieser Reihe Wurzelpaar einer reducirten zu f "~qui- 
valenten Form. Da nun die Anzahl dieser Formen endlich und die Reihe 
nach rechts wie nach links eindeutig fortsetzbar ist, so ergiebt sich: 

Die reducirten Formen der Determinante D .qruppiren sich in ))Perioden)) 
unter, einander Ciquivalenter. 

Ferner folgt aus dem Satze des letzten Paragraphen: 

Bezeiehnet x o die erste Wurzel einer reducirten Form, so ist die Ent- 

wicklung erster Art  yon x o rein periodisch, also yon der Gestalt 

x o ---:- (a o , a  1 , . . . , a , , , a o , a l , . . . , a . , . . . ) ,  

and der reciproke Werth der zweiten Wurzel ist verm6ge der Gle(chung 

I 

- - :  (a  n , a , , _  1 , . . . , a  o ,  a ~ ,  a.__ 1 ,  . . . ,  a o , . . . )  Yo 

in einen Kettenbruch zweiter Art  entwickelt. 

Verbinden wir mit diesem Resultate den in diesem Paragraphen an 
erster Stelle hervorgehobenen Satz, so folgt: 

Die Kettenbruch-Entwicklung erster Ar t  einer quadratischen Irrationa. 

litdit ~st stets periodisch. Dieselbe wird nach dem vorigen Satze rein pe- 
riodisch, wenn die Irrationalit~t erste Wurzel einer reducirten Form ist. 
Man bemerkt leicht, dass dieses auch der einzige Fall ist, in welchem 
dieser Umstand eintritt. 

Nach den Ergebnissen des § 5 gehen di e Kettenbruch-Entwicklungen 
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erster Art zweier '~quivalenter Grsssen stets durch Abgnderung einer 
endlichen Anzahl yon Theilnennern aus einander hervor. Eine Ausnahme 
erleidet dieser Satz nur dann, wenn die beiden Grsssen zu r aquivalent 
sind und die Entwicklung der einen mit der Periode (3, 3 , . .-),  die Ent- 
wicklung der andern mit der Periode ( - - 3 , ~ 3 , . . . )  endigt. Lassen 
wir daher stets diejenigen Formenperioden bei Seite, welehe yon Formen 
mit den Wurzeln x 0 = - - 3  -[-r,  Y0 = -  r gebildet werden, so besteht 
der Satz: 

Zwei  reducirte Formen  der Determinante  D s ind ciquivalent oder nicht, 

j e  nachdem sie derselben oder verschiedenen Formenperioden angeh6ren. 

Die AuflSsung der Pell'schen Gleichung kommt bekanntlich darauf 
zurt~ek, alle Substitutionen einer reducirten Form in sich zu finden. 
Oder, was dasselbe ist, alle _~quivalenzgleiehungen 

~ o  - -  (70) xo = ' - -  
T~ o - - 3  

aufzustellen, wenn x 0 die erste Wurzel einer reducirten Form bezeiehnet. 
Entwickelt man nun x o in einen Kettenbruch erster Art, und be- 

trachtet die hierbei auftretenden Gleichungen 

(7,) 

so sind ~lleselben s~tmmtlich yon der Form (70). Man erhMt aber auf 
diese Weise auch alle l~berhaupt existirenden Gleichungen (70). Falls 
x 0 nicht zu r aquivalent ist, folgt dieses aus dem ersten Satze des  § 6. 
Wenn aber x o zu r 'hquivalent und folglich gleich 3 - - r  oder gleich 
- - 3  -[-r ist, so muss man den Nachweis direct ftlhren, was keine Schwierig- 
keit hat und deshalb Kiirze halber hier unterbleiben mag. Bekanntlich 
entstehen die Gleichungen (7I) s,~mmtlich durch Iteration der ersten 
Gleichung 

Xo ~ (ao , al , . . . , a, , xo), 

welche die kleinste Lssung der Pell'sehen Gleiehung ergiebt. 
Dureh die Satze dieses Paragrapben ist, wie man sieht, die Theorle 

der quadratlschen Formen yon positiver Determinante in ahnlieher Weise 
auf die hier betrachtete Kettenbruch-Entwicklung erster Art  gegriindet, 
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wie man dieselbe sonst auf die gewshnliche nach grSssten Ganzen fort- 
schreitende Kettenbruch-Entwicklung zu gri~nden pflegt. Es ist noch zu 
bemerken, dass die erhaltenen Resultate sich nur unerheblich modificiren, 
wenn mun fiberall die Worte ))erster Art)) und ))zweiter Art))mit einander 
vertauscht. 

§ 10. E n t w i e k l u n g e n  J~iD • d i e  Q u a d r a t w u r z e l  a u s  e i n e r  f f a n z e n  Z a h l .  

Es bezeichne D eine positive ganze Zahl, welche kein vollstandiges 
Quadrat ist, und es seien 

(72 ) 
~/5 = (%, ~ , , . . . )  

¢ ~  = (bo, ~'1, "" ) 

die Kettenbruch-Entwlcklungen erster und zweiter Art y o n  ~/D. Dann 
werden die Zahlen ao, b o dutch die Gleichungen 

(73) 

I I 
~/D--a  o . . . ao  + ~ ,  2 

~ / ~ = b  o - r . . . b  o - r +  I. 

bestimmt sein. Daraus folgt sofort, dass die Paare 

(74) 

x° = ~ / 5 +  b° / ,  

J yo = - -  ~/D + bo 

Xo - -  ~ /~__ ao 

- ' / 

reducirt sind. Daher sind die Kettenbruch-Entwicklungen erster Art von 
Xo und x'o rein periodisch; also etwa 

(75) X o : ~ / - D  q-'bo : (ao + b o  , al , a : ,  . . . ,  a , ,  a o + b o ,  a, , a.~, . .  . , a . ,  . . . ) ,  

aus welcher Entwicklung unmittelbar die andere 

(76) 
, N I  

Xo - - -  = ( a , ,  a.~, . . . ,  a . ,  ao + bo,  a , ,  a.~, . . .~  a.~ ao + bo, . . . )  

A e t a  m a t h e m a t t c a .  12. Imprlm~ le 22 ]uin 1889. 51 
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I 
hervorgeht. Nun entsteht die Entwicklung zweiter Art  yon -- ~-- ~/D + a o 

, / Yo 
aus der Entwicklung erstcr Art  yon x[) durch Umkehrung der Periode. 
Also ist 

(77) 

die Entwicklung zweiter Art  von ~/~-t-ao.  
(77) ergeben den Satz: 

Die Qaadratwurzel aus einer ganzen Zahl 

~/5  + ao = (ao + bo, a,  , a,,_~ , . . . .  a~ , ao + bo, a , ,  . . . ,  a~,  . . . )  

Die Gleichungen (75) und 

D besitzt Kettenbruch-Ent- 

wieklun.qen erster und zweiter Art v o n d e r  Gestalt: 

(78) 
= (ao ,  al , . . . ,  a , ,  ao -]-- bo,  a l ,  . . . ,  a , , ,  ao + bo,  . . . )  

= (bo,  a , ,  . . . ,  a , ,  a o +  b,,,  a , ,  . . . ,  a~ ,  ao + t,o, . . . ) .  

Die Periode beginnt  also (wic in der gew0hnlichen Theorie) bei beiden 
Entwicklungen sogleich nach dem ersten Theilnenner. Sie schliesst bci 
beiden ab mit der Summe a o -I- bo der Anfangsglieder der Entwicklungen. 
Dutch Umkehrung der ilbrigcn Glieder der Periode geht die eine Ent- 
wicklung in die andere fiber. 

Aus den Gleichungen (73) geht hervor, dass entweder a o = -b  o oder 
I I 

a o -~ b o -[- ~ ist. Denn in das Intervall  a o ~ . . . a o d - - - ~  greifen n u r d i e  

beiden Intervalle a o - - - r . . . a o - r - + -  I u n d  tt o ~ I - r . . . a o - r  hinein; 
jedes andere Intervall  b o - - r . . ,  b o - - r +  I hat keinen Punkt  mit  

I I 
- - - . . .  ao + ~ gemein (vgl. Fig. x). Unterscheidet man dic beiden 

a° 2 

Fi~lle, so erh~lt man den Satz: 

I I 
Bestimmt man die .qanze Zahl ao so, dass ~/-D zwiscken a o - - - . . ,  ao + -  

2 2 

liegt, so sind zwei Fdlle m6glich: entweder ~/-D ist 9rSsser als a o 2 

oder ~/-~ ist kleiner als ao - 3 -- ~/-5 Im ersteren T'alle sind die Zahlen ao, bo 
0 

mit welchen die Entwicklungen (78) be qim~en, einander .qleich. Im letzteren 

Falle ist daqegen ao---bo + ~. 
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Nut im ersten Falte haben also die Entwicklungen (78) dieselbe 
Eigensehaft, wie die gewShnlich betrachtete Entwxcklung, dass n~mlich 
das Schlussglied der Periode das doppelte yon dem Anfangsgliede der 
Entwicklung ist. Freilich scheint dieser erste Fall  welt haufiger ein- 
zutreten als der zweite Fall. Der erste W.erth yon D in der Rcihe 
D - =  2 ,  3 , 5 , . . . ,  fur welchen der zweite Fall  eintritt, ist der Werth 

], • 

D = 13. Man finder n~mlich fctr die Entwmklungen erster und zweiter 
Art yon ~/~ bez~]glich: 

[ ~ = ( 4 ;  3, ~ , - - 7 , - 3 , - ~ , 7 ;  3, ~ , - 7 , - 3 , - ~ , 7 ~ . . . )  
(79) I~/U=(3;-~,-3,-7, ~, 3 , 7 ; - ~ , - 3 , - - 7 ,  ~, 3,7;...). 

Wenn a0---b0 ist, so kann man aus der Gleiehung 

v ' ~ - -  ~0 = (o, ~ , . . . )  = ( o ,  ~. , . . . )  

schliessen, dass entweder a~ == a, ,  oder a~-= a,~ + i ist. Im Falle, dass 
a~ = :  a,,  ist, folgert man welter, dass entweder a.,-= a,__~ oder a,, ~ a~_l-[-i 
ist, u. s. f. Hiernaeh kann unter Umst~nden die ge ihe  a ~ , . . . ,  a,, sym- 
metriseh, d. h. mit der ]{eihe a , , . . . ,  at identisch sein. Dies wird stets 

~, • 

dann stattfinden, wenn die Entwlcklung erster Ar t  yon ~/D mit  der Ent- 
wieklung zweitev Art  zusammenfallt .  Betrachten wlr nun einen solehen 
Werth yon D, f{~r welehen ~/D mit ~ ~/~ ~quivalent ist. Dann ist auch 
~/D + b 0 mit ~ V'IU--bo '~quivalent und kS treten folglich diese beiden 
Zahlen in ein und derselben Formenperiode auf. Wir haben daher, wenn 
wit  Gleiehformigkeit  halber a,+~ ffir ¢*0 ~ bo sehreiben, folgende Ent- 
wicklungen erster Art:  

~(!D - ~  b 0 = (an4 . 1 ,  a l  , a2 , . ° . ,  (.t:n , an+l  , a l  , a2 , . o .  , a n ,  . . . )  

- -  ¢ - ~ - -  b o  = ( a ~  , a , . + l  , . . . , a ~ + ,  , a ~  , a , . + ~  , . .  . , a , + ,  , . . . ) ,  

wo r ~  n angenommen werden darf  und die Indices yon a, welche grSsser 
als n -k i werden (rood. n + i) zu redueiren sind. Aus den vorstehenden 
Gleiehungen folgt: 

~ / 5  --}- b 0 = (a 'n+l  , (~1, *' . -  , a t - l ,  - -  ~ / 5 -  b0), 
also aueh 

- -  4 ~ - -  b0 = (--  ~,,+~, - -  a ~ ,  . . . ,  - -  ~ , . _ ~ ,  ~ 5  + b0) 
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und folglich durch Lhmmatlon yon - - ~ / ~ - - b 0 :  

( 8 0 )  ~/D + b 0 = ((an-b1 , ai ,  . . . .  , a , i . - 1 , -  anT1,  - - • 1 ,  . ° ° , - - a , , - i ,  ~/D -[- b0). 

D a h e r  mfissen d i e  2 r  Z a h l e n  e tn+ l ,  al ,  . . . ,  a r - i  , ~ a , + i  , - -  a l  , . . . ,  ~ a r _ l  

eine Periode a , ,÷~, . . . ,  a~ oder eine Zusammenfassung mehrerer solcher 
Perioden bilden. Da aber r ~  n vorausgesetzt wurde, so ist nur der erste 
Fall m6glieh. Setzen wir a,+~-------a~ so folgt aus (80): 

~ / - D  -Jr- b 0 - ~ -  ( - -  a t ,  a l  , . ° . , a t _ l ,  O r ,  ~ a l  , - -  a.2 , . . . , - -  a t _  1 ; - -  a, , al , . . .), 

wo die vor dem Semikolon stehenden Glieder die Periode bilden. Gehen 
wit endl~ch yon ~/~ q-b0 zu ~/D selber zuriick, so erhalten wir den Satz: 

Wenn der Werth yon ~/~ zu dem Werthe yon ~ ~/--5 dquivalent ist, 

so besitzt die Kettenbruch-Entwicklung erster Ar t  yon ~/D die Gestalt: 

(8i) ~ / - D - - - - ( a o ; a ~ , a ~ , . . . , a , . , ~ a ~ , ~ a : , . . . , - - a , . ; a ~ , a 2 , . . . ) ,  

wo die zwischen die beiden Semikolon gesetzten Glieder 

a l  , a 2  , . . . , a , .  , - -  a l  , - -  a ~  , . . . , ~ a , .  

die Periode bilden. 

Die Voraussetzung dieses Satzes l'hsst sich noch umformen. Wenn 
n'~mlich ~/D zu - -  ~/D aquivalent ist, so besteht eine Gleichung der Form 

_ _ - p , ( f i r  - -  = , )  
- -  

Wegen der Irrationalitat yon ~/D folgt aus dieser Gleichung 

und also befriedigen, 
die Gleichung 

(83) 

Umgekehrt leitet man 
sofort eine Rehltion der Gestalt (82) ab. 

a = 3 ,  [ ?  = TD, 

da a d - - ~ S y - - ~ - -  I ]st, die Zahlen x =  ~ , y  = y 

X 2 - -  D y  2 : - -  I .  

aus einer L6sung x----¢~, y = y  dieser Gleichung 
Daher konnen wir sagen: 
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Die Vorattssetzung des vorigen Satzes lasst sich durch die andere er- 
setzen, dass die Gleichun 9 

X 2 - - -  D f f  ~ = - -  I 

eine AuflO'sung i~ ganzea Zahlen besitzt. 

Wenn die Kettenbruch-Entwicklung erster Art  von ~/~ die Gestalt 
(8i) hat, so liefert die Entwicklung der Gleichung 

- -  ~ /D  -i t- a0 + a,. = ( a ~ ,  - -  a l  , . . . ,  - -  a ~ _ l  , ~ - D - -  a o - -  ct , . ) ,  

eine Relation der Form (82) und damit  einc Aufl0sung der Gleichung (83). 
Es ist leicht zu zeigen, dass aus dicser einen Aufl0sung alle t~brigen 

~bgeleitet werden k0nnen, ahnlich wie dies for die Kettenbruch-Entwick- 
lung yon ~/~, welche nach gr(~ssten Ganzen fortschreitet, geschieht. 

Ksnigsberg i. Pr. 15. December 1888, 


