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CHAPITRE II. 

Theorie des invariants integraux. 

§ 5. Proprietes diverses des equations de la dynamique. 

Soit F une fonction d'une double serie de variables: 

et du temps t. 
Supposons que l'on ait les equations differentielles: 

1Lc; dF' dy; d [<1 
-=-, 
dt dyi dt = -dx;· 

Considerons deux solutions infiniment voisines de ces equations: 

les ~ et les Y) etant assez petits pour qu'on puissc negliger leurs carres. 
Les ~ et les YJ satisferont alors aux equations differentielles lineaires 

dt 

qm sont les eqUations aux variations des equations (I). 
So it ~;, YJ; une autre solution de ces equations lineaires de sorte que: 
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Multiplions les equations (2) et (z') respectivement par~;,-~;, -~1 , ~~ 

et faisons la somrne de toutes ces. equations, il viendra: 

L i ( ~; ~;i - ~: ~ii- ~i ~;; + ~i :t) = 

"' "' ( d
2

F d"F d'F d'F ) 
L-; L-k ~"~; dy;dxk + ~k~; dy1dyk + ~"~; dx;dx" + ~"~; d~;dy" 

_"' "' ( -~' d'F + . , d'JI' + ~-E' rl"F + ~- , d'F ) 
L-; L-" ~. "dytdxk ~. ~" dy;dyk, ' "dx;dxk '~' dx;dy~.: 

ou 

ou enfin 

(3) ~;~l- ~;~l + ~;~2- ~;~2 + ... + ~~~n- ~~~ .. = constante. 

Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des 
equations lineaires ( 2 ). 

Il est aise de trouver d'autres relations analogues. 
Considerons quatre solutions des equations (z) 

t:: ,., t::" t::"' 
'>i ' c;; ' '>i ' '>i ' 

I II Ill 

~~' ~~' ~i' ~i • 

Considerons ensuite la somrne des determinants: 

~~ ~; ~;' ~:" 

LiLk ' ~;' "' ~i ~i ~i 

~k ~~ ~;' e;" 
I 
I~" ~~ " ~k 

,, 
~k 

ou les indices i et k varient depuis I jusqu'a n. On verifierait sans 
peine que cette sornme est encore unc constante. 

Plus generalement si l'on forme a l'aide de 2p solutions des equa
tions ( 2) la somme de determinants: 

La1a2 ... ap I ~a1 ~a1 ~a2 ~a2 • • • ~ap~a,,, 
( CC1 , cc 2 , ••• , ccP = I , 2 , .•• , n) 

cette somme sera une eonstante. 
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En particulier, le determinant forme par les valeurs des 2n qnantites 

~ et r; dans 2n solutions des equation.s (2) sera une constante. 

Ces considerations permettent de trouver une solution des equations 

(2) quand on en connait une integrale et reciproquement. 

Supposons en effet que 

so it une solution particuliere des eq nations ( 2) et designons par ~; et YJ; 
une solution quelconque de ces memes equations. On devra avoir: 

ce qui sera une integrale des equations (2). 
Reciproquement soit 

une integrale des equations ( 2 ), on devra a voir: 

dA; ~ d'P l'F 
-=-'~ -Ak+L -(-B dt "-~.dy~.d>r; ~.d.rtdJ: 1 ~., 

~~-~ = -L.~.d::~li A~.+ Lka.:t
2

~fi Bu 

ce qm montre que: 

est une solution particuliere des equations (2). 
Si maintenant: 

f/J (x1 , !/; , t) = con st. 

est une integrale des equations ( 1 ), 

"" d (/J ,. "" d (/J L- -d r;1 + L- d-_r;1 = const. x, y, 
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sera une integrale des equations (z), et par consequent: 

df/J 
~~ = dy;' 

dr[J 
'1);=-dx; 

sera une solution particuliere de ces equations. 

49 

Si f/) = const., f/)1 = const. sont deux integrales des equations ( 1 ), 

on aura 

"' (d f/J d f/J' - d f/J d f/J,) = const. 
L- dx; dy; dy; dx; 

C' est le theoreme de PoissoN. 
Considerons le cas particulier ou les x designent les coordonnees 

rectangulaires de n points dans l'espace; nous les designerons par la no
tation a double indice: 

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor· 
<lonnees et le second indice aux n points materiels. Soit m; la masse du 
i" point materiel. On aura alors: 

v etant la fonction des forces. 
On aura alors pour !'equation des forces VIves: 

F = 1 __:_ _., - V = const. "C" m· (dxk·) 2 

- 2 dt 

Posons ensuite: 

d'ou 

2 

(4) F L Yki V t = -- =cons. 
2m; 

Pt 

(I') dxk; dF -·.-=-, 
dt dyki 

dyk; dF 
dt =-dxki. 

.A'Ilta math~<matica. 13. Imprime le 30 juin 1890. 7 
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Soit: 

(s) 

une solution de ces equations (I'), une autre solution sera: 

xki = 9'.t; (t + h), 

h etant une constante quelconque. 
En regardant It comme infiniment petit, on obtiendra une solution 

des equations (2') qui correspondent a (1') comme }es equations (2) cor
respondent a (I): 

71, designant un fact.eur constant tres petit que l'on pent supprimer quand 
on ne considere que les eq nations Iineaires ( 2'). 

Connaissant une solution: 

dV 
r; = ;t;; 

de ces equations, on pent deduire une integrale: 

"\."" Y'lJ -~ dV t; = coust. 
L m L- dx 

Mais cette meme integralc s'obtient tres aisement en differentiant !'equa
tion des forces vives (4). 

Si Ies points materiels sont soustraits a toutc action exterieure, on 
peut deduire de la solution (5) une autre solution: 

:rli = 9'H(t) + h + kt, 

X2; = 9'z;(t), 1f., = 111 (f::,. (t), 
•. -1 IT ~t 

h et k etant des constantes quelconques. En regardant ces constantes 
com me infiniment petites, on obtient deux solutions des equations ( 2') 

/;2i = t;Bi = Y)!i = Y}2i = Y):Ji = 0, 

t;li = t, 
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On obtient ainsi deux integrales de (2 1
) 

L;7JH = const., 

On peut obtenir ces integrales en di:fferentiant les equations du 
mouvement du centre de ·gravite: 

Lm;x]i = tLyli + canst., 

Ly1; = const. 

Si l'on fait tourner la solution (S) d'un angle w autour de l'axe 
des z, on obtient une autre solution: 

x1i = ru cos (t) - 92i sin (t)' 
Yli I I • m; = S't'li cos (t) - S't'2i sm (t)' 

''/2i I • I 

~i = soli sm w + r2i cos (I) , 

Ya1 _ ml 
- rai· 

m; 

En regardant lo comme infiniment petit, on trouve comme solution 
de ( 2 1

) 

f-

~2i = 

~3i = 

d' oi1 l'integralc de ( 2 1
) 

o, o, 

que I' on pouvait obtcnir aussi en differentiant l'integrale des aires de (I 1
) 

Supposons maintenant que la fonction V soit homog€me et de degre 
- I par rapport aux x ce qui est le cas de la nature. 

Lcs equations (I 1
) nc changeront pas quand on multiplicra t par A 3, 
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les X par A2 et les y par A t, A etant une constante quelconque. De la 
solution (4) on deduira done la solution suivante: 

Si l'on regarde A comme tres voisin de l'unite, on obtiendrrt comrne 
solution des equations (2') 

ou 

(6) 

d'ou l'integrale suivante des equations (2'), laquelle, a la difference de 
celles que nons avons envisagees jusqu'ici, nc pent etre obtenue en difl'e
rentiant une integrale connue des equations ( 1 '): 

""·( + .. ) _ ["' (Yti'T)ti clV t= ')·] + t k. 2X;.;Yjk, Yki~ki - 3f L -- - -d-. '>ki cons . 
mi .~.tt / 

§ 6. Definition des invariants integ·raux. 

Considerons un systeme d'equations differentielles: 

dxi __ X 
dt - i! 

xi etant unc fonction donnee de XI ' x2' ... ' xn. Si l'on a: 

F(x1 , x
2 

, ••• , x,) = const., 

cette relation s'appelle une integralc des equations donnees. Le premier 
membre de cette relation peut s'appeler un invariant puisqu'il n'est pas 
altere quand on augmente Ies X; d'accroissements infiniment petits dx; 
compatibles avec les equations differentielles. 

Soit maintenant 
:r; , X~ , ••• , X~ 
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une autre solution des memes equations differenticlles, de tclle far;on que 
l'on ait: 

dx'i= X' 
dt t' 

X; etant unc fonction formee avec X~, x;, ... , X~ comme X; l'etait avec 
x1 , x

2 
, ••• , x,.. 

11 pourra se faire qu'on ait entre les 2n quantites x et x', une 
relation: 

P 1 (;:c1 , X 2 , ••• , x,. , x~ , x~ , ... , :r;,) = const. 

Le premier membre F 1 pourra encore s'appelcr un invariant de nos equa
tions differentielles, mais au 11cu de dependre d'une seule solution de ccs 
equations, il dependra de deux solutions. 

On peut supposer que x
1 

, x
2 

, ••• , x,. representent les coordonnees 
d'un point dans l'espace a n dimensions ct que les equations differentiel,lcs 
donnees definissent la loi du mouvement de ce point. Si 1' on considere 
deux solutions de ces equations, on aura deux points mobiles differents, 
se mouvant d'apres une meme loi definie par nos equations differentielles. 
L'invariant F 1 sera alors une fonction des coordonnees de ces deux points, 
qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale. 

On pourrait evidemment de meme, au lieu de deux points mobiles, 
en envisager trois on meme un pl~s grand nombre. 

Supposons maintenant que l'on considere une infinite de points mo
biles et que les positions initiales de ces points forrnent un certain arc 
de courbe c dans l'espace a n dimensions. 

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les 
equations differentielles qui definissent la loi de son mouvement, la po
sition du point a Ull instant quelconque se trouve entierement determinee. 

Si done nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment 
a, l'origine des temps UTI arc 0, TIOUS connaitrons leurs positions a Ull 

instant t quelconquc et nous vcrrons que les points mobiles a l'instant t 
forment dans l'espace a n dimensions un nouvel arc de courbe C'. Nous 
sommes done en presence d'un arc de courbe qui. se deplace en se de
formant parce que ses differents points se meuvent conformement a la 
loi definie par les eq nations differenticlles donnees. 
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~upposons main tenant que dans cc deplaeement ct eette deformation 
l'integrale suivante: 

(ou les y sont des fonctions donnees des ;r et qui est etendue a •tout 
l'arc de combe) ne change pas de valeur. Ccttc integrale sera encore 
pour nos equations difl'erentielles un invariant, dependant non plus d'un, 
de deux on de trois, mais d'une infinite de points mobiles. Pour indiquer 
quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant integral. 

De meme on pourrait imaginer qu'une integrale de la forme: 

etendue a tout l'arc de courbe, demeure invariable; ce sera it encore un 
invariant integral. 

On peut imaginer egalement des invariants integraux qui soient 
definis par des integrales doubles ou multiples. 

Imaginons qu'on considere un fiuide en mouvement permanent et 
de telle sorte que lcs trois composantes X, Y, Z de la vitesse d'unc 
molecule quelconque soient !les fonctions donnees des trois coordonnees 
x, y, z de cette molecule. Alors on pourra dire que la loi du mouve
ment d'une quelconque des molecules du fluide est definie par les equa
tions differentielles: 

'}__~ -- y 
dt- ' 

dz = Z. 
dt 

On sait que !'equation aux derivees partielles 

dX dY dZ -+-+-=o 
rl.1; d!f rlz 

exprime que le fluidc est incompressible. Supposons done que les fonc
tions X, Y, Z satisfassent a cette equation et considerons un ensemble 
de molecules occupant a l'origine des temps un certain volume. Les 
molecules se deplaccront, mais, en vcrtu de l'incompressibilite du fluide 
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le volume qu'elles occuperont demeurera invLtriable. En d'autres termes 
le volume, c'est a dire l'integrale triple: 

J[{ dxdydz 

sera un invariant integral. Plus generalement si l'on envisage les equations: 

et que l'on ait la relation: 

l'integrale d'ordre n 

~lx; =X 
dt ' 

(i=l, 2 .... , n) 

que Je continuerai a appeler le volume, sera un invariant integral. 
C'est ce qui arrivera en particulier pour les equations generales de 

la dynamique; car si l'on considere ces equations: 

dx; dP dy, dP 
-=-, 
tlt ely; 

--=-~.~, 

dt d,r, 

il est aise de vou· que 

l(dP) a( dP) 
L < dy; +L -dx; 

= 0. 
dx; dy; 

Mais en ce qm concerne ces equations generales de la dynamique, il y a 
outre le volume, un autre invariant integral qui nous sera encore plus 
utile. Nous avons vu en effet que: 

L ( ~; yt; - ~; yt;) = con st. 

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que l'integrale double 

est un invariant integral, ainsi que je le demontremi plus loin. 
Pour exprimer ce resultat d'une autre manicre, prenons le cas du 

problcme des n corps. 
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Nous representerons la situation du systeme des n corps par la po
sition de 3n points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse 
l'x du premier corps et pour ordonnee la projection sur l'axe des x de 
la quantite de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse 
l'y de ce meme corps et pour ordonnee la projection sur l'axe des y de 
sa quantite de mouvement et ainsi de suite. 

Irnaginons une double infinite de situations initiales du systeme. 
A chacune d'elles correspond une position de nos 3n points et si l'on 
considere !'ensemble de ces situations, on verra que ces 3n points rem
plissent 3n aires planes. 

Si maintenant le systeme se deplace conformement a la loi de !'at
traction, les 3n points qui representent sa situation vont aussi se deplacer; 
les 3n aires planes que je viens de definir vont done sc dCformer, mais 
l enr somme demeurera constante. 

Le theoreme sur la conservation du volume n'est qu'une consequence 
de celui qui precede. 

Il y a dans le cas du problerne des n corps, un autre invariant 
integral sur leq uel je veux attirer 1' attention. 

Considerons une simple infinite de positions initiales dn systeme 
formant un arc de com·be dans l'espace it 6n dimensions. Soient C0 et 
0 1 les valeurs de la constante des forces vives aux deux extremites de 
cet arc. .Je demontrerai plus loin que !'expression 

J L(2X;f[:lj, + y;d.x:;) + 3(C1 - C0 )t 

(oil l'integrale est Ctendue a l'arc de courbe tout cntier et ou le temps 
n'entre plus si G

1 
= C

0
) est encore un invariant integral; on peut 

d'ailleurs en deduire aisement les autres invariants integraux dont il a 
etc question plus haut. 

Nous dirons qu'un invariant integral est dn Ier ordre, du 2d ordre, 
. . . . ou dn ne ordre scion qu'il sera nne integrale simple, double, .... 
ou d' ordrc n. 

Parmi les invariants integraux nous distinguerons les invariants po
sitifs que nous cli~finirons comrne il suit. 

L'invariant integral d'ordre n 

j'.1lfdy
1 
d:r~ ... ri.r 11 
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction 
de x1 , X2 , ••• , xn qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine. 

Il me reste a demontrer les divers resultats que je viens d'enoncer; 
cette demonstration peut se faire par un calcul tres simple. 

So it: 

... ' da:n =X 
dt n 

un systeme d'equations differentielles ou XI' x2' ... ' xn sont des fonc
tions de x1 , x2 , ••• , x, telles que: 

Soit une solution de ce systeme d'equations dependant de n constantes 
arbitraires: 

' ou 

est 

Cette solution ecrira: 

xl = sol (t ' cxl ' cx2 ' ••• ' an), 

x2 = so2(t ' al ' a2' ... ' an), 

ll s'agit de demontrer que l'integrale 

J = J dx1 dx2 ••• dxn = J ~da1 da2 ••• dan 

dx1 dx2 dxn 
da1 da1 

da1 

dx
1 dx, dxn 

~= da2 da2 da2 

dx1 dx, dx,. 
dan dan dan 

une constante. 
.4etG mGtliemGtiea. 13 • Imprime le 7 juillet 1890. 8 
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On a en effet: 

et 

6.k etant le determinant 6. dans la k" colonne duquel on a rem place: 

par 

dx" dx~c dx" 
da, ' da

2 
' • • • ' dan 

Mais on a 

d'ou: 

On deduit de la: 

d'ou 

Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons: 

dMX, + dMX2 + + dMXn _ 
d d 

• . • d - o, 
X1 X2 

Xn 

M etant une fonction quelconque de x
1 

, x
2

, ••• , xn. 
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Je dis que 

J = J Mdx1 dx2 ••• dx,. = jll'I l::a.da1 da2 ••• dan 

est une constante. 
On a en effet: 

Il faut montrer que: 

dM dl::a. 
l::a.dt+Ma;t=o. 

On a en e:ffet (en vertu des equations (I)) 

et (d'apres ce que nous venons de voir): 

Il vient done: 

!::a. dM + MdA = a(dMXI + dMX, + ... + dMXn) = 0. 
dt dt dx

1 
d~V2 dxn 

C. Q.. F. D. 

Passons maintenant aux equations de la dynamique. 
Soient les equations 

dx; dF 

59 

(I') -=-, 
dt dy; 

dy; dF 
a;t= -dx,· (i~l,2, ... ,n) 

Soit une solution contenant deux constantes arbitraires a et (i et 
s' ecrivant: 

X; = tp;(t , rJ., (i), 

Y; = c/J;(t , a , (i). 
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Je di:::: que: 

J f(d ) f ~ (dz;dy; dz,dy')d d'R = xldyl + dx'J.dy, + ... + dx,.dyn = fi ,da dp- dp da a t' 

est une constante. 
Il vient en e:ffet: 

Il vient ensuite: 

On conclut de la que: 

L (a~';::;~- d~~: :;') 
_"'"' ( d

2
F dxk dy; + d

1
F dy1c dy; + d

1
F dxt dx; + d'F dw; dyk) 

- '- '- dy;dre~.:da dp dy1 dy~.:da dp dx,dretda dp dx;dy"dp da · 

Le second membre ne change pas quand on permute a et [3, on a done: 

L.(~2;:~~·-d~';::;i) = "L(~~p:!·-~'!p~:'} 
Cette egalite exprime que la quantite SOUB le signe J dans l'ex

dJ 
pression de dt est nulle et par consequent que 

dJ 
dt = o. 

C. Q. F. D. 
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Il me reste a envisager le dernier des invariants integraux qm se 
,presente dans le cas du probleme des n corps. 

Reprenons les equations de la dynamique, mais en posant: 

F= T+ U, 

T ne dependant que des yet U des x seulement. De plus Test homogene 
de degre 2 et U homogene de degre - 1. 

Prenons une solution 

X; = cp,(t, a), 

ne dependant que d'une seule constante arbitraire a. 
Considerons l'integrale simple: 

0 1 et 00 etant les valeurs constantes de la fonction F aux extremites 
de l'arc le long duquel on integre. 

ll vient: 

Il vient: 
dm; dF dT 
-=-=-, 
dt dy; dy; 

dy; dU 
dt =-ax.' 

d'ou 

dJ jLL( dTdy; d'T dy" d:eidU d'U dx") 
dt = 2 -d -d +Y;-d d -d - -d -d - 2X;-d d -d da + 3(01- Oo)· 

~ a ~ ~ a a ~ ~ ~ a 

Mais en vertu du theoreme des fonctions homogenes on a: 

L d'T dT y----
i i dy;dyk- dyA:' 
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d'ou 

dJ =!" ( dTd.IJi + tlU d~;)d + (O _ O) 
dt ~ 3 dyi da 3 dxi da tX 3 I o 

ou 
dJ f dt = 3 (dT + dU) + 3(01 - 0 0 ). 

Or d'apres la definition de C
1 

et C
0 

on a 

Co- 01 = jdF = j(dT + dU). 

II vient done 
dJ 
dt = o. 

C. Q. F. D. 

§ 7. Transformation des invariants integraux. 

Reprenons nos equations differentielles 

... ' 

et supposons que l'on ait 

de telle sorte que l'integrale d'ordre n 

soit un invariant integral. 
Changeons de variables en posant: 

(3) 

XI = rft (zl ' z~ ' • • • ' zn), 

X~ = rf2 (Z1 , ::12 , ••• , Zn), 

dxn= X 
dt n 

§ 7. 
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et appelons A le determinant fonctionnel des n fonctions ¢ par rapport 
aux n variables z. 

Nous aurons apres le changement de variables: 

J = jMAdz1 dz~ ... dz,.. 

Si !'invariant J etait positif avant le changernent de variables, il restera 

positif apres ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et 
uniforme. 

Comme en permutant deux des variables z, on change le signe de 

A, il nous su:ffira de supposer que A est toujours de meme signe ou 
qu'il ne s'annule jamais. Il devra de plus etre toujours fini et uniforme. 

Cela arrivera si le changernent de variables (3) est doublement univoque, 
c' est a dire si dans le domaine considere les x sont fonctions uniformes 

des z et les z fonctions uniformes des x. 
Ainsi apres un changernent de variables doublement univoque, les 

invariants positifs restent positifs. 
Voici un cas particulier interessant: 
Supposons que l'on connaisse une integrale des equations (I) 

F(x1 , x~, .•. , x,.) = C. 

Prenons pour variables nouvelles z,. = C d'une part et d'autre part n- I 

autres variables Z1 , Z2 , ••• , z,._1 • 11 arrivera souvent qu'on pourra choisir 

Z1 , z2 , ••• , z,._1 de telle sorte que ce changement de variables soit double
ment univoque dans le domaine considere. 

A pres le changement de variables, les equations (I) deviendront: 

(4) dzn-1 Z --a;t = n-11 
dz,. Z 
dt= n = O, 

Z1 , Z2 , ••• , Z,._1 etant des fonctions connues de z1 , z2 , ••• , z,.. Si I' on 

regarde la constante C = z,. comme une donnee de la question, les equa

tions sont reduites a l'ordre n- I et s'ecrivent: 

(4') 
dzn-1 _ z -at- n-11 

les fonctions Z ne dependant plus que de z1 , Z2 , ••• , z,._1 puisque z,. y 

a ete rernplace par sa valeur numerique. 
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Si les equations (I) admettent un invariant positif 

J Mdx1 dx2 ••• dx,., 

les equations (4) admettront egalement un invariant positif: 

J =J p.dz1dz2 ••• dz,._ 1 dz,.. 

§ 7. 

Je dis maintenant que les equations (4') qui sont d'ordre n- t 

admettent egalement un invariant integral positif qui devra etre d'ordre 
n- I. 

En effet, dire que J est un invariant integral c'est dire que 

ou puisque Z,. est nul, 

ce qm prouve que l'integrale d'ordre n- I 

J p.dz1dz2 ••• dz,._1 

est un invariant pour les equations (4:). 
Jusqu'ici nons avons fait porter les changements de variables sur 

les fonctions inconnues X 1 , x~, ... , x .. , mais nous avons conserve le temps 
t qui est notre variable independante. Nous allons supposer maintenant 
que l'on pose: 

et que nous prenions t1 comme nouvelle variable independante. 

(5) 

Les equations (I) deviennent alors: 

dx1 X' X drp X dt 
dt= i = tJt= idf' 

1 1 1 

Si les equations (I) ont un invariant integral d'ordre n 

jMdx1dx2 ••• dx,. 

(i=1,2, ... ,n) 
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on devra a voir 

ce qui· peut s'ecrire 

"' ~ (M dtt x~) = L dx; dt ' o. 

Cela montre que 

est un invariant integral pour les equations (s). 
Pour que cette transformation puisse etre utile, il faut que t et t1 

0 1' f d 11 dtt 0 

A d f f 0 sment 1es e te e sorte que dt pUisse etre regar e comme une onctwn 

connue, finie, continue et uniforme de x
1 

, x~ , ... , x,.. 
Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable 

independante: 

ll vient alors 

dtt =X 
dt " 

et les equations (s) s'ecrivent 

... ' I' 

et elles admettent com me invariant integral: 

J MX,. dx1 dx2 ••• dx,.. 

De meme s1 nous prenons pour nouvelle variable independante: 

8 etant une fonction quelconque de x
1 

, x
2 

, ••• , x,., le nouvel invariant 
integral s' ecrira: 

.Acta maf.kwul.tica. 13. Imprime le 8 juillet 1890. 9 
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11 est a rema.rquer que la forme et la signification d'un invariant integral 
est beaucoup plus profondement modifiee quand on change la variable 
independante appelee temps que quand le changement de variables porte 
seulement sur les fonctions inconnues x1 , x~ , ... , .'rn, car alors les lois 
du mouvement du point representatif P se trouvent completement trans· 
formees. 

Supposons n = 3 et regardons x1 , a-2 , xs comme les coordonnees 
d'un point P dam. l'espace. L'equation: 

representera une surface. Considerons une portion quelconque de cette 
surface et appelons S cette portion de surface . 

• Je supposerai qu'en tous les points de S on a 

Il en resulte que la portion de surface s n'est tangente a aucune tra
jectoire. .Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit P
0 

un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette 
trajectoire prolongee vient recouper S en un point P1 , je dirai que P1 

est le consequent de P
0

• A son tour P
1 

peut avoir un consequent P, 
que j'appellerai le second consequent de P 0 et ainsi de suite. 

Si on considere une courbe C tracee sur 8, les ne• consequents des 
divers points de cette courbe formeront une autre courbe C' que j'appel
lerai la n• consequente de C. On definirait de la m~me fa~on l'aire qui 
est n• consequente d'une aire donnee faisant partie de S. 

Cela pose, soit une portion de surface sans contact S ayant pour 
equation B = o; soit C une courbe fermee tracee sur cette surface et 
Iimitant une aire A; soient C' et A' les premieres consequentes, en et 
An les n•s consequentes de C et de A. 

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge 
depuis sa rencontre avec C jusqu'a sa rencontre avec C'. L'ensemble de 
ces trajectoires formera une surface trajectoire T. 

Je considere le volume Y limite par la surface trajectoire T et par 
les deux aires A et A'. Supposons qu'il y ait un invariant positif 
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dJ 
J'etends cet invariant au volume V et j'ecris que dt est nul. 

Soit dro un element de la surface S. Menons la normale a cet ele
ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn. Soit 

fJ + :: dn la valeur de fJ a l'extremite de cette longueur. Si l'on a 

mene la normale dans le sens des f) croissants, on aura 

d(J 
dn > o. 

Posons: 

on aura alors 

:: = j MHdro -f MHdro, 
A' A 

la premiere integrale etant etendue a l'aire .A' et la seconde a l'aire .A. 
L'integrale 

jMHdro 

conserve la meme valeur qu'on l'etende a l'aire .A, ou a .A', ou par 
consequent a .An. C'est done un invariant integral d'une nature parti- . 
culiere qui conserve la meme valeur pour une aire quelconque ou pour 
l'une de ses consequentes. 

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothese, M, H et par 
consequent MH sont positifs. 

§ 8. Usage des inva'l'iants integ'l'aux. 

Ce qui fait !'interet des invariants integraux, ce sont les tMoremes 
suivants dont nous ferons un frequent usage. 

Nous avons defini plus haut la stabilite en disant que le point 
mobile p doit rester a distance :finie; on l'entend quelquefois dans un 
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilite, il faut que le point P rev1enne 
au bout d'un temps su:ffisamment long sinon a sa position initiale, du 
moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position 
initial e. 

C'est dans ce dernier sens que Pmssox entendait la stabilite. Lors
qu'il a demontre que, si l'on tient compte des secondes puissances des 
masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il s'est seule
ment attache a etablir que les developpements de ces gran~s axes en 
series ne contiennent que des termes periodiques de la forme sin at ou 
cos a.t, ou des termes mixtes de la forme t sin at ou t cos at, sans contenir 
aucun terme seculaire de la forme t ou t 2

• Cela ne signifie pas que les 
grands axes ne peuvent jamais depasser une certaine valeur, car un terme 
mixte t cos at peut croitre au dela de toute limite; cela veut dire seule
ment que les grands axes repasseront une infinite de fois par leur va
leur primitive. 

La stabilite, au sens de PoiSSON, peut-elle appartenir a toutes les 
solutions'? PoiSSON ne le croyait pas, car sa demonstration suppose ex
pressement que les moyens mouvements ne sont pas commensurables; 
elle ne s'applique done pas queUes que soient les conditions initiales du 
mouvement. 

L'existence des solutions asymptotiques, que nous etablirons plus loin, 
montre su:ffisamment que si la position initiale du point Pest convenable· 
ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinite de fois aussi pres 
que l'on voudra de cette position initiale. 

Mais je me propose d'etablir que, dans un des cas particuliers du 
probleme des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et 
cela d'une infinite de manieres) de telle fa<;on que ce point P repasse 
une infinite de fois aussi pres que l'on voudra de sa position initiale. 

En d'autres termes, il y aura une infinite de solutions particulieres 
du probleme qui ne jouiront pas de la stabilite au second sens du mot, 
c'est a dire au sens de PoisSoN; mais il y en aura une infinite qui en 
jouiront. J'ajonterai que les premieres peuvent etre regardees comme 
exceptionnelles et je chercherai plus loin a faire comprendre le sens 
precis que j'attache a ce mot. 

Supposons n = 3 et imaginons que x1 , x2 , x3 representent les coor· 
donnees d'un point P dans l'espace. 
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Theoreme I. Supposons que le point P reste a distance finie, et que 

le volume j dx
1 
dx2 dx3 soit un invariant integral; si l'on considere une 

region ro quelconque, quelque petite que soit cette region, il y aura des 
trajectoir€s qui la traverseront une infinite de fois. 

En effet le point P restant a distance finie, ne sortira jamais d'une 
region limitee R. J'appelle V le volume de cette region R. 

Imaginons maintenant une region tres petite r0 , j'appelle v le volume 
de cette region. Par chacun des points de r

0 
passe une trajectoire que 

l'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi 
definie par nos equations differentielles. Considerons done une infinite de 
points mobiles remplissant au temps o la region r

0 
et se mouvant en

suite conformement a cette loi. Au temps r ils rempliront une certaine 
region rp au temps 2!' une region r2, etc. au temps nr une region rn. 
Je puis supposer que r est assez grand et 1·

0 
assez petit pour que r0 et 

r 1 n'aient aucun point commun. 
Le volume etant un invariant integral, ces diverses regions r0 , r11 

... , rn auront meme volume v. Si ces regions n'avaient aucun point 
cominun, le volume total serait plus grand que nv; mais d'autre part 
toutes ces regions sont interieures a R, le volume total est done plus 
petit que V. Si done on a: 

v n>-, 
v 

il faut que deux au moins de nos regions aient une partie commune. 
Soient rP et rq ces deux regions (q > p). Si rP et rq ont une partie 
commune, il est clair que r 0 et rq-p devront avoir une partie commune. 

Plus generalement, si on ne pouvait trouver k regions ayant une 
partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir a plus 
de k- I des regions ro' rl' ... ' rn. Le volume total occupe par ces 

nv 
regions serait done plus grande que -k--. Si done on a 

-I 

v 
n > (k- 1)-, 

v 

il faut que l'on pmsse trouver k regions ayant une partie commune. 
Soient: 
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ces regions. Alors 

auront aussi une partie commune. 
Mais reprenons la question a un autre point de vue. Par analogie 

avec la nomenclature du paragraphe precedent nous conviendrons de dire 

que la region 'rn est la ne consequente de ro et que ro est la ne ante

cedente de r,.. 
Supposons alors que rP soit la premiere des consequentes successives 

de r 0 qui ait une partie commune avec 1'
0

• Soit r~ cette partie com

mune; soit s~ la pe antecedente de r~ qui fera aussi partie de r0 puisque 

sa pe consequente fait partie de 1'r· 

Soit ensuite r;, la premiere des consequentes de r-~ qui ait une partie 

commune avec r~; soit r~' cette partie commune; sa pr antecedente fera 

partie de 1·~ et par consequent de 1·0 , et sa p + p~ antecedente que j'ap

pellerai s~' fera partie de s~ et par consequent de ro. 

Ainsi s~' fera partie de r
0 

ainsi que ses pe et p + p~ consequentes. 

Et ainsi de suite. 
Avec 1·~' nous formerons r~" comme nous avons forme r~' avec r~ 

et r~ avec r 0 ; nous formerons ensuite r~'", ... , r~, .... 
Je supposerai que la premiere des consequentes successives de r~ qui 

ait une partie commune avec r; soit celle d'ordre Pn· 

J'appellerai s; l'antecedente d'ordre p +pi + p~ + ... + Pn-I de r~. 
Alors s; fera partie de 1·0 ainsi que ses n consequentes d'ordre: 

P ' P + PI ' P + P1 + P~ ' • • • ' P + PI + P~ + ' ' ' + Pn-1' 

De plus s; fera partie de s~-1 , s~-1 de s;-2
, •••• 

II y aura alors des points qui appartiendront a la fois aux regwns 

r0 , s~, s~', ... , s~ , s~+I, . . . ad. inf. L'ensemble de ces points formera 

une region l1 qui pourra d'ailleurs se reduire a un ou a plusieurs points. 

Alors la region n fera partie de r
0 

ainsi que ses consequentes d•ordre 

p ' p + p1 ' ... ' p + PI + ... + Pn ' p + PI + ... + Pn + Pn+J ' ... ad. inf. 
En d'autres termes, toute trajectoire issue d'un des points de a tra-

versera une infinite de fois la region r0
• 

C. Q. F. D. 
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Corollaire. Il resulte de ce qui precede qu'il existe une infinite de 
trajectoires qui traversent une infinite de fois la region ro; mais il pent 
en ~xister d'autres qui ne traversent cette region qu'un nombre fini de 
fois. ,Je me propose maintenant d'expliquer pourquoi ces dernieres tra· 
jectoires peuvent etre regardees comme exceptionnelles. 

Cette expression n'ayant par elle-meme aucun sens precis, je sms 
oblige d'abord d'en completer la definition. 

Nous conviendrons de dire que la probabilite pour que la position 
initiale du point mobile p appartienne a une certaine region ro est a la 
probabilite pour que cette position initiale appartienne a une autre region 
r~ dans le meme rapport que le volume de r0 au volume de r~. 

Les probabilites etant ainsi definies, je me propose d'etablir que Ia 
probabilite pour qu'une trajectoire issue d'un point de r

0 
ne traverse pas 

cette region plus de k fois est nulle, quelque grand que soit k et quelque 
petite que soit la region r

0
• C'est Ht ce que j'entends quand je dis que 

les trajectoires qui ne traversent r
0 

qu'un nombre fini de fois sont ex
ceptionnelles. 

Je suppose que la position initiale du point p appartienne a ro et 
je me propose de calculer la probabilite pour que la trajectoire issue de 
Ce point ne traverse pas k + I fois }a region r0 depuis l'epoque b jusqu'a 
l'epoque nr. 

Nous avons vu que si le volume v de r 0 est tel que: 

kV n>
v 

on pourra trouver k + I regions que j'appellerai 

et qui auront une partie commune. Soit sa. cette partie commune, soit 
s0 son antecedente d'ordre ak; et designons par sP la pe consequente de s0 • 

Je dis que si la position initiale du point p appartient a so, la tra
jectoire issue de ce point traversera k + I fois au moins }a region r0 

entre l'epoque o et l'epoque nr. 
En effet le point mobile qui decrit cette trajectoire se trouvera a 

l'epoque 0 dans la region so, a l'epoque pr dans la region sp, a l'epoque 
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nr dans la region sn. 11 traversera done neeessairement, entre les epoques 
0 et nr, les regions suivantes: 

Or je dis que toutes ces regions font partie de t·
0

• En effet sa. fait partie 
de r0 par definition; s

0 
fait partie de r0 parce que sa a: consequente 

sa. fait partie de ra., et en general sa.-a. fera partie de ro parce que 
sa a~ eonsequente sa. fait partie de ra,. 

Done le point mobile traversera k + I fois au moins la region r\). 
C. Q. F. D. 

Soit maintenant q
0 

la portion de ,.o qm n'appartient ni a s0 • ni a 
aucune region analogue, de telle fac;on que les trajectoires issues des 
divers points de do ne traversent pas }a region r

0 
au moins k + I fois 

entre les epoques o et nr. Soit w le volume de n
0

• 

La probabilite cherchee, c'est a dire la probabilite pour que notre 
trajeetoire ne traverse pas k + 1 fois r0 entre ees deux epoques sera 

alors ~. 
v 

Or par hypothese aueune trajeetoire issue de tr0 ne traverse k + 1 

fois r0 ni a fortiori tr0 entre ees deux epoques. On a done: 

kV w<
n 

et notre probabilite sera plus petite que 

kV 
nv 

Quelque grand que soit k, quelque petit que soit v, on pourra toujours 
prendre n assez grand pour que cette expression soit aussi petite que 
nous le voudrons. Done il y a une probabilite nulle pour que notre 
trajectoire, que nous savons issue d'un point de r

0
, ne traverse pas cette 

region plus de k fois depuis l'epoque 0 jusqu'a l'epoque + oo. 
C. Q. F. D. 

Extension du theoreme 1. Nous avons suppose: 
I

0 que n = 3, 
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2° que le volume est un invariant integral, 
3° que le point p est assujetti a rester a distance finie. 
Le theoreme est encore vrai si le volume n'est pas un invariant 

integral, pourvu qu'il existe un invariant positif quelconque: 

J Mdx1 clx~dx8 • 

Il est encore vra1 Sl n > 3, s'il existe un invariant positif: 

J Mdx1 dx'J ... dx,. 

et Sl X1 , X~ , , •• , X,., COOrdonnees d U point p dans l' espace a n dim en· 
sions, sont assujetties a rester finies. 

Mais il y ~ plus. 
Supposons que x1 , x'J, ... , x,. ne soient plus assujetties a rester finies, 

rnais que !'invariant integral positif 

J Mdx1 dx2 ••• dx,. 

etendu a l'espace a n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le 
theoreme sera encore vrai. 

Voici un cas qui se presentera plus frequemment. 
Supposons que l'on connaisse une integrale des equations (1) 

F(x1 , X 2 , ••• , x,.) = const. 

Si F = canst. est !'equation generale d'un systeme de surfaces fermees 
dans l'espace a n dimensions, si en d'autres termes F est une fonction 
uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables x1 , x2 , 

... , x,. cesse d' etre finie, il est clair que x
1 

, x
2

, ••• , xn resteront toujours 
finies, puisque F conserve une valeur constante finie; on se trouve done 
dans les conditions de l'enonce du theoreme. 

Mais supposons que les surfaces F = canst. ne soient pas fermees; 
il pourra se faire neanmoins que !'invariant integral positif 

J]{dx1dx2 ••• dx,. 

etendu a tous les systemes de valeurs des X tels que: 

C1 <F< C2 

ait une valeur finie; le theoreme sera encore vra1. 
Acta mathematica. 13. Imprime le 2 aoftt 1890, 10 
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C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant. 
M. HILL dans sa theorie de la lune a neglige dans une premiere 

approximation la parallaxe du soleil, l'excentricite dn solei! et l'incli
naison des orbites; il es~ ainsi arrive aux equations suivantes: 

dy 1 

aT= y, 

-= 2n' '-x - n'· dx' ( f'l. n) 
dt y v(x2 + y')3 3 ' 

qm admettent l'integrale: 

et !'invariant integral 

J dxdydx'dy'. 

Si l'on regarde x, y, x' et y' comme les coordonnees d'un point 
dans l'espace a 4 dimensions, !'equation F = const. represente un systeme 
de surfaces qui ne sont pas fermees. .Mais I' invariant integral etendu a 
tous les points compris entre deux de ces surfaces est :fini, comme nous 
allons le montrer. 

Le theoreme I est done encore vrai; c'est a dire qu'il existe des 
trajectoires qui traversent nne infinite de fois toute region de l'espace a 
4 dimensions, quelque petite que soit cette region. 

Soit done a calculer l'integrale quadruple 

J = jdxdydx'dy', 

cette integrale etant etendue a tous les systemes de valenrs tels que 

Changeons de variables et transformons notre integrale quadruple, en 
posant: 

x' = cos 9 y2r, y' = sin 9 y2r, 

X= p COS w, y = p smw; 
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cette integrale devient: 

et il vient d'autre part: 

Nous devons' integrer d'abord par rapport a 9 entre les limites o et zn, 
ce qui donne: 

J = 27l' J pdpdrdw 

et !'integration doit etre etendue a tous les systemes de valeurtJ de p ' 'r 
et w qui satisfont aux inegalites: 

r > o , r > 01 + ~ + ~ n'
2p 2 cos 2 

w, 

De ces inegalites on peut deduire la suivante: 

Regardons p et m comme les coordonnees polaires d'un point et coiJstrui
sons la courbe 

C + !!_ + ~n' 2p 2 cos 2 m = o. 
2 p 2 

I 2 
Nous verrons que s1 0 2 est plus petit que - -(gn'p)3 cette courbe se 

2 

compose d'une ovale fermee situee tout entiere a l'interieur du cerclc 

.aJ--p 
p = V 3n'2 

et de deux branches infinies situees tout entieres a l'exterieur de ce cercle. 
Le lecteur fera facilement cette construction; s'il y eprouvait quelquc 

difficulte, je le renverrais au memoire original de M. HILL dans le tome 
I de !'American Journal of Mathematics. 

M. HILL conclut de la que si le point p' (J) est a l'origine des temps 
a l'interieur de cette ovale fermee, il y restera toujours; que par conse-



76 H. Poincare. § 8. 

quent p restera toujours plus petit que V 
3
:,. . Ainsi si l'on negligeait 

la parallaxe du soleil, son excentricite et les inclinaisons, il serait permis 
d'assigner une limite superieure · au rayon vecteur de la lune. En 

ce qm concernc la lune en effet, la constante C~ est plus petite que 

I ( I )i --z gnp. . 

C'est ce remarquable resultat de M. HILL que Je me propose de 
completer en montrant que, dans ces conditions, la lune jouirait egale
ment de la stabilite au sens de PoissoN; je veux dire par la que, si les 
conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune 
repassera une infinite de fois aussi pres que l'on voudra de sa position 
primitive. C'est pour cela, comme je l'ai explique plus haut, que je 
me propose de demontrer que l'integrale J est finie. 

Comme p est plus petit que • 
3

/ P., et par consequent limite, l'integrale: V 3nj 

J = 21r jpdpdrdw 

ne peut devenir infinie que si r croit indefiniment, et r ne peut devenir 
infini, en vertu des inegalites (r) que si p s'annule. 

Posons done: 
J = J' + J", 

J' representant l'integrale etendue tt taus les syst(nnes de valeurs tels que 

·r > o , p > Po , 01 < F < 0 2 

et J'' representant l'integrale etendue a taus les systemes de valeurs 
tels que: 

(3) r > o , p < Po , C1 < F < C2 • 

Quand les inegalites ( 2) sont satisfaites p ne peut s'annuler; done r ne 
peut devenir infini. Done la premiere integrale J' est finie. 

Examinons maintenant J". Je puis supposer que p0 a ete pris assez 

petit pour que 
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Les inegalites F > 01 , p <Po entrainent alors r > o. Nous devons done 
integrer par rapport a r entre les limites: 

Il vient alors: 

2tr Po 

J" = 21r(C2 - C1 )jdwfpdp = zn2p~(U2 -. CJ. 
0 0 

J'' et par consequent J est done fini. 
C. Q. F. D. 

M. BoHLIN a generalise de la mamere suivante le resultat de M. 
HrLL. Considerons le cas particulier suivant du probleme des trois corps. 
Soit A un corps de masse 1 - p. , B un corps de masse p. et C un corps 
de masse infiniment petite. Imaginons que les deux corps A et B (dont 
le mouvement doit etre Keplerien, puisqu'il n'est pas trouble par la masse 
de C) decrivent autour de leur centre de gravite commun suppose fixe 
deux circonferences concentriques, et que C se meuve dans le plan de 
ces deux circonferences. Je prendrai pour unite de longueur la distance 
constante AB, de telle fa~on que les rayons de ces deux circonferences 
soient I -fl. et p.. Je supposerai que !'unite de temps ait ete choisie 
de telle sorte que la vitesse angulaire des deux points A et B sur leurs 
circonferences soit egale a I (ou ce qui revient au meme que la con· 
stante de GAUSS soit egale a I). 

Choisissons alors deux axes mobil~s ayant leur origine au centre de 
gravite des deux masses A et B; le premier de ces axes sera la droite 
AB, et le second sera perpendiculaire au premier. 

Les coordonnees de A par rapport a ces deux axes sont - p. et o; 
celles de B sont' 1 - p. et o; quant a celles de C je les appelle x et y; 
j'ai alors pour les equations du mouvement: 

dx' 
dt= ,+dV+ 

2Y dx x, 

dy' , dV 
dt =- 2X + dy + y, 
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en posant 
I ---- p fl 

V=~+ Be· 
On a d'ailleurl>: 

.A0
2 = (x + p.)~ + y2

, 

Ces equations admcttcnt une integralc: 

, x' 2 + y'" x• + y• 
E = -V- =K 

2 2 

et un invariant integral: 

J = J dxdydx'dy'. 

M. BoHLIN, dans le tome 10 des Acta mathematica, a generalise le 

resultat de M. HILL, en montraut que l>i b con stante K a. une valeur 

convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de x et 

de y sont assez petites, ccs quantites x et y resteront limitees. 

Je me propose maintenant de montrcr que l'integrale J etcnduc a 
tous les systEm1es de valeurs tels que 

est finie; d'oit nous pourrous conclure, counnc nous l'avons fait plus haut, 

que la stabilitc au sens de PoiSSON subsiste encore dans ce cas. 

Si les constantes K
1 

et K
2 

sont convenablement choisies, le tbeoreme 

de M. BoHLIN montre que x et y seront limites. Quant a x' et y' ils ne 

pourront devenir infinis que si V devient infini, c'est a dire si .AG s'annule, 

ou si BO s'annule. 

Posons alors: 
J = J' + J" + J"', 

l'integralc J' etant etendue a tous les systernes de valeurs tels que: 

l'integrale J" a tous les systemes de valeurs tels que: 

(d'ou BG 2 >p~), 
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et l'integrale .J'" a to us les systemcs de valeurs tels que: 

(d'ou A0 2 > p~). 

Comme pour aucun des systemes de valeurs auxquels l'integrale ,p est 
etendue, AC ou BC ne s'annule, cette integrale .J' est finie. 

Examinons maintenant l'integrale J". Je puis supposer que Po ait 
ete choisi assez petit pour que 

1-p. p. -- + K 1 > o , - + K 1 > o. 
Po Po 1 

w'2 + y'' 
Dans ce cas peut varier entre les limites 

2 

2 + s L =K +I-p.+_E_+w y 
I 1 AO BO 2 

et 

car la plus petite de ces deux limites est positive. 
Posons alors comme plus haut: 

x' = l./2r cos tp, y' = l./2r sin tp, d'ou 

l'integrale deviendra 

.J" = J dxdydrdtp 

w'2 + y'2 
r- . 

- 2 ' 

et on devra integrer par rapport a (/1 entre les limites 0 et 27r et par 
rapport a r entre les limites L 1 et L

2
; il viendra done: 

.J" = 2n(K2 - KJJ dxdy. 

L'integrale double f dxdy devra etre etendue a tous les systemes de va· 

leurs tels que A0 2 < p~; elle est done egale a np~; de sorte qu'il vient: 

J" est done fini, et il en est de meme de .J'" et de .J. 
C. Q. F. D. 

Nous devons done conclure que (si les conditions initiales du mouve
ment ne sont pas exceptionnelles au sens donne a ce mot dans le corol-
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laire du theoreme I) le troisieme corps () repassera une infinite de fois 
anss1 pres que l'on voudra de sa position initiale. 

Dans le ens general du probleme des trois corps, on ne pent plus 
affirmer qu'il en sera encore de meme. 

Theoreme II. Si n = 3 et que x1 , x~, x3 representent les coordon
nees d'un point dans l'espace ordinaire, et s'il y a un invariant positif, 
il ne pent pas y avoir de surface {ermee sans contact. 

Soit en effet 

un invariant integral positif. Supposons qu'il existe nne surface S fermee 
et sans contact, ayant pour equation 

F(x1 , x~, x3 ) = o., 

Soit V le volume limite par cette surface; nons etendrons !'invariant 
J a ce volume tout entier. 

La surface S etant sans contact, !'expression: 

dF X + dF X + dF X 
dx1 

1 dx, ~ dx, 3 

ne pourra s'annuler et par consequent changer de s1gne; nons la suppo· 
serons positive pour :fixer les idees. 

Soit dw un clement de la surface S; menons la normale a cet ele
ment du cote des F croissants; prenons sur cette normale un segment 

infiniment petit dn. Soit :: dn la valeur de F a l'extremite de ce seg

ment. On aura: 
dF 
dn > o. 

J etant un invariant, on devrait avoir 

dJ 
dt = o. 

Mais nons tronvons 

J 
dF dF dF 

dJ d- xl + -d x, + -d x3 
-- M xt x, a:s d 
dt - dF w. 

dn 
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L'integrale du second membrc, etendue ~t toute la surface S, est positive 

puisq ue la fonction so us le signe J est toujours positive. 

Nous arrivons done a deux resultats contradictoires et nous devons 
conclure qu'il ne peut exister de surface fermec sans contact. 

Extension du theoreme II. Il est facile d'etendre ce theoreme au 
cas de n > 3; il suffit pour cela, puisque la representation geometrique 
n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire: 

S'il y a un invariant integral positif, il ne peut pas exister une 
fonction · uniforme F(x

1 
, a.~2 , ••• , x,.) qui soit positive, qui devienne infinie 

toutes les fois que l'un des x cesse d'etre fini et qui soit telle que 

soit toujours de meme signe quand F est nul. 
Pour faire comprendre !'importance de ce theoreme, je me bornerai it 

faire observer que c'est une generalisation de celui dont je rhe suis servi 
pour demontrer la legitimite de la belle methode de l\1. LINDSTEDT. 

,Je prefere toutefois, au point de vue des applications ulterieures, 
lui donner une forme un pen differente en y introduisant nne notion 
nouvelle, eelle des courbes invariantes. 

Nous avons a la fin du paragraphe precedent envisage une portion 
de surface S, definie par !'equation 

et telle que l'on ait pour tons les points de S 

de telle sorte que S soit nne portion de surface sans contact. 
Nons avons defini ensuite , ce qu'on doit entendre par le ne conse

quent d'un point de S on par la n• consequente d'nne courbe on d'une 
alre appurtenant a s. ,J'entends maintenant et j'entendrai desormais le 
mot consequent, dans le sens du paragraphe precedent, et non dans le 
sens employe plns haut dans la dt'mwnstration du theonhne I. 

Acta mathmnatwa. 13. 1m prime Je 2 aoftt 1890. 11 
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Nous avom; vu que s'il existe uu invariant positif 

il existe egalement nne autre integrale 

fMHdw 

que l'on doit etendre a tons }es elements dw d'nnP ::ure apparten:mt a S 
et qui jouit des proprietcs suivantes: 

I
0

• La quantite sous le signe J, MH est toujours positive. 

2°. L'integrale a la meme valeur pour une aire quelconque appur
tenant a s et pour toutes celles de ses consequentes qui existent. 

Cela pose, j'appellerai coU?·be invm·iante du ne ordre, toute courbe 
tracee sur S et qui coincidera avec sa n" consequente. 

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para
metres tres petits de sorte q u'on est naturellement conduit a clevelopper 
les solutions suivant les puissances croissantes de ces purametre;;;. Telles 
sont les masses en mecanique celeste. 

Nous imaginerons done lJUe nos equations lliffer('ntielles 

(~~=X 
tlt 3 

dependent d'un parametre p.. Nons supposerons que X1 , X 2 , X3 sont 
des fonctions donnees de x1 , x

2 
, x

3 
et p., susceptibles d'etre developpees 

selon les puissances croissantes de p. et qne p. est tres petit. 
Considerons alors une fonction quelconque de p.; je suppose que cette 

fonction tende vers o quancl p. tend vers o, de telle fa<[OD que le rapport 
de cette fonction a p." tendc vers unc limite finie. .Te clirai que cette fonc
tion de p. est nne quantite tres petite du ne ordre. 

n importe de remarquer qu'il n'est pas necessaire que cette fonction 
de If soit susceptible d'etre developpee suivant les puissances de p.. 

Cela pose, soient A
0 

et B
0 

deux points d'une surface sans contact S, 
et soient A1 et B1 leurs consequents. Si la position de A

0 
et B

0 
depend 

de 11 suivant unr: loi quelconque il en sera de meme de la position d1~ 

A 1 et B1 • .Je me propose de demontrer les lemmes suivants: 
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact S, 
passant par le point a

0 , b0 , c
0 ; si x

0 , Yo , .z0 sont les coordonnees d'un point 
de S et si x1 , y1 , .z1 sont les coordonnees de son consequent, on pourra 
developper x1 , 7J1 , .z1 suivant les puissances de x0 - a0 , Yo - b0 , Z0 - C0 

et p. pourvu que ces quantites soient suffisamment petites. 
Je puis toujours prendre pour origine le point a

0 , b
0 , c

0 de telle 
fa((Oll que 

Si alors 

z = '!(x, y) 

est !'equation de la surface S; cette surface passera par l'origine 0 et on aura: 

'/(o, o) = o. 

Je supposerai de plus qu'en tons les point:,; de la portion de surface S 
envisagee la fonction '!(x, y) est holomorphe. Par l'origine 0 passe une 
trajectoire; imaginons que quand p. = o cette trajectoire vienne au temps 
t = r recouper la surface S en un point P dont les coordonnees seront: 

x =a, y = b, z =c. 

D'apres la terminologie que nous avons adopte, le · point P sera 
quand on iiUppose p. = 0 le consequent du point 0. 

Soit maintenant X0 , Yo , Z0 un point A tres voisin de 0 et apparte
nant a la surface S. Si l'on fait passer par ce point A une trajectoire, 
si on suppose que p. cesse d'etre nul, mais reste tres petit, on verra que 
cette trajectoire viendra, a une epoque t tres pen differente de r couper 
la surface S en un point B tres voisin de P. 

Ce point B dont j'appellerai les coordonnees x1 , y1 , Z
1 

sera d'apres 
notre terminologie le consequent du point A. 

Ce que je me propose de demontrer, c'est que x1 , y1 , z1 peuvent 
se developper suivant les puissances croissantes de x 0 , Yo , z0 et p.. 

En effet, d'apres le theoreme III § 2, si x, y, a sont les coor
donnees au temps t du P?int mobile qui decrit la trajectoire issue 
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du point A, t-~1 de plus X
0

, y
0

, z
0

, p ct t- r sont suffisamment petits, 
011 aura: 

(4) !f = cp 2(t- r, fJ•, X0 , Yo, Z0 ), 

z = cp3(t- r, p., X0 , Yo, Z0 ), 

cpl' ¢2 et 1)3 etant des seric:-~ ordomu~es suivant les pmssances de t- r, 

fl' Xo ' Yo ' Zo · 
Ces serict-~ sc reduiront respectiv~nucnt a a , b , c pour 

t - r = p = x0 = Yo = Z0 = 0. 

Comlllc sc (x ~ y) est devcloppablc suivant lcs puissances de ;r - a et 
y -- b, si x- a d y -- b sont assez petits, nous aurons egalcmcnt: 

cp4 etant Une serle de liH~HlC forme (jlle 1\, cp2 et cp3 • 

Ecrivons que le point .r, y, z se trouve sur la surface S, nous aurons: 

(s) 

La relation (S) peut etre regardec comme une equation entre t- r, 
fl.' Xo ' Yo et ~0 ct 011 peut chercher i=t la resoudre par rapport a t - r. 

Pour: 

cette relation est satisfaite, ear on a 

D'apres un theor€nnc de CAUCHY, que nous avous demontre dans un 
des paragraphes qui precedent, on pourra tirer de la relation (S) t- r 
so us la forme suivante: 

0 etant nne serJe ordonnee suivant les puissances de fl' Xo' Yo et Zo. 
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Il n'y aurait d'exception que si pour 

on avait 

Or cette equation exprime que la trajectoire ISSUe du point 0 pour 
p = o va toucher la surface S au point P. 

Mais il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours que 
S e!o\t une surface ou une portion de surface sans contact. 

Dans les equations (4) rempla«;ons t- r par (} et X' y' ;?J par xi, 
y

1 
, z1 ; il viendra: -

x, = 81 (p.' Xo ' Yo ' zo), 

Y1 - 8z(P.' Xo ' Yo ' Zo), 

.zl - 8a(f1.' Xo' Yo' zo), 

el ' 82 et 83 etant des series developpees selon les pmssances de p ' xo' 
Yo et Zo. 

C. Q. F. D. 

Lernme II. Si la distance de deux points ..A
0 

et B
0 

appartenant a la 
portion de surface sans contact S est une quantite tres }Jetite d'ordre n, 
il en sera de merne de la distance de leurs consequents A, et B1 • 

Soicnt en effet a1 , (t~, a3 lcs eoordonnees d'un point fixe P
0 de S 

tres voisin de A 0 et de B
0

; a~ , a; , a; les coordonnees de son consequent P1 • · 

Soient X 1 , x2 , x3 ; x~ , x~ , x~ ; y1 , y~ , y~ ; y; , y; , y~ les eoordonnees de 
.A0 , A 1 , B0 et B

1
• 

D'apres le lemme I x; - (t; , x;- a;, x~- a~ peuvent se developper 
scion les puissances croissantes de x

1 
- rt

1 
, ;c

2 
- a

2 
, X3 - a

3 
et p.. 

L'expression de y~ - a; , y; - a; , y~- a~ en fonctions de y 1 - a,1 , 

Jh - a2 , y3 - a3 et p. sera evidemment la nH~me que celle de x; - a;, 
x;- a;, x;- a; en fonctions de X1 -. a1 , x2 --a~, X3 - a3 ct fl· 

On deduit de la que l'on pcut ecrire: 

x;- y; = (xl- Y1)F1 + (x2 -Jh)Ji'2 + (xa- Ya)l!~;, 

(7) x;- y; = (xl- Y1)P; + (x2- Y2)J?; + (xa- Ya)F~, 

x; - y; = (xi - YI) P;' + (x2 -,y2) F;' + (x3 - Ya) F;', 
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les F etant dc8 serie8 developpees suivant les pmssances de: 

Les quantites F.,. F 2 , etc. sont finie8; si done X 1 -- y1 , X 2 - Y2 et 
X 3 - Ya sont des quantites tres petites d'ordre n, il en sera de nu~me de 
;:r:; - y; , x; - y; , x~ - y~. 

C. Q. F. D. 

Theoreme III. Soit A
1 
AMB

1 
B une courbe i11variante, de telle favon 

que A1 et B1 soient les consequents de A et B. 
Je suppose que les arcs AA

1 
et BB

1 soient tres petits (c'est a dire 
tendent vers o avec p.) mais que leur courbure soit finie. 

Je suppose que cette courbe invariante et la position des points A 
et B dependent de ft suivant une loi quclconque. Jc suppose qu'il existe 
un invariant integral positif. Si la distance .AB est tres petite du n• ordrc 
et que la distance AA.

1 
ne 8oit pas tre8 petite du n• ordre, l'arc AA1 

coupe l'arc BB
1

• 

Fig. I, Fig. 2. 

Je puis toujours joindrc lcs points A et B par un arc de eourbc 
AB situe tout entier sur la portion de surface sans contact 8 et dont la 
longueur totale so it du uu:~mc orclre de grandeur que la distance AB, 
c'est a dire une quantite trcs petite du n• ordre. Soit A1 B1 

un arc de 
courbe qui soit le consequent de AB, il sera aussi tres petit du n• ordre 
d'apres le Iemme II. 

Voici rnaintenant les eli verses .hypotheses que l'on peut conccvoir: 
I'"• hypothese. Les deux arcs AA 1 et BB1 se coupent. .Je me pro

pose d'etablir que c'est cette hypothese qui est realisee. 
2• hypothese. Le qmidrilatere curviligne AA

1 
B

1 
B est tel que lcs 

quatre arcs qui lui servent de cOtes n'ont d'autre point commun que les 
quatre sommets A , A 1 , B et B

1
• C'est le cas de la figure I. 
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3• hypothese. Les deux ares AB et A
1 
B

1 
sc coupent. C'est le eas 

de la figure 2. 

4" hypothese. L'un des arcs AB ou A
1
B1 coupe l'un des arcs AA1 

ou BB1 ; mais les arcs AA
1 

et BB
1 

ne se coupent pas, non plus que les 
deux arcs AB et A

1 
B1 • 

S'il y a un invariant positif il existera d'apres le paragraphe pre
cedent une certaine integrale 

jMHdw 

dont tous les elements seront positifs et qui devra av01r la meme valeur 
pour l'aire ABB

1
MA et pour sa consequente AA

1
B

1
MA. 

Cette integrale etendue a l'aire 

doit done etre nulle et cornme tous leg elements de l'integrale sont positifR, 
la disposition ne peut etre celle de la figure 1 ou l'aire ABA

1 
B1 est convexe. 

La seconde hypothese doit done etre rejetee. 
La disposition ne peut non plus etre celle de la figure 2. 

En eff~t dans le triangle ADA
1 

, les distances AD et A1 D sont tres 
petites du n• ordre car elles sont pluR petites que les arcs AD et A1 D, 
lesquels sont plus petits que leR arcH AB et A1 B1 

qui sont du n• ordre. 
De plus on a: 

La distance AA
1 

devrait done etre nne quantite treR petite dn n• ordre, 
ce qui est contraire a l'enonce du theoreme. 

La 3" hypothese doit done etre rejetee . 
• Je dis que la 4" hypothese ne peut non plus etre acceptec. Supposons 

en effet par exemple que l'arc AB coupe l'arc AA
1 

en un point A'. Soit 
ANA1 la portion de l'arc AB qui va de A en A'; soit APA' la portion 
de l'arc AA

1 
qui va de A en A' . 

• Je dis qu'on pourra remplacer l'arc ANA'B par l'arc APA'B; et 
que le nouvel arc APA'B sera comme l'arc primitif ANA'B une quantite 
tres petite du n• ordre. 

En efiet l'arc ANA' est plus petit que AB, il est done du n• ordre; 
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la distance AA' c,;t done cllc-Hu:~me du n' onlre; l'urc AP A' e,;t plus petit 
que AA1 yui est trcs petit, c'est it dire yui tend verB o avec p; l'arc 
AP A' est done tres petit et sa courLure est finie; on peut done assigner 
une limite au rapport de l'arc APA' a sa corde AA'; ce rapport et;t fini 
et AA' est du n• ordre; done AP A' est du n• ordre, c. q. f. d. 

D'ailleurs le nouvel arc APA'B ne coupe plus l'urc AAp il a seule
ment avec lui une partie commune APA'. 

On retornbe done sur la 2" hypothese qui a deja ete rejetee. 
La Iere hypothese est done seule acceptable et lc theoreme est de· 

rnontre. 
&marque. - Nous avons suppose dans l'enonce du theoreme que 

les arcs AA
1 

et BB
1 

sont tres petits et que leur courbure est finie. En 
realite nous ne nous sommes servis de cette hypothese que pour montrer 
que si la corde AA' est tres petite du n• ordre, il en est de meme de 
l'arc APA'. 

Le theoreme sera Jonc encore vrai quan<l meme l'arc AA
1 

ne serait 
pas tres petit et sa courbur0 fitli<', ponrvu yu'on puisse assigner une limite 
superieure au rapport d'un arc. quelconque (faisant partie de AA

1 
on de 

BB1) a sa corde. 

CHAPITRE IlL 

Theorie des solutions periodiques. 

§ 9. Exit~tence de.fl .flolutions pi'riodique.~. 

Considerom nn sy:;:teme d'equations clifferentielles 

d;r;=X. 
dt ' 

(i=1,2, ... ,n) 

oi1 les X sont des fonetions des x et <l'un purarnetre fl· Les X pourront 
aussi clependre de t, rnais ce seront alors df:'s fonctions periodiques de 
cette variable et la periode sera 21:. 


